Zur Einfithrung der transfiniten Zahlen

Von JOHANN v. NEUMANN in Budapest.

Einleitung.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist: den Begriff der Cantor-
schen Ordnungszahl ‘eindeutig und konkret zu fassen.

Dieser Begriff wird nach Canfors Vorgang gewdhnlich als
. Abstraktion* einer gemeinsamen Eigenschaft aus gewissen Klassen
von Mengen gewonnen.!) Dieses etwas vage Verfahren wollen wir
durch ein anderes, auf eindeutigen Mengenoperationen beruhendes,
ersetzen. Das Verfahren wird in den folgenden Zeilen in der Sprache
der naiven Mengenlehre dargestellt werden, es bleibt aber (im
Gegensatz zu Cantors Verfahren) auch in einer ,formalistischen,
axiomatisierten -Mengenlehre richtig. So behalten unsere Schlisse
~auch im Rahmen der Zermeloschen Axiomaiik (wenn man das
Frdnkelsche Axiom?) hinzufiigt) volle Geltung.

Wir wollen cigentlich den Satz: ,Jede Ordnungszahl ist der.
Typus der Menge aller ihr vorangehenden Ordnungszahlen® zur
Grundlage unserer Uberlegungen machen. Damit aber deér- vage
Begriff ,Typus“ vermieden werde, in dieser Form: ,Jede Ord-
nungszahl ist die Menge der ihr vorangehenden Ordnungszahlen.“
Dies ist kein bewiesener Satz {iber Ordnungszahlen, es wire viel-
mehr, wenn die transfinite Induktion schon begriindet wére, eine
Definition derselben. Nach ihr wird (O ist die leere Menge,
(a, b, ¢, ...) die Menge mit den Elementen q, b, ¢, ...)

0= 0,

1 = (0), .

2 — (0, (0)),

3 == (0, (0), (O, (O))).

w = (0, (0), (0, (O), (O, (O), (O, ON), --..),
@ +1=(0,(0).(0,(O), .-, (0, (0), 0, 0) .....)
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Wir setzen aber natiirlich die transfinite Induktion nicht als
begriindet voraus, wir nehmen vielmehr nur die Begriffe der ,wohi-
geordneien Menge* und der ,Ahnlichkeit* als vorhanden an.!)
Wir werden im iibrigen streng formalistisch vorgehen, das ...
Symbol und dhnliches {iberall vermeiden. '

Unsere Bezeichnungen sind die folgenden : Wenn =, 1] Men-
gen sind, so bedeutet Z°< H oder I > =, dass Z eine Teilmenge
von H ist, und £ <H oder H> Z, dass Z eine echte Teilmenge
von H ist. Wenn Z eine Menge ist, so bedeutet x ¢ &, dass x
ein Element von 5 ist. — O sei die leere Menge, a, (4, b), (a, b, ¢)
~ die Mengen, deren Elemente a, a und b, bzw. a, b und ¢ sind.

Wenn x, y Elemente einer geordneten Menge sind, so bedeutet
x < y oder y > x, dass bei der gegebenen Ordnung x vor y kommt.
_ E(x) sei eine Eigenschaft, f(x) eine Funktien, die fiir alle
x, die die Eigenschaft E (x) besitzen, definiert ist. Dann sei

M(f(x); E(x)
du. Menge aller f(x), wenn x alle x, die die Eigenschaft E (x)
besitzen, durchlauft 3) — K sei eine geordnete Menge, x ein Ele-
ment von 5. Dann nennen wir die Menge

M@y;ye5 y=<x)
aller Elemente y von &, die vor x liegen, den Abschnitt von x
in- =, 'und bezeichnen ihn kiirzer auch durch A4 (x, =).

I. Kapitel,

1. & sei e'ine wohlgeordnete Menge. Wir nennen eine Funk-
tion f(x), die in & definiert ist, eine ,Z&hlung* von =, wenn filr
alle Elemente x von &

f(x) = M(f(y); }'fA(Y £))
ist Wenn f(x) eine Zihlung von & ist, so nennen wir
| M(f(x); xe5). |
eine Ordnungszahl“ von £, Und wenn es {iberhaupt Zéihlungen
von £ gibt, so nennen wir & ,zihlbar“.

Ist x,, x,, x; X, das 1-te, 2-fe, 3- te, 4-te Element von £, so
ist offenbar fiir jede Zihlung f(x) von =

Jx) =0,

() = (0),

f(xs)) = (0, (0)),

fx) = (O, (0); (O, (O;
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folglich ist die Ordnungszahl von Z, wenn es O, 1, 2 oder 3 Ele-
mente hat, bzw.
.0,

(0),

(0, (0)),

(0. (0), (O, (O))). .

2, A sei eine wohlgeordnete Mcnge Zwel Zahlungen f(x)
£ (x) von & sind stets identisch.

Denn im entgegengesetztem Falle gédbe es. ein erstes x, fiir
" welches f(x) + g (x) ist. Fiir alle y < x wire also fO) = g
also wire

Mf(); ye 5, y<x) = M("(y) yeE y<y
und das heisst eben f(x) = g (x), entgegen der Annahme.

Ein zihlbares 5 hat also eine und ‘nur eine Zahlung Zah-
lung und Ordnungszah! sind also fiir alle zihlbaren £ eindeutig
festgelegte Begriffe. Wir werden im Folgenden die Otdnungszahl
von = mit OZ (£) bezeichnen.

3. & sei zdhlbar, f(x) die Zihlung von &, und x ein Ele-
ment von Z. Dann ist A (X, 5) zdhlbar und seine Ordnungszahl
ist f(x).

Denn die Funktion f (x), die in A(X, =) definiert und dort
== f(x) ist, ist emne Zihlung von A(x, 5). Es ist in der Tat fiir
alle Elemente y von A (X 5) '

M(f () yeA(x, A(X, E)) = M(f(y); ye A(x, A(X, §))) =
= M(f(y); yeA(x. 5)) = f(x) = [ (x).
Also ist A (X, £) zihlbar, und seine Ordnungszahl ist
OZ(A (x, &) = M(f x); xeA(x, =) =
= M(f(x); xeA(X, E)) = f(x).
4. Alle Abschnilte in £ seien zdhlbar. Dann ist auch = zéhlbar.
Wir definieren nimlich fiir ‘jedes x von &
f(x) = O0Z (A(x, E)).
(Das konnen wir, da alle A (x, &) zéhlbar sind.) f(x) ist dann
eine Zahlung von 5. Gehort ndmlich x zu &, und ist ¢ (y) die
Zihlung von A (x, &), so ist fiir jedes Element y von A(x, £)
¢ () = O0Z(A(A(x5)) = 0Z (A E)) = f()’),
so dass
f69 = OZ(A(xE) = M(y(); ye A(x, 8) =
= M(F0); yeA(x E)

ist.
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5. Z sei wohlgeordnet. Dann ist = zdhlbar.

Denn im entgegengesetztem Falle widren auch nicht alle
Abschuitte in & zidhlbar. Es gidbe also ein erstes x, fiir welches
A (x, =) nicht zahlbar ist. Nun ist jeder Abschnitt in A (x, &) gleich

A, A(x, 2)) = A(y, 5)
fir ein Element y von A(x, Z). Wegen y < x ist dann A (), 2).
zahlbar. Also sind alle Abschnitte in A (x, £) zdhlbar, d. h. A(x, &)
ist zahlbar, entgegen der Annahme.
Damit haben wir bewiesen, dass Zahlung und Ordnungszah'l
fiir alle’ wohlgeordneten Mengen eindeutig festgelegte Begriffe sind.

II. Kapitel.

6. £ sei wohlgeordnet und f(x) die Zihlung von Z. Dann
ist, fiir kein Elementx von £, f(x) ein Element von f (x).

Wiirde namlich, flir irgendein Element x von Z, f(x) zu f(x)
gehoren, so gdbe es ein erstes derartiges x. Da f(x) die Menge
aller f(y) ist, wo y < x ist, wédre dann f(x) = f(y), fiireiny<x.
Dann wiirde aber f(y) zu f(y) gehoren und y < x sein, entgegen
der Annahme. '

7. & sei wohlgeordnet, f(x) die Zdhlung von =, und x, y
seien zwei Elemante von =, fiir die x < y ist. Dann ist f(x) < f(y).

Aus x <y folgt namlich A (x, 5) < A(y, 5), also

M(f(w;ue A(x, ) K M(f(w);ucA,5),f(x) < fV),
und weil f(x) zu f(y) gehort (da x <y ist), zu f(x) aber nicht,
so ist f(x) von f(y) verschieden. Also ist f(x) < f(y).

8. Wir nennen, mit einem Ausdruck von Hessenberg, eine
Menge von Mengen 5 ,durch Subsumption ordnungsfihig¥, wenn
fiir zwei verschiedene Elemente x, y von X stets x <y oder x>y
ist. Und wenn das der Fall ist, so dfinieren wir eine Ordnung
dadurch, dass wir festsetzen, dass x <y sei, falls x <y ist. Diese
Ordnung nennen wir. die ,,Subsumptionsordnung®.

Nun sei 5 wohlgeordnet. Dann ist OZ (&) stets durch Sub-
sumption ordnungsfahxg und in der Subsumptionsordnung dem
£ ahnlich. :

f(x) sei namlich die Zihlung von Z. Irgend zwei Elemente
P, Q von OZ(5) sind dann wegen ‘

0Z(5) = M(f(x); xeE)
gleich f(x), bzw. ) (y) Und da x < y oder x » y ist; ist f(x) <j(y)
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oder f(x)> f(y), also P<Q oder P> Q. Also ist OZ (=) durch
Subsumption ordnungsfahig.

Die Zuordnung von x zu f(x) ist offenbar eine Abbildung
von =.auf OZ(<). Und da aus x <y stets f(x) <f(y), also bei
der Subsumptionsordnung f(x) <f(y) folgt, ist die .Abbildung
auch ein-eindeutig und ahnlich: Also ist = dem OZ (=) dhnlich.

9. P ist dann und nur dann eine Ordnungszah!, wenn es

1. eine durch Subsumption ordnungsfihige Menge von Men-
gen ist,

2. seine Subsumptionsordnung eine Wohlordnung ist,

- 3. fiir jedes Element & von P stets & = A (& P) ist.

Erstens nehmen wir an, dass P eine Ordnungszahl ist, dann
sei P die Ordnungszahl der woh!geordneten Menge =, deren

Zihlung f (x) ist.

‘ P ist eine. Menge von Mengen, die nach dem soeben bewie-
senem Satze durch Subsumption ordnungsfihig ist (also ist 1.
erfiillt) und die dem wohigeordneten .= #hnlich, also selbst wohi-
geordnet ist (also ist 2. erfiillt). Fiir jedes & von P ist, da
£ = f(x) (x Element von &) sein muss,

S=fx) =M(f):ye 5,y <x) =M(f(y);ye 5] ()< f(x)—

=M@@;neP, n<5)=A(5P);

(also 1st auch 3. erfiillt).

Zweitens nehmen wir an, dass P die Bedingungen 1., 2., 3.
erfiillt. Dann ist es - durch Subsumplion ordnungsfdhig, und in der
Subsumptionsordnung wohlgeordnet. Wenn wir fiir alle Elemente
x von- P als Definition f(x) == x setzen, so ist f(x) eine Zahlung
von P. In der Tat ist wegen 3. fiir alle & von P
FE)=:=AEP) =M@, 1eA (5 P) =M(f(1); 1¢A(5 P)),
demnach ist .

OZ(P) ==M(f(%),; 5eP)=M(:;5eP) =P,
also ist P eine Ordnungszahl und zwar seine eigene Ordnungszahl.

IIl. Kapitel.

10. P sei eine Ordnungszahl. Dann ist P die Menge aller
Ordnungszahlen, die <P sind.
P sei namlich die Ordnungszahl der wohlgeordneten Menge
=, deren Zahlung f(x) ist. Erstens nehmen wir an, dass Q ein
Element von P ist. Wegen 3. ist dann
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~ Q = A(Q.P)<P

und da- Q == f(x), (x Element von =) sein muss, und
~ f(x) = 0Z(A(x, B))

ist, ist f(x), also auch Q eine Ordnungszahl.

Zweitens nehmen wir an, -dass Q eine Ordnungszahl ist, fur
dle Q < P ist. Wir ordnen P -durch Subsumptlon Es sei 5 <&,

& gehdre zu Q.

Da dann & zu Q- und 2u P gehor,t, und P, Q. Ordnungs-

zahlen' sind, ist . '
E=A(5Q =AEP)

Da 5 zu P gehort und # <€ ist, gehdrt 4 zu 4 (5 P). Und da
AP = A Q) <Q |

_ ist, gehort es auch zu Q. D. h.: es ist Q<P Wenn 5 <§

ist und & zu Q gehdrt, so gehort auch  zu Q. Nach einem

bekannten Satze iiber wohlgeordnete Mengen (P ist wehigeordnet),

ist -also Q -ein Abschnitt in P. Fiir ein Element & von P ist also

' . = A(§P) = :

also gehdrt Q zu P.

Wir konnen den jetzt bewiesenen Satz auch so aussprechen:
Wenn P, Q Ordnungszahlen sind, so ist P < Q mit P¢Q gleich-
bedeutend. Also ist fir eine Ordnungszahl P niemals Pe P,

11. P, Q seien zwei verschiedene Ordnungszahlen. Dann ist
P<Q oder P> Q.

R sei der Durchschnitt von P und Q. Da P durch Sub-
sumption ordnungsfdhig ist und seine Subsumptionsordnung eine
Wohlordnung ist (nach 1., 2.), da weiter R < P ist, so gilt dasselbe
von R, also erfiillt R die Bedingungen 1. und 2. Jedes- Element
< von R gehort zu Pund Q, und, weil P, Q Ordnungszahlen sind,

ist
= AGR) = A Q).
A (5 R) ist der Durchschmlt von A(§ P) und A (§ Q) also ist
' = A(i R);

somit erfiilit R auch 3. Also ist R eine Ordnungszahl.

Esist R<P und R< Q. Wenn R==P oder R=Q ist,
so ist P< Q oder QL P; also P< Q ode P> Q (weil P+ Q
ist). Dies ist aber stets der Fall; denn wire R<P und R<Q,
so wire, da P, Q, R Ordnungszahlen sind, Re P, Re Q. Also wiire
ReR (weil R der Durchschnitt von P und Q ist), was unmbghch
1st denn R ist eine Ordnungszahl..
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12. U sei eine Menge von Ordnungszahlen. Zwei verschie-
dene Elemente P, Q von U sind stets Ordnungszahlen, also ist
P< Q oder P> Q. D. h.: U ist durch Subsumption ordnungs-
fahig. Die Subsumptionsordnung von U ist aber eine Wohlordnung.

Um das zu beweisen miissen wir zeigen, dass jedes V < U,
V = O ein erstes Element- hat.

P sei ein Element von V. (P ist eine Ordnungszaht.) Wenn
es kein Element von V gibt, das < P ist, so hat V ein erstes
Element, ndmlich P.. Wenn es solche Elemente gibt, so sei ihre
Menge: W. Da alle Elemente von W Ordnungszahlen sind (wegen
W< V< U) und < P sind, gehoren sie alle zu P, also ist W P,
Da WP, W=0ist, und P wohl'geo.rdnet ist, hat W ein erstes -

Element Q. (Wegen Qe W ist Q< P.) Da jedes Element von V
~entweder > P, also > Q ist, oder <P, also ein ‘Element von W,
und somit > Q ist, ist Q auch das erste Element von V. V hat
also allenfalis ein erstes Element.

13. P ist dann und nur qann eine Ordnungszahl wenn jedes
Element von P eine Ordnungszahl ist und < P ist.

Erstens sei P eine - Ordnungszahl Jedes Element von P ist
cine Ordnungszahl und < P. ‘

Zweitens geniige P unseren Bedingungen. Als Menge von
‘Ordnungszahlen ist dann P durch Subsumption ordnungsfahig
und seine Subsumplionsordnung ist eine Wohlordnung, also-sind
1., 2. erfiillt, Zweitens.ist fiir jedes Element & von P

A5 P)=M(n;eP, <3,
also weil aile Elemente » von P Ordnungszahlen sind,
=M nePq0Z <) =M(n;neP, nei)
und somit, da ¢ <P ist, auch
) —M(']:'IEb)—S»
,somn 1st auch 3. erfiillt. Also ist P eine Ordnungszahl.

Wenn P eine Menge von Ordnungszahlen ist, so bedeutet -
fiir jedes Element £ von P (weil P eine Ordnungszahl ist) S<P
dass alle Ordnungszahlen die <¢ sind (d. h. alle Elemente von &)
zu P gehdren. Wir kbnnen  daher den soeben bewiesenen Satz
auch so aussprechen: P ist dann und nur dann eine' Ordnungszahl,
wenn alle Elemente von P Ordnungszahlen sind, und wenn fiir

jedes Element & von. P, alle Ordnungszahlen Y, fur die :1<; ist,
- -ebenfalls Elemcnte von P smd
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IV. Kapitel.

. 14. E, H seien wohigeordnete Mengen. £ und H sind dann
und nur dann einander &hnlich, wenn OZ (2) ='0Z (H) ist.

Erstens sei OZ(5)=0Z(H). Da = dem durch Sub-
sumption geordneten OZ (=), und H dem durch Subsumption
-geordneten OZ (H) dhnlich ist, ist dann wirklich = dem H &hnlich.

Zweitens sei = dem M dhnlich. Dann sei « (x) eine dhnliche -
Abbildung von = auf H und g (x’) die Zihlung von H. Wenn
wir fiir alle Elemente x von = als Definition f(x)==g (¢ (x))
setzen, so ist f(x) eine Zdhlung von =. In der Tat ist fiir alle x
von = '

M@EW);yeZ,y<x)=ME (), yes y<x)=
=M (rG);yes o) <q(X)=M@QK);yelly <y (x)=

~ =gy (X)) =f(x);
hieraus folgt aber
0Z(2)=M(f(9); xcZ) =M@ (w(); xe 5)=
=M (x); X eH):OZ(H). '

15. = ist dann und nur dann einem Abschnitt in #/ dhnlich,
wenn OZ (2) < OZ (H) ist. :

Erstens sei OZ (£) < OZ (H). Dann ist wegen 12. OZ (=)
ein Element von OZ (H), also (sein eigener) Abschnitt in H. Und
da = dem OZ (=), H dem OZ (H) ahnlnch ist, ist = auch einem
Abschniit von H ahnlich. 7

Zweitens sei = einem Abschnitte in // ahnhch. Die Zahlung
von 1/ sei g(x), der fragliche Abschnitt sei A(x, /7). Dann ist
wegen der Ahnlichkeit )

0Z(3) =0Z(A(xH)=g(®)
also ist OZ(..) Element von OZ (1), also ist wegen 12.
' 0Z () < OZ (H). .

16 Da stets einer und nur einer. der folgenden drel Falle

eintritt (wegen 11)

. 0Z(5) <0Z(H), OZ(:)-OZ(H) 0Z(Z)> 0Z (H),

s0 tritt auch stets einer und nur einer der drei folgenden Fille ¢in:
= ist einem Abschnitt von // &dhnlich;

= ist H dhnlich, R :

H ist einem Abschnitt von = &hnlich.
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Und diese drei Fiile sind bzw. gleichbedeutend mit
OZ (5) < OZ(H) oder OZ(Z)« OZ (H),
OZ (8)==0Z (H),
OZ(E)>0OZ(H) oder OZ(H): OZ (£).

17. 5 sei wohigeordnet. Dann gibt es eine und nur eine
(durch Subsumption geordnete) Ordnungszahl die dem & &hnlich
- ist, ndmlich OZ (5).

OZ (5) ist Z in der Tat dhnlich. Und wenn die Ordnungs-
zahl P dem /4 #dhnlich ist, so sei P die Ordnungszahl von /1. Da
H dem P, P dem .5 ihnlich ist, ist H dem & &hnlich, also

- P=0Z(H)=0Z(E),
hieraus folgt auch: zwei durch Subsumption georduete Ordnungs-
zahlen sind dann und nur dann ihnlich, wenn sie identisch sind.

Von dieser Stelle an ist es leicht die Theorie der Ordnungs-
zahlen weiter zu entwickeln. Addition, Multiplikation von Ord-.
nungszahlen sind unschwer zu begriinden. Die ,Deflnition durch
Transfinite Induktion® ist allerdings nur dann zuldssig, wenn der
folgende Satz bewiesen ist: ‘

»f (x) sei eine Funklion, die fiir alle Mengen von Dingen
eines Bereichs B definiert ist und deren Werie stets Dinge des
Bereichs B sind. Es gibt dann eine und nur eine Funktion & (P),
die fiir alle Ordnungszahlen P definiert ist und deren Werte stets
Dinge des Bereichs B sind, mit der Eigenschafl, dass fiir alle
Ordnungszalilen P (P OZ bedeute, dass P eine Ordnungszahl ist)

W (P) = f(M(P(Q); QOZ,Q<P) =f(M((Q); QeP)
ist.”

Der Beweis dieses iiberhaupt nicht selbstversidndlichen Satzes
ist aber unschwer zu erbringen.t) Ist dieser Satz bewiesen, so
kann auch die Theorie des Potenzirens von Ordnungszahlen,
~ sowie die der ,stetigen“ oder ,normalen“?) Ordnungszahl-Funk- -
tionen ohne weiteres entwickelt werden.

Anmerkungen.

1y Cantor, Mathematische Annalen, Bd. 46, 49.

2) Zermelo, Mathematische Annalen, Bd. 65, Frdnkel, Mathematische
Annalen Bd. 86.

Das Axiom von Frdnkel lautet so: ,Wenn = eine Menge ist und jedes
Element x von = durch ein £ ersetzt wird, so gibt es eine Menge =', deren
Elemente die = sind.“ Es fiilit eine wesentliche Liicke der Zermeloscher

Axiomatik aus.
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3) vom axiomatischen Standpunkte ist es gar nicht sicher, ob es cine
solche Menge gibt. Wir miissen vieimehr fordern, dass alle x mit der Eigen-
schaft E (x) eine Menge bildcn. Dann garantiert das Frdnkelsche Axiom die
Existenz von M (f({x); E (x)). Diese Bedmgung vurd im Folgenden stets
erfiillt sein.

‘ 4) Der Beweis des Satzes ver.auft (in starker Analogie zu den Schlissen
im 1. Kap., 1 —-6) etwa folgendermassen :

a) P sei eine Ordnungszahl. Gibt es dann eine Funktion ¥ (Q) dle fiir

atle Ordnungszahlen Q < P dcfiniert ist, und die Eigenschaft
‘ Y{Q)=fM¥(R); ROZ R< Q)
besitzt ? Und wievicle solche gibt es?

b) Wenn es iiberhaupt eine gibt, so gibt es eine einzige. In diesem Falle
heisse P ,normal“, und ¥ heisse ¥p. Ferner sei fiir ein normales P

o (P)y=f(M(¥p (Q);Q0Z, Q< P).

c¢) Wenn P normal ist, so ist jedes QP normal und es ist fiir

alic R <Q
Yo (R)=Y¥p(R), und ¢ (Q)=Y¥p (Q).

d) Wenn alle Q< P normal smd 50 ist auch P normal. (Es ist
Yp(Q) =5 (Q)) ’ _ ,

) Alle P sind normal. Aus d) folgt unnritteibar - .

O (PI=f(M¥p(Q); QOZ QIP)=f(M(®(Q); QR0UZ QL P),
also ist © (P) die gewiinschte Funktion.

[) Es gibt nur eine derartige Funktion.

%) Hausdorff, Grundziige der Mengeniehre, S. 114.



