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Um método eficiente e preciso para o calculo da fun¢do de alargamento Doppler
é de vital importancia para determinacbes acuradas das secbes de choque
microscopicas medidas nos grupos de energia, fatores de auto-blindagem, integrais de
ressonancias e outros parametros de reatores. Nesta tese serdo apresentados dois
meétodos distintos para calculo da fungao de alargamento Doppler e do termo de

interferéncia. O principal método é baseado em uma nova representacao integral para
a fungao 1//(x,§), 0 qual da a interpretagdo matematica da aproximacao proposta por

Bethe e Placzek, como sendo a convolugdo da fungao lorentziana com uma funcao

gaussiana. Essa interpretagdo além de conduzir a uma nova forma integral para

w(x,f), possibilitou obter de modo simples uma solugdo fechada para a fungéo de

alargamento do Doppler.
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An efficient and precise method for calculation of Doppler broadening
function is very important to obtain average group microscopic cross sections, self-
shielding factors, resonance integrals and others reactor physics parameter. In this
thesis two different methods for calculation of Doppler broadening function and

interference term will be presented. The main method is based on a new integral form

for Doppler broadening function w(x,f), which gives a mathematical interpretation of

the approximation proposed by Bethe and Placzek, as the convolution of the

Lorentzian function with a Gaussian function. This interpretation besides leading to a

new integral form for t//(x,cf), enables to obtain a simple analytic solution for the

Doppler broadening function.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Esta tese tem como principal objetivo desenvolver dois diferentes métodos de

célculo da funcdo de alargamento Doppler 1//(x,§) e do termo de interferéncia
7(x,&) (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976), baseados em técnicas de andlise de

Fourier. O primeiro método de calculo que sera apresentado para a funcao l//(x,é) é

baseado no teorema da convolugéo, o qual conduz a novas representagdes integrais
para fungdo de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia, possibilitando
assim a obtencao de formulagdes fechadas para ambas as fungdes, que conduzem a
resultados precisos em todas as faixas de energia e temperaturas, nas quais a
aproximacao de Bethe e Placzek é valida.

A determinacdo precisa da funcdo de alargamento Doppler é de vital
importancia para o calculo das integrais de ressonancias, fatores de auto-blindagem e
para correcbes das medidas das se¢des de choque microscopicas utilizando-se a
técnica de ativagdo (BEKURTS, 1964). Para aplica¢des relacionadas ao calculo dos
fatores de auto-blindagem , Shcherbakov e Harada (SHCHERBAKOV & HARADA,

2002) destacam a necessidade de desenvolverem aproximagdes precisas para

w(x,f), devido ao fato que os modernos sistemas numéricos utilizados para gerar os

valores de y/(x,g) ndo se aplicam convenientemente a analise de dados

experimentais provenientes da técnica de ativagdo. Com base na necessidade de se
encontrar aproximagdes convenientes para a fungdo de alargamento Doppler, nesta
tese sdo apresentados dois métodos de calculo, baseados exclusivamente em uma
nova representacdo integral para fungdo de alargamento Doppler, a qual é

interpretada como sendo uma transformada cosseno de Fourier (ARFKEN, 1988).



A nova representacido integral que sera apresentada nesta tese além de
conduzir a solugdes fechadas para fungdes w(x,£) e y(x,&), possibilita ainda que
estas fungdes sejam calculadas através da expansao em série de Fourier.

Aplicagcdes de ordem pratica, apresentadas nesta tese, consistem em

determinagbes precisas da fungdo J(&, ) (STACEY, 2001), secdo de choque
ressonante e dos fatores de auto-blindagem (SHCHERBAKOV & HARADA, 2002), os
quais se encontram diretamente relacionados com a funcéo w(x,f). Também sé&o
apresentadas novas aproximacgoes para o fator de auto-blindagem ressonante e para
a fungéo J(¢, p). Estas aproximagdes possibilitaram uma otimizagdo no tempo de

calculo para estas aplicagdes especificas.

No Capitulo Il é feita uma sucinta descrigdo dos principais fenédmenos fisicos
relacionados a aproximacado proposta por Bethe e Placzek para funcdo de

alargamento Doppler, assim como os principais métodos de calculos existentes para a

fungao y (x,&).

No Capitulo Il sdo descritos os métodos empregados para obtengédo das novas
representacdes integrais para a fungdo de alargamento Doppler e para o termo de
interferéncia. Sao apresentados também dois métodos para calculo da funcdo de

alargamento Doppler e do termo de interferéncia, no qual o principal método de calculo

€ baseado na solugado fechada das novas representagdes integrais para l,y(x,cf) e

;((x,g). O outro método consiste em empregar a série de Fourier sobre as novas

representagoes integrais.

No Capitulo IV sao descritas de forma objetiva as principais aplicagdes da

funcdo de alargamento Doppler, tais como caélculo das secbes de choque



microscopicas de espalhamento, calculo do fator de auto-blindagem na faixa de

energia epitérmica G, e o calculo da fungéo J(<, ).

No Capitulo V sado apresentados os resultados obtidos para os calculos das
funcdes de alargamento Doppler e do termo de interferéncia, utilizando os métodos
propostos. Tais resultados sio validados através de um método de referéncia
estabelecidos para tal finalidade. Os resultados mostraram-se bastante satisfatérios

tendo um desvio maximo, com relagcdo ao método de referéncia de menos de 0.1%

para t//(x,f). Ainda no capitulo V sao discutidos os resultados obtidos para os

calculos das se¢des de choque microscépicas de espalhamento, do fator de auto-

blindagem G,, e da fungéo J(C, f), empregando-se as aproximagdes propostas no

capitulo 1.

No Capitulo VI sdo apresentadas as conclusbes e recomendacdes da tese.



CAPITULO I

A FUNCAO DE ALARGAMENTO DOPPLER E SEUS PRINCIPAIS

METODOS DE APROXIMACAO

2.1 Introducéo

Nos reatores nucleares do tipo PWR, os néutrons sdo absorvidos na faixa de
moderacgao, logo no projeto desses de reatores, € necessario um tratamento acurado
das absorg¢des ressonantes, as quais consequentemente variam com a temperatura do
combustivel, devido ao alargamento Doppler das ressonancias (LAMARSH &
BARATTA, 2001).

O movimento de agitacao térmica dos nucleos é adequadamente representado
pela secdo de choque microscopica da interagdo néutron-nucleo através da funcao de
alargamento Doppler. Esta funcéo é calculada numericamente em modernos sistemas
de célculo das constantes de macrogrupo, necessarias para determinacdo da
distribuicdo de poténcia de um reator nuclear, sendo usada para o calculo aproximado
das integrais de ressonancia em células de combustiveis heterogéneas. Outra
importante aplicagdo da fungdo de alargamento Doppler consiste no célculo dos
fatores de auto-blindagem ressonante para correcbes das medidas das sec¢bes de
choque microscopicas pela técnica de ativacado. Neste tipo de aplicacdo é necessario

desenvolver aproximagdes precisas (SHCHERBAKOV & HARADA, 2002) para
l//(x,f), que sejam convenientes para aplicagdes e processamento de dados
experimentais resultantes da técnica de ativacdo. No artigo publicado por
(SHCHERBAKOV & HARADA, 2002) foi realizado um amplo estudo das aproximagdes

existentes até o presente momento, chegando a conclusdo que a aproximacao de

Padé de 4 pdélos (MARTIN & DONOSO, 1980) é a que apresentava melhor precisdo



quando usada no calculo do fator de auto-blindagem da ressonéncia, G

epitérmico

(BEKURTS, 1964).

Serao apresentados nesta tese dois novos métodos para calculo da fungao de
alargamento Doppler, que conduzem a resultados mais precisos que aqueles obtidos

através da aproximacgao de Padé de 4 pélos (KESHAVAMURTHY & HARISH, 1993).

2.2 Aproximacdo de Bethe e Plackzec para funcdo de alargamento Doppler

Os movimentos de agitagdo térmica dos nucleos dentro do reator estédo
representados através da se¢do de choque microscopica de interagdo néutron-nucleo.
Tais movimentos encontram-se diretamente relacionados com a temperatura do meio,
que consequentemente levam aos aumentos da largura de ressonancias
(DUDERSTADT & HAMILTON, 1976), sendo esse fendmeno fisico conhecido como
alargamento Doppler. O fenémeno de alargamento Doppler € de grande importancia
para calculo das integrais de ressonancias e medidas das sec¢des de choque
microscopicas.

Como mencionado anteriormente as seg¢des de choque microscopicas sao
capazes de representar os movimentos de agitagdo térmica dos nucleos,
consequentemente esta dependem fortemente das velocidades relativas entre o
néutron e os nucleos alvos. A se¢ao de choques microscopica pode ser representada

através de (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976):

- 1

a(v)=Wj|v—v|a(|v—v|)P(v)d3V (2.1)
e v = moddulo da velocidade do néutron;

e V =velocidade do néutron;

e V =velocidade do nucleo:;



e P(V)=funcao de distribuicdo de velocidade dos nicleos;

e N =densidade de néutrons;

Para um meio a temperatura absoluta T, em que os nucleos absorvedores

encontram-se em equilibrio térmico com o meio, a distribuicdo de velocidade P(V) e

apropriadamente representada pela distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (PATHRIA,

1972) de um gas ideal.

P(V):N(zi/l[ch

e k= constante de Boltzmann;

SRR}

o MV (2.2)

e T =temperatura absoluta do meio;
e M = massa do nucleo;

Quando a temperatura absoluta é aproximadamente zero Kelvin (LAMARSH &
BARATTA, 2001), é possivel descrever a dependéncia energética da se¢ao de choque
de absorc¢éo através de uma simples expressao conhecida como se¢do de choque de
captura ressonante de Breit-Wigner, a qual é capaz de descrever adequadamente os

efeitos de alargamento Doppler, a mesma é representada pela seguinte expressao:

r E 1/2 1
ay(EcM)=ao?y(Eo J 1+i(E — )2, (2.3)
1—w2 C 0

CcM

sendo o, a segdo de choque total na energia £, dada por:

F}’l
T8

o, =4rk;

I' = largura de néutron;
e [’ =largura de captura;

e [I'=largura total da ressonancia;

. 7&0 = comprimento de onda reduzido;

e g =fator de spin estatistico.



sendo FE, a energia onde a ressonancia ocorre e E., a energia do néutron no

sistema centro de massa.
Apods algumas manipulagbes algébricas (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976),
pode-se escrever a se¢ao de choque média dada pela equagéao (2.1), como fungéo da

velocidade e da temperatura do meio, conforme mostrado abaixo,

i () ()

Uy(v,T)z—IOwdvrvrzay(vr) e M e M|, (2.4)

1

sendo v, = |V —V| a velocidade relativa néutron-nucleo, v a velocidade do néutron e
V) =4 /k% a velocidade de cada nucleo absorvedor

Substituindo a expressao para a secao de choque de absorgdo ressonante,
equacgao (2.3), na equacao (2.4) obtém-se uma expressdo exata para a sec¢ao de

choque média.

oy (V,T)

2 2
vr 2 Vin —e 2 Vin

1 ®
=0,—~——| dv,
’ r ﬂ'vthzv J-O 1+1-\4(ECM —E0)2

2

A equacao acima pode ser simplificada apds algumas manipulagdes algébricas

(DUDERSTADT & HAMILTON, 1976), admitindo a seguinte representagao:

B r (E 172
ay(E,T)=ao?7(E°J ¥ (x,€), (2.5)
sendo
) ()

_ é: o dy 2v,h2 2v,h2
\P(x,g)_EIZE/FHy2 e M e , (2.6)
onde,
sz(E—EO)’ yEZ(ECM—EO) o e r .

r r (4ET/ A)



Os outros parametros citados a seguir sdo bem estabelecidos na literatura
(DUDERSTADT & HAMILTON, 1976) e compdem a expressdo exata da funcdo de
alargamento Doppler, equacéo (2.6), assim como a aproximacdo proposta por Bethe’

e Placzek:

e A =ndmero de massa;

e FE =energia do néutron incidente;

1
e L. :E,uvf = energia do centro de massa;

= massa reduzida do sistema;

m+M
e L, =energia em que a ressonancia ocorre;
o T, =(4EkT/A4)" =largura Doppler da ressonancia;
A expressdo proposta por Bethe e Placzek para a funcdo de alargamento
Doppler pode ser obtida a partir da equagédo (2.6) admitindo que o termo (v+v, )2é
muito maior que (v—vr)z (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976), conforme mostrado

pela equagao a seguir.

S dy T
‘P(x,§)~zj._2mme e (2.7)

Outras simplificacbes que podem ser introduzidas na equagao (2.7), a fim de
se obter a aproximacédo de Bethe e Placzek, consistem considerar F/E <<1, desta

forma o limite inferior de integracdo pode ser estendido até —oo sem erro apreciavel,

pois neste caso as regides que contribui para a integral cumprem a condi¢ao

|E—E0| << E e consequentemente (2.8) € valida. A outra aproximagao consiste em

substituir o termo (v—v,) por (vz—vf)/zv,, na exponencial, essa aproximagao é

*Hans Albrecht Bethe (1906-2005) recebeu o prémio Nobel de Fisica pelo estudo da producdo da energia solar e
estelar. Bethe também ficou conhecido por suas teorias sobre as propriedades atémicas.



plausivel visto que para nucleos pesados tem-se p~=m (DUDERSTADT &

HAMILTON, 1976).

As aproximacgdes realizadas conduzem obtencédo da representagao integral
proposta por Bethe e Placzek para a funcdo de alargamento Doppler e garantem
aplicagcdo desta formulagdo na maioria dos casos praticos de interesse, ndo se
aplicando apenas nos casos de baixas energias de ressonancia (E<lelV ) e

temperaturas muito altas (PALMA, 2007).

dy Sy
1+“;2 Pl (2.8)

E

¥ (ng)w(vé) =]
A representacdo integral proposta por Bethe e Placzek para a funcdo de
alargamento Doppler, dada pela equacao (2.8), ndo admite diretamente uma solugao
fechada, portanto sera proposta uma nova representacao integral para fungao l//(X,é)
a qual conduzira a uma solugcdo fechada de forma funcional simples. Essa nova
representacdo integral possibilitara ainda que a fungao w(x,ﬁ) seja calculada

utilizando métodos em expansao em série de Fourier (BUTKOV, 1987).
A seguir sao apresentadas as principais propriedades da funcdo de

alargamento Doppler segundo a aproximacao de Bethe e Placzek .

2.2.1 Propriedades da Funcéo de Alargamento Doppler t//(x,i)
A representacgao integral proposta pela aproximagao de Bethe e Placzek, para
a funcao w(x,f), trata-se de uma funcédo de paridade par, ou seja, uma fungao

simétrica com respeito a variavel x, conforme exemplificado pelas figuras 2.1, 2.2 e

2.3 a seguir:

*

Os grandes dominios da atividade cientifica de Placzek envolveram elementos fundamentais da teoria da
espectroscopia Raman, espectroscopia molecular em gases e liquidos, fisica matematica e fisica de néutrons.
Juntamente com Otto Frisch, ele sugeriu uma relacdo experimental direta da fissdo nuclear e com Niels Bohr e outros,
ele foi fundamental para esclarecer o papel do uranio 235 na reagéo em cadeia.
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Figura 2.3 - Funcao de alargamento Doppler para l,//(x,gg = 0,50)

Através da figuras 2.1, 2.2 e 2.3 é possivel verificar que a fungao de

alargamento Doppler trata-se de uma funcéo estritamente positiva e que a mesma
sofre um alargamento a medida que variavel & diminui, ou seja, a fungéo z//(x,f)
varia inversamente com a temperatura absoluta do meio.

Para baixas temperaturas, ou seja, quando a temperatura do meio tende a

zero, a fungao de alargamento Doppler pode ser representada apenas pela fungéo de

Lorentz, conforme mostrado abaixo:

o0 dy £ 2 1

A equacao (2.9) é conhecida como aproximagao assintética (DUDERSTADT &
HAMILTON, 1976) da fungao da fungao de alargamento Doppler.

No entanto para altas temperaturas, ou seja, quando a temperatura do meio
tende a infinito, a funcdo de alargamento Doppler pode ser representada através da

funcao gaussiana.

4o d 2 2 5
;mel//(x §) \/_;1_1)1010 B 1:; exp{—%(x y) } 2j_exp(—%x ] (2.10)
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Outra propriedade importante, que vale ser destacada é que a area sobre a
curva da funcdo de alargamento Doppler ndo depende da temperatura do meio,
conforme mostrado na figura 2.4. Através desta propriedade pode-se facilmente
demonstrar que a area sobre uma ressonancia isolada é constante

Na figura 2.4 sédo exibidas trés curvas diferentes para cada valor de &, as

areas sobre cada uma dessas curvas sdo iguais a x, como demonstrado a seguir.

f:l//(x,f)dx j_w 2\Fj—w1+y o g (2.11)

Como o lado direito da equacéao (2.11) trata-se de integrais separaveis, logo se

pode escreve que,

£2

jm T (2.12)

x,&)d

I— v 2f Lo 1+ ?
As integrais que surgem na equagao (2.12) sao conhecidas, e as mesmas

fornecem o seguinte resultado para a area sobre a curva da fungdo de alargamento

Doppler,

+o0 o0 0 —’f—zx—y2
[ w(x¢)dx 2j_j—w1fyyj e Dz (2.13)

12
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A seguir sdo apresentados alguns casos particulares em que a funcdo de

alargamento Doppler possui solugao analitica.

w(0.42¢)=¢ % o [1—erf(§/\/§)] (2.14)

e

40 .
b (2.15)

(o) sw(06) =]

logo, através da equacao (2.15) se pode concluir que:

y/(O,f):g‘%ei [1—erf(§/«/§ﬂ<1, (2.16)

onde erf(x) € denominada fungao erro (ARFKEN, 1988). Ainda na equagao (2.16)

quando ¢ é muito pequeno, ou seja, £ — 0, tem-se que a fungdo de alargamento

Doppler é inversamente proporcional a temperatura do meio.

N

v(0.6)=¢"> (2.17)
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2.3 Principais Métodos de Calculo para Funcédo de Alargamento Doppler
Nesta secdo sao descritos de forma clara e objetiva os principais métodos de
aproximacao para func¢ao de alargamento Doppler, segundo a aproximagao de Bethe e

Placzek, equacgao (2.8).

2.3.1 Expansao Assintética
Um dos métodos de aproximacdo mais pratico para calculo da fungdo de

alargamento Doppler, € conhecido como método da expansdo assintotica, o qual

consiste na expansédo em série de Taylor do termo > da fungéo de alargamento

I+y
Doppler, equacgéao (2.8), em torno de y =x,
1 1 —143% 4x(=1+x7
T=—— > (y—x)+ ; ()/—?C)z—(—f4)(y—x)3+
I+y" l+x (l+x ) (1+x ) (1+x )

Substituindo a equacao acima na aproximacao de Bethe e Placzek para funcao

de alargamento Doppler, equacdo (2.8), e integrando termo a termo, se obtém

finalmente a expansdo assintética. Essa expressao é valida apenas para |x.§|>6

(BEYNON & GRANT, 1963).

| i(3x =\ 12 (5x* =102 +1)
1+x? 5 ( ) (1+x )4

v (x,&)=

(2.18)

Apesar da equacao (2.18) possuir algumas limitagdes, a mesma ¢é bastante util

para se determinar o comportamento da fungcédo de alargamento Doppler em condigbes
especificas. Para valores elevados de x, é possivel observar que a fungao y/(x,f)

apresenta a seguinte forma assintética:

1
1+x°

W(x,é:)z (2.19)

Através desta mesma equacao é possivel obter também o comportamento da

funcao de alargamento Doppler para temperaturas préximas de zero Kelvin.

14



2.3.2 Métodos de Beynon e Grant
Beynon e Grant (BEYNON & GRANT, 1963) propuseram dois diferentes
meétodos de calculos para a fungdo de alargamento Doppler e para o termo de

interferéncia. O primeiro método consiste em expandir a parte exponencial dos

integrandos da fung&o de alargamento Doppler l//(x,é) em polinémios de Chebyshev

. : o 1
e integrar termo a termo. Esse processo introduz duas novas variaveis a:5§ e

b=¢-x, sendo x e & definido na pagina 07. Desta forma as séries assumem as

seguintes formas:

1.2

v (a,b)=—{Vacos(ab)[1- £ (a)Je” +/ (ab)}e (2.20)
onde
J(a,b)=%{%(ab)2—%( ) 4L (ab) - }+2La3{%(a ) }+

2 ¢ 2
Ez(a)zﬁj‘e Y dy
0

Para valores superiores a |x.£|>6 (BEYNON & GRANT, 1963) utiliza-se da

forma assintética da funcao w(x,gg).
Outro método alternativo proposto por Beynon e Grant (BEYNON & GRANT,
1963) consiste em truncar a expansao em série para a fungao y/(x,é) apds poucos

termos, e calcular o resto da integral através do método da quadratura de Gauss-
Hermite. Conforme descrito a seguir:

Truncando a expansdo em série em apenas dois termos, obtém-se finalmente

as seguintes representagao para a fungao y/(x,é).

15



1,5

w(a,b):a{ﬁ[l- %(ab)z}[l-Ez(a)]e”2+%abz +K(a,b)}e 4 (2.21)

onde:

2dy

1 2| _
cosh b —1——(b Y —
ﬁfw{ v)=1-5(by) }e .

Aplicando-se o0 método da quadratura de Gauss-Hermite a equagao (2.22),

(2.22)

obtém-se as seguinte expressao para K (a,b).

10 cosh ba l(baj)z =

. 2.23
Z a’ +a 2a2+a12. / ( )

onde:

a; e Hj sdo os pontos e pesos da quadratura de Gauus-Hermite (BEYNON &

GRANT, 1963) .
Segundo Beynon e Grant a quadratura empregada na equacgao (2.23) com dez

termos combinada com a expressao (2.23) é bastante satisfatoria para valores para

|x.£| <8, enquanto que para o caso em que |x.£|>8, utiliza-se a forma assintética a

seqguir:
1 & ) 1+va;
y = H. (2.24)
L+x’ j=1 Jr (1+va12)2 (bva )2 ’
onde
V = L
52 (1+x2)

Vale ressaltar que os resultados obtidos pelo primeiro método apresentado
tornaram-se referéncia para varios trabalhos relacionados a funcdo de alargamento

Doppler.

16



2.3.3 Método de Campos e Martinez

Neste método a fungdo de alargamento Doppler, é representada através da

seguinte equacéo diferencial parcial (CAMPOS & MARTINEZ, 1987):

4 0Oy(x,¢& w(x,¢& sy ,
& 6562 s éx )+(5" +E+2)y(x8)=¢ (2.25)

Impondo a equacéao (2.25) sobre as seguintes condi¢des iniciais (CAMPOS &

MARTINEZ, 1987):

v (x.8) _, =w(0.8)=yw, (2.26)
M =0 (2.27)
x|, '

Através da equacdo (2.25), juntamente com as condigbes de contorno

apresentadas, é possivel encontrar uma representacao alternativa para fungao de

alargamento Doppler.

Admitindo-se que a funcéao 1//(x,§) possa ser expressa pela seguinte

expansao em série

y(x,&)= icn (&) x" (2.28)

n=0
Substituindo-se a expansao acima para, t//(x,é), na equacao diferencial dada

por (2.25), obtém-se apds alguma manipulagdo algébrica, a seguinte equacgao

polinomial:

{§c2+(§2+2>c0:|+{?c3+(§2+6>cl:|x+
+Z{ (n+2)(n+1)c,,, (4n+§ +2)c +& cnz}x = £?

(2.29)

onde:

Co =Wy

17



q=={& (& 2w ]
e
. :_9:2 (4n+§ +2)cn+§ c,

"4 (n+2)(n+)
A representacdo em série para funcdo de alargamento Doppler, dada pela
equagdo (2.28), é valida apenas para |x.£|<6. Para os casos em que [r.£|>6,

(CAMPOS & MARTINEZ, 1987) utilizaram a forma assintdtica dada pela equagao

(2.18).

2.3.4 Aproximacao de Padé para a Funcao de Alargamento Doppler

A aproximagdo de Padé de 4 polos (MARTIN & DONOSO, 1980 e
KESHAVAMURTHY & HARISH, 1993) é uma das aproximagdes mais utilizadas para o
calculo da funcao de alargamento Doppler e suas aplicagbes, tais como: Calculo das
integrais de ressonancias e determinagdo da largura pratica de ressonancia. A
aproximacao de Padé & uma aproximacgdo capaz de representar de forma eficaz
fungdes com polos, através de uma aproximacao racional, ou seja, uma razao entre
polinbmios. A formulacdo matematica para a aproximagao de Padé encontra-se
descrita com maiores detalhes no apéndice A.

A aproximagao de Padé de 4 polos para fungdo de alargamento Doppler, foi

motivada através do trabalho de (MARTIN & DONOSO, 1980), onde propuseram

aproximar a funcdo de dispersdao de plasma Z(t), através de uma aproximagao

racional.
1 w0 dz )
Z(t)=——= - 2.30
onde:
t=x+iy

18



Aproximando a fungido de dispersdo de plasma Z(t) pela aproximagcao de

Padé, obtém-se a seguinte expressao analitica:

n—1 )
ZPJ’
i=0
1+ Zn: qjtj
j=1

Motivados pela aproximagao proposta por (MARTIN & DONOSO, 1980),

Z(1)= , (2.31)

equagdo (2.31), (KESHAVAMURTHY & HARISH, 1993) a existéncia de uma

correlacdo direta entre a funcdo de dispersdo de plasma Z(t) e a funcdo de

alargamento Doppler l//(x,é), dada pela expressao abaixo:

v (x,&) =§ImZ(z‘). (2.32)

Utilizando a aproximagado da pela equacao (2.32), Keshavamurthy & Harish
propuseram aproximar de forma analitica a funcdo de alargamento Doppler
(KESHAVAMURTHY & HARISH, 1993) , através da aproximagao de Padé de 4 pdlos,

qual seja,

l//(x é’) _h a,+a, (hx)2 +a, (hx)4 +ay (hx)é . (2.33)
’ by +b, (hx)’ +b, (hx)" +b, (hx)" +b, (hx)'

Os coeficientes da equagdo (2.33), utilizados para o calculo da funcédo de

alargamento Doppler sdo apresentados nas tabelas 2.1 e 2.2.
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Tabela 2.1 - Os coeficientes p e g da aproximagao de Padé de 4 pdlos

7 (-97 +28)
:\/; q,= 5

Po 2(67z —297z+32)

_ —157° +887 128 _ 367" —1957 +256
P 2(67[2—297z+32) o 6(67[2—297z+32)
V7 (337-104)  Jr(-337+104)
P 6(67[2—297z+32) % 6(67[2—297z+32)
_ 97 +697-128 _ 97’697 +128
P 3(67z2—297z+32) T 3(67[2—297r+32)

Tabela 2.2 - Os coeficientes /4, a e b da aproximacao de Padé de 4 pdlos

a,=(py + ph—p,h* = p° (1= g — g, + g, +q,h*)

a, =(p, +3p:h)(1=ah— @, + a1 +q,h* ) +(py + ph— ph* = pyt* ) (g, — 3¢5 — 64,1 ) +
(_p1 +2p,h +3p3h2)(% +2g,h _3%}12 _4q4h3)

a,=q,(po+ pih— i = p* )+ (p, +3ph) (4, —3g,h 64,1 ) -
Ps (% +2q,h _3%}12 _4Q4h3)+(_p1 +2p,h +3p3h2)(93 +4Q4h)

ag =4, (pz +3p3h)—p3 (% +4q 4h)

by =(1-qh—quh* + g1 + g,

b, =2(1=gh=q.h" + a1 +q.h*)(q, ~3a,i= 640" )+ (g, +2q,h~3q,1° —4q,’)

2
by =(q, —3q:h—6q,h* ) +2q,(1-qh— . h* + " +q,h* )+

2(qy+2g,h=3q,h —4q,h" )(q; +4q 1)

by =24, (¢, —3q:h 641> ) +(q; +4q )’

b, =f1§

A partir dos coeficientes das tabelas 2.1 e 2.2, e da equacgao (2.33), obtém-se

finalmente a seguinte aproximacgdo analitica para funcgao y/(x,ﬁ), segundo a

aproximacao de Padé de 4 podlos:
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n(x,¢)

S larrr

’

onde 77(x,&) e w(x,&) s&o os seguintes polindmios:

n(x,f) = 2§~(7,()%3923154O4~1()22 +1,146750844-10% &£ +8,399725059-10% &°

+3,622207053-10% & +9,957751740-10% &* +1,749067258-10' &°
+1,835165213-10%° £ +8,940072699 10" &7 — 2,539736657 107 2%
+2,069483991-10% £3x* +3,972393548-10* &*x? +1,919319560-10%' &5x
+3,670330426-10%° £5x% +2,682021808 10" &7x% +1,048748026 10" &4 x*
+1,702523008-10% & x* +1,835165209-10% £5x* +2,682021806-10" &7x*
+8,940072688-10" £7x°)

e

n (x,§) = (3,490642925 107 E +3,464999381-107 & +2,050150991-10% &3

+7,933771118-107 £* +3,670330427-10% £7x° +1,788014539-10" &°x*
+3,670330426-10% &7 +3,533894806- 107 £° +1,788014541-107 &
+2,062859460-107 &° +3,426843796-10% £2x” +5,586613630-107 £*x
+2,649703323-107 £°x” +6,613512625-107 & x* +1,101099129 107 &7 x°
+7,301013353-10*' &°x% +3,590774413-107' £*x* +1,101099125 107 7 x*
+5,868438581-10%' &°x* +4,000342261-10*' &°x* +7,152058156 10" £°x
+2,332237305-10%£°x° +1,072808721-10°° £°x* +7,152058152-10" £°x°

(2.34)

(2.35)

(2.36)

A equacdo (2.34) juntamente com as equagdes (2.35) e (2.36) trata-se de uma

aproximacao amplamente empregada para o calculo da funcdo de alargamento

Doppler.

2.3.5 Método de Palma, Martinez e Silva

Neste método a fungdo de alargamento Doppler é representada novamente

através de uma equagao diferencial parcial, proposta por Campos e Martinez

(CAMPOS & MARTINEZ, 1987),

(P& +& +2)l//(x,éf)=%

82l//(ch,cf) L r(d) &
ox ox 4

sujeita as seguintes condigdes iniciais:
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v (.8 =v, = gf exp{%}{l—erf (gﬂ (2.38)

=0. (2.39)

A equacao diferencial que rege a fungao de alargamento Doppler, pode ser
resolvida utilizando-se o método de Frobenius para encontrar as solugbes
homogéneas e o método da variagcdo de parametros para se encontrar a solugéo
particular. As solugdes linearmente independentes da parte homogénea da equagao

(2.37), obtidas a partir do método de Frobenius (ARFKEN, 2007), sdo dadas por:

v, (x,f) = exp(—%}cos(%x] (2.40)
e
v, (x,&)= exp(— 9524)62 jsen (%zxj (2.41)

Através das solugdes linearmente independentes, expressas pelas equagdes
(2.40) e (2.41), juntamente com as condig¢des iniciais expressas pelas equagoes (2.38)
e (2.39), empregando-se o método da variacdo de parametros, é possivel encontrar

finalmente uma solugao para fungéo de alargamento Doppler (PALMA et al., 2007).

S e ol

{1+Reerf{i§x2_§J tan(f2 ]Im f(lfx fj}

A solugao proposta por Palma et al. (PALMA et al., 2007) para o calculo de

(2.42)

y/(x,f), equacédo (2,42), é muito mais geral que a solugdo proposta por Campos &
Martinez (CAMPOS & MARTINEZ, 1987), pois a mesma nao se limita ao intervalo
|x.§| <6, sendo valida para qualquer faixa de energia e temperatura cuja aproximagao

de Bethe e Placzek seja valida.
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2.4 O Termo de Interferéncia

A secdo de choque microscopica média de espalhamento leva em
consideracdo os efeitos de inferéncia entre a seg¢do choque microscépica de
espalhamento ressonante e potencial.

A secido de choque microscopica de espalhamento ressonante &
apropriadamente caracterizada pelo formalismo de Breit-Wigner através da seguinte
expressao:

1/2
r,(E
o(E)=c L) L 2R Y 4p (2.43)
T \E ) 1+y Ko 1+)°

sendo, R=1,25x10"" A"*cm o raio nuclear.

Combinando a se¢ao de choque microscépica de espalhamento ressonante,
equacao (2.43), com a equacao (2.1), € possivel obter finalmente uma expresséo para

a sec¢ao de choque microscopica média de espalhamento.

o (Ec)=0'0%w(x,§)+JO;—R;((x,§)+47zR2 (2.44)

s
0

onde ;((x,f) é o termo de interferéncia, caracterizado por:

+00 5 (x—
j ydy sy (2.45)
0 1+y

O termo de interferéncia, equacao (2.45), trata-se de uma funcao de paridade
impar, ou seja, uma funcido anti-simétrica com respeito a variavel x, conforme

exemplificado pela figura 2.5 a seguir:
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r(xd)

0.1

0.0s

Figura 2.5 — Termo de interferéncia para ;((x,f = 0,25)
O termo de interferéncia possui uma aproximacao assintotica semelhante

aquela apresenta para funcao 1//(x,§). Procedendo de forma andloga ao que foi

apresentado na segao 2.3.1 pode-se obter a seguinte expressao para }((x,cf) :

2_
2—)(? 1+2(X—3)+

I(x’é):“'?cz §(1+x2)2

, (2.46)

a qual é valida para |x.&|> 6.

No proximo capitulo sdo apresentados detalhadamente os métodos

empregados para obtengdo das novas representacdes integrais para a fungido de

alargamento Doppler y (x,&) e para o termo de interferéncia y(x,&), assim como as

principais ferramentas matematicas utilizadas.
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CAPITULO Il

NOVAS REPRESENTACOES INTEGRAIS PARA FUNCAO DE ALARGAMENTO

DOPPLER E PARA O TERMO DE INTERFERENCIA

3.1 Introducéo
Neste capitulo sdo apresentadas as novas representagdes integrais para
funcdo de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia, as quais podem ser

interpretadas como sendo as transformadas cosseno e seno de Fourier.

Para uma melhor compreensio da obtenc&do das novas integrais para 1,//(x,§)

e ;((x,cf), € sugerido a leitura do Apéndice A desta tese, onde € apresentado um

breve resumo sobre a analise de Fourier, considerada a ferramenta central para as

solugbes fechadas das fungdes v (x,&) e x(x,¢).

3.2 Nova representacdo integral da funcéo de alargamento Doppler
A funcao de alargamento Doppler, dada pela equacao (2.8), permite obter uma

interpretagdo matematica muito mais elegante que de uma simples integral. Basta
para tanto aplicar a seguinte mudanga de variaveis, u zg(x—y), a fim de se obter

uma representacao funcional mais adequada para a fungao de alargamento Doppler.

_2
e du

W(xjg)_\/%in(xz”]z

(3.1)

A forma integral representada pela equacgao (3.1) para l//(x,é) € interpretada

como sendo a convolugdo da fungdo lorentziana com uma fungao gaussiana,

conforme exemplificado pela equacgao a seguir:
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w(x,§)=f*gETg(u)f(x-u) du =7 F{f(x)} 7 {g(x)}}, (3.2)

2

1 —Uu
é a funcédo lorentziana e g(u):e

1+(x—2“j2 Vn

onde f(x-u)=

a funcao

gaussiana.

A partir da interpretacdo matematica dada pela equacdo (3.2) é possivel

encontrar uma nova representacio integral para t//(x,f), bastando apenas observar

que a fungdo f(x-u) admite uma representagéo integral baseada na transformada

cosseno de Fourier (POLYANIN & MANZHIROV, 1998), conforme mostrado a seguir:

o0

f(x-u):J‘e_Wcost—2§jw} dw (3.3)

0

Substituindo a equacéao (3.3) em (3.2) obtém-se a seguinte expressao para o

termo de convolucéo.

frg= J‘g(u)J‘e"WCOSKx-2%j w} dw du (3.4)

Utilizando a propriedade da integral de convolugédo pode-se trocar a ordem de

integracao da equagéo (3.4), a fim de se obter a seguinte expresséo,

0 +00

f*g= -!‘ew Ig(u)cost—Z% JW} du dw =-([ew I(w)dw (3.5)

—00

onde:

I(w) = ﬁje‘”z cos{[x-2%j w} du . (3.6)

A expressao I(w) dada pela equagao (3.6) pode ser simplificada utilizando-se

as propriedades da funcdo cosseno (ARFKEN, 1988), conduzindo a seguinte

expressao,

26



1 +00 , "
I(w) =—c0s(xw)je‘” cosKZ—j w} du . (3.7)
Jx J ¢
A integral apresentada na equacdo (3.7) admite solugdo fechada

(GRADSHTEYN, 1980), logo é possivel obter a seguinte expresséo para I(w).

2
w

[(W):e_ ¢ cos(xw) . (3.8)
Substituindo a equacao (3.8) na equacgdo (3.5), obtém-se finalmente a nova

representacao integral para fungdo de alargamento Doppler (GONCALVES et al.,

2007, 2008).

2
0 w

y(x,&)= J.e_? h cos(wx) dw . (3.9)

Na proxima secao é realizada uma breve descricdo do método de obtencéo da

nova representacgao integral do termo de interferéncia

3.3 Nova representacdo integral do termo de interferéncia
A representagcado integral do termo de interferéncia (DUDERSTADT &
HAMILTON, 1976) é muito semelhante a representacao proposta por Bethe & Placzek

para funcao de alargamento Doppler, logo é possivel intuir que é possivel obter uma
nova representacao integral para ;((x,f) semelhante aquela apresentada pela

equacgao (3.23) baseada na transformada de Fourier. Para se obter a nova forma
integral para o termo de interferéncia deve-se proceder de forma analoga ao

apresentado na segéo 3.2.

§ ey A
=—= d 3.10
2(x.€) J;jwwze y (3.10)

A representagdo integral padrao (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976),
representada na equacao (3.10) para o termo de interferéncia, admite também uma

interpretagdo matematica baseada na integral de convolugéo. Para tanto € necessario
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realizar a seguinte mudanga de variaveis, uzg(x—y), a fim de se obter uma

representagao funcional mais adequada para ;((x,é‘).

2 Te“ (x—2u/&)du 3.11)

l(ng)'J;“l1+(x2”T

A representagao integral apresentada pela equacgédo (3.11) para ;((x,cf) é

matematicamente interpretada como sendo a convolugao da fungao lorentziana com a

fungao gaussiana, conforme exemplificado pela equagao a seguir:

;((x,f): ~*§E jg(u)f(x-u) du =7 {7{f(x)}7{g(x)}} (3.12)
onde, f‘(x-u)z(x;u/f)2 é a fungdo lorentziana e g(u):%e“za fungao
1+(x—2“j 8
¢
gaussiana.

A funcéo f(x—u) pode ser representada através da transformada seno de

Fourier (POLYANIN & MANZHIROV, 1998),

o0

f(x—u)zJ‘e‘”sion—Z%jw} aw. (3.13)

0
Substituindo a equagao (313) em (3.12) obtém-se a seguinte expressao para o
termo de convolucéo.
f*g = jg(u) e"” sinKxQ%j w} dw du (3.14)
—o0 0
Aplicando-se a propriedade da integral de convolugao, pode-se trocar a ordem

de integracao da equacao (3.14), para obter a seguinte expressao,

Fra= je I(w) dw (3.15)

28



sendo,

I(w) = %J.e_uz Sin[[x-2%j w} du . (3.16)

A integral dada pela equacdo (3.16) pode ser simplificada utilizando-se as

propriedades da fungado seno (ARFKEN, 1988), conduzindo a seguinte expresséo,
I(w) =isin(xw)+j.oe" “ cos [(22] w} du—
Jr J &

—%cos(xw)'[ e " sin HZ%) w} du
T

As integrais apresentadas pela na equagado (3.17) admitem as seguintes

solugdes segundo (GRADSHTEYN, 1980).

2 N 2 u - %2
—sin(xw)fe“ cosKZ—j w} du=2e = sin(xw)
Jr J ¢

e

—%cos(xw)je" “%inKZ%] W} du=0,
n

logo se pode concluir que,

2

sin(xw) . (3.18)

I(w)=2e

w
2
9

Substituindo a equagédo (3.18) na equagdo (3.15), obtém-se a nova
representacao integral para o termo de interferéncia.

2
w

;((x, cf) = ZT eiw? sin(xw)dw . (3.19)

A integrais dadas pelas equacdes (3.9) e (3.19) s&o as novas representacdes

integrais da funcao de alargamento Doppler y/(x,ﬁ) e do termo de interferéncia

;((x,gg), tais aproximacbes preservam as mesmas caracteristicas das fungdes
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originais, além disso, admitem serem interpretadas como sendo as transformadas

2
w

W
. - 2
cosseno e seno de Fourier da fungdo e © .
Na préxima secéo sao apresentadas as solugdes fechadas para as integrais de

Fourier, dadas pelas equacoes (3.9) e (3.19).

3.4 Solucdes fechadas das novas representacdes integrais de t//(x,f) e ;((x,f)

Nesta secao sado apresentadas de forma objetiva as solugdes fechadas para as
funcdes de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia e suas respectivas

aproximagdes baseadas na série de Fourier. E apresentando também uma nova

expans&o assintotica para a fungao (x,&).

3.4.1 Solucédo fechada da nova representacdao integral da funcéo l,y(x,f)
A partir da nova representacdo integral da fungdo de alargamento Doppler,
dada pela equagao (3.23), é possivel encontrar uma solugédo fechada para y/(x,f).

Para tanto, deve-se primeiramente escrever a equacao (3.9) da seguinte forma:

1 9 —g—Zwa < ———2wb
w(x, ): ) Ie d aw + J.e d dw |, (3.20)
0 0
onde:
a= (l;ix) (3.21)
e
b E(HZ’X) (3.22)

As integrais apresentadas pela equagao (3.20) podem ser reescritas de forma

ainda mais simplificadas como (GONCALVES et al., 2007, 2008),
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2
w
———2wa

2
«2 S LA &j
je & dw =e“2§2.[e (i dw (3.23)
0 0

T 2,0 +b§
Ie : I je (3.24)
0 0

Utilizando-se as expressdes acima € possivel encontrar uma solugao fechada

para a equacao (3.20), bastando apenas aplicar uma simples mudanga de variaveis,

=244 € e t:%+b &, nas integrais do lado direito das equacgdes (3.23) e (3.24)

g

para obter as seguintes expressoes.

2 —?—2wa 02&2 < 2
'[e dw=~C¢e Ie dz (3.25)
0 ag

2
r WT_z wh p2e2 r 2
Ie 5 dw =¢e Ie dt . (3.26)
0 bg

As integrais do lado direito das equagdes (3.25) e (3.26) sao conhecidas como

funcdes erro complementar, logo se pode concluir que:

2 2

© Y 2wa M 2 _

Ie & dw 2@6 4 erfc (é zfx) (3.27)
q 2

© _Wiz_z wb xt+1 2 .

'[e & dw = 5\/_ erfc (54_21&). (3.28)
0

Substituindo as equagdes (3.27) e (3.28) na equagao (3.20) e utilizando a
relacdo entre funcdo erro e fungcdo erro complementar (ARFKEN, 1988), obtém-se
finalmente a solugdo fechada para funcao de alargamento Doppler a partir da nova

representacao integral (GONCALVES et al., 2008).

i S o (S S o (525] o
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3.4.2 Solucéo fechada da nova representacdo integral da funcéo ;((x,f)

Para se encontrar a solugao fechada para o termo de interferéncia deve-se

proceder de forma analoga ao que foi realizado para fungao 1//(x,cf). Reescrevendo a

equagao (3.19), colocando fungdo seno na sua forma exponencial, obtém-se a

seguinte expressao:

2(x.8)= % Te_g_zwadw - Te_g_zwﬂdw , (3.30)
) )

onde:

o=l _;x) (3.31)

e

p E(Hzix) (3.32)

Procedendo de forma andloga ao que foi realizado para equagdes (3.23) e

(3.24) e aplicando-se a transformacgéao de variaveis z :E+oc e t:KJr , obtém-
g

se a seguinte expressao para o termo de interferéncia,

x(x.&)= 1{ g e T e dim £ T e dz] , (3.32)
1

ag B

As integrais do lado direito das equagdes (3.32) sdo conhecidas como fung¢des
erro complementar. Logo se pode escrever que:

2

w W5, (xifl)zﬁz c -
je & dw = éi;e 4 erfc (é 2@6) (3.33)
0

2 o2
© —W——Zwﬂ (xi+1)"¢ .
Ie £ &e 4 erfe (ézzij' (3.34)
0

dw =
2
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Substituindo as equagbes (3.33) e (3.34) na equacgao (3.30) e utilizando a
relacdo entre funcdo erro e fungcdo erro complementar (ARFKEN, 1988), obtém-se
finalmente a solugcdo fechada para o termo de interferéncia a partir da nova

representacao integral.

(xis1)2E’ .
N N

~1 &e(ﬁ_y 5 {1+erf [@ﬂ
2 2

(3.35)

As solugbes fechadas obtidas para fungdo de alargamento Doppler e o termo
de interferéncia, dadas pelas equacdes (3.29) e (3.35), apresentam uma forma

funcional bastante simples e conduzem a resultados bastante satisfatérios.

3.4.3 Calculo de y(x,&) e x(x,&) utilizando a série de Fourier

Nesta subsecdo s&o apresentados apenas o0s passos para obtencdo da
representacdo da série de Fourier para fungdo de alargamento Doppler, pois a
obtencao do termo de interferéncia é totalmente analoga, sendo assim desnecessaria
sua apresentacao detalhada.

Através da nova representacao integral da fungdo de alargamento Doppler é

possivel encontrar além da solugcao fechada uma representagdo em série para

t//(x,f), empregando-se a técnica da série de Fourier. A fim de facilitar o emprego da

série de Fourier para o calculo de 1//(x,§), a equacao (3.9) deve ser reescrita de

forma mais adequada, conforme mostrado a seguir.

y(x,¢&)= J.G(w)e"w cos(wx) dw (3.36)
onde,
G(w)=e 7 - (3.37)
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Analisando a funcgao G(w) é facil verificar que se trata de uma funcao de

paridade par e seccionalmente continua, portanto G(w) encontra-se dentro das

caracteristicas citadas no Teorema 1 do Apéndice A, logo se pode concluir que a

funcéo G(w) possui uma representacdo em série de Fourier uniformemente

convergente.

Como a funcéao G(w) € par, logo sua representacao em série de Fourier pode

ser escrita como:

a - nTw
G(w)= ?°+ Zlan COS(T) , (3.38)
onde,
1 L
a=" j G(w) dw (3.39)
-L
e
1% naTw
an:ZIG(W)cos( 5 )y dw, n=1,23,... (3.40)

A escolha do semi-periodo L da equacéo (3.38) sera realizada posteriormente
no capitulo V, através ensaios numéricos que indicara qual sera o valor L que fara

com que a série de Fourier dada pela equagao (3.38) represente adequadamente a
fungéo w (x,&).
Os termos a, e a, podem ser faciimente calculados empregando-se

propriedades das fungdes especiais. O calculo das integrais (3.39) e (3.40) pode ser

encontrado na referéncia (GRADSHTEYN, 1980).

a :&er L 3.41
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né 2 %
RS J{erf (MJf (Mﬂ =123 (342

28L 281
Substituindo as equacgbes (3.41) e (3.42) na equacgao (3.38) obtém-se a

representacdo em série de Fourier para fungao G(w), conforme mostrado a seguir.

w [ )
G(W)=&er (§j+& e (2LJ COS( )ef [”71'65 i+20 j

2L 2L 5 281 (3.43)
{nfj nzw mz'f i-20 '
nzl:e cos( ) rf —§L

Substituindo-se a equacao (3.43) na equacdo (3.36) é possivel obter
finalmente uma representacdo em série de Fourier para fungdo de alargamento

Doppler, conforme mostrado a seguir.

o (58)= 5 e L))+ S o (102

) 28L

R (3.44)
T [ et
onde
A (x)= ]ce- " cos(wx) dw (3.45)

0

e
4,(x)= Tcos(mz Wye " cos(wx) dw. (3.46)

0
As integrais apresentadas pelas equacdes (3.45) e (3.46) podem ser resolvidas
utilizando a identidade de Euler para expressar a funcdo cosseno como uma

combinacéo linear de exponenciais e podem ser escritas, respectivamente, por

Leonhard Euler (1707-1783) deu contribuicdes a varias areas da ciéncia, incluindo dindmica dos fluidos, mecénica
celeste, "A teoria matematica do investimento" (seguros, anuidades, pensdes), entre outras. O trabalho ativo de Euler
provocou uma tremenda demanda da academia de S&o Petesburgo, que continuou publicando seus trabalhos por mais
de 30 anos apds sua morte.
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(3.47)

_ r (1+x2)+(n7z)2
& (X) B r (1 +x° )2 +(n7z)2 (2—2)62 +(n7r/L)2) (549)

Substituindo as equagdes (3.47) e (3.48) na equacado (3.44) e utilizando as

propriedades das fungdes erro,

nrEli+ 2L e

erf (—29% ] =a+bi (3.49)
nrEli—2L B )

erf (—2§L j =a+bi (3.50)

Embora sendo, a=—a e b=5b , obtém-se a representagido em série de Fourier

para funcao de alargamento Doppler (GONCALVES et al., 2008),

y/(x,ﬁ):#\/_iz)er]‘(gj 5\/_ > lF (x.&L)Re [Z(&,L)] (3.51)
onde,

Z(n,&,L)=erf (%ﬁ} (3.52)
e

[(n/z)2 + I (1 +x° )} e (7

r (1+x2 )2 +(n/z)2 (2—2)62 +(n7r/L)2)

F (x,&,L)= (3.53)

Procedendo de forma analoga para o termo de interferéncia conforme

mostrado anteriormente, pode-se escrever que
7(x,&)= 2J. G(w)e " sin(wx) dw , (3.54)
0

Substituindo-se a equacdo (3.43) na equacdo (3.54) é possivel obter

finalmente uma representacao em série de Fourier para o termo de interferéncia.
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0 8)= 5 o (L) 0 25 (5 o 12502

n=1 2§L
e’ N . (3.53)

oy sy
onde:

T X
Bl(x)—_!e sin(wx) dw_1+x2 (3.54)
e

= I (1+x*)~(nz)’
B, (x) = [ cos(")e™ " sin(wx) dw = xz[ ( j) (m)} —~ (355)

0 L L2(1+x2) +(n7z) (2—2x2+(n7z/L) )

Substituindo as equagdes (3.54) e (3.55) na equacao (3.53) e utilizando as
propriedades das funcbes erro, dada pelas equacdes (3.49) e (3.50), obtém-se a

seguinte expressao para o termo de interferéncia (GONCALVES et al., 2009):

T (L2558 (e Re
L(1+x) f{g} L2 (ng L) Re [Z(2.L)] (3.56)

2(x,8)=

onde Z(n,é,L) é dado pela equacéo (3.52) e f, (x, §,L) dado pela equacgéao a seguir,

nﬂf)z

x[L2 (1+x2)—(n7z')2}e( 2L

r (1+x2 )2 +(n7z')2 (2—2x2 +(n7z/L)2) -

£ (x%.6,L) (3.57)

As equagbes (3.58) e (3.59) possibilitam que as fungbes y(x,&) e y(x,&)

sejam calculadas para diversos valores de x e 5, desde que os parametros L e n da
série de Fourier sejam escolhidos adequadamente com base em testes de

convergéncias.
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3.5 Nova aproximacao assintdtica para funcéo de alargamento Doppler y/(x,f)

A nova representacao integral da fungdo de alargamento Doppler, dada pela
equacgao (3.9), possibilita outra representagcdo em série além daquela apresentada
pela equacao (3.51). Para tanto, deve-se iniciar integrando a equacéo (3.9) por partes,

conforme mostrando a seguir.

y(x&)=[e & cos(undw = 1imMe_?'w_jMie‘?‘“’

W00
0 X

dw  (3.58)

o X dw

Integrando mais uma vez por partes, a integral que surge do lado direito da

equacao (3.58), obtém-se.

—_— —_— -

_Tsin(wx) d =
y X dw woe  x2 o dw x* dw
w=0 (3.59)

teos(wx) d° =
_I aw’ ¢

Substituindo a equacgao (3.59) na equacéo (3.58) e tomando os limites em que

w — o, chega-se a seguinte expressao:

2 2 2
0 w

-— -w - W 9 2 —W—z—w
v(x8)=fe 7 costmdw = e 7| [ L E g, (560)
0 dw

2

Procedendo de forma analoga, conforme foi realizado na equacgao (3.60) é

possivel generalizar a expressdo acima para n-ésimas integracbes por partes.

1 d2k 1 — Li —w _1 n % d2n - -w
Z ( ) d ( ) J. d cos(wx) dw (3.61)
0

2k d ok 1 2n
w=0

A série apresentada pela equacao (3.61) conduz a uma nova expansao

assintética. Para tanto, basta considerar o limite |x| — 0. Nessa condi¢ao é possivel

desprezar o segundo termo da equacao (3.61), em comparagao ao primeiro, com base
tdo somente no lema de Riemann-Lebesgue (CHURCHILL, 1963), que garante que a

transformada cosseno de Fourier de uma fungdo f(w) converge para zero quando
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x| >, ou seja, lim_[f(w)cos(wx) dw =0. Sendo assim, obtém-se uma nova
X*)OOR

expansao assintdtica para a funcao de alargamento Doppler.

~ 1 2k-1
v (x.8)= (x.)= Z(x) FEO) (3.62)
sendo,
2k-1 _ﬁ_w
k- 1)(0)_ d — & (3.63)
dw y
onde,
F'(0)=-1
6
F(0)=——
0) 2
F5(0) = 60+2(2) . (3.64)
&g
-S040 42,
A

A expansao assintética apresentada pela equagéo (3.62), proveniente da nova

representacao integral de y/(x,ﬁ) € uma nova representagao assintética para fungao

de alargamento Doppler, diferente daquela encontrada na literatura (DRESNER,
1960).

Nesta secdo foram apresentadas duas aproximagdes em série para funcao de
alargamento Doppler, sendo uma delas integralmente baseada na série de Fourier e a
outra uma aproximacgdo assintdtica proveniente de um processo de integragdo por
partes.

No préximo capitulo sao apresentadas as principais aplicagbes da funcédo de

alargamento Doppler e do termo de interferéncia.

39



CAPITULO IV

APLICACOES DA FUNCAO DE ALARGAMENTO DOPPLER

4.1 Introducéo
Neste capitulo sdo apresentadas as principais aplicagdes da funcdo de
alargamento Doppler, tais como: calculo das sec¢des de choque microscépicas de

espalhamento, calculo dos fatores de auto-blindagem ressonante e calculo da fun¢ao

JE.p).

4.2 Calculo dos Fatores de Auto-blindagem

Em reatores de pesquisa, uma técnica muito utilizada para medir a poténcia
nuclear é a técnica de ativagcdo. Também conhecida como técnica da razdo de Cadmio
(Cd'), a técnica de ativacdo consiste na obtencdo absoluta do fluxo de néutrons
térmicos no nucleo do reator a partir da ativagao de folhas de ouro irradiadas com ou
sem cobertura de Cadmio. O isétopo Cd'"®, devido a sua altissima secdo de choque
de absorgao de néutrons térmicos, age como filtro neutrénico absorvendo os néutrons
térmicos, fazendo com que a folha de ouro irradiada dentro de uma diminuta caixa de
cadmio, seja ativada neutronicamente apenas por néutrons epitérmicos. A folha nua,
por sua vez irradiada sem o cadmio, tem toda a sua atividade devido aos néutrons
térmicos e epitérmicos. A subtracdo das atividades induzidas na folha nua em relagao
a coberta com cadmio permite conhecer a fragdo da atividade na folha de ouro,
irradiadas em uma determinada posicédo do nucleo, devida somente a contribuicdo dos

néutrons térmicos, responsaveis em grande parte pelas fissdes nos atomos de U?*°

e
consequentemente a poténcia do reator. Uma descricdo mais detalhada da técnica

pode ser encontrada na literatura (BEKURTS & WIRTZ, 1964).
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Durante a utilizagdo da técnica de ativacido, € muito importante que se calcule,

de forma eficiente, o fator de auto-blindagem ressonante G,

na faixa epitérmica. A
dificuldade de se obter aproximacdes analiticas acuradas para a fungdo de
alargamento Doppler faz com que seja necessario o0 uso da integragao gaussiana no

calculo dos fatores de auto-blindagem, isso consequentemente leva a um alto custo

computacional para se calcular Gep,- para varias ressonancias.

Admitindo que o objeto de ativagdo seja uma chapa circular, de espessura
infinitesimal. Expondo esta chapa a um fluxo de néutrons isotrépico com o espectro na
vizinhanga de uma ressondncia e assumindo que o espalhamento de néutrons é
desprezivel comparado a absorgéo, o fator de auto-blindagem para uma ressonéncia
isolada situada na faixa epitérmica de energia é determinado por (HARADA &
SHCHERBAKOV, 2002):

G, (&.7) =%T%T{1—e‘”’<*’f)}dx (4.1)

onde 7 =rX, &€ denominada espessura efetiva.
e t = Espessura da chapa
e 2,=segdo de choque macroscopica da ressonancia na energia na £, .

Em recente trabalho (PALMA, et al., 2007) propuseram uma nova formulagao
para os fatores de auto-blindagem ressonantes, baseada numa integral unidimensional
no qual a fungdo de alargamento Doppler aparece como argumento explicito da

integral,

1 o -ty (x 2.2
G, (&7)= . J.[l—(l—ﬂ//)e (8 _ 72y, El(n//)]dx (4.2)

o
sendo E| (Tl//) a funcao exponencial integral de ordem 1, dada por:

E (1)= f%@‘”- (43)
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Observando a equacao (4.2) é possivel verificar que a funcao de alargamento
Doppler é de vital importancia para a determinacdo precisa do fator de auto-
blindagem. No capitulo V, serdo apresentados o resultados obtidos para o calculo do
fator de auto-blindagem ressonante, empregando-se as aproximagdes fechadas da
funcao de alargamento Doppler, equagodes (3.29) e (3.35), utilizando-se a aproximagao

dada pela equacao (4.2) para o fator de auto-blindagem.

4.3 Célculo da funcdo J(&, B)

Na analise de um reator nuclear verifica-se que o calculo das taxas de
absorcao ressonante nao é trivial. Essa afirmacao se baseia no fato que a analise
fisica do problema deve levar em consideracdo a variagdo da energia do néutron, o
comportamento ressonante das se¢des de choque dos nucleos, a variagao do fluxo de
neutros na presenga dos nucleos absorvedores, o efeito da auto-blindagem espacial
que impede a penetracdo dos néutrons em regides mais internas do combustivel,
entre outros fendmenos (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976).

Para determinar as taxas de reagdao em uma estrutura de poucos grupos de
energia, € necessario determinar com precisdo o fluxo de néutrons nas regides da
célula de combustivel onde se encontram os isétopos absorvedores. A forma exata de
fazé-lo é através da solugdo numérica da equacao de transporte de néutrons nessas
regides. Como a solugdo numérica da equacao de transporte € muito dispendiosa e
geralmente sao utilizadas apenas como padrdes, muitas vezes € mais interessante
determinar as taxas de reagao através de aproximagdes baseadas nas integrais de
ressonancia.

A integral de ressonancia é definida de forma que ao ser multiplicada pelo fluxo
assintético, a ressonancia devera reproduzir a taxa de reagdo no interior desta. O
carater fortemente heterogéneo dos reatores térmicos € um dos complicadores do

célculo da integral de ressonancia. Um outro fator importante € que o movimento dos
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nucleos deve ser considerado nesses calculos, o que é feito levando em consideragao
o alargamento Doppler das ressonancias.

A dificuldade em calcular analiticamente as integrais de ressonancia consiste
no fato que para um meio homogéneo, tais integrais sdo proporcionais a fungao
J(E, B), que por sua vez é definida da seguinte forma:

[ vd)
JE, p)= ‘!‘ () +f dx. (4.4)

O parametro f, assim como a fungédo J(¢, f), sao amplamente estudados e os
mesmos podem ser encontrados tabelados na literatura (DRESNER, 1960). Uma
forma Util de expressar o parametro S é escrevé-lo na forma f=2’x10"sendo j
tipicamente dado no intervalo [0,30].

E um fato que expressdes complicadas para a funcdo de alargamento Doppler
acarretam em uma impossibilidade de determinar expressdes analiticas precisas para
a funcdo J(&, p) e consequentemente para as integrais de ressonéancia. Entretanto,
alguns trabalhos tém sido publicados apresentando novas aproximagdes analiticas no
calculo das integrais de ressonancia isoladas (CAMPOS & MARTINEZ, 1989 e
KESHAVAMURTHY & HARISH, 1993). Os métodos mais aplicados para avaliagéao
desta fungao consistem na técnica de quadratura gaussiana e método de aproximagao
de Padé de 4 polos.

O método proposto nesta tese consiste tdo somente empregar a solugao
fechada dada pela equacao (3.29) e aproximacédo de Padé de 4 pédlos no calculo da
funcdo J(&, p), utilizando-se a técnica da quadratura gaussiana, a fim de avaliar quais

das aproximacodes oferece melhor acuracia e desempenho computacional.
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4.4 Célculo da Sec¢ao de Choque Microscépica de Espalhamento
Outra aplicacdo das fungdes de alargamento Doppler refere-se a determinacao
da se¢do de choque microscopica de espalhamento, a qual pode ser representada

pelo formalismo de Briet-Wigner por:

&S(E,T): l//(x,é‘)+0'027R;((x,§)+O'pot . (4.5)

Nesta aplicacdo escolheu-se calcular apenas secdo de choque de
espelhamento, visto que a mesma esta diretamente relacionada tanto com funcéo de
alargamento Doppler quanto com termo de interferéncia.

Para o calculo da secao de espalhamento, dada pela equacao (4.5), escolheu-
se analisar apenas os nuclideos U?*®, Pu®*® e Th?*? nas regides de temperatura e

energia em que a aproximacgao de Briet-Wigner é valida. Para tanto, empregou-se os
métodos propostos de calculos para as fungdes w(x,&) e x(x,&), utilizando as

equacgoes (3.29), (3.35), (3.51) e (3.56) apresentadas no capitulo Ill.
Através das equacgdes (3.29) e (3.35) é possivel escrever uma aproximagao

fechada para a sec¢do de choque de espalhamento dada por (GONCALVES et al,

2009):
_ _ ()cifl)zﬁ2 (xz+l
r
O-S(E’T):%& n _21 e * erf leE -< e erf I§X+§
4 |T' & 2 2
o (4.6)
r ez (e’ (waye RENT (sl (mi1)e
+ao—"T e * +e ¢ +60%T e * +e 4 +0,,

Procedendo de forma analoga para as equacbes (3.51) e (3.56), é possivel
obter a seguinte aproximagao para a se¢ao de choque de espalhamento utilizando a

série de Fourier (GONCALVES et al., 2009),

- _ oz (LT, 4Rx) oz [T
o (ET)= 2L(1+x) rf(éj(l“ = j {r 2 F,(x.&,L)Re| Z(n,&,L)]
+47Rffn(x,§,L)Re[ z(n,g,L)]}mpm (4.7)
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onde os termos F, (x,&,L), f,(x,&,L)e Z(n,&,L)sé&o apresentados no capitulo Il e
N .. € o numero de termos utilizado na expans&o.

No capitulo V s&o apresentados os resultados obtidos para o calculo da secao
de choque microscépica de espalhamento para varias ressonancias dos nuclideos

U238 Pu240 e Th232.
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CAPITULO V

APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

5.1 Introducéo

Neste capitulo sdo apresentados de forma detalhada, os resultados obtidos

para o calculo da funcdo de alargamento Doppler l//(x,f) e para o termo de

interferéncia ;((x,f), utilizando as solugdes fechadas dadas pelas equacgdes (3.29) e

(3.35). Também sao discutidos, para ambas as fungdes, os resultados obtidos com as

aproximacoes em séries de Fourier.

5.2 Método de Referéncia para as Fungdes y(x,&) e y(x,&)

Esta secdo tem como principal objetivo validar as formulagbes fechadas para

as fungdes y(x,£) e y(x,&) apresentadas no capitulo Ill, assim como comparar os

resultados obtidos com o método da aproximacado de Padé de 4 pdlos. Os testes de
validacdo das solucbes fechadas dadas pelas equacgdes (3.29) e (3.35) sdo realizados
com base no calculo da integragdo numérica das equagdes (2.8) e (2.45) utilizando-se
o método de Gauss-Legendre. Este método é escolhido como referéncia por se tratar
de um método bastante acurado, pois possibilita uma escolha adequada do infinito
numeérico e do numero de particdes utilizado no processo de integragdo, apesar de ser

um método bastante acurado ele requer um esforgco computacional alto, inviabilizando

assim sua utilizacao nos calculos em que existe aplicabilidade das fungoes 1//(x,§) e

2(x,€).

O método da quadratura de Gauss-Legendre consiste basicamente em

aproximar uma integral defina através da seguinte expressao:
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1
b—-a b+a b—ay b—a b+a
+ dx = ‘ + 51
flf( S jx . Eil',w,f( S } (5.1)

sendo N a ordem da quadratura, 7, € o ponto da quadratura e w, O peso

correspondente ao ponto de quadratura (SUSTER, 2003 ). Os pontos de quadratura

de Gauss-Legendre sao as raizes dos polindbmios de Legendre (ARFKEN, 1985) no

intervalo [-1,1], gerados a partir da formula de Rodrigues,

Bx)= 2"1n! Z:" {(x2 _l)n} |

No calculo da funcido de alargamento Doppler z//(x,cf), equacéao (2.8), e do

(5.2)

termo de interferéncia ;((x,,f), equacgdo (2.45), utilizou-se um infinito numérico

y =200 e uma quadratura de ordem 15 conforme mostrado na tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Pontos de Legendre 77, e seus respectivos pesos w.,.

i 7 Wi

1 0,9879925 | 0,0307532
2 0,9372734 | 0,0703660
3 0,8482066 | 0,1071592
4 0,7244177 | 0,1395707
5 0,5709722 | 0,1662692
6 0,3941513 | 0,1861610
7 0,2011941 | 0,1984315
8 0,0000000 | 0,2025782
9 -0,2011941 | 0,1984315
10 -0,3941513 | 0,1861610
11 -0,5709722 | 0,1662692
12 -0,7244177 | 0,1395707
13 -0,8482066 | 0,1071592
14 -0,9372734 | 0,0703660
15 -0,9879925 | 0,0307532
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Vale destacar que o infinito numérico y =200, foi escolhido através de testes

com o comportamento das fungdes dos integrandos das equacdes (2.8) e (2.45).

5.2.1 Validagdo da Aproximagé&o da Série de Fourier para v (x,&) e y(x,&)

Nesta subse¢do sdo realizados alguns ensaios numéricos, que ajudaram a

subsidiar a escolher adequadamente do semi-periodo L e do numero de termos »n da
aproximacao em série de Fourier apresentada no capitulo Ill para t,//(x,é) dada pela

equacao (3.51) através da comparagcao com o método numérico de referéncia
(Quadratura de Gauss).

Os ensaios numéricos para se determina L e n foram realizados de forma
garantir a precisdo nos calculos de z//(x,f) através da equacéo (3.51), variando-se
x =[-40,40] e £=[0,05,0,5] dentro do intervalo de interesse.

Analisando-se apenas o valor maximo (£=0,05) e minimo (£=0,5) da
temperatura absoluta, variando-se x no intervalo [—40, 40]e fazendo L=7 e L=2x

€ possivel determinar com base nas figuras 5.1 a 5.4 qual é o valor 6timo de L e n

para a maior temperatura dentro da nossa faixa de interesse.
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Figura 5.1 — Calculo da funcao de alargamento Doppler, através da aproximacao da série

30 20 30

de Fourier, equagéo (3.51), para £ =0,05 e n=30.

40

wix &)

0.03

L=2men=30
« L=men=20
Eeferfneia

Figura 5.2 — Calculo da funcao de alargamento Doppler, através da aproximacédo da série

de Fourier, equagéo (3.51), para £ =0,05 e n=50.
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Figura 5.3 — Calculo da funcao de alargamento Doppler, através da aproximacgéo da série

de Fourier, equacéo (3.51), para £ =0,5 e n=10.
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Figura 5.4 — Calculo da funcao de alargamento Doppler, através da aproximacédo da série

de Fourier, equacéo (3.51), para £ =0,5 e n=30.
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Analisando as figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, pode-se verificar que, o parametro
L=rn, na equagdo (3.51), reproduz muito melhor o comportamento da fungdo de
alargamento do que para L =2x. Também pode se verificar que, a medida que a

temperatura diminui, ou seja, £ aumenta é necessario que haja um nimero menor de
termos na série de Fourier para descrever adequadamente a fungao w(x,é). As

figuras 5.2 e 5.4 evidenciam claramente que para temperaturas menores é necessario
um numero menor de termos na equacgéo (3.51).

Vala ressaltar que durante a pesquisa de tese dentro da nossa faixa de

interesse, ou seja, x =[-40,40] e £=[0,05,0,5] foram testados diversos valores de

semi-periodo com numeros inteiros de 7 e 7z/2 que ndo constam registrados neste

trabalho. Contudo o semi-periodo L =7z mostrou-se a melhor a escolha em todos os
testes realizados.

Para os resultados que sao apresentados na préoxima subsecdo, adotou-se

L=r7n e n=50 para fungdo de alargamento Doppler t/f(x,f), a fim de garantir a

convergéncia da equacéo (3.51) dentro da nossa regiao de interesse. Procedendo de

forma analoga, pode-se adotar os mesmos critérios (L=7 e n=50) para a

aproximacao em série de Fourier do termo de interferéncia ;((x,f) , equacao (3.56).

5.2.2 Resultados Obtidos com os Métodos Propostos para y (x,&) e y(x,¢&)

Nas tabelas 5.2 e 5.3 sdo mostrados os resultados de referéncia para as

fungdes y(x,&) e x(x,&), obtidos através do método da quadratura de Gauss-

Legendre.
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Tabela 5.2 - Valores de referéncia para a fungéo de alargamento Doppler y (x,&).

éx 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05]0,04309]0,04308 | 0,04306 | 0,04298 | 0,04267 | 0,04215|0,04145]0,04055 | 0,03380 | 0,01639
0,10]0,08384|0,08379|0,08364 | 0,08305|0,08073 |0,07700|0,07208 | 0,06623 | 0,03291 | 0,00262
0,15]0,12239|0,12223|0,12176|0,11989|0,11268 | 0,10165 | 0,08805 | 0,07328 | 0,01695 | 0,00080
0,20]0,15889|0,15854 |0,15748 | 0,15331|0,13777 | 0,11540 | 0,09027 | 0,06614 | 0,00713 | 0,00069
0,25]0,19347]0,19281|0,19086 | 0,18324 | 0,15584 | 0,11934 | 0,08277 | 0,05253 | 0,00394 | 0,00067
0,30]0,226240,22516 | 0,22197 | 0,20968 | 0,16729 | 0,11571 | 0,07042 | 0,03880 | 0,00314 | 0,00065
0,35]0,25731]0,25569 | 0,25091 | 0,23271]0,17288 | 0,10713 | 0,05724 | 0,02815 | 0,00289 | 0,00064
0,40|0,286790,28450|0,27776 | 0,25245]0,17359 | 0,09604 | 0,04566 | 0,02109 | 0,00277 | 0,00064
0,45|0,31477]0,31168 | 0,30261 | 0,26909 | 0,17052 | 0,08439 | 0,03670 | 0,01687 | 0,00270 | 0,00064
0,50]0,34135]0,33733(0,32557 | 0,28286 | 0,16469 [ 0,07346 | 0,03025 | 0,01446 | 0,00266 | 0,00063

Tabela 5.3 - Valores de referéncia para o termo de interferéncia ;((x,f) .

éx 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05| 0,0 [0,00120]0,00239|0,00478|0,00951]0,01415|0,01865|0,02297]0,04076 | 0,05221
0,10 | 0,0 [0,00458]0,00915|0,01821]0,03573]0,05192|0,06626 |0,07833]0,10132 | 0,05957
0,15| 0,0 [0,00986|0,01968|0,03894 |0,07470]0,10460|0,12690 | 0,14096]0,12219 | 0,05341
0,20 0,0 [0,01680|0,03344|0,06567|0,12219]0,16295|0,18538|0,19091]0,11754 |0,05170
0,25| 0,0 [0,02515]0,04994|0,09714|0,17413]0,219090,23168|0,22043]0,11052 | 0,05103
0,30 | 0,0 [0,03470]0,06873|0,13219|0,22694]0,26757 | 0,26227 | 0,23199]0,10650 | 0,05069
0,35| 0,0 [0,04529|0,089400,16976|0,27773]0,30564 | 0,27850 | 0,23236 | 0,10437 | 0,05049
0,40 | 0,0 [0,05674|0,11160/0,20890|0,32442]0,33286|0,28419|0,22782]0,10316 | 0,05037
045| 0,0 [0,06890|0,134980,24880|0,36563|0,35033|0,28351|0,22223]0,10238 | 0,05028
0,50 | 0,0 [0,08165]0,159270,28875|0,40075]0,35998|0,27979|0,21729]0,10185|0,05022

Nas tabelas 54 e 5.5 sao mostrados os resultados

solugdes fechadas dadas pelas equacgdes (3.29) e (3.35).
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Tabela 5.4 - Valores da fungéo de alargamento Doppler y(x,&) obtidos através da

solugéo fechada, dada pela equagéo (3.29).

cfx 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05)0,04309|0,04308 | 0,04306 | 0,04298 | 0,04267 | 0,04215)0,04144 | 0,04055 | 0,03380 | 0,01639
0,10 0,08384 |0,08379|0,08364 | 0,08305|0,08073]0,07700)0,07208 | 0,06623 | 0,03291 | 0,00262
0,15)0,122390,12223|0,121760,11989|0,11268 0,10165| 0,08805 | 0,07328 | 0,01695 | 0,00080
0,20)0,15889|0,15854 (0,15748 | 0,15331|0,13777|0,11540]0,09027 | 0,06614 | 0,00712 | 0,00069
0,25)|0,19347(0,19281{0,19086 | 0,18324 | 0,15584 | 0,11934 | 0,08277 | 0,05253 | 0,00394 | 0,00067
0,30 0,22624 | 0,22516 | 0,22197 | 0,20968 | 0,16729|0,115710,07043 | 0,03881 | 0,00314 | 0,00065
0,35]0,25731|0,25569 | 0,25091 | 0,23271|0,17288]0,10712)0,05726 | 0,02816 | 0,00289 | 0,00064
0,40 0,28679|0,28450|0,27776 | 0,25245|0,17359]0,09604 | 0,04569 | 0,02110 | 0,00277 | 0,00064
0,45)|0,314770,31168 | 0,30261 | 0,26909 | 0,17051 ] 0,084390,03670 | 0,01687 | 0,00270 | 0,00064
0,50 0,34135|0,33733|0,32557 | 0,28285 | 0,16469|0,07346 | 0,03025 | 0,01446 | 0,00266 | 0,00063

Tabela 5.5 - Valores do termo de interferéncia ;((x,f)obtidos através da solucéo
fechada, dada pela equacéo (3.35).

%Ex 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05| 0,0 [0,00120{0,00239]0,00478|0,00951[0,01415{0,01865|0,02297 |0,04076|0,05221
0,10| 0,0 |0,00458|0,00915]0,018210,03573|0,05192|0,06626 [0,07833|0,10132|0,05957
0,15| 0,0 [0,00986|0,01968]0,03894|0,07470|0,10460 |0,12690|0,14096 | 0,12219|0,05341
0,20 0,0 ]0,01680[0,03344]0,06567|0,12219|0,16295|0,18538|0,19091|0,11754|0,05170
0,25| 0,0 |0,02515[0,04994|0,09714|0,17413|0,21909 |0,23168 [ 0,22043 |0,11052|0,05103
0,30| 0,0 ]0,03470(0,06873]0,13219|0,22694 |0,26757 | 0,26227 [ 0,23199 | 0,10650 | 0,05069
0,35| 0,0 ]0,04529(0,08940]0,16976|0,27773|0,30564 |0,27850 | 0,23236 |0,10437|0,05049
0,40| 0,0 |0,05674(0,11160]0,20890)0,32442|0,33286 |0,28419(0,22782|0,10316|0,05037
0,45]| 0,0 ]0,06890(0,13498]0,24880|0,36563 |0,35033 |0,28351 [0,22223|0,10238 |0,05028
0,50| 0,0 [0,08165|0,15927]0,28875|0,40075(0,35998|0,27979(0,21729|0,10185|0,05022

Nas tabelas 5.6 a 5.7 sdao mostrados os resultados obtidos através das

aproximagdes em série de Fourier para as fungdes v (x,&) e x(x,£), equagdes

(3.51) e (3.56) respectivamente.
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Tabela 5.6 - Valores da fungéo de alargamento Doppler y(x,&) obtidos através da

solugéo fechada, dada pela equagéo (3.51).

cfx 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05)0,04309|0,04308 | 0,04306 | 0,04298 | 0,04267 | 0,04215)0,04144 | 0,04055 | 0,03380 | 0,01639
0,10 0,08384 |0,08379|0,08364 | 0,08305|0,08073]0,07700)0,07208 | 0,06623 | 0,03291 | 0,00262
0,15)0,122390,12223|0,121760,11989|0,11268 0,10165| 0,08805 | 0,07328 | 0,01695 | 0,00080
0,20)0,15889|0,15854 (0,15748 | 0,15331|0,13777|0,11540]0,09027 | 0,06614 | 0,00712 | 0,00069
0,25)|0,19347(0,19281{0,19086 | 0,18324 | 0,15584 | 0,11934 | 0,08277 | 0,05253 | 0,00394 | 0,00067
0,30 0,22624 | 0,22516 | 0,22197 | 0,20968 | 0,16729|0,115710,07043 | 0,03881 | 0,00314 | 0,00065
0,35]0,25731|0,25569 | 0,25091 | 0,23271|0,17288]0,10712)0,05726 | 0,02816 | 0,00289 | 0,00064
0,40 0,28679|0,28450|0,27776 | 0,25245|0,17359]0,09604 | 0,04569 | 0,02110 | 0,00277 | 0,00064
0,45)|0,314770,31168 | 0,30261 | 0,26909 | 0,17051 ] 0,084390,03670 | 0,01687 | 0,00270 | 0,00064
0,50 0,34135|0,33733|0,32557 | 0,28285 | 0,16469|0,07346 | 0,03025 | 0,01446 | 0,00266 | 0,00063

Tabela 5.7 - Valores do termo de interferéncia ;((x,f)obtidos através da solucéo
fechada, dada pela equacéo (3.56).

%Ex 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05| 0,0 [0,00120{0,00239]0,00478|0,00951[0,01415{0,01865|0,02297 |0,04076|0,05221
0,10| 0,0 |0,00458|0,00915]0,018210,03573|0,05192|0,06626 [0,07833|0,10132|0,05957
0,15| 0,0 [0,00986|0,01968]0,03894|0,07470|0,10460 |0,12690|0,14096 | 0,12219|0,05341
0,20 0,0 ]0,01680[0,03344]0,06567|0,12219|0,16295|0,18538|0,19091|0,11754|0,05170
0,25| 0,0 |0,02515[0,04994|0,09714|0,17413|0,21909 |0,23168 [ 0,22043 |0,11052|0,05103
0,30| 0,0 ]0,03470(0,06873]0,13219|0,22694 |0,26757 | 0,26227 [ 0,23199 | 0,10650 | 0,05069
0,35| 0,0 ]0,04529(0,08940]0,16976|0,27773|0,30564 |0,27850 | 0,23236 |0,10437|0,05049
0,40| 0,0 |0,05674(0,11160]0,20890)0,32442|0,33286 |0,28419(0,22782|0,10316|0,05037
0,45]| 0,0 ]0,06890(0,13498]0,24880|0,36563 |0,35033 |0,28351 [0,22223|0,10238 |0,05028
0,50| 0,0 [0,08165|0,15927]0,28875|0,40075(0,35998|0,27979(0,21729|0,10185|0,05022

Nas tabelas 5.8 a 5.9 sdo mostrados os resultados obtidos através do método

da aproximacéo de Padé de 4 polos

54




Tabela 5.8 - Valores da fungéo de alargamento Doppler y(x,&) obtidos através da

aproximacado de Padé de 4 pdlos.

f" 0 05 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05(0,04308 | 0,04308 | 0,04306 | 0,04298 | 0,04267 | 0,04215 | 0,04144 | 0,04055 | 0,03380 | 0,01637
0,10(0,08384 | 0,08379|0,08364 | 0,08305 | 0,08073|0,07700 | 0,07208 | 0,06623 | 0,03288 | 0,00274
0,15]0,12239(0,12223|0,12176 0,11989[0,11268 | 0,10165 [ 0,08805 | 0,07328 | 0,01696 | 0,00075
0,20)0,15889|0,15854 [ 0,15748 | 0,15331|0,13777|0,11540]0,09025| 0,06609 | 0,00732 | 0,00065
0,25(0,19347(0,19281(0,19086 | 0,18324 | 0,15584 [ 0,11933 [ 0,08271 [ 0,05246 | 0,00402 | 0,00065
0,30(0,22624 | 0,22516 | 0,22197 | 0,20968 | 0,16729 | 0,11567 | 0,07035 | 0,03885 | 0,00306 | 0,00064
0,35(0,25731(0,25569 | 0,25091 [ 0,23270{0,17287 | 0,10705 | 0,05724 | 0,02838 | 0,00278 | 0,00064
0,40(0,28679(0,28450(0,27776 [ 0,25245|0,17356 | 0,09596 | 0,04582 | 0,02141 [ 0,00268 | 0,00064
0,45)|0,31477|0,31168 | 0,30261 | 0,26909 | 0,17046 | 0,08462 | 0,03697 | 0,01713 | 0,00264 | 0,00064
0,50]0,34135(0,33733|0,32557 | 0,28285 | 0,16462]0,07353 | 0,03059 | 0,01459 [ 0,00262 | 0,00064

Tabela 5.9 - Valores do termo de interferéncia ;((x,(f) obtidos através da aproximagao
de Padé 4 pdélos.

gx 0 0,5 1 2 4 6 8 10 20 40

0,05| 0 |0,00120 | 0,00239 |0,00478]0,00951|0,01415|0,01865 | 0,02297 | 0,04076 | 0,05221
0,10| O | 0,00458 | 0,00915 |0,01821]0,03573|0,05192|0,06626 | 0,07833|0,10133 | 0,05958
0,15| 0 | 0,00986 | 0,01968 |0,03894)0,07469|0,10460|0,12691|0,14098 [ 0,12194 | 0,05357
0,20f 0 [0,01680 | 0,03344 |0,06567|0,12219|0,16296|0,18540{0,19091[0,11756 | 0,05169
0,25 0 [ 0,02514 | 0,04994 |0,09714|0,17413|0,21911]0,23168 | 0,22025|0,11090 | 0,05099
0,30( 0 [0,03470 | 0,06873 |0,13219|0,22695|0,26758|0,26211|0,23161|0,10679| 0,05066
0,35| 0 | 0,04529 | 0,08940 |0,16976)0,27775)|0,30558 | 0,27813 | 0,23206 [ 0,10449 | 0,05047
0,40( 0 | 0,05674 | 0,11160 |0,20891|0,32442|0,33265|0,28376|0,22785|0,10316 | 0,05035
0,45| 0 | 0,06890 | 0,13498 |0,24881]0,36562|0,34995|0,28325|0,22262 | 0,10234 | 0,05027
0,50 0 | 0,08164 | 0,15927 |0,28875|0,40068 |0,35952|0,27983|0,21787[0,10179| 0,05021

Nas figuras de 5.5 a 5.10 sao apresentados os erros relativos para o célculo da

funcdo de alargamento Doppler, utilizando os métodos propostos no capitulo lll,

equacdes (3.29), (3.51) e método de Padé de 4 pdlos, tomando-se como referéncia o

método da quadratura de Gauss-Legendre.
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Figura 5.5 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 p6los e os métodos

propostos, equacéo (3.29) e (3.51), para x=10.
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Figura 5.6 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 p6los e os métodos

propostos, equacao (3.29) e (3.51), para x=20.
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Figura 5.7 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé 4 p6los e os métodos

propostos, equacao (3.29) e (3.51), para x =35.
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Figura 5.8 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 p6los e os métodos

propostos, equacéo (3.29) e (3.51), para & =0,45.
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Figura 5.9 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 p6los e os métodos

propostos, equagao (3.29) e (3.51), para £ =0,10.
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Figura 5.10 - Erro relativo do método da aproximacédo de Padé de 4 pélos e os métodos

propostos, equacgéo (3.29) e (3.51), para £ =0,20.

Nas figuras de 5.11 a 5.16 sdo apresentados os erros relativos para o calculo

do termo de interferéncia ;((x,gf), utilizando os métodos propostos no capitulo I,
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equacdes (3.35) e (3.56) e método de Padé de 4 pdlos, tomando-se como referéncia o

método da quadratura de Gauss-Legendre.
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Figura 5.11 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 pélos e os métodos

propostos, equacao (3.35) e (3.56), para x=10.
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Figura 5.12 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 pélos e os métodos

propostos, equacéo (3.35) e (3.56), para x =20.
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Figura 5.13 - Erro relativo do método da aproximacéo de Padé de 4 pdlos e os métodos

propostos, equacao (3.35) e (3.56), para x =35.
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Figura 5.14 - Erro relativo do método da aproximacédo de Padé de 4 pélos e os métodos

propostos, equacéo (3.35) e (3.56), para x =45.
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Figura 5.15 - Erro relativo do método da aproximacédo de Padé de 4 pélos e os métodos

propostos, equacéo (3.35) e (3.56), para £ =0,15.
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Figura 5.16 - Erro relativo do método da aproximacédo de Padé de 4-polos e os métodos

propostos, equacgéo (3.35) e (3.56), para & =0,25.

Os resultados apresentados nas tabelas 5.4 a 5.7 mostram que os métodos

propostos para fungdo de alargamento Doppler, equacdes (3.29) e (3.51), e para o
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termo de interferéncia, equacgdes (3.35) e (3.56), estdo de acordo com os valores de
referéncia apresentados nas tabelas 5.2 e 5.3.
Analisando os resultados apresentadas pela figuras 5.5 a 5.16, é possivel

observar que os métodos propostos, através das solugdes fechadas e da série de

Fourier, para as fungbes w(x,&) e yx(x,£), apresentaram resultados bastante
acurados, com erro relativo maximo absoluto de 0,1% para !//(x,é:) e 0,01% para
;((x,gf). Ja o método da aproximacao de Padé de 4 pdlos apresentou erro relativo

maximo de 8% para y (x,&) e 0,5% para y(x,&).

Através dos resultados obtidos, pode-se concluir que os métodos propostos
apresentam resultados mais acurados que aqueles obtidos através do método de
Padé de 4 polos, os resultados obtidos tanto pelas solugdes fechadas quanto pelas
aproximagdes em série de Fourier podem ser considerados exatos, visto que os
mesmos apresentaram erros relativos despreziveis. Desta forma os métodos
propostos podem ser adotados como referéncia para futuras aplicagoes.

Na proxima secdo sao apresentados os resultados obtidos com a solugéo
fechada da fungao de alargamento Doppler, equagéao (3.29), e a aproximagao em série

de Fourier, equagao (3.51).

5.3 Fator de Auto-blindagem
No capitulo anterior foi apresentado uma expressdo para fator de auto-
blindagem ressonante proposta por Palma, et. al. (PALMA, et al.,, 2007), equacgao

(4.2), a qual pode ser escrita como:

1 +o —TY (X
Gy (6:7)=— [ [-(=zp)e ™)~ 2y E, (o) | (5.3)

A partir da equacao (5.3) deve-se determinar um infinito numérico, a fim de
calcular o fator de auto-blindagem. Isso pode ser feito mais facilmente analisando as

figura (5.17) e (5.18) a segquir.
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Figura 5.17 — Integrando de Gepi(é‘,r) para 7=0,01 e £=0,25.
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Figura 5.18 — Integrando Gepi(f,r) para 7=0,004 e £=0,01.

Analisando as figuras 5.17 e 5.18, pode-se observar que o integrando da

equacao (5.3), tende a zero a medida que a energia aumenta. Para valores de x

superiores a 50, tem-se que 1—(1—-zy)e

y(x,€)

63

—7'y’E, (ty) = 0, desta forma pode-



se adotar, para fins de calculos computacionais, um infinito numérico x =100, pois

para valores acima de x=100 o integrando da equacgao (5.3) trara contribuicbes

despreziveis para o calculo do fator de auto-blindagem ressonante Gepi(é‘,r). Desta

forma o fator de auto-blindagem pode ser escrito como:
G, (& T)_LJ'IOO[I—(I—T )e_“”(x’g) -7y ’E, (7 )}dx (5.4)
epi ’ - P 14 oLty . .

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos para as 20 primeiras
ressonancias do isétopo U?*®, utilizando os métodos propostos para funcdo de
alargamento Doppler, dadas pelas equagbes (3.29) e (3.51), e pelo método da

aproximacao de Padé de 4 pélos. Foi tomado como referéncia o método da quadratura

de Gauss-Legendre para y (x,¢).

No calculo da integral da equacao (5.4) empregou-se o método da quadratura
de Gauss-Legendre de ordem 15, subdividindo o intervalo de integragdo em 80 partes,

a fim de tornar os calculos ainda mais precisos.
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Tabela 5.10 - Resultados obtidos para G, (5,1) correspondentes as 20 primeiras

ressonancias do isétopo U**® para 7=0,01 e 7'=1450K . Fonte: JENDL — 3.2.

6 (e) G, (£:7) | G, (&7) 6 (&)

E, (eV) F7><10_3eV [, x107eV s w (ST ¥ Analitico ¥ Série_Fourier o e?
Vaus | Eq (349) | Eq.(3.72) i

6,67 23,00 149 | 0,2041| 098950 | 0,98950 0,98950 | 0,98948
20,87 22 91 1026 | 0,1563 | 0,99011 | 0,99011 0,99012 | 0,99009
36,68 22,89 34,13  |02026| 098950 | 0,98950 0,98950 | 0,98948
66,03 23,36 2468 |01272| 099060 | 0,99060 0,99061 | 0,99058
80,75 23,00 187 | 0,0596 | 0,99160 | 0,99160 0,99160 | 0,99230
102,56 | 23,42 71,70 |0,2021| 098950 | 0,98950 0,98950 | 0,98948
116,90 | 22,99 2549  |0,0965| 099110 | 0,99110 0,99111 | 0,99114
14566 | 23,00 0,85 |00425| 098656 | 0,98656 0,98623 | 0,98679
16529 | 23,00 337 |00441| 098656 | 0,98656 0,98623 | 0,98679
180,67 | 22,38 17320 | 0,3056 | 0,98815 | 0,98815 0,08815 | 0,98814
208,51 23,94 51,11 |0,1119| 099094 | 0,99094 0,99094 | 0,99094
237,38 | 24,54 27,16 |0,0722| 099155 | 0,99155 0,99155 | 0,99198
257,22 | 23,00 0,03 |00309]| 095710 | 0,95710 0,95540 | 0,95681
27366 | 22,10 2579 |00623| 099160 | 0,99160 0,99160 | 0,99230
291,00 | 22,12 16,87 | 0,0492| 099115 | 0,99115 0,99112 | 0,99192
311,32 | 23,00 1090 | 0,0294| 095710 | 0,95710 0,95540 | 0,95681
347,79 | 2251 82,00 |0,1206| 099077 | 0,99077 0,99077 | 0,99076
35345 | 23,00 0,02 |00264]| 095710 | 0,95710 0,95540 | 0,95681
376,93 | 23,00 113 |0,0267 | 095710 | 0,95710 0,95540 | 0,95681
39762 | 22,38 17320 | 0,2111| 098935 | 0,98935 0,08935 | 0,98934

Os dados apresentados na tabela 5.10, demonstram que tanto a solugdo com o

método de Padé de 4 pélos para y/(x,f) quanto os métodos propostos sdo métodos

precisos para o calculo de Gepi (5,1). Entretanto, o emprego da solucao fechada para

l//(x,g“) no calculo de do fator de auto-blindagem ressonante mostrou-se
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rigorosamente igual ao método de referéncia. Na préoxima secao é apresentada uma

nova aproximagao para o fator de auto-blindagem ressonante.

5.3.1 Uma nova aproximacao para G

epi((;’f)

Nas referéncias (DUDERSTAD & HAMILTON, 1976) e (SHCHERBAKOV &
HARADA, 2002) encontram-se tabelas com valores tipicos de concentracdo de
nucleos absorvedores em reatores PWR e de espessura dos discos alvos utilizados na
técnica de ativagao.

Tabela 5.11 - Parametros nucleares tipicos em reatores PWR.

Constante de grupo 2 grupos 4 grupos
1de2 [2de2 | 1de4d 2de4 3de4 | 4de4
0,01207 | 0,1210 | 0,004946 | 0,002840 | 0,03053 | 0,1210
Intervalo tipico da espessura do disco alvo (t em cm)
2x10°-8x 107

2, (cm_l)

Através dos dados mostrados na tabela 5.11 é possivel estimar o intervalo de

interesse da espessura efetiva 7 =¢X, como sendo [5,6 x 10, 9,7 x 10°]. Com base

na utilizagdo de valores tipicos da espessura 7, citados acima, é proposta uma nova

aproximacao para o calculo dos fatores de auto-blindagem, a qual consiste em

desprezar o termo —121//2E1(ﬂ//) em relagdo aos demais termos do integrando da

equacao (5.4). Sendo assim, o fator de auto-blindagem ressonante assume a seguinte

aproximacgao, dada por:
G, (£7)~G,, (£7)=—["1-(1—zp)e ™) d (5.5)
epi > apr. ’ 77 30 : '

A figura 5.19 mostra o comportamento como o termo 7’y E, (zy) com

respeito a variavel x.
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Figura 5.19 — Termo z'zt//zEl(rt//) para 7=0.01 e £=0.25.

Analisando-se as figuras 5.17 e 5.19 €& possivel verificar que o termo

T’w’E, (n//) da equacéao (5.4) tem uma contribuigdo desprezivel no calculo do fator de

auto-blindagem ressonante, visto que o mesmo tende rapidamente a zero apés x=15.
Isso corrobora as consideragdes relacionadas a escolha do um infinito numérico
proposto.

Na tabela 5.12 encontram-se resultados para o calculo do fator de auto-
blindagem ressonante empregando-se a aproximacao dada pela equagao (5.5), para

as 20 primeiras ressonancias do isétopo U?*®. Para este calculo utilizou-se apenas a

formulacao fechada para z//(x,f), visto que esta é mais precisa.
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Tabela 5.12 - Resultados obtidos para G, (&,7) e G, (&,7) correspondentes as 20

primeiras ressonancias do isétopo U*® para 7 =0,01 e T =1450K . Fonte: JENDL —3.2.

3 Desvio

E (V) | T, x10%ey | T,x10%eV | & | G (&7) | G, (&7) | percentual
(%)

6,67 23,00 1,49 0,2041 0,98950 0,99280 -0,33
20,87 22,91 10,26 0,1563 | 0,99011 0,99292 -0,28
36,68 22,89 34,13 0,2026 | 0,98950 0,99280 -0,33
66,03 23,36 24,68 0,1272 | 0,99060 0,99300 -0,24
80,75 23,00 1,87 0,0596 | 0,99160 0,99290 -0,13
102,56 23,42 71,70 0,2021 0,98950 0,99280 -0,33
116,90 22,99 25,49 0,0965 | 0,99110 0,99306 -0,20
145,66 23,00 0,85 0,0425 | 0,98656 0,98748 -0,09
165,29 23,00 3,37 0,0441 | 0,98656 0,98748 -0,09
189,67 22,38 173,20 0,3056 | 0,98815 0,99249 -0,44
208,51 23,94 51,11 0,1119 | 0,99094 0,99305 -0,21
237,38 24 .54 27,16 0,0722 | 0,99155 0,99302 -0,15
257,22 23,00 0,03 0,0309 | 0,95710 0,95783 -0,08
273,66 22,10 25,79 0,0623 | 0,99160 0,99290 -0,13
291,00 22,12 16,87 0,0492 | 0,99115 0,99227 -0,11
311,32 23,00 1,09 0,0294 | 0,95710 0,95783 -0,08
347,79 22,51 82,00 0,1206 | 0,99077 0,99303 -0,23
353,45 23,00 0,02 0,0264 | 0,95710 0,95783 -0,08
376,93 23,00 1,13 0,0267 | 0,95710 0,95783 -0,08
397,62 22,38 173,20 0,2111 | 0,98935 0,99276 -0,34

Na tabela 5.12 Gep[(i,r) representa o calculo do fator de auto-blindagem

através da equacao (5.4), utilizando-se a solugao fechada para g//(x,f) e Gap,.(f,r)
representa o calculo do fator de auto-blindagem através da equagao (5.5), utilizando-

se a mesma solugao fechada para y (x,¢&).

Analisando os resultados apresentados na tabela 5.12, é possivel observar que

a aproximagao proposta para o calculo do fator de auto-blindagem ressoante, dada
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pela equacgao (5.5), apresentou bons resultados, levando a um desvio percentual
maximo de 0,44 %, para um valor de 7 dentro da faixa de interesse pratico.

Com relacdo ao tempo computacional dos métodos apresentados, foram
realizados ensaios numéricos de calculo dos fatores de auto-blindagem utilizando dois
meétodos de calculo da fungdo de alargamento Doppler existentes na literatura, a
saber, o método da quadratura gaussiana de ordem 15 e o método da solugéo

fechada (GONCALVES, et al., 2008), equacgao (3.29). Nao se utilizou o método da
série de Fourier para W(x,g"), visto que este ndo é tdo preciso quanto a solugéo

fechada. Foram efetuados os calculos também para a nova aproximagao proposta
dada pela equacao (5.5).

No calculo do tempo computacional do fator de auto-blindagem ressonante
para as 20 primeiras ressonancias do isétopo U?®, utilizou-se a sub-rotina “CPUTIME”
do compilador Visual Fortran. E para se ter uma quantidade apreciavel de dados para
uma boa estatistica, repetiu-se os calculos dos fatores de auto-blindagem das 20
ressonancias 2000 vezes, totalizando 40000 calculos. Os valores de tempo
computacional para os casos estudados encontram-se na tabela 5.10. Cada tomada
de tempo foi repetida 10 vezes para que um estudo estatistico pudesse ser efetuado.
A maquina utilizada nos testes foi um Intel Core 2 Duo de 2.66 GHZ com 2 GB de

memoria RAM.
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Tabela 5.13 - Tempo de céalculo computacional para G, (f,r) eG,, (f,r), utilizando-

se dois diferentes métodos para funcéo de alargamento Doppler t//(x,f).

Método empregado para o céalculo de Temp(_) Des~vio

Gepi(é‘,r) e Gapr‘(f,r), com l//(x,é‘). Corr223€§c£§)nal padréo (s)
G, (£.7) com v (x,&) analitico, eq. (3.49). 9,416 0,011
G, (&,7) com y(x,£) analitico, eq. (3.49). 8.172 0,007
G, (&,7)com y(x,&) integrado ¢/ (Q.G.)*. 85364 0,079
G, (&.7)com v (x,&) integrado ¢/ (Q.G.)". 83.027 0,028

*Q.G. indica o método da quadratura de Gauss-Legendre.

Através dos dados da tabela 5.10, pode-se concluir que a aproximagao
proposta apresenta economia consideravel de tempo computacional para ambos os
métodos de calculo da fungdo de alargamento Doppler. O ganho relativo de tempo é
maior para o método utilizando a solugédo fechada (13.21%) que para o método da
quadratura gaussiana (1.68%). Além disso, quando a fungéo de alargamento Doppler
€ calculada a partir da equacao (3.29) as medidas de tempo tornam-se mais confiaveis
que utilizando a quadratura gaussiana para o mesmo fim, visto que apresenta um
desvio-padrao menor. A dispersao das medidas de tempo computacional em relacao a
média fica ainda mais reduzida quando se utiliza a aproximacao no integrando dada
pela equacao (5.5), independentemente do método utilizado no calculo da fungéo de
alargamento Doppler. Essa redugao foi de 36,36% quando se utilizou a solugao
fechada dada pela equacao (5.5), e de 64,55% no caso da quadratura gaussiana.

O calculo do fator de auto-blindagem ressonante pode ser melhorado ainda
mais, desde que existam aproximagdes para fungcdo de alargamento que garantam a
precisdo e a rapidez computacional. Com base na solugao fechada, equacgao (3.29),
apresentada nesta tese, pode-se propor uma aproximagao que eleve o ganho de
tempo computacional sem comprometer a credibilidade dos calculos no fator de auto-

blindagem, para tanto se deve reescrever a equacgao (3.29), utilizando-se a relagcéo de
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Euler e as propriedades da funcdo erro (apéndice C). Obtém-se a seguinte

representagao funcional para y (x,¢):

(xg) =53 exp[—if("“l)}"s[%

2

{1 +Reerf (%J + tan [%j Imerf (%j}

Baseado na equacgdo (5.6) é possivel aproximar a fungdo de alargamento

(5.6)

Doppler 1//(x,§) para o calculo do fator de auto-blindagem ressonante na faixa
epitérmica de energia (PALMA, et al., 2008). A aproximagao consiste em aproximar a

fungéo y (x,&) como

Y o (x,&)= &Nr exp[—%gz (x2 _1)}:05(%], (5.7)

2

valida somente quando
. _ 2 . _
1+Re erf(lénggj+tan(%J Imerf(%j ~0. (5.8)

Os resultados obtidos com a aproximacdo dada pela equagao (5.7), para
calculo do fator de auto-blindagem, sdo apresentados na tabela 5.14, considerando as
20 primeiras ressonancias dos nuclideos Th*? e Pu**° e as 56 primeiras ressonancias

do nuclideo Au'

, para uma temperatura de 300K. Os parametros nucleares
necessarios para os calculos podem ser encontrados na literatura (TALAMO, 2007) e
(MUGHABGHAB & GARBER, 1973). A ponderagao dos fatores de auto-blindagem foi
efetuada segundo a expressao utilizada por (SHCHERBAKOQOV & HARADA, 2002):

(6,)=7 2 %2(G,), (5.9)

0 i 0i

oVl IO , Al . A
onde, I, =Z " % e sendo o, o0 pico de ressonancia da i-€sima ressonancia

E,, de largura de captura radiativa I";,.
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Tabela 5.14 - Calculo do fator de auto-blindagem ressonante ponderado utilizando trés

diferentes métodos no calculo da funcéo de alargamento Doppler l//(x,f).

’ <Gepi> com <Gep,-> com <Gepi> com <Gep,.> com
Isétopos
Equacéo (3.49) | Equacéo (3.72) | Equacao (5.7) | Padé 4-polos
Th?* 0,99258 0,99258 0,99871 0,99257
Pyu24 0,99063 0,99063 0,99461 0,99064
Au'¥’ 0,98899 0,98899 0,99553 0,98909

Na tabela 5.15 sao apresentados os tempos de processamento nos calculos
dos fatores de auto-blindagem encontrados na tabela 1 sendo utilizado um

computador do tipo Intel Core 2 Duo de 2.66 GHZ com 2 GB de memoéria RAM.

5.15 - Calculo do tempo computacional para <Gep,-> utilizando trés diferentes métodos no

célculo da funcéo de alargamento Doppler ¥ (x,¢).

, <Gepi> com <Gep,~> com <Gepi> com <G€pi> com
Isétopos
Equacéo (3.49) | Equacao (3.72) | Equacao (5.7) | Padé 4-pdlos
(ms) (ms) (ms) (ms)
Th?* 3,44 12,5 0,31 1,56
Py 3,44 12,5 0,31 1,56
Au'’ 12,8 22,8 0,94 4,02

A partir das tabelas 5.14 e 5.15, pode-se concluir que a aproximagao proposta

para a fungdo de alargamento Doppler dada pela equagédo (5.7), apresenta bons

resultados para o calculo de <Gep,~>, com um desvio percentual médio de

aproximadamente de 1,0% em relagao a de referéncia. Ja o método de Padé de 4
polos mostrou-se um pouco mais preciso, obtendo um desvio percentual médio de

0,3%, porém a aproximagao proposta pela equagao (5.7) mostrou-se muito mais
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eficiente do ponto de vista do tempo computacional, tendo um ganho de tempo
computacional relativo de 78% com respeito ao método de Padé de 4 polos.
Na proxima secgédo sao apresentados os resultados obtidos para o calculo da

fungdo J(¢, f), empregando a solugdo fechada da fungdo de alargamento Doppler

dada pela equacgao (3.29).

5.4 Fungédo J(¢, p).
Nesta secdo sido apresentados os resultados obtidos para o calculo da fungao

J(&, B), fungdo esta que é empregada diretamente no célculo das integrais de
ressonancias para um meio homogéneo. Para o calculo da fungdo J(&, ) ndo se
utilizou o método da série de Fourier para y/(x,f), visto que 0 mesmo nao se mostrou

adequado do ponto de vista numérico e nem de tempo computacional.

w(x,$) dr

J(cf,ﬁ)=_!‘ i) (5.10)

Uma breve andlise grafica do integrando da fungédo J(¢, f) ajuda a subsidiar a

decisdo de quais métodos de calculo da fungcdo de alargamento Doppler deve-se

empregar no calculo da fungéo J(<, f) (GONGCALVES et al., 2007). A figura 5.20

ajuda no entendimento dessa escolha.
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Figura 5.20 — Integrando da funcéo J(<, p) para B =0,001 e £=0,25.

Analisando a figura 5.20, pode-se observar que para valores grandes de x a

expansao assintética dada pela equacao (3.62) convergem para os valores da solugao

fechada dada pela equacgao (3.29), porém para um intervalo entre x =100 e x =130,

0 método da expansao assintética apresenta resultados menos acurados. Sendo

assim, a metodologia de calculo proposta para célculo da fungdo J(&, ) consiste na

conjugacdo do método da solugcdo fechada, equacdo (3.29), com o método da

expansao assintética, equacgéao (3.62), no calculo da fungao de alargamento Doppler,

através da equacao a seguir (GONCALVES et al., 2007):

S epl-4e(x _1)}(%]

2

w(x,&)= {1+Reerjf(i§x2_§j+tan(%lemerf(ifxz_fj}se x| <30 (5.11)

5 (‘l)k (2k-1)
> - F¥ Y se |x-£]230
k=1 X

onde:
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FsZ?—l

60 20 (5.12)
FSZ—?-F?—I

840 420 42
F7= g() —?4‘?—1.

A integral unidimensional da equacéo (5.10) é calculada utilizando o método da
quadratura Gauss-Legendre de ordem 15. A figura 5.21 ajuda na decisdo de adotar o

infinito numérico no ponto x=5000, visto que o integrando vai a zero rapidamente nas

imediagdes deste ponto.

Wi &
P
i < solugdo Analitica
Tt Método de Pade
D-DDDSZE Expansdo assintdtica
11
14
000024 4
14
000017 %
. uqu
: u'p-\:‘%cbccx
|:|- T T T T T T T T T T I{H:Iaclacl-o:-”:‘l:’cpcl.a;l;'aia -I':. -II-MI-’I-'
1000 2000 3000 4000 5000

X

Figura 5.21 — Integrando da funcéo J(&, p) para p=0,001 e £=0,25.

Na Tabela 5.16 estdo os resultados referentes aos tempos computacionais

gastos pelos diferentes métodos no calculo da funcédo de alargamento Doppler. Cada
célula desta tabela equivale ao tempo gasto para calcular a fungéo J(&, ) para um

dado valor de ¢, variando j no intervalo [0,31] com passo igual a 1, sendo,

p=2/x10". Mais especificamente, cada célula da tabela mostra o tempo gasto para

reproduzir uma coluna completa da tabela de referéncia (DRESNER, 1960).
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Tabela 5-16 - Tempo computacional no céalculo da funcédo J(¢, B) paradiferentes

métodos de calculo da fungéo ¥ (x,¢).

< Método proposto Padé Gauss
(seg.) (seg.) (seg.)
0,1 0,141 0,219 394,594
0,2 0,125 0,203 357,641
0,3 0,125 0,219 346,219
0,4 0,109 0,203 340,828
0,5 0,109 0,219 337,781
0,6 0,094 0,203 341,641
0,7 0,094 0,219 338,453
0,8 0,094 0,203 341,766
0,9 0,078 0,219 336,922
1,0 0,094 0,203 337,047

A partir dos dados da tabela 5.17 conclui-se que o método proposto é
consideravelmente mais rapido que o método de Padé de 4-pdlos. Para reproduzir
toda a tabela de referéncia (DRESNER, 1960) o método de Padé gastou 98,50% mais
tempo que o método proposto. Na tabela 5.17 encontram-se os resultados obtidos no

célculo da fungdo J(&, p) utilizando o método proposto no calculo da fungéo de

alargamento Doppler.
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Tabela 5.17 - Valores para funcédo J(<, ) utilizando o método proposto no calculo da

funcao de alargamento Doppler onde =2’ x107°.

] E=01]£=02]¢E=03] =04 &=0,5]E=0,6]E=0,7] =081 =09 £=1,0
0 4,783E+02 | 4,771E+02 | 4,769E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02 | 4,768E+02
1 3,435e+02 | 3,418E+02 | 3,415E+02 | 3,414E+02 | 3,413E+02 | 3,413E+02 | 3,413E+02 | 3,413E+02 | 3,413E+02 | 3,413E+02
2 2,466E+02 | 2,441E+02 | 2,437E+02 | 2,435E+02 | 2,435E+02 | 2,434E+02 | 2,434E+02 | 2,434E+02 | 2,434E+02 | 2,434E+02
3 1,778E+02 | 1,742E+02 | 1,736E+02 | 1,734E+02 1,733E+02 | 1,732E+02 | 1,732E+02 | 1,732E+02 | 1,732E+02 | 1,732E+02
4 1,295E+02 | 1,244E+02 | 1,236E+02 | 1,233E+02 1,232E+02 | 1,231E+02 | 1,230E+02 | 1,230E+02 | 1,230E+02 | 1,230E+02
5 9,609E+01 | 8,931E+01 | 8,810E+01 | 8,768E+01 8,750E+01 8,740E+01 | 8,734E+01 | 8,730E+01 | 8,727E+01 8,725E+01
6 7,326E+01 | 6,470E+01 | 6,304E+01 | 6,247E+01 6,221E+01 | 6,207E+01 | 6,199E+01 | 6,193E+01 | 6,190E+01 6,187E+01
7 5,759E+01 | 4,762E+01 | 4,546E+01 | 4,469E+01 4,434E+01 | 4,415E+01 | 4,403E+01 | 4,396E+01 | 4,391E+01 | 4,387E+01
8 4,641E+01 | 3,581E+01 | 3,320E+01 | 3,222E+01 3,176E+01 3,150E+01 | 3,135E+01 | 3,125E+01 | 3,118E+01 3,113E+01
9 3,779E+01 | 2,755E+01 | 2,467E+01 | 2,350E+01 2,293E+01 | 2,261E+01 | 2,241E+01 | 2,228E+01 | 2,219E+01 2,213E+01
10 | 3,045E+01 | 2,151E+01 1,865E+01 1,739E+01 1,673E+01 1,636E+01 | 1,612E+01 | 1,596E+01 | 1,585E+01 1,577E+01
11 | 2,368E+01 1,675E+01 1,422E+01 1,301E+01 1,234E+01 1,193E+01 | 1,167E+01 | 1,150E+01 | 1,137E+01 1,128E+01
12 | 1,732E+01 1,268E+01 1,073E+01 | 9,713E+00 | 9\,114E+00 | 8,734E+00 | 8,479E+00 | 8,299E+00 | 8,169E+00 | 8,072E+00
13 | 1,166E+01 | 9,079E+00 | 7,812E+00 | 7,085E+00 | 6,626E+00 | 6,319E+00 | 6,104E+00 | 5,948E+00 | 5,831E+00 | 5,742E+00
14 | 7,178E+00 | 6,013E+00 | 5,340E+00 | 4,913E+00 | 4,623E+00 | 4,418E+00 | 4,267E+00 | 4,153E+00 | 4,065E+00 | 3,996E+00
15 | 4,090E+00 | 3,658E+00 | 3,370E+00 | 3,168E+00 | 3,021E+00 | 2,911E+00 | 2,825E+00 | 2,759E+00 | 2,706E+00 | 2,662E+00
16 | 2,204E+00 | 2,067E+00 | 1,966E+00 | 1,889E+00 1,829E+00 | 1,781E+00 | 1,743E+00 | 1,712E+00 | 1,687E+00 | 1,665E+00
17 | 1,148E+00 | 1,109E+00 | 1,078E+00 | 1,053E+00 1,032E+00 | 1,016E+00 | 1,002E+00 | 9,902E-01 9,804E-01 9,720E-01
18 | 5,862E-01 5,757E-01 5,670E-01 5,598E-01 5,538E-01 5,487E-01 5,444E-01 5,407E-01 5,375E-01 5,348E-01
19 | 2,963E-01 2,936E-01 2,913E-01 2,893E-01 2,877E-01 2,863E-01 2,850E-01 2,840E-01 2,831E-01 2,823E-01
20 | 1,490E-01 1,483E-01 1,477E-01 1,472E-01 1,467E-01 1,464E-01 1,460E-01 1,458E-01 1,455E-01 1,453E-01
21 7,469E-02 7,451E-02 7,436E-02 7,423E-02 7,412E-02 7,402E-02 7,394E-02 7,387E-02 | 7,380E-02 7,374E-02
22 | 3,739E-02 3,735E-02 3,731E-02 3,728E-02 3,725E-02 3,723E-02 3,721E-02 3,719E-02 | 3,717E-02 3,716E-02
23 | 1,871E-02 1,870E-02 1,869E-02 1,868E-02 1,867E-02 1,867E-02 1,866E-02 1,866E-02 1,865E-02 1,865E-02
24 | 9,358E-03 9,355E-03 9,353E-03 9,351E-03 9,349E-03 9,348E-03 9,346E-03 9,345E-03 | 9,344E-03 9,343E-03
25 | 4,680E-03 4,679E-03 4,679E-03 4,678E-03 4,678E-03 4,677E-03 | 4,677E-03 | 4,677E-03 | 4,676E-03 4,676E-03
26 | 2,340E-03 2,340E-03 | 2,340E-03 2,340E-03 2,340E-03 2,340E-03 | 2,339E-03 | 2,339E-03 | 2,339E-03 2,339E-03
27 | 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03 1,170E-03
28 | 5,851E-04 5,851E-04 5,851E-04 5,851E-04 5,850E-04 5,850E-04 5,850E-04 5,850E-04 | 5,850E-04 5,850E-04
29 | 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 2,925E-04 | 2,925E-04 2,925E-04
30 | 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04 1,463E-04
31 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 7,314E-05 | 7,314E-05 7,314E-05

4 polos e da quadratura gaussiana sdo comparados tomando como referéncia os

Nas tabelas 5.18, 5.19 e 5.20 o meétodo proposto e os metodos de Padé de

valores obtidos por (DRESNER, 1960).
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Tabela 5.18 - Fungdo J(&, f) para p=2"x10".

Funcéo J(, p)

Desvio percentual (%)

£ Referéncia | Método Padé de | Gauss Método Padé de Gauss

(Dresner) | proposto 4-pblos proposto 4 polos
0,1 96,670 96,086 94,802 95,150 -0,60 -1,97 -1,60
0,2 89,930 89,312 89,061 88,377 -0,69 -0,98 -1,76
0,3 88,720 88,095 88,053 87,160 -0,70 -0,76 -1,79
0,4 88,310 87,683 87,686 86,747 -0,71 -0,71 -1,80
0,5 88,120 87,496 87,508 86,560 -0,71 -0,70 -1,80
0,6 88,020 87,396 87,408 86,459 -0,71 -0,70 -1,81
0,7 87,960 87,336 87,346 86,399 -0,71 -0,70 -1,81
0,8 87,920 87,297 87,306 86,360 -0,71 -0,70 -1,81
0,9 87,900 87,270 87,278 86,334 -0,72 -0,71 -1,81
1,0 87,880 87,251 87,257 86,315 -0,72 -0,71 -1,81

Tabela 5.19 - Fungdo J(&, f) para B=2""x10"".
Fungdo JE, p) Desvio percentual (%)

£ Referéncia | Método | Padé de 4 | Gauss Método Padé de 4 Gauss

(Dresner) | proposto polos proposto polos
0,1 30,450 30,452 30,434 30,423 0,01 -0,05 -0,09
0,2 21,530 21,511 21,468 21,482 -0,09 -0,29 -0,22
0,3 18,670 18,646 18,600 18,617 -0,13 -0,38 -0,29
0,4 17,410 17,387 17,346 17,358 -0,13 -0,37 -0,30
0,5 16,750 16,734 16,701 16,705 -0,09 -0,29 -0,27
0,6 16,380 16,356 16,330 16,327 -0,15 -0,31 -0,32
0,7 16,140 16,120 16,100 16,091 -0,12 -0,25 -0,31
0,8 15,980 15,962 15,947 15,933 -0,11 -0,21 -0,29
0,9 15,870 15,852 15,841 15,823 -0,11 -0,18 -0,29
1,0 15,790 15,773 15,764 15,744 -0,11 -0,16 -0,29

Tabela 5.20 - Fungdo J(&, B) para B=2"x10"".
Funco JE, p) Desvio percentual (%)

& Referéncia | Método Padé de | Gauss Método Padé de Gauss

(Dresner) | proposto 4 poblos proposto 4 polos
0,1 4,088 4,090 4,090 4,089 0,05 0,05 0,02
0,2 3,658 3,658 3,658 3,657 0,00 0,00 -0,03
0,3 3,371 3,370 3,370 3,369 -0,03 -0,03 -0,06
0,4 3,169 3,168 3,168 3,167 -0,03 -0,03 -0,06
0,5 3,022 3,021 3,021 3,020 -0,03 -0,03 -0,07
0,6 2,911 2,911 2,910 2,910 0,00 -0,03 -0,03
0,7 2,826 2,825 2,825 2,825 -0,04 -0,04 -0,04
0,8 2,759 2,759 2,705 2,758 0,00 -0,02 -0,04
0,9 2,706 2,706 2,705 2,705 0,00 -0,04 -0,04
1,0 2,663 2,662 2,662 2,662 -0,04 -0,04 -0,04
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As tabelas de 5.18 a 5.20 mostram que os valores obtidos com o método
proposto através da equacao (5.11) sdo compativeis com os existentes na literatura
superando sistematicamente os outros métodos de calculo da fungcédo de alargamento
Doppler em termos de tempo computacional. Uma outra conclusao que pode se tomar
a partir da analise das tabelas é que o método proposto para o calculo da fungcao de
alargamento Doppler €, em média, bem melhor que 0 método de Padé de 4 pdélos em

termos de acuracia.

5.5 Secdo de Choque de Espalhamento.
Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos para o calculo da secéo
de choque média de espalhamento, para os nuclideos de U*® e Pu**® e Th?*2. No

célculo da seg¢dao de choque média de espalhamento foram empregados os dois

métodos de solugao para as fungdes (x,&) e x(x,&) apresentadas no capitulo |II,

as quais conduzem as seguintes representagdes para o (E,T) :

_ (xt 1 (xi+1)2§2 .
O ganalitico (E,T):GO&{&—Z—R]} e 4 l’f (162 é:] e 4 erf (lé:x-i'é:j

4 |T & 2

it 2.»;2 xi—12§2 xi+12§2 xiflzéz
rn 5\/; e( 41) e( 4) R& e( 4) ( 4)

+0, =+ — + +0,— +e +0,, (5.13)
r 4 x4 g

e

e (E,T) = %ﬁ) ”f@(rr N xj aochf { Z F,(x.&L)Re[ Z(n,&,L)]
Zf (x,&,L Re[ Z(n,f,L)]}+0'pm (5.14)

As equacdes (5.13) e (5.14) representam a sec¢ao de choque de espalhamento

utilizando as solucbes fechadas e o método da série de Fourier. O calculo de

&s (E,T), a partir das equacgoes (5.13) e (5.14) foi sistematicamente comparado com

os valores de referéncia (DUDERSTADT & HAMILTON, 1976). A secgao de choque
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média de espalhamento foi calculada também empregando-se o método de Padé de
4-pblos.
Na tabela 5.21 s&o apresentados os parametros nucleares referentes as

ressonancias dos nuclideos U*® e Pu**° e Th?*2 (TALAMO, 2007).

Tabela 5.21 - Parametros nucleares da secao de choque microscépica de espalhamento

para os nuclideos U*® e Pu®® e Th**? a 1500K. FONTE: JENDL — 3.2.

Is6topo Ey(eV) | T,(eV) L, (eV) g Jy (m) oy (b)
U™ 6,67 | 0,0015 | 0,230 | 020 | 177,14 2.4x10*
T 1 9343 | 00039 | 00261 | 013 | 94,51 1,5x10°
Pu™ | 2045 | 00027 | 00322 | 047 | 101,16 1,0x10°

Através dos dados da tabela 5.21 sdo construidos diferentes graficos das
secoes de choques médias de espalhamento. As figuras 5.22 a 5.27 ilustram as
secao de choque de espalhamento utilizando-se as equacbes (5.13) e (5.14) e seus

respectivos erros relativos, comparados com o método de Padé de 4 polos.
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Figura 5.22 — Secéo de choque de espalhamento do U™ para a ressonancia

de E, =6,67eV .
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Figura 5.23 — Erro relativo da secdo de choque de espalhamento do U** para

ressonancia de £, =6,67el .
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Figura 5.24 — Secéo de choque de espalhamento do Th™™* para a ressonancia

de E,=23,43 ¢V .
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Figura 5.25 — Erro relativo da secdo de choque de espalhamento do Th**?para

ressonanciade E, =23,43 el .
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Figura 5.26 — Secéo de choque de espalhamento do Pu®*’para a ressonancia

de E, =20,45 ¢V .
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Figura 5.27 — Erro relativo da se¢éo de choque de espalhamento do Pu**’ para

ressonanciade £, =20,45¢elV .

As figuras (5.22), (56.24) e (5.26) mostram que todos os métodos exibem
corretamente o comportamento da secdo de choque de espalhamento, porém as
figuras (5.23), (5.25) e (5.27) demonstram claramente que os métodos propostos sé&o
bastante acurados e estaveis, ao contrario do método de Padé que apresentou
imprecisdao e instabilidade relevante no calculo da segdo de choque média de
espalhamento.

O calculo da secao de choque média de espalhamento através das equagbes
(5.13) e (5.14), apresentam uma grande vantagem em relagdo ao método de Padé de
4 pélos, visto que as mesmas fornecem uma férmula exata e de facil implementacao
computacional, as quais sdo validas para todos os valores de energia dos néutrons

incidentes e temperaturas onde a aproximacgao de Bethe-Placzek é valida.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Na simulacdo do comportamento da evolugcdo dos néutrons em um reator
nuclear, o fenbmeno de alargamento Doppler desempenha um papel relevante, tanto
para a determinacédo de parametros operacionais quanto para determinagao de limites
de parametros relacionados com a segurancga.

A nova representacao integral para fungdo de alargamento Doppler,
apresentada nesta tese, surge a partir da interpretacdo matematica da forma integral
proposta por Bethe e Plackzec, como sendo a convolugado da funcao lorentziana com
uma fungao gaussiana. Essa interpretacdo possibilitou a obtengcao de novas formas
integrais, tanto para fungdo de alargamento Doppler quanto para o termo de

interferéncia, as quais sao identificadas como sendo transformada cosseno e seno de

2

2
Fourier da funcao exp(— ;V— —wj.

Estas novas formas integrais também possibilitaram obter de modo simples

solugdes fechadas para v (x,&) e y(x,&), utilizando-se apenas as propriedades das

funcbes especiais, dispensando assim a utilizacdo de métodos matematicos mais
complexos.
O método da aproximacdo de Padé de 4 pélos foi escolhido para fins de

comparagao por se tratar de um método de aproximagao amplamente empregado para
as fungbes v (x,&) e y(x,&), entretanto os métodos de solugdes propostos nesta
tese mostram-se significativamente mais simples que os demais métodos de solucéo,
conduzindo a resultados mais acurados do que aqueles apresentados por Padé de 4

polos. Tanto as solugbes fechadas dadas pelas equagdes (3.29) e (3.35) quanto as

solugbes baseadas na série de Fourier, equagdes (3.51) e (3.56), apresentaram
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resultados desvios percentuais maximo de 0,1% para v (x,£) e 0,01% para y(x,¢&),

em comparacgao com os resultados de referéncia.
Os novos métodos propostos nesta tese para fungéo de alargamento Doppler

foram intensivamente aplicadas no calculo dos fatores de auto-blindagem ressonante

G, (£,7), e os resultados mostram-se bastante acurados, entretanto o emprego da

solugao fechada para y/(x,f) no calculo de do fator de auto-blindagem ressonante

mostrou-se rigorosamente igual ao método de referéncia.
No capitulo V, foi apresentada também uma nova aproximacao para o calculo

dos fatores de auto-blindagem ressonante dada pela equacao (5.5). No calculo desta

nova aproximacao para Gepi (5,7) empregou-se somente a formulagdo fechada para
w (x,&), visto que esta é mais precisa.

Os resultados obtidos com a nova aproximagéo para Gepi (é,r) apresentaram

desvios percentuais muito pequenos em relacao aos valores de referéncia, com
economia consideravel de tempo de processamento computacional. Essas medidas se
mostraram bastante estaveis, apresentando decréscimo no desvio-padrdo com a
aproximacao proposta. Os melhores resultados dos fatores de auto-blindagem foram
obtidos utilizando a solugdo fechada no célculo da fungdo de alargamento Doppler
combinado ao método da quadratura gaussiana no integrando aproximado proposto
neste trabalho.

Ainda no capitulo V foi apresentada uma aproximacao para a solucéo fechada
da funcdo alargamento Doppler, dada pela equagao (5.7). Esta aproximacao foi
proposta a fim de aumentar o ganho no tempo de processamento computacional para

o célculo dos fatores de auto-blindagem. No calculo dos fatores de auto-blindagem

associando-se a nova aproximacado para G@p[ com a equagado (5.7), obteve-se

excelentes resultados com um desvio médio percentual de 1,0% e um ganho relativo

no tempo computacional com relacdo ao método de Padé de 78%.
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Foi apresentado também nesta tese um método simples e preciso para o

calculo da funcdo J(¢&, p). Esse método se baseia na conjugacéo da solucéo fechada

da funcgao de alargamento Doppler, obtida a partir da nova representacéo integral, com
a sua nova expansao assintética. A integracdo numérica unidimensional resultante foi
efetuada utilizando o método da quadratura gaussiana de ordem 15 com um intervalo
de integracdo reduzido. Essa metodologia foi aplicada com sucesso, apresentando
uma acuracia superior a do método de Padé de 4 polos com significativo ganho de
tempo de processamento computacional relativo da ordem de 79,40%, com respeito
ao método de Padé de 4 pélos.

Os métodos propostos nesta tese conduziram ainda a obtencao de expressoes

fechadas para se¢ao de choque média de espalhamento dada pelas equagdes (5.13)
e (5.14), tais expressodes reproduziram bem o comportamento de &S(E,T) para os
nuclideos U?® e Pu?*® e Th?*, para suas respectivas energias de ressonancias. As
mesmas expressdes mostram-se mais estaveis e acuradas que aqueles obtidos pelo
método de Padé de 4 polos o, (E.T).

Para se melhorar ainda mais o desempenho do ponto de vista de tempo
computacional no calculo da fungcdo de alargamento Doppler para as aplicagdes

apresentadas, propbde-se como trabalhos futuro utilizar a solugdo fechada para

t//(x,é), a fim de se gerar um amplo banco de dados para diversos valores distintos

de energia e temperatura, o qual podera ser utilizado juntamente com um algoritmo de
busca binaria com objetivo de minimizar o tempo de processamento nos calculos em

que a funcao de alargamento Doppler € de vital importancia.
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APENDICE A

ANALISE DE FOURIER
Joseph Fourier (1768-1830), matematico e fisico francés, dedicou-se ao estudo
de séries trigonométricas, atualmente conhecidas por séries de Fourier. Ele usou estas
séries de Fourier no seu trabalho sobre Teoria Analitica do Calor, 1822. Estas novas
séries tornaram-se uma ferramenta importante da Fisica e tiveram também uma
influéncia consideravel no desenvolvimento da Matematica. Os seus seguidores Euler,
Lagrange, d’Alembert, Daniel Bernoulli, entre outros, solidificaram as técnicas usadas

por Fourier que continuam ainda hoje a ser estudadas e melhoradas. Em 1807 Fourier

formulou o postulado de que uma fungdo periddica arbitraria f(x) pode ser

representada através de uma série trigonométrica por meio da formulagao a seguir:

f(x)==2+ i{an cos(nx) + b, sin(nx)} (A1)

O resultado obtido por Joseph Fourier foi considerado tado surpreendente e
sensacional, que encontrou muitos opositores entre os matematicos da época, tais
com Laplace, Poisson e até mesmo Lagrange que € considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos. O trabalho de Fourier era questionado por causa da
falta de rigor e foi provavelmente isto que atrasou a publicagao de trabalho de Fourier
“Theory of Heat”, que so foi publicado em 1822. Desde entdo o trabalho tornou-se uma
fonte de métodos modernos para resolugdo pratica de problemas associados a
equacdbes diferenciais parciais. A tarefa de dar mais rigor matematico ao trabalho de
Fourier coube a Dirichlet e a Riemann’.

Atualmente a analise de Fourier é fundamental em muitas aplicagbes das mais

diversas areas da fisica e das engenharias (HAYKIN, 1999). As séries de Fourier sdo

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matematico alemao que deu contribuigdes importantes para a
analise e a geometria diferencial, algumas das quais abriram caminho para o desenvolvimento da relatividade geral.
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séries em senos e cossenos que servem para representar fungdes periddicas.
Todavia, tais séries tratam-se de ferramentas importantes na resolugéo de problemas
que envolvam equagdes diferenciais ordinarias e equacdes diferenciais parciais. A
Teoria, de Fourier é bastante complexa, porém as aplicacdes das séries de Fourier
sdo bastante simples. As séries de Fourier sdo de um modo geral mais universal do
que as séries de Taylor, uma vez que muitas fungdes periddicas descontinuas podem
ser desenvolvidas em séries de Fourier, mas ndo podem ser desenvolvidas em série
de Taylor.

A técnica da série de Fourier consiste basicamente em representar uma dada

funcao periodica f(x) como a superposicao de fungdes seno e cosseno. Uma fungao
f(x) diz-se seccionalmente continua em um intervalo a<x<b caso exista um
numero finito de pontos x,,x,,x,,...,x, tais que f(x) é continua em cada subintervalo

aberto a<x<x, x, <x<x,,x, <x<X,,..., X, <x<b, e tem limites laterais finitos nos
extremos de cada intervalo (PISKOUNQV, 1997).

Teorema 1: Seja f (x) uma fungdo periddica de periodo 2L seccionalmente
continua no intervalo —L <x <L com derivadas laterais esquerda e direita em cada

ponto do intervalo, entédo a série de Fourier de f (x)é convergente. Nos pontos x,
onde [ (x) e descontinua a soma da série é a média aritmética dos limites laterais
esquerdo e direito de f (x) em x,.

As condi¢cbes do Teorema 1 sdo condi¢gbes suficientes para assegurar que a

funcdo f(x) admite desenvolvimento em série de Fourier. Contudo, tais condi¢cdes

nao sao suficientemente necessarias para assegurar a convergéncia da série, o que
significa que mesmo em situa¢gdes em que as condi¢cées ndo se verificam pode existir
o desenvolvimento em série de Fourier da funcdo e a mesma ser convergente

(PISKOUNOQV, 1997). Na verdade, ainda hoje ndo sdo conhecidas as condicbes
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necessarias para que o desenvolvimento em série de Fourier de uma fungio seja
convergente. Na pratica isto ndo causa grandes problemas, visto que na maior parte
dos casos de interesse pratico, as fungbes a serem tratadas sido fungdes que
satisfazem as condigbes exigidas pelo Teorema 1 (PISKOUNOV, 1997) e
consequentemente tém desenvolvimento em série de Fourier convergente. Outro
ponto de grande importancia é saber quantos termos da série devem ser considerados
para que se obtenha uma boa aproximacdo da funcdo. E evidente que tal quantidade
de termos sera determinada pelos coeficientes de Fourier, bem como pelo modo como

estes crescem ou decrescem a medida que n aumenta.

Seja f(x) uma funcao que satisfaz o Teorema 1 e cujo periodo é 2L, esta fungao

admite a seguinte representacdo em série de Fourier (PISKOUNOV, 1997).

a - nrx . NTX
f(x)= ?°+ Z‘{an COS(T) +b, sm(T)} , (A.2)
sendo,
a =ljf(x)cos(@) n=0,1,2,3 (A.3)
n L ° L b bl b -
e
b —lff(x)sin(”—”x) n=1,2,3 (A.4)
n I . I ) 9Ly Dyees '

A expansao em série de Fourier da fungao f(x) apresentada pela equacao
(A.2) admite simplificagcdes consideraveis quando f(x) € uma funcgao par ou impar.
Caso f(x) seja uma fungao par, a série de Fourier pode ser representa por uma

expansao em série de funcbes cosseno (PISKOUNOV, 1997), conforme mostrado

abaixo:

ay ~ nwx
f(x) =?+;an COS(T) (A.5)
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sendo,

L

a =% | f(x)cos(”Lﬂ)dx, n=0,1,2,3,... (A.6)

n
-L

De forma semelhante, quando f(x) é uma funcao impar a série de Fourier

pode ser representa por uma expansdo em série de funcbes seno (PISKOUNOV,

1997), conforme mostrado a seguir:

f(x)=Xb,sin(=5), (A7)
sendo,
b =% | f(x)sin(%)dx, n=1,2,3,... (A.8)

-L

A expansao em série de Fourier apresentada pelas equacgdes (A.5) e (A.7) para
funcdes pares e impares sao de grande importancia para aplicagdes relacionadas a
fisica-matematica, visto que muitas fungcdes que descrevem os fendmenos da natureza
apresentam simetria.

A transformada de Fourier estende as técnicas das séries de Fourier a funcdes
nao periddicas. As séries de Fourier sdo ferramentas poderosas na resolugao de
problemas que envolvam fungbes periddicas, contudo existem muitos problemas
praticos que envolvem fungbes nao periddicas. A questdo que se coloca é como se
pode estender os métodos das séries de Fourier a tais fungdes. O que se pretende a
partir de agora ¢é estender a analise de Fourier as fungbes nao periédicas o que sera
feito através da introducdo da Transformada de Fourier. A transformada de Fourier
tem muitas aplicagbes na resolugcao de equacgdes diferenciais parciais bem como na
analise de sinais e sistemas (HAYKIN, 1999).

A transformada de Fourier aplica-se principalmente a resolugdes de equacgdes
diferenciais, contudo a transformada pode ser empregada para calculo de integrais
bem como para estudar fun¢des definidas por integrais, que é especificamente o caso

da funcao de alargamento Doppler.
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Teorema 2: Seja f (x) uma fungéo seccionalmente continua em todo intervalo

finito e absolutamente integravel no intervalo [0,~), entdo a transformada de Fourier
desta fungdo assim como sua transformada inversa existem e podem ser

representadas por:

T =)= 2 [ os(om)i 9

7O = 1(5)= 2 [ oston) a10)

Teorema 3: Seja f (x) uma fungdo seccionalmente continua em todo intervalo

finito e absolutamente integravel no intervalo [0,~), entdo a transformada de Fourier
desta funcdo, assim como sua transformada inversa, existem e podem ser

representadas por:

z{f(x)}=F(W)=\/% If(x)sm(wx)dx (A.11)

Z-I{F(W)}:f(x):\/%]jF(W)Sil’l(WX)dW (A.12)

As integrais (A.9) e (A.11) recebem o nome de transformada cosseno e seno
de Fourier e as integrais (A.10) e (A.12) sdo suas respectivas transformagdes
inversas.

O préximo teorema a ser enunciado € de grande importancia para analise de
Fourier, visto que o mesmo estabelece uma relacio direta entre a convolugao de duas

funcdes e suas respectivas transformadas.

Teorema da Convolugéo: Sejam f(x) e g(x) duas fungdes seccionalmente
continuas, limitadas e absolutamente integraveis em todo seu intervalo, entao
T =7 {f ()17 {2(x)], (A.13)

onde, f*g :% '[ g(u) f(x—u)du é conhecia por integral de convolugao.
r

—0
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A partir da equagao (A.13) pode-se concluir que a convolugao de duas funcgdes
f(x) e g(x) estdo diretamente relacionadas com a transformada de Fourier das
respectivas fungdes, através da seguinte expressao:
fre=7 "7 {f ()} {2(x)}] (A14)
Nas proximas secdes os métodos de analise de Fourier descritos aqui serao

extensivamente aplicados, a fim de se obter a nova representacao integral da fungao

de alargamento Doppler e seus respectivos métodos de calculo.
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APENDICE B

APROXIMACAO DE PADE

O método da aproximacdo de Padé é um método extremamente util para
obtencdo de resultados numéricos em muitos problemas da Fisica, Quimica e
Engenharias. Nesta secao é realizada uma breve descricdo matematica do método de
Padé.

Uma aproximacao de Padé é uma transformagao formal dos n primeiros termos
de uma série de poténciais numa funcéo racional. A fungao racional, utilizada na
aproximacao de Padé, é expressa como a razdo de dois polindbmios, cuja expansao
em série de Taylor reproduz completamente a série de poténcias original até a ordem
n. A aproximacgao de Padé foi proposta em 1892 pelo matematico francés Padé, para
contornar o problema da convergéncia das séries de poténcia (raio de convergéncia).
Mas, somente a partir de 1981, este método de convergéncia ficou amplamente

difundido em trabalhos sobre fendbmenos criticos.

Seja f(z) uma série de poténcia convergente de uma unica variavel dada por:

f(z)=> a2, a,eR . (B.1)

O objetivo da aproximacido de Padé é definir uma fungao racional de ordem
(n,m) como sendo o quociente dos polinémios p(z) e ¢(z) de ordem n e m,
respectivamente, tal que esta aproximagao racional coincida com a expansido de

f(z) até o grau n—1. Desta forma a aproximacgao para f(z) € dada por:

f(Z): p(Z) :p0+plz+"'+pmzm

. B.2
q(z) g9, +qz+...+q,2" (B.2)

97



Os coeficientes dos polindmios p(z) e ¢(z) s&o determinados univocamente

com uso dos primeiros m+n+1 coeficientes da expanséao de f(z) pela resolugéo de

um sistema de equacgdes lineares. A equagao (A.3) pode ser reescrita de forma mais

elegante, ou seja,

am—n+l am—n+2 am—n+3
am am+1 am+2 te am+n
m m m m
k k k k
zak—’lz zak—l’lHZ z ak—n+22 te Zakz
k=n k=n k=n-1 k=0
f(z)= , (B.3)
am—n-H am—n+2 am—n+3 tee cee
am am+1 am+2 te am+n
k k-1 k-2
z z z 1

onde m é o grau do polindmio do numerador e n o grau do polindmio do
denominador e a, =0 para k <0. O somatério também sera nulo se o ponto inicial for
maior que o ponto final.

Um exemplo é o caso em que m=0 e n=1, ou seja, uma fungao racional cujo
numerado tem grau zero e denominador grau 1, desta forma a equacgéao (B.3) assume

a seguinte forma:

a, q
0 a a
f(z)= L 601 , (B.4)
dy 4 1_%,
t 1 a,

4
fazendo, a, = p, e - =g, pode-se escrever que
0

/ (z)=1_%- (8.5)

Para o caso em que m=1 e n=2, obtém-se a seguinte aproximagao:
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a4 a,
0 ayz (a,+tacz
f(Z): aO a( Oa l),
0 1 2
a a, a
22z 1

apos algumas manipulagbes algébricas, obtém-se que

_ Pyt Pz
(Z) 1+qlz+qzzz’

3 2
_2apaa,—a” —aya,

pl - 2
aya, —q,
_ 44y, — 4,4,
1 2
ay,a, —q
e
2
_aa,—a,
2 = 2
a,a, —4a,

(B.6)

(B.7)

(B.8a)

(B.8b)

(B.8b)

(B.8c)

As aplicacdes realizadas mostram como a aproximacdo € empregada para a

aproximacgao de funcoes.
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APENDICE C

FUNCAO ERRO E FUNCAO ERRO COMPLEMENTAR

Na matematica a fungao erro € também conhecida como funcgéo erro de Gauss,
a qual esta enquadrada na classe das funcbes especiais. Esta fungdo ocorre com
grande frequéncia em calculos de probabilidade e estatistica. A fungao erro é definida

como:
erf (x) =%je"zdt, (C.1)
7T o

cuja representacao grafica é dada pela a figura 1 abaixo:

1.00

0.75 //
050 /
025

erfix)

—-0.25 /
—-0.50 /
—0.75

—1.00

Figura 1 — Funcéo Erro erf(x) :

Através da figura 1 acima se pode verificar facilmente algumas propriedades da

funcao erro, tais como:

erf (0)=0, (C.2)

limerf(x):l, (C.3)

X—>0
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O grafico da figura 1 mostra claramente que a funcéo erro € uma funcéo anti-

simétrica, ou seja, erf (—x)=—erf (x).
A fungéo erro complementar, denotada por erfc(x) € definida em termos da

funcao erro dada pela equagéao (C.1).
ely’c(x)zl—ely’(x)zi]?e’zdl, (C.4)
Vs

cuja representacao grafica € dada pela a figura 2 abaixo:

2.00

1.75 \"\
1.50 \
1.25

0.75E \\
.50 \
025

D_DD \___

erfcix)

Figura 2 — Funcéo Erro Complementar erfc(x).

Através da figura 2 acima se pode verificar facilmente algumas propriedades da

funcao erro, tais como:

erfc(0)=1, (C.5)
lin;erfc(x) =0, (C.6)
lim erfc(x):2, (C.7)

x——00
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Também é possivel definir a funcdo erro complexa, a qual é denotada por:
a)(z) = e_zzerfc(—iz), (C.8)
sendo z, um numero complexo dado por:
z=a+ib. (C.9)
A fungao erro com argumento complexo mantém as mesmas propriedades da
funcao erro com argumento real.
erf(—z) = —erf(z), (C.10)
para qualquer nimero complexo z , pode-se escrever que

erf(z*)=erf(z) (C.11)

onde z denota o complexo conjugado de z .
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