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LA REPARTITION MODULO 1 ET LES NOMBRES ALGEBRIQUES

PREMIERE THESE

par M. CHARLES PisoT (Paris).

Introduction.

L’étude des valeurs prises par une fonction périodique de période 1 (le cas
d’'une période queleonque se rameéne facilement a celui-ci) conduit & considérer
comme équivalentes deux valeurs de l'argument qui ne différent que par un
entier, c’est-d-dire qui sont congrues modulo 1. Quand I'argument parcourt une
suite dénombrable S de valeurs w,, %;,..., Up,.... On pourra, dans le calecul des
valeurs correspondantes de la fonetion, substituer & .S une suite A: o, 01,00y Opyeeesy
olt 0,=wu, (mod. 1). Si ces quantités J, sont toutes contenues dans un méme
intervalle I de longueur 1, nous appellerons la suite 4 la <« répartition (mod. 1) »
de la suite S. Le premier exemple a été fourni par les séries de FOURIER ol
la suite w,=mna. D’autre-part considérons une suite dénombrable de fonctions
données continues et admettant des fonctions inverses. On est conduit & un pro-
bléme de la méme nature par V'étude de l'approximation d’une ou de plusieurs
quantités par des valeurs prises par ces fonctions quand on donne aux variables
des valeurs entiéres. Soient par exemple données les fonctions ¢,(z, ¥) et wa(z, ¥);
soient z="F(®n, ¥rn), Y=9gn(@., wx) leurs fonctions inverses, et a et f deux
nombres. Les entiers a, et b, les plus voisins respectivement de 7£,(a, §) et
de gn(a, f) donneront souvent a @u(an, b.) et wn(@n, b,) les valeurs les plus
approchées de a et de f. L’approximation obtenue résultera encore de l'étude
modulo 1 des suites w,=7.(a, ), Vn=gu(a, p).

L’attention des mathématiciens a été attirée sur ces problemes par les travaux
de MM. HARDY et LITTLEWOOD (*) communiqués en 1912 au 5° Congres des
mathématiciens. Peu apres, en 1914, M. H. WEYL (®*) a exposé une méthode trés
importante. Soit d, le nombre des éléments de la suite 4 dont I'indice ne dépasse
pas n et qui sont contenus dans un intervalle de longueur d. On dit que la

suite S est «équirépartie (mod. 1) » si le rapport % a une limite égale & d

(*) Proc. 5t Int. Congress Math. Cambridge, T. 1 (1912), pp. 223-229 et Proc. London
Math. Society, T. 11 (1912), pp. XXI-XXII.

(?) Nach. Ges. Wiss. Gottingen, 1914, pp. 234-244 et Math. Annalen, T. 77 (1916),
pp. 313-352,
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quand » augmente indéfiniment, quelle que soit la position et la longueur de
Pintervalle de longueur d dans lintervalle I. M. H. WEYL établit alors que la
condition nécessaire et suffisante pour que la suite S soit équirépartie (mod. 1)

n
c’est que, pour tout entier 4: lim ;Z 3 ¥*n—0. Cette condition lui permet de
N=00 " ;m—0

montrer que la suite S est équirépartie si «, est un polyndme en » ayant au
moins un coefficient irrationnel différent du terme constant. Le principe de la
démonstration a été explicité par M. VAN DER CORPUT () et tient dans la
proposition suivante: la suite S est équirépartie (mod. 1) si, pour toutes les
valeurs de lentier %, il en est ainsi des suites S, d’éléments u, 5 —u,. Ces
résultats ont eu une application trés importante dans I'étude du probleme de
WARING par les méthodes de HARDY et LITTLEWOOD.

Quand wu, est une fonction croissant assez réguliérement avec %, on peut
résumer les résultats obtenus par divers auteurs de la facon suivante: Si la
croissance avec n de «, ne dépasse pas celle d'un polynome en #, la suite S
est équirépartie (mod. 1) ou ne l'est pas suivant que cette croissance est plus
rapide que celle de log » ou non (*). Au contraire quand la croissance de wu,
avec n dépasse celle d'un polyndéme en %, on n’a pas obtenu des résultats aussi
complets. Si w,=7,(a) dépend d’une fagon assez réguliere d’'un paramétre q,
M. KoksMA (%), en utilisant la méthode employée par H. WEYL (%) pour u,,=af(n),
a démontré que les valeurs de a pour lesquelles la suite § n’est pas équirépartie
(mod. 1) forment un ensemble de mesure nulle au sens de BOREL-LEBESGUE.
Le résultat de WEYL-KOKSMA s’applique en particulier aux suites w,=4a", a>1,
a et 1 étant considérés comme paramétres. Le but du présent travail est Pétude
de cet ensemble de valeurs du parametre. Plus généralement nous supposerons
que nous avons un systeme de » suites %, ;;...; %, . dépendant de » para-
metres oy ., Q.

Le premier chapitre contient 'exposé d’'une méthode permettant sous certaines
conditions d’obtenir simultanément pour chacune des r suites une répartition
approximativement donnée d’avance. Le principe en est le suivant: soient o, 5;
Vi, by ey Yy hiee (B=1,2,..,7) un systeme I indépendant des parameétres, de

(®) Math. Zeitschrift, T. 29 (1929), pp. 397-426 et Acta mathematica, T. 56 (1931),
pp. 373-456.

() PoLYA-SzEGO: Aufgaben und Lehrsditze aus der Analysis. T. I (1925), Chap. II, 4. -
CSILLAG, Acta Litt. Sci. Szeged, T. 4 (1929), pp. 151-154 et T. 5 (1930), pp. 13-18. -
KoksMA, Mathematica, T. 1 (1933), pp. 245-248 et T. 2 (1933), pp. 1-6 et pp. 107-114, -
VAN DER CoORPUT, Acta mathematica, T. 56 (1931), pp. 373-456.

(°) Compositio mathematica, T. 2, (1935), pp. 250-258.

Pour une bibliographie plus détaillée voir: Koxsma: Diophantische Approzximationen.
Ergebnisse der Mathematik, T. IV, 4.

(6) Voir la note (3).
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répartitions données d’avance. Posons wu, n=an,n+ Yn, b+ &n,n OU ——%<en,
et ol @, est un nombre entier. L'élimination des » parameétres a,,..., a, donne
un systéme récurrent %,y n— Fp n(%n,1; . ; Un,r)=0. Les fonctions F, ; étant
supposées continues, quand on substitue @, »-+ y»,» & la place de u,, 5, I'expression
obtenue au premier membre sera en valeur absolue inférieure a 1/2, si |, 1| < ¢n, n,
Cy,n 6tant assez petit. L'entier a,y,,» est donc déterminé par @y, .;...; @n,, et
les systemes K de suites a@o,n; @y, n;.n; @pp;... Sont dénombrables. Si les
termes u, ; croissent assez régulierement avec les parameétres et assez vite
avec 7, un systtme FE détermine » valeurs a,.., a, des paramétres, et deux
systemes différents de paramétres ne peuvent donner naissance a la méme suite Z.
L'ensemble des valeurs des parameétres pour lesquels les suites S ont des répar-
titions 9y, telles que |0y n—yn, n|<Cnn sont donc dénombrables. Si les wup, s
croissent encore plus vite avec # on peut montrer que toutes les suites S cons-
truites par ce procédé ont des répartitions d, 5 telles que |6",h——yn, h|<c',,, B
¢'n,n étant une quantité un peu plus grande que ¢y, p.

Le deuxiéme chapitre montre I'application de ces méthodes au cas particulier
ot u, vérifie une relation de récurrence linéaire a coefficients constants. Je
supposerai que dans 'expression u,=A»1(n)al+A:(n)ay+ ... + A(n)ay ol asye, G
sont les racines de I'équation caractéristique de la récurrence,

1°) les coefficients des polyndomes A(%) sont seuls paramétres;
2°0) les coefficients sont fixes et les racines sont parametres;
3°) les coefficients et les racines sont & la fois paramétres.

Dans chacun de ces cas il n’y a qu'un ensemble dénombrable de telles suites §
pour lesquelles |¢,| est borné par une quantité fixe ¢ suffisamment petite. D’autre
part le procédé de construction des suites £ donne toutes les valeurs des para-
matres pour lesquelles |¢,|<¢/, ol ¢’ est un nombre convenable supérieur i ¢,
et en particulier pour lesquelles les suites S ne sont pas équiréparties (mod. 1).
Cela pei'met de montrer par exemple dans le cas u,=A4d" étudié par M. KOKSMA
que pour a>3 lensemble des valeurs de a de cette nature, 1 étant fixe, a la
puissance du continu dans tout intervalle.

Dans le troisiéme chapitre j'étudie 'ensemble dénombrable des suites § récur-
rentes correspondant & la répartition I': (0, 0,..,0,...). En utilisant les détermi-
nants qui expriment la condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite vérifie
une relation de récurrence linéaire a coefficients constants, je démontre qu’il en

(e e]
est ainsi pour les suites E si la série ) |e,|* est convergente. Cela entraine
‘que dans l'expression n=0

Un =24 (R) A + Ap(R) A2+ . + ()

les nombres a,, s, ag tels que |ay|>1, |az|>1,., |a;|>1 sont des entiers
algébriques d’une certaine nature et que les polyndmes 1,(%), A2(#n),...., As(n) sont
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3 coefficients algébriques. Je donne diverses applications des résultats précédents.
Ainsi si les nombres ay, as,.., a; sont algébriques mais ne vérifient pas toutes
les conditions précédentes, la répartition (mod. 1) de la suite .S a une infinité
de valeurs d’accumulation. De méme j'obtiens des inégalités vérifiées par les
racines des équations & coefficients entiers.

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a l'étude plus détaillée de la
suite %,—A4a" quand a et A sont paramétres. Les suites £ sont alors détermi-
nées par les inégalités

2
—%<an+2—“z+‘§%

n

Loty
ay
nité dénombrable des valeurs de 7 contient tous les nombres algébriques o >1
tels que les modules de tous les autres conjugués soient inférieurs a 1. Il est
d’ailleurs probable que les deux ensembles coincident; je montre en particulier
que si @,=2 ou si @,=3, les nombres v obtenus sont bien des nombres p. Je
termine par l’énoncé de quelques critéres d’algébricité et de transcendance dé-
duits de ces études. Ainsi s’il existe une suite d’entiers @y, @i,.., @p,... €t un
nombre a>1 tel que

Je montrerai que dés que a,>a,,

a une limite r=1. L’ensemble en infi-

Bnty
2 2%

1
a’<ani—+;, 8>0

a est un entier algébrique g, et le degré de ce nombre o ne peut dépasser 1 +%.

Je montre également que la condition nécessaire et suffisante pour que le nombre
o
réel 1 soit transcendant est que la série }: sin® (nA2") diverge pour tout z=1.
n=0
Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma trés vive reconnaissance 4 M. A. DENJOY
qui n’a cessé de m’encourager et de me conseiller au cours de mon travail.
J’adresse des remerciements trés sincéres & M. E. CARTAN qui a bien voulu
présenter & V'Académie les principaux résultats (7), & M. P. MONTEL qui veut
bien se joindre a M. E. CARTAN et & M. A. DENJOY pour constituer le Jury.
En outre je remercie M. L. TONELLI de m’avoir fait 'honneur d’acueillir ce
mémoire aux Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. En méme temps
je tiens a témoigner toute ma gratitude & M. C. CHEVALLEY dont les conseils de
rédaction m’ont été trés utiles. '

() C. R. Ac. Sc. Paris, T. 202 (1936), p. 892, T. 203 (1936), p. 148, T. 204 (1937), p. 312,
T. 204 (1937), p. 1853.
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CHAPITRE I

Etude modulo 1 d'un systéme de suites dépendant

de plusieurs parameétres.

NOTATIONS: Pour simplifier 'exposé nous allons utiliser un langage et des nota-
tions géométriques. Soit B" un espace vectoriel & » dimensions et “(;le veeteur
de cet espace de composantes a,, ds,..., a,. Dans ce chapitre h et k désigneront
des indices indépendants P'un de lautre, parcourant les valeurs 1, 2., 7. Nous
métriserons l'espace R” par la définition suivante de la distance, introduite par

—> >
MINKOWSKI (Strahldistanz): la longueur du vecteur a, que nous noterons |al,

sera la plus grande des » valeurs |a;|. La distance des deux pm_n)ts;: et-;é>
sera ]a—ﬁ{ I(a, 0) sera le domaine des points § pour lesquels [B—al<d et
de fagon plus précise I((_;, 0) sera le domaine des points ﬁ pour lesquels on a
simultanément |fp—an|<dn. Si A4 est un domaine de R’, nous désignerons
par A sa fermeture. Enfin nous représenterons par Y:._ <p(Z) une transformation
de lespace R’, cette relation équivalant aux 7 relations: a,=q@n(Us, Uz ,ur)

LEMME 1. - Soient donnés deuzr domaines A et U de R™ et une appli-
cation topologique —0—1>=(p(?:) de U sur A. Supposons que les fonctions gy
admettent dans U des dérivées partielles par rapport auzr ur bornées en
valem' absolue par un nombre c. —zz, étant un pomt de U, soit d la distance
de ao-t;o(uo) a la frontiére de A. La distance de uo a la frontiére de U
est = —

—> — \
Supposons le lemme faux pour un point #,. Dans [ ( U, 7%) on pourrait

- -

— —

trouver un point v, de la frontiere de U, tel que les points v du ségment
N

d’extrémités u,, v, soient contenus dans U, sauf v,. En posant ,3 qo(v) on aurait:

EN— —> —> —> > - -
|B—ao| =] p(v) — p(wo) | S re|v—u, | = re|ve-—uo | =0' <.

— - >
Or si Von fait tendre » vers vy, f tend vers un point de la frontiere de 4, ce
qui nous ameéne a une contradiction.

On donne une suite S de transformations ;Zn=fn(_(5 définies quand-oz) est dans
une région 4, A étant un domaine de R’.
CONDITIONS I:
1°). Les fonctions fu »n sont continuement différentiables dans A.
29). £, est une application topologique de A sur ' ume région U,. On
supposera définie dans U, Papplication inverse ;;qan(un) de U, sur A.
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3°). Dans U, les dérivées partielles des fonctions ., par rapport
auzr u, x sont bornées en valeur absolue par un nombre v, qui tend vers 0
avee *.
n
LEMME II. - Sous les conditions I, sozt aun pomt fize de A. vy, Viyusy Vpyer
etamt une suite de points de R" telle que kvn| reste borné supemeurement
,,(a)+vn est contenu dans U, a partir dun certain indice n,. De plus
. — > =
lim @,[fu(a) +vn]=a.
n=0Q0
—
Soit 4 la distance de a & la frontiere de 4. En vertu du lemme I, U, con-
tient I [f,,((z—)), r—fu_] 7‘#’6— augmentant indéfiniment avec 7, la premiére partie est
démontrée. La seconde est évidente puisque

> > > -
| @n[fu(a) +00] —a|=7|vn | 0.

—> - —> —
On désignera par F,(u,) l'application topologique wum=~7Fn[@n(un)] de U,
sur Uy. Soient %, n=Fp, 4(Un, 1 ;-j Un,r) ses r fonctions composantes et Fy,’ &

la dérivée partielle de F,, , par rapport a u, x. Nous poserons
on ey > 1
(uﬂ)— n, (k) —
’
Fm,h (un)

Donnons nous 7 suit'es I'h: Yo,hs ¥1,h}eee; Y, nje. arbitraires de nombres
tels que — = < y,,,hé Ces suites étant donnees, nous pouvons, & chaque a
de A, faire correspondre 7 suites Ex: Qo,n; @i, hjee; Qn,n;- de nombres entiers
définis de la maniére suivante: a, , est lentier le plus voisin de wy r—yn,1;

1 1
de sorte que %n, p=0au n+ Yn,n+&n,n avec —3 <£n,h§§-
. - = =
Nous désignerons par a,, y., &, les vecteurs dont les composantes respec-
— - —
tives sont @n n; Pnn; &n,n, € par E et par I les suites (o, @1yoeny Bnyeens)
ﬁ

- =
et gz;o, Vigeoesy }’n,-...).
a étant un élément fixe de 4, nous supposons vérifiées les conditions suivantes:

ConpiTioNs II: Soit 1—;: une suite de points de R™ telle que [77: | soit
borné, et de plus que

— —> -
|vn|=c Dborne |F1P,[fu(a)]|
1=k=r
¢ étant fire. Posons:

/42, e F Pultn (a) + ”n]
o [fn(a)]
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Nous supposerons que pour tout point a de A on ait:

lim g ,=1.
n=QQ0

—_
REMARQUES: |v,| est borné, done d’aprés le lemme II le quotient ,ufh » existe
a partir d'un certain rang.

Les conditions II sont remplies en particulier st les fonctions Gﬁgr‘{‘,’h[fnvf)]
possédent elles mémes dans A des dérivées partielles par rapport auz ayy...., ar,
bornées supérieurement en valeur absolue par un nombre c'.

En effet, si 'on pose

— — -
n=@nl (A Unl,
b [fu(a) +va]
le lemme II montre que
— > -
| a—Bn| =ryn|vnl
Or
—-> > - — —> - -
| G Pulfa(@) + 0] — G Eu[F(@)]| = | Gy PulFn(Br)] — G Fu(0) ]| = 7€’ | a— B |
done
|,uﬁ, r—1| =7 yp.
Considérons le vecteur:
- —

- . > - . >
Ot =npr + Yoyt — Fpy (@ + V) =Unis —Enpr — Frty (U — &)

— - -
|en| étant borné, w,—e, sera dans U, & partir d'un certain rang =, et d’aprés
le théoréme des aceroissements finis on aura:

r

- — - s
Wppt = —Npt1 —Enta+ 2 en, i iy )(Un)
k=1
ol
- " o g — —
Nnta =z En, k‘[Fo:l-i-(i )(un) ‘_F:+(1 )(uﬂ_vﬂ)]) I Un I = | £"|'
k=1

Nous sommes- donc dans les conditions -I¥-et on peut écrire:

4 —
(1) gty n= ) &n, e[ F31%0(n) J(1 — pin, 1)
k=1

avec
lim (11—, ) =0.

74==Q0
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Soit ¢, la plus petite des deux quantités:
1
@+ ol B |+ o+ FL D |]
pour m=n et n—1, et ¢>0 arbitrairement petit. Si pour n>n, on a |e,|=cy,

-> e 1
alors |y +17n+4|é§¥; pour n>mn,.

— -
De plus |em, » Foril¥)(un)| sera borné, done d’aprés (1) lim #,,,=0 et & partir
—> n=00

d’un certain rang n,>n, ]w,,+;i<%
Par suite pour n>mn,, le vecteur a,,, est le vecteur le plus rapproché de

-
yn+1+F7,+1(a,l+ yn) La suite £ est done entlerement déterminée pour tout n>n,

par la donnée de la suite I' et du veecteur initial an1
D’autre part une sulte E ne peut provenir que d’'un seul point a de 4. En
—

effet si deux suites un~ n(a) et un '=f,(a’) donnent une méme suite £ a partir

d’un certain rang n,, on aura |un—un |§1 pour n =n,, et le lemme II montre
- =
que o =a.

THEOREME I - Soit S une suite un—f,l(a) vérifiant les conditions I
- =

et II et soit I' une suite (Yo, Yiywy yn, .) donnée d’avance. En posant
s —

—
Un=Pn+&, (mod. 1), Pensemble des points a de A pour lesquels |sn[_c,.
est dénombrable lorsque c, est la plus petite des dewr quantités:

1

@+ o1+ F ]
h—1

et
1

p
@+a[1+ X By Py
h—1
e étant un nombre positif arbitrairement petit.

) -
Ce théoréme ne démontre pas lexistence de telles valeurs a. Pour étudier
cette question nous allons énoncer d’autres conditions qui reviennent & supposer

—
plus rapide la croissance de u, avec n. De fagon précise, nous conserverons
les conditions I et nous ajouterons les conditions suivantes:

ConpiITIONS III: ;)e'tcmt un point fize de A, nous supposerons pour n>m
o)
| Fpe 011, (a)]iéxm % o les séries 3\ sk, sont convergentes.
n=m-+1
Désignons par (pn h(un) la dérivée partielle de ¢y, h(un) par rapport a wupx

et par 7, h(a) celle de 7y, (a) par rapport a ay.
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Les conditions III entrainent que dans toute région W intérieure & A

[oe]
—> .
on a aussi |<pr)h[fn(a)]\§wn,h et que les séries Y’m,h=2¢",h sont conver-
gentes. n—=m-41

En effet d’aprés la définition des fonetions Fm(un) on a

FrOf(@)]= 2 D @GPl

En faisant m=0 dans cette formule, on obtient pour ¢p§,’f’l[fn(3], h étant fixe
et £ prenant les valeurs 1, 2,.... 7, un systéme linéaire dont le déterminant est

D(fyy15 Foyasens Fos7)
D(ay, Gyyeeeey 0y)

—_— — p—
Comme f,(a) est une application topologique de 4 sur U,, ce déterminant
fonctionnel, qui est une fonction continue, est borné inférieurement en valeur

absolue dans W par un nombre non nul; d’autre part | Fy.’ (k)[fn(a)]IS 2ox dans W.
— 2>

LEMME III. - Soit b, un point de U, tel que I[ n(bo)y 5 ]!l’,, '] sott dans A.
— — e . > -
Posons b=F,,(b,) et soit b, un point tel que {b——b1|§§. b1 est dans Upyy

— . =
el I[(p"+i (bi)v 2 \g[n.H {] est dans A.
— — —> . —>
On a en effet @,..1(b)=qn(by), et 1 [@Ms(b), 3 IW"I} est dans A. Les dérivées

_)
partielles de (pn_H étant en valeur absolue bornées par ,1/;n+1 |, le lemme I montre

LA . N _ -1
que I(b 2—|:>~—|) est dans U,y,; il en est de méme a fortiori de I( b, E)'
7| Wats

- — r = .

Done b, est dans U,,,. De plus lq>n+,(b,)—(pn+1(b)]§§}y)n_Hi et par suite
—> > —> . >

I{(anrl(b,), 3 ]'Ifnﬂl} est contenu dans J|gn44(b), 5 ]Tn\], done dans 4.

—> —
Donnons nous un point quelconque a de 4 et un voisinage W de a tel
-

que W soit dans 4. Montrons que on peut trouver un indice 7, et un point @y,
tels que

- — —

1°) le point bp,=@an,+ yu, Soit dans Uy,;

—> e > .
20) I[(pno(bno)’ 3 }Wnol} soit dans W.
ﬁ
En effet, puisque ¥, tend vers 0 avec ;L, on pourra trouver un entier 7,

et un vmsmage W’ de a tels que, si ,3 est un point de W/, I( by 5 l.’l’m[) soit
dans W. Si I(a, 0) est dans W’ et si W, est le domame transformé de W’

fn(a), —_67— est dans W,/ .
7 |wn|

par la transformation 7,, il résulte du lemme I que 7
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On pourra prendre n,>mn, assez grand pour que dans I|f

7lo(a)7 =

7']1;1»,, l
un point bn0 > >

Nous pouvons maintenant définir par récurrence une suite £: @, @1,y Qpyeone

de la maniére suivante:
- = >

Posons b,=a,+ yn et supposons a,, déja défini de fagon que bn soit dans U,

il y ait

et que 7 [qyn(bn), lTn [} soit dans 4. Nous définirons alors @nyy comme le vecteur
dont les composantes sont les entiers les plus voisins des composantes corres-
pondantes du vecteur ——y>n+1+F,f’+i(7;n), ou de fagon plus précise_a:nJri sera défini
par les 7 inégalités 1 <wn+i ,,_1 Il résulte du lemme II1 que les conditions
seront encore remplies pour Iindice n+1 et que par suite la récurrence peut

"
continuer. De plus, ¢.(b,) sera toujours dans W et comme

— — r =
| @n1(Onss) — Pu(On)| =35 [Ynys |,
—> —-> —
@n(by) tend vers une limite a de W quand » augmente indéfiniment.

Ayant ainsi déterminé une limite :correspondant a une suite Z construite
par le procédé précédent, on en déduit une suite S: Z,,=fn@:>). Nous allons
donner une limite supérieure de I—S:nl ol

e

—+
Em=Um— (am+ '}’m) um— bm

— —>
Si Pon pose f,=q@u(b,) on aura:

o= @) — Fn(B) =S n(Bross) ~FnB)]

n=m

—> —> —>
En effet, la fonction 7,(a) étant continue, 7,(B,) tend vers fn(a) si 2 augmente
indéfiniment. Or

— e
bnpr=F711(bn) + 0nps
et d’aprés la définition des fonctions F); on aura:
— o — — —
em= ) [yt (bngs) = FiH (bns — onys))-
n=m

—>
Pour chaque valeur de n, I ( bn, %) est dans W, et l'on a:

r

|8m,hl-—2[2|wn+i Ic|ln+l k] % 2 [2% ]—‘Cm,

ne=m k=1
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— —
THEOREME II. - Soit S wune suite w,=f,(a) vérifiant les conditions I
— > —
et III et soit I' ume suite y,, Y1,y Yny.. arbitrairement donmée d’avance.

-
Soit yr% la borne supérieure de |Fy: P[f.(f)]] quand B est dans un voisi-
(o) r

— 1
’ o U >,k
nage W de a et posons ¢mn=5 > [Z Xm.h]-
n=m-+1 k=1

— =
1°) S lim | ¢ | <1, ¢l eziste dans A un ensemble dénombrable et partout
m=00

—
dense de valeurs a pour lesquelles aucune des suites S n’est équirépartie
(mod. 1).

- —
20) 8¢ lim | ¢'p | < %, Uensemble précédent des valeurs de o a la puissance
m=aco
du continu dans tout domaine W de A.

— =
3°) 8% lim ¢’,=0, ¢l existe dans A un ensemble dénombrable et partout
m=Q0

dense de valeurs de : pour lesquelles les suites Sn ont asympiotiquement
des répartitions I'y, (mod. 1) arbitrairement données d’avance.

Pour démontrer 1°) il suffit de considérer les suites I3: O, O,...,, 0,.... L'in-
finité dénombrable des suites E que l'on peut alors construire par le procédé
indiqué nous donnera une infinité dénombrable de valeurs de ;) dans un voisi-
nage arbitrairement petit de tout point de A. Les suites S) correspondantes

seront telles que w, ,=¢,» (mod. 1) avec ',s,,, h}< % —¢ €¢>0, a partir d'un

certain indice, et I'équirépartition (mod. 1) ne peut avoir lieu pour aucune des
suites Sy.
On considérera de méme pour 2°) 'ensemble ayant la puissance du continu

. . 1
des suites I, pour lesquelles tous les ¥n,n Sont en valeur absolue égaux a 1

i . T 1
Si u, =0, (mod. 1), on aura pour les suites S correspondantes ¢<|d,|< 3¢

& partir d’'un certain indice.

- —
Etude d’une suite S donnée. - Soit une suite S de fonctions u,=7,(a). Nous
allons montrer comment on peut déduire toute Uétude de la suite S de celle
— — —
des dérivées partielles des fonctions un y=F 1 (Un).
Posons

_ D(fn,i; fn,2 poeee fn,r)

d D(F:—i-i,i; F:-}-i,z pore F:+1,r)
n— .
D(ai, Qg yeseey (L,.)

D(tn,1; Un,z e Un,r)

et Dn"H =

— -
La relation £,4(a)=F, ,[f:(a)] montre que lon a

dn-H = Dn-{-idn .
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Si dans un domaine A tous les d, sont différents de 0, il en sera de méme
des D,, et réciproquement quand d, n’est pas nul, car

n
dn=2d, I1 Dy,

m=1

En particulier si 'on prend pour paramatres les valeurs initiales %, 1; %,25.e; %o, »
on a d,=1 et tous les d, sont différents de O si, quel que soit m, il en est
ainsi des D,,.

Soient , » des quantités vérifiant le systéme récurrent linéaire

(2) Tn—a,h — 2 +1 k(un)x,, ]C-—O h=1, 2,...., 7.

Considérons les 7 relations:

(e
Awpp1, 1 = AUnys,n— 2 71:—{—(1 )h(un)dun,k=0-
k=1

En vertu du systéme (2) la somme

0=>" > (a1, ndwrys,n)

l=m h==1

fournit la relation:

r
(3) 2-' d?hn, k 2 [zm, h m—-i-(lk)h(um)] = 2 Tni, hdun, h‘.
At

Nous pouvons donner aux coefficients des du,, i des valeurs arbitraires. En
effet le déterminant des coefficients des 2, » est Dp,,, qui, comme nous Pavons
vu, est différent de O dans 4. En prenant des valeurs initiales z,, » convenables
nous pouvons réduire en particulier le premier membre & duy,, i et nous avons
alors: ,

dum, Ic=2 Ty—i, hdun, he

h=1

9
Or Qaprés la définition des fonctions Fy, x(%,) on a aussi:

- 2 F2 P () it .
h—1

—
La comparaison de ces deux égalités montre que les fonctions F,’,‘,’,(]f)(un) sont
des solutions particuliéres du systeme (2)

La dlfferentlatlon des égalités a~-<pm(um) <pn(un) montre de méme que les

fonections (pn, k(un) sont des solutions particulieres du systeme (2).
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x

Application & une suite S dépendant d’un seul parameétre. - Soit u,=7.(a)
une suite S. Nous désignerons par 7,’(a) la dérivée de f,(a) par rapport a a.
Supposons les conditions I et III remplies dans un intervalle 4. Le systéme
récurrent (2) se réduit ici &

' pti(a)
£ (@)

—Tn—1 =0-

La solution de ce systéme qui donne Fpy®(u,) est xnsz 2(21)‘)'
n+i
Supposons alors que dans A4:

Flupi(a@) Zknfn/'(a) et que kp=1+¢, e>0.
Pour toute suite £ définie par les inégalités:
1 1
-3 <@pis+ Pnyp1— fn+1[‘Pn(an + )= 3

on a lim @n(@n+y.)=a et pour la suite S correspondante on a
n==Q0

171 1 1
=e¢,/ == |— . N
I én l =Cn 2 [k-n + knkn+1 + knkn—Hkn-{—z + ]

Si alors &, =2+¢ ¢>0 et arbitrairement petit, on voit que lim c,.’é—l— H

=00 2(1+-2)
Si k,=38+¢ —
" ’ lim ¢,/ =
n=Q0

1 .
22+e)’

Si %, augmente indéfiniment avec #, lim ¢,”=0.
n==00

On en déduit en particulier les résultats annoncés sur la suite u,=A2a™

Suites S dépendant linéairement des paramétres. - Un cas particulierement

simple se présente lorsque Zn dépend linéairement des paramétres ay, ag,.., ay.
En effet la dérivation par rapport a ces paramétres les élimine et ils ne figurent
plus dans l'énoncé des conditions I, 3°), II et III. Les conditions I, 1°) et 2°)
peuvent étre remplacées par la condition d,= 0. De plus dans I’énoncé du théo-
réme IT (p. 11) on pourra remplacer ¢ par 0. Le domaine 4 est tout l'espace R"

des paramétres. Le cas u,=af(n) a déja été étudié par un certain nombre
d’auteurs (%).

() Voir notamment: FaTou, Acta math., 30 (1906), pp. 335-400. - KWINTCHINE, Rend.
Cire. mat. Palermo, 50 (1926), pp. 170-195. - SKOLEM, Math. Annalen, 95 (1926), pp. 2-68.
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Suites S vérifiant une relation de récurrence d’ordre r. - Dans ce qui suit
et dans les chapitres ultérieurs nous nous bornerons & P'étude d'une suite S

Uy ="Fp(C1, Agyeery Ay) = fn(a) Nous nous ramenons au cas précédent en prenant
pour Z" le vecteur de composantes %n, Unt1yey Unir—1. Les suites ' et £ sont
alors uniques soit 7o, Y1y Vigeer €6 @oy @iy Fnyevees Vny Vngtyey Pnpr—s Seront
les composantes de?n et @y, @pyiyeny @nyr—s celles de a,. Le systéme7n+i=F,:‘+i(Zn)
se réduit a la seule fonction u,,,= ,’,‘Jri,r(zn).

Dorénavant nous poserons F,};i,r(un)—:—Fn(Zn) et ”+(f",(un)—F‘h)(u,,) Les
autres fonections F,Z’M,(Zn) sont E)ientiques 3 U,y pour I=1, 2,., r—1. Avee
ces valeurs des fonctions _f",’l*""(u") on remarquera que les composantes wuis,n

—>
et 7uyi,n de wyy, et de 7,4 sont nulles si =1, 2,.., »—1. Nous poserons:
WDn g, r= WOnyr et Mg, r=Nntr+
C’est ainsi que ¢, sera la plus petite des valeurs de

1
@+ &) [14 | FL @) | 4 oo 4+ | D i) |

pour m=n,n—1,.,n—7r

et c'est cette valeur qu’il faut substituer dans l'énoncé du théoréme II.
On pourra démontrer le lemme III en prenant le domaine 7 [qzn(bo), 22?,1

au heu de I {tpn(bo), 3 1?’ [] En effet les »—1 premiéres composantes de b et

de bi sont égales. On montrera alors, en raisonnant comme dans la démons-
1

—> —> —
tration du lemme I, que I'intervalle 1(d, d), o d a pour composantes 0, 0,...., 0, 5

—> —> 1 =>
est dans U,,,. Donc b, est dans U,y et I[q9n+4 (by), 3 Y’n+1} est dans A.

—

Il en résulte aussi que dans les conditions III seules les dérivées Fy ((uy)
doivent étre bornées en valeur absolue par une quantité yJ,, terme général d’une
série convergente. D’ailleurs

n i et I e e frd n ~>
Fm, (Un) = E:;-H, r—1(Un) = e = m4r—14, (%) =Umtr—1 +

0o}
Dans le théoréme II on prendra ¢, = xfn
n—=m-+1
Enfin si I'on pose z, ,=z, le systtme récurrent (2) devient:

DO

9 F(r) e F(r-i)—) F(i) o =0
() Tn— T 1 B (Ungs) — T2 FoI5 (Wn) — oo — T B o (Un i) =0.

—
F}("(u,) est la solution de cette relation de récurrence qui est donnée par les
conditions initiales :
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—
T3 (Uum) =1
— —>
TmF P (Um) + $M1Ff(ni-)|_1 (Umy1)=0

— — —
TnF(Unm) + T s iy (Umgs) + oo + Tigr 1 iy oy (Umgr—y) =0.

La relation (3) est remplacée par

3" I FPAUm + (EnF D + T s FD ) Qs + e +
+(@nFY + xm+1Fr$zr;1ﬂ + .+ $m|.r—1Fp§zi.>|-r—i)dum+r—1 =
=@nr—Tnr 1 F s — e — 2 1 F2 ) dUp+ oo +
+ (Zn—2 —zn_iF,(fli)dun.*_r_z +ZnadUp iy .

Cette relation nous indique les valeurs initiales & prendre dans chaque cas particulier.
11 est facile de voir que les mémes méthodes donnent des résultats analogues

dans Pétude de suites S par rapport & un ensemble discret & ayant les propriétés
suivantes :

La distance de deux éléments de & a une borne inférieure non nulle et dans
le voisinage de chaque élément de 6 il y a au moins un autre élément dont la
distance au premier ne dépasse pas un nombre fixe. Ces conditions sont réalisées
en particulier si 6 est 'ensemble des points dont les coordonnées sont les entiers
d’un corps quadratique a éléments imaginaires; ceci permet d’étudier des suites §
a éléments complexes par rapport aux entiers d’'un tel corps.

CHAPITRE II.

Répartition modulo 1 d'une suite dont les éléments sont liés par une relation
de récurrence linéaire a coefficients constants.

Généralités sur les relations de récurrence linéaires & coefficients constants. -
Soit u, le terme général d’une suite S réelle vérifiant la relation de récurrence
a coefficients 8, constants et réels, 8, étant essentiellement un nombre non nul:

(1) Unyr+ ﬂiun+r~1 + e + ﬂrun =0.
Désignons par

PRy=z'+p&*+ . + P4
le polynéme caractéristique de la récurrence (1) et posons:
1
Pe)=2'P (;) ="+ ras "+ o + iz + 1.

Soient ay, az,.., @, les racines réelles ou complexes de P(z)=0. Rappelons que:
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La condition nécessaire et suffisante pour que w, soit solution de la
00

récurrence (1) c’est que la série 2 unz" représente autour de z=0 le dévelop-

n=0
pement d’une fraction rationnelle FR%.

La décomposition en éléments simples de B(z)

@)
©) Un= Ay (1) + QAo () + oo + aPA(m0)

donne:

Ax(n) étant un polyndéme en 7 dont le degré est inférieur & l'ordre de multipli-
cité de la racine ay; a;, as,..., as 6tant les racines distinetes de P(z)=0.

Nous supposons d’autre part les modules de toutes les racines de P(z)=0
supérieures ou égales a 1; en effet si|ay|<1, afix(n) tend vers O avec ;l , et sa
répartition (mod. 1) est connue.

LEMME. - St Uon pose

ﬂ Q©
P =1§0 Un2"

on o

”
1
=1
1 OpyOhg eeee ah” .
”,
Le signe 2 exprime que tous les indices hy, hs,..., b, parcourent les valeurs
1

1, 2,... 7 avec hy=Zh,=...=2h,.
Le lemme est vrai pour r=1; en effet P(2)=z+4p, étant du premier
degré, on a

1
ﬂ1=—01 et zﬂi =

+ 8. 1—2
Oy

AR

Ms
Esl"‘

|
)

Supposons le lemme vrai si P(z) est de degré r et soit ary; =0 un nombre
quelconque. Le terme constant du polyndéme (2—a,y)P(2) est alors —f,a,;, et
si on pose:

©
—Braryy 8- 1
== = Zn
e—ai)P@)  P@) (1 z ) 2, wndty
— ) a0
Ort-y
on aura
r+1

1 1 1

Wp="vn+ a—?}n—1+----+ — Uo=2_—“——-
44 [ ] 1 [07 07 Yeen ahn

Le lemme est donc vrai pour un polynéme de degré »+1. Il montre en parti-
culier que

r
1
Un|=
| nl g\athahA.."lah”\
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et que, si |z| est inférieur a la plus petite des quantités |a,|, |az]y., |ar|, on a:

I X
Eo‘v”z (é(Iail—lzn(\aﬂ—]zp.... (ar|—12)"

Nous allons nous placer successivement dans les cas suivants:
1°) Les coefficients de la relation (1) sont fixes, les coefficients des poly-
ndémes Ax(n) étant les paramétres.
2°) Les coefficients de la relation (1) sont les paramétres, les racines ay,
ag,.., ar étant toutes distinctes et les nombres 1,, 4s,.., 4, étant fixes.
3°) Les deux groupes précédents de parameétres sont variables en méme temps.

1°) La récurrence est fixe. - La formule (2) nous montre que w, dépend

—_
linéairement des coefficients des polyndomes x(n). La relation w, = Fn(u,) éli-
minant les paramétres est la relation de récurrence (1) elle-méme et 'on a par suite:

" -
FP(un) = —fr_nis
—
En particulier F{"(u,)= —p,=+0, et comme d’autre part le déterminant fonction-

nel d,=+0, il en résulte que d,+0. La relation de récurrence I (2') devient ici:

(3) ﬁrzn+r+ﬂr_1zn+,-_, + o + ﬂizn-f-i +2,=0.
C’est une relation linéaire a coefficients constants et son équation caractéristique
. . 11 1 -
est P*()=0. Les racines en sont —, —,.., —, donc toutes les séries AESY
1 2 r
n=0

sont convergentes et les conditions I, IT et III sont remplies.
Nous aurons ici:
WDpgr==CQnyr + Yngr+ ‘81 (an+r—l + }'n+r—-i) + e + ﬂr(an + Yn)-
On pourra prendre pour ¢, la quantité fixe:

1
21+ (B |+ 1811

ou aussi la quantité plus petite:

1
— .
2II (Jan|+1)
h—0

La solution z,, de (3) qui est égale & F (" est déterminée par les conditions
initiales :
"_Zmﬁr=1

zmﬂr—i M@-}—iﬂr =0

...................

ZmB1+mysBe+ e +Tmyr_ifr=0.
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[ee]
La série Z Tn2" ™ représente donc le développement de la fraction ration-
n=m
nelle =~ et en vertu du lemme
P(z)
oo}
/ 1 1
¢m=73 zlz,,|§——;——————~.
n—=m 2hl'_Il(| ap|—1)

Si toutes les racines de P(2)=0 sont réelles et positives on peut d’ailleurs rem-
placer cette valeur par

1 1
2| P()| 2|0 +Bi+ - +B]°

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:
THEOREME. - S0tt w,=ad,(n) + azls(n) + ...+ alds(n) le terme général d’une
suite S et soit I' une suite y,, 1,0y Puyee donnée. Posons u, = yp+ ¢, (mod. 1).
L’ensemble des valeurs des coefficients des polynomes ir(n) est dénom-
brable lorsque Uon a a partir d’un certain indice:
o] < ————-
211 (lan|+1)
r—1

D’autre part dans tout domaine de Uespace de ces coefficients il existe
des valeurs telles que Uon ait & partir d’un certain indice:
1
Isnlg r
2 IT (jan|—1)
r=1

-
Cette derniére condition n’a d’intérét que si I (|an|—1)>1. 1l faut done que
h—1

le module d’au moins une des quantités a, dépasse 2.

Application & la suite u,=A1a" Dans le cas de la relation de récurrence
Uppr—aut, =0, a>1, on montre ainsi que les valeurs de 4 sont en infinité dénom-
1
2(a+1)

a -toujours pour lesquelles lenléﬁ a partir d'un certain indice. Si a est

un entier rationnel @, 'étude (mod. 1) de Aa” revient a celle du développement
en base @ du nombre A. Les résultats précédents sont alors vérifiés avec les
limitations plus précises |, |< ;—a dans le premier cas et ’s,,]éélt—ldans le deu-
xieme cas.

brable au plus si |&,|< a partir d’'un certain indice; tandis qu’il y en
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Remarquons encore que si la suite I" est la suite 0, 0,..., O,... I'inégalité
len| < —2% a partir d’un certain indice entraine ¢,=0 a partir de ce méme indice;
et 1 est un nombre rationnel dont le dénominateur ne contient que les facteurs

premiers de a. Nous verrons plus loin (chap., III p. 32) une propriété analogue
pour tout nombre a algébrique.

20) Les racines sont variables et distinctes. - Nous allons nous borner
3 Pétude de la suite S définie par

Un=hA1a} + A20} + ... +4ra}

les 4y, 42..., 4, étant des constantes indépendantes de 7. Le déterminant fonetion-
nel d, est égal a

Aidzew A)n(n+1).... (B+7—1)(a105.... ;)" * TI (ap—ax)
i
Rk

il est donc différent de O si aucun A; n’est nul et si tous les a; sont différents.
Nous prendrons alors pour région A4 une région complétement intérieure i 'un
des domaines limités par les conditions a,=ay et |az|= 1. Dans une telle région
4 les conditions I 1°) et 2°) sont remplies. En un point de A nous pouvons
encore écrire:

(1) un+r+/31un+r—1 + +,8run=

mais les coefficients f§; varient avec le point choisi de A, et on connait leur
expression en fonction de aj, asy...., 0;.
Pour calculer les valeurs des fonctions F* nous nous servirons de I'identité:

dun_*.r - F,(,')dun+,-_1 = e ™ F,(,”dun =0.

Nous obtenons en effet une égalité de cette forme en éliminant 1,da;, 4.da;,...., 1,da,
entre les expressions de dw,, du#,yi,.., AUny,. L'élimination donne:

duy, nay !t .. na’!
Aupyy (m4+1)a? .. (n+1)a}

Aunyy (A7) (BHT)aRTT

En multipliant les éléments de la ([-+1)®™e ligne par f’_:l pour I=0, 1,..., 7 (fo=1),
la somme des éléments des » derniéres colonnes est nulle, il-en est done de

méme des éléments de la premiére colonne, et nous en déduisons:

Fo—— 212,

r—h
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La relation de récurrence I (2’) peut done s’écrire ici
(4) (n + r)ﬂrzn + ('n +r— 1)ﬂr—izn~1 + e (72 + 1)ﬂ1xn~r+1 +nz,_,=0.

La relation (4) montre que 'expression y,=z,(n+r) vérifie une relation de récur-
rence a coefficients constants pour un point donné de 4, et I'équation caracté-
ristique en est P*(z)=0. Donc dans A, |z,| est borné par le terme général d’une

série convergente et les conditions I 3°) et III sont remplies. Enfin la formule

1~ n4+h 1
E(lh+1) - n4r ﬂr—lr

montre que cette expression a des dérivées partielles par rapport aux f;, fsy...., fr
bornées dans 4 ; les conditions II sont aussi remplies.
Nous pouvons donec prendre ici:

1

Cn=
n
@+ o) |1+ T [ Bl + ot 7 | B
ou encore la quantité plus petite
n—r 1
=G Tom e>0.

p” ’
IT (lan|41)
=N

La solution de (4) égale a F (" est déterminée par les conditions initiales:

xnzm+r/31'=_1

m

Tm(M+7)r s+ ZTmpa(m+7+1)8,=0

........................

Zm(Mm+7)pi+ oo +Tmar(m+2r—1)8,=0.

o]
La série Eynz"“’” représente donc autour de 2=0 le développement de la
n=m

fraction rationnelle Si alors a,, ag,.., a, sont les bornes inférieures de

—m
P(z) *
las, |azlyes |ar| dans un voisinage W, du systéme ay, as,..., @, on voit que dans Wn

il m

Dlyn|= 77—

n=m I (en—1)
h=1

et par suite

e m 1
2 | zm t é r _ < r _ .
n—m m+7) I (en—1) I (@—1)
h=1 h=1
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Or W,, peut étre pris aussi petit que I'on veut, si 'on prend m assez grand.

On peut done prendre:
r 14¢

e’ = —
211 (an|—1)
r=1

¢ étant une quantité fixe positive.

Nous résumerons ces résultats dans I'énoncé suivant:

THEOREME. - S0tt u,=ha} + A0} + ... + 4,0} le terme général d’une suite S
et sott I' une suite y,y Viywy Yny. donnée. Posons w,= y,+ &, (mod. 1). Sott
A une région complétement intérieure a Uun des domaines limités par les
conditions ap=ay (h+k) et |an|=1.

L’ensemble des valeurs des nombres ay, az,...., a, est dénombrable lorsque
Uon a a partir d’un certain indice:

n—r 1

. .
@ A (a4
h=1

len | <

D’autre part dans tout domaine de A il existe des valeurs de a,, azy.., ar
telles que Uon ait & partir d’un certain indice

1
|en| < 2.

21 (Jan|—1)
k-t

=

On traiterait de facon analogue les cas ol & la place des constantes 45 on
aurait des polyndémes An(n).

3°) Les coefficients des polyndémes 1(n) et les racines a,, a,,.., a. sont
variables. - Remarquons d’abord que les 27 valeurs initiales %,, %y, Uz, de
la suite S déterminent les racines a,, as,..., as et les polyndmes Aix(n). En effet
en écrivant la relation de récurrence (1) pour n=0, 1,.., r—1 on obtient r
équations linéaires pour les coefficients f, de P(z). Si nous supposons qu’il n’y
a entre les valeurs u,, ¥%i,.., #s,—; aucune relation de récurrence d’ordre infé-
rieur & 7, le déterminant des coefficients des f; est différent de 0. Ayant ainsi
Véquation P(2)=0, nous en déduisons les racines a; et leur ordre de multipli-
cité, donc le degré des polyndomes Ay(n). Le systéme linéaire donnant les coef-
ficients de ces polyndomes a un déterminant non nul. Nous prendrons alors ces
valeurs %,, %i,.., %s,_; pour parametres.

La relation qui exprime que la suite S vérifie une relation de récurrence
d’ordre r s’éerit:

Un Ungs o Unyy
Qn(um un+ir"') un+2r) = u”‘H “"+2 u"‘”‘f‘i =O'

...............
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Nous désignons par @P la dérivée partielle de P, par rapport a w,,q.

Soit U une région de lespace des paramétres u,, %i,.., %s,_s complétement
intérieure au domaine limité par les conditions qui expriment que |a;|>1,
|az|>1,.. | 0| >1. Pour un point de U, D=0, ce que l'on voit facilement en
prenant la forme (2) pour u,. Dautre part |§,|>1>0 et par suite

47—, "| 287 | 0.
La relation D,(%n, Uniiyey Unser)=0 peut done s’écrire
Ungor — Fn(Un sy Unyar1)=0

le déterminant figurant au dénominateur de F, étant &E=0.

Nous désignerons encore par F" la dérivée partielle de F, par rapport a
Unyn, (=0, 1,..,2r—1). Pour le calcul de F” nous utiliserons la relation
DY+ FHIPEN —0, Les dérivées partielles @Y sont les sommes des mineurs du
déterminant @,, obtenus en supprimant la (p+1)®™e ligne et la (g 1)%me
colonne, avec p+¢qg=1~_, Or, en vertu de la relation (1), un tel mineur vaut
(—1)?+eB, B, ,PE). Done, comme PE =0,

(1)
Fn+ = “E ﬁr—Pﬂr—Q'
pte=l

En remarquant qu’avec les parameétres choisis on a
n—1
dp=TI FP=(—1)""+=0
m=0

on voit facilement que les conditions I 1°) et 2°) sont remplies.
Pour les autres conditions nous allons encore former la relation de récur-
rence I (2’) qui nous donne ici:

) Tnt+2B18nys + o + it D, Ppbg+t o + Tngerfi=0.
ptg=l

C’est une relation de récurrence a coefficients constants quand on fixe les
paramétres, et son équation caractéristique est [ P*(2)]*=0. Pour tout point de U,
|Zn| est borné par le terme général d'une série convergente et par suite les

conditions I 3°) et III sont remplies. Enfin 17% posséde des dérivées partielles

par rapport aux parameétres, bornées en valeur absolue dans [7, car il en est
ainsi par rapport aux f;; les conditions II sont done remplies.
On détermine les suites d’entiers £ par les inégalités

1 1
-3 < @nyort+ Ynyor— Fn(an T Vnyerry Qnpor—s+ 7n+2'r—1) = 3

les valeurs initiales a@,, @;,.., @2r_s 6tant choisies dans le domaine défini au
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chapitre I. Nous verrons d’ailleurs au chapitre IV la détermination effective d’un
tel domaine dans le cas particulier d’'une récurrence d’ordre 1.
Ayant une suite Z, la résolution du systeme

Qpgr+ Yugr + /31 n(a/n+7‘—-1 + Yngr— 1) + e + ﬂ'r, n(an + }’n) =0
Qpyrys + Pogrgs + ﬂi n(an+r + }’n+'r) + e + ﬁ'r, n(an+1 + 7n+1) =0

Qpyor—1 + Yngor—s+ /31 n(an+2r-—2 + Yngor —2) + o + ﬂfr, (an+r + 7ﬂ+’f‘) =0

nous donne des nombres B , tels que lim B ,=pfs, d’olt le polynéme

PRy=2 42"+ oo + =0

et les racines a,, a,.., a; avec leur ordre de multiplicité. Les coefficients des
polynémes Ax(n) sont donnés par la résolution du systéme linéaire:

A+ pr=al(R) + a3 do(R) + .... + afAs(n)
Angs + Yrpa = Ay (n+1) + atl(n+1)+ .. + a§'+‘ls(n +1)

Onpr—t+ Pnpr =y (n+r— 1)+a+" 1}»2("’%*'7‘ 1)+ +a”+"“lg(n+r—-1)

quand 7 augmente indéfiniment. En prenant encore les bornes inférieures des
modules des racines a,, a,.., a, dans un voisinage W,, on pourra énoncer le
théoréme suivant:

THEOREME. - Sott u, le terme général d’une suite S vérifiant une relation
de récurrence de la forme (1) et soit I' une suite yo, Piyuy Yny.. dONNEE.
Posons u,= y,+ &, (mod. 1). Soit A une région complétement intérieure au
domaine limité par les conditions |ay|>1.

L’ensemble des valeurs de ap de A et Uensemble des coefficients des
polynomes Ii(n) sont dénombrables lorsque Von a a partir d’un certain
ndice: 1

[en| < - .
249 I (an| +1)?
h—1

D’autre part, dans tout domaine de A on peut déterminer des valeurs
de ay et des polynomes ix(n) tels que Pon ait & partir d’un certain indice:

14¢

2H(|¢7‘h]—1)2
h=1

len| <

NOMBRES o. - Dans ce qui suit nous prendrons la suite I' particuliére
0,0,...,0,.... Nous désignerons par o toute racine a, de Uéquation caracté-
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ristique P(2)=0 d’une suite récurrente S, si pour cette suite Uon a, & partir
d’un certain itndice:

1

|en| <o= ——
@+ (an|+1)?
h=1

ou & =1u, (mod. 1).
Le théoréme précédent montre que U'ensemble des mombres o est dé-
nombrable.
1°) Tout entier algébrique, de module supérieur a 1, n’ayant aucun
conjugué de module 1, est un nombre o.

Soient en effet g,, 0s,...., 0s un systéme de s entiers algébriques conjugués
et supposons

IQ; 2%92%;""Z‘QT|>1>IQT+1lZ—"“Z‘QO\'
Si I'on pose
Un=0{ +05+ . +0F
et

En=0rt1+ . +0§

les formules de Newton montrent que w,= —e¢, (mod. 1). Or lim ¢,=0, done
Q15 Q24 O SONt des nombres o. n=®
20) Les racines de module supérieur ¢ 1 de Uéquation caractéristique

d’une suite récurrente S sont des nombres o st la répartition (mod. 1) de
la suite S a un nombre fini de points d’accumulation.

Soit en effet v, =4, (mod. 1) et supposons que les nombres §,, ont un nombre
fini de points d’accumulation (,, (ayeny &3

D’aprés un théoreme connu d’approximation on peut déterminer des nombres

rationnels de méme dénominateur %, %,...., %, tels que 'on ait simultanément:
Pr—=bg=m
P2— L2q= Ne
n—Cg=m

ou |#;|<m, n étant un nombre aussi petit que 'on veut.
D’autre part par hypothése
On=Ci+v, avee lim »,=0.
7n =00
Soit S, la suite d’éléments qu,=qd, (mod. 1).
Or
@0n=qli+ qrn=pi— i+ qvn = qvy—n; (mod. 1).
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On voit done que l'on peut trouver un nombre ¢ tel que
Qun=¢, (mod. 1) avec |e|<e

a partir d'un certain indice. La suite S, ayant la méme équation caractéristique
que la suite S, la proposition est démontrée.

Ainst Uensemble des valeurs de A et de o est dénombrable lorsque la
répartition (mod. 1) de la suite u,—=Aa"™ a un nombre fini de points d’ac-
cumulation.

REMARQUE: Tous les résultats précédents se transposent dans le domaine
complexe lorsqu’'on prend par exemple pour a, des entiers d'un corps quadra-

tique & éléments complexes. Le seul changement porte sur les constantes numé-
riques provenant du fait qu'un entier est déterminé par une valeur approchée

~

L1 1
a ; pres. Dans le cas complexe, 3 est alors & remplacer par une constante
appropriée.

CHAPITRE III.

Les nombres algébriques et la répartition modulo 1 d’une suite

BN

vérifiant une relation de récurrence linéaire 2 coefficients constants.

Les nombres ¢ nous ont montré Vexistence d’un lien entre les nombres algé-
briques et la répartition (mod. 1) des suites récurrentes linéaires a coefficients
constants. C’est ce rapport que nous allons préciser dans ce chapitre.

THEOREME DE FATOU. - Soit E une suite d’entiers d’un corps algébrique K.
Supposons qu’il existe entre les éléments de E wune relation de récurrence
d’ordre r:

(1) a/n-}-r‘f‘ﬂian—i-r—l + o +)8ra/n=0

et qu’il n’en existe aucune d’ordre r—1. Alors B, Bs,...., B sOnt des entiers de K.
Ce théoréme est la généralisation d’un théoréme énoncé par FATOU (!) pour

~

les séries de TAYLOR a coefficients entiers rationnels représentant des fractions
rationnelles.

Il est clair que les nombres 8;, f2,..., f- appartiennent au corps K. En effet
on peut résoudre un systéme de 7 relations (1) consécutives. Le déterminant des
coefficients de 8, fs,..., fr N'est pas nul, sinon la suite % vérifierait une relation
de récurrence d’ordre inférieur a .

En posant

U =210+ ToOpp1+ oo +Tp@pyry

Zyy Zoye., Ty 6tant des constantes, on obtient une suite £': ag, @1y Qpye... vérifiant

(®) Acta mathematica, 30 (1906), pp. 335-400.
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encore la relation (1). Il est facile de voir que 'on peut déterminer ces cons-
tantes z,, 2.,.., z, de fagon que l'on ait:

@) To—=Ty= o =Gy_9=0,  Gp_1=p

p étant arbitraire. En effet le déterminant du systéme obtenu est égal au déterminant
des coefficients de g4, f2,..., S dans les 7 premiéres relations (1) et par conséquent
n’est pas nul. On voit de plus que si 'on prend pour § un nombre du corps K,
Zy, T3,y T, appartiennent aussi & K. En multipliant z,, z,,..., 2, par un entier
convenable on pourra les rendre entiers dans K, et la suite £ sera une suite
d’entiers de K vérifiant la récurrence (1) et les relations (2).

Soit b, un entier de K tel que

bOlgi:bi) b0ﬂ2=b2,...., boﬂ,r= br

soient entiers de K. Désignons par DB le plus grand commun diviseur idéal de b,,
b2y by, et par & celui de tous les entiers de la suite E.

Supposons alors qu’il existe un idéal premier P tel que I'idéal pb divise b,,
et soit @ le premier entier de la suite & non divisible par l'idéal pa (k=r—1).
Les relations (1) nous donnent:

biar = — (bot1 + 0201+ v + brrc_r14)

betx = — (bo@y2+ b1Qp s + D301+ oo +0r@—r i)

..............................

b= — (bo@yr+ 01O pr—s + woe + br_1Qpy4).

Considérons la premiere égalité. Chaque élément de la somme au deuxiéme
membre est divisible par l'idéal pah, ou est nul. On en déduit que b,a; est divi-
sible par I'idéal pab. Or b, =bb, et ar=aax, I'idéal a, n’étant plus divisible par P.
Il en résulte que l'idéal b, est divisible par P et b, par pb. On démontre ainsi
de proche en proche que b,, bs,..., b, sont divisibles par pb, ce qui est contraire
a la définition de D. Par conséquent on a b,=Db et b est idéal principal. Les
quotients de b,, b,,....,, b, par b, sont done des entiers du corps K, ce qui démontre
le théoréme.

Dans tout ce chapitre nous désignerons par £ une suite a,, @, ..., @y,.... d’entiers
d’un corps K, K étant le corps des nombres rationnels ou un corps quadratique
& éléments complexes.

THEOREME L. - Soit u, le terme général d’une suite S vérifiant une rela-
tion de récurrence linéaire & coefficients constants, et soit E une sutle
Qoy Qiyeny Ay A'entiers rationnels ouw d’entiers d’un corps quadratique a

éléments complexes. Posons wu,=ay,+¢,.



C. P1soT: La répartition modulo 1 et les nombres algébriques 27
e}

Si la série D) |en[? est comvergente, lo suite E vérifie également une
n==0

Y

relation de récurrence linéaire & coefficients constants (°).
Rappelons d’abord que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite £
vérifie une relation de récurrence linéaire et a coefficients constants est que les

déterminants
Gy QA o Qp

A QA e Ay
D~

(479 a"+1 wee  Qop

soient nuls 3 partir d’'un certain indice n=%; k est alors I'ordre minimum de
la récurrence. Soit encore

(1) un+1'+ﬂiun+'r—l+ sese +ﬂrun=0
la récurrence a laquelle satisfait la suite S. Nous poserons:

Wppr=Cnyr+ ﬁian+r~i + e + ﬂran = — (5n+r + ﬂisn-}-r—i + o+ ,31'81;)-

[0 @
La série )|z, |® étant convergente, il en est de méme de la série D) | wasr|®

Ell effet n=0
L E"‘H l I lﬁ18n+7*_1 | l sore + I ﬂrsnl

et d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ:
l WOntr |2 = (7'+ 1) (' Engr |2 + I ﬂisn-{-r—i |2 + e + l ﬁ’l‘en l2)°

On peut écrire D, sous la forme suivante:

Ay Ag e Qp_y Wy v Wy

a, Qz .. Qp WDrpgoee  Dppy
D,=

A Qpya Apyr—  WOpgpr Wsen

Le théoréme de M. HADAMARD sur le maximum du module d’'un déterminant (*°)
nous donne:

r—1 n
| Dn[* =L ({an[*+|0ngs o con ] @y ) TT ([0 [P+ @ngs [+ o | onsn )
— =r

r—1 n X
= I ((anf*+]@ns [+ oo +lana ) T ( D loml).
= =" m=h

(°) Ce théoréme généralise un théordme de M. BoreL, Bull. des Sciences math. 18 (1894)
p. 22 sur les séries de TAYLOR A coefficients entiers prolongeables analytiquement dans un
cercle [z| <146, 6>0.

(1% Bull. des Sciences math., 17 (1893), p. 240.
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Nous allons décomposer ce produit en trois parties. Cy, C,, (s, C, désigneront
des constantes indépendantes de 7.

10), u, vérifiant la relation (1) il existe un nombre a>1, supérieur aux
modules de toutes les racines de Véquation caractéristique de (1), tel que
| @n|=|%n|+|en|= Cia” Done

r—1
HO(\ an P 4| @yt P+ o + | Gy |?) = Coa®™.
h—

[e e}
20). La série ) |wn|* étant convergente, on peut choisir un indice / assez
m=r
- 6
grand pour que M |wn['= 3, 0<6<1
m=l

Nous supposerons n>1[, dans ces conditions:

jes)

hIiIl (mghl on[) = Cs <5%)n°

-1 ®
89). Le produit IT (> |wm|?)=Ci.
h=r p—n

Il résulte de ces inégalités que
| Dy |*= C, C2C,0™

Le deuxiéme membre tend vers 0 quand » augmente indéfiniment, done Pentier D,
est nul & partir d’'un certain indice, sinon son module ne pourrait étre infé-
rieur a 1.

REMARQUE: Cette démonstration nous prouve aussi que, st une suite E
vérifie une relation de la forme:

Anir+ B1@nprs + e + frn= Wppr
o

la série Y\ |wnyr|? étant comvergente, la suite E vérifie une relation de
n=0

récurrence linéaire a coefficients constants.

THEOREME II. - Soit u,=a,+¢, le terme général d’une suite S vérifiant
une relation de récurrence linéaire & coefficients constants dont Uéquation
caractéristique est P(z)=0, et soit K le corps des nombres rationnels ou

un corps quadratique a éléments complexes auquel appartiennent les

entiers Gy, Qyyewy Qe »

La condition nécessaire et suffisante pour que la série ) |e,|? soit conver-
n=0
gente, c’est que toutes les racines an de P(2)=0 vérifiant Uinégalité |an|=1
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sotent des entiers algébriques. De plus, il faut que tout conjugué a; par
rapport a K de ay, tel que |ay| = 1, soit racine de P(z) =0 avec le méme ordre
de multiplicité que ay.

Soit en effet

PR =2+ + e + B

[ o]
D’aprés le théoreme de FATOU, si la série 2 |&n|® est convergente, la suite E
vérifie une récurrence n=0

Qnirc+ bian+k‘—1 + e +bra,=0
d’équation caractéristique
QR)=Z+bZ + ... +b=0

by, bs,.., by étant des entiers de K. La série:

o] [e o] [e o]
D e =D up?" — > an2"
n=0 n=>0 n=0

représente le développement d’'une fraction rationnelle qui n’a pas de pole dans
le cercle |z|<1. D’autre part |e,| décroit trop vite pour qu’il puisse y avoir un
pole sur le cercle |z|=1. Les équations P(z) =0 et Q(z)=0 ont donc les mémes
racines de module supérieur ou égal & 1 et avec le méme ordre de multiplicité.
De plus soit @5(2) =0 I'équation irréductible dans K a laquelle satisfait la racine ay.
Si ay est racine d’ordre p, de Q(2)=0, Q(2) est divisible dans K par [ Qn(2)*

En particulier, si toutes les racines de P(2)=0 ont des modules supérieurs
ou égaux a 1, toutes ces racines sont des entiers algébriques et par suite aussi
les coefficients S, fay.y fBr-

THEOREME IIL - Soit u,=alli(n)+ ajle(n) + ... + aids(n)=a,+¢, le terme
général d’une suite S et sott ay, @yyny Op.... une suite E d’entiers d’un corps K,
K étant le corps des nombres rationnels ou un corps quadratique a éléments
complezes. A, (n), ks (n),..., ks(n) sont des polynomes en n, et |an| =1 (h=1,2,...,, 5).

[oe]
10). Si la série )\ |e,|* est convergente, ai, asy.., a; Sont des entiers
n=0

algébriques. Les coefficients du polyndome An(n) sont des nombres algébriques
du corps (K, az). St a1 et a5, sont conjugués par rapport a K, les polynomes
Li(n) et n(n) le sont également.

20). Réetproquement, supposons donnés les polynomes In(n) a coefficients
algébriques quelconques. Soit Ky le corps déduit de K par Uadjonction des
coefficients de Ix(n). St K est réel nous supposons de plus qu’avec in(n) on
a toujours le polynome imaginaire conjugé iy (n). Il existe alors des entiers ay,
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o]
du corps Ky avec |an|>1, tels que la série Y, |e,|* soit convergente, et méme
n=0
de fagon plus précise que |e,|<C0" ouw 0<0<1. Le nombre des conjugués
de ar par rapport a K, dont le module w’est pas inférieur a 1, est égal
au nombre des polynomes conjugués de in(n) par rapport d K.
Soit ps—1 le degré du polyndme An(n). u, vérifie une relation

1) Unyr+ Prlbpgr—1+ e + ﬁrum= 0

d’équation caractéristique
Pey=z'+fizm + .. + =0

et r=p,+p:+ ... +p,s est Yordre minimum de la récurrence (1). Soient Q(2)
et Qn(z) les polyndmes définis plus haut, on a:

Q(2) =[ QD Q:2(2)]2.... [Qu2)]17 Q(2)

=

t=s; t est inférieur a s s’il y a des nombres a; conjugués de a; par rapport
4 K. En effet Q(2) est alors divisible par [ @x(2)]** et par [@x(2)]”! ce qui montre
que pp=p;. Les racines de Q(z):O sont des entiers de K de module inférieur
a 1; le module du terme constant de Q(z), entier de K, serait donc inférieur
4 1 ce qui est impossible, par suite Q(Z)El.

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle donne:

)

R R R, R
Z U2 = P*(:z)) _ 1(2) . + 2(2) . ot (2) p
n=0 1—a2)t (11— a2 ? 1—age)*

Ry(2) étant un polynéme de degré p,—1. D’autre part:

o<}
H
2 ap" = )
n=0

Q@)
oo
ou H(z) est un polyndme & coefficients entiers de K. La série anz" repré-
n=0

sentant une fraction rationnelle &(z) n’ayant aucun poéle dans le cercle |z|=1,
on peut écrire:

HO R Rofe) Ry(2)
AL + t o —
O q—an’ (11— e (1— )™

—e(2)

ce qui donne la décomposition en éléments simples relative aux pdles contenus
H(2)
Q@)
que les coefficients du polyndéme R,(2) sont des nombres du corps (X, az), et
par suite il en est ainsi des coefficients du polyndme Ax(n) qui s’en déduisent

dans le cercle |z| =1 de la fraction rationnelle I1 résulte du caleul classique
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rationnellement. Si o; est conjugué de a; par rapport a K, le méme calcul montre
que les polyndmes A;(n) et in(n) sont conjugués par rapport & K.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme III, nous allons d’abord
établir le lemme suivant: ’

LEMME : Soient 1y, 12,..., 14 les tsomorphies d’un corps k avec ses conjugués
par rapport a K. St K est le corps des mombres rationnels, a chaque
indice h en correspond un auire h' (qui peut étre égal a h) tel que le
corps (k) sott imaginaire conjugué de ti(k). Soit g=d un entier tel que
Von ne puisse jamais avoir h=g et B’ >g. St K est un corps quadratique
a éléments compleres, g est un entier quelconque 1=g=d.

Dans ces conditions il existe toujours dans k un entier primitif a tel
que |t(a)|>1 st h=g et |w(a)|<0<1 st h>g.

En effet soit w,, ws,.., w; une base des entiers de % relativement au corps
des nombres rationnels. /=d si K est le corps des nombres rationnels et [=2d
si K est un corps quadratique. Dans le dernier cas, nous ajoutons encore les d
bases imaginaires conjuguées des bases des corps 7,(k), pour que le déterminant
formé avec ces éléments ne soit pas nul. En vertu du lemme de MINKOWSKI il
existe un entier a pour lequel

|tn(a) —tri(a)| <O si 1<h=g
et .
|t(a)|<6 si g<r=d.

Il y a méme une infinité d’entiers a vérifiant ces conditions. |a| ne peut étre
borné, done il y a au moins un a pour lequel

! Th(a) l >1, (k: 1, 2,.., g)

Si a n’est pas primitif on le remplace par o"w, w étant un entier primitif.
En effet o/ et o’ étant les conjugués de a et de w du corps ¥ on ne peut
avoir a"w’ =a"w que si a’ F a, car @’ & w. Or alors il existe toujours une infinité
d’exposants n tels que 1'égalité g = (ga_’)" soit impossible.

Considérons alors le polynome An(n) et prenons pour corps k le corps Kj.
Il existe un entier rationnel / tel que

Un(n) =1u(n) + ande(n) + . +a821a(n)

ou les polyndmes /,(n), l(%),..., [z(n) ont tous leurs coefficients entiers dans Kj,
et ol ap est un entier primitif de la nature précédente.

Posons a=/a4, ol ¢ est un entier rationnel assez grand pour que l'on
ait |ay|=|la}| <06 pour tout A vérifiant g<h=d. On a dans ces conditions:

aAn(m) =[ L () +anlo(0) + oo +aFHLa(m) |Im1”
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ce qui montre que ajln(n) est un entier de K, quel que soit #. Done

ap=a}ly(n) + agls(n) + ... + djjAa(n)

est un entier de K quel que soit 7 et
| &n | =I a(',’+llg+1 (n) + . + aﬁ/’ld(n) l < oon,

On partagera les polyndmes 1;(n) donnés en groupes de polyndmes conjugués
par rapport a K, et dans chaque groupe on prendra g au plus égal au nombre
de polynémes de ce groupe. On obtient ainsi la deuxiéme partie du théoréme III.

REMARQUE : Supposons que dans U’énoncé du théoréme III les nombres a,,
Az ey A SOLENt algébriques et soit Q(2) =bz* + b2kt + ...+ byp=0 une équation
a coefficients entiers de K admettant chaque a, comme racine d’ordre pp
au moins (h=1, 2,.., s).

La premiére partie du théoréme III est alors encore vraie st

1) |en|<e @ partir d’un certain indice n, 0w %=|b0[+|b1|+....+1bk|.

2°) la suite &g, &1y0eny Epye. @ UN nOMbre fini de points d’accumulation.
En effet sous les conditions énoncées wu, vérifie la récurrence:

(3) boun+k + b1u11+lc~—i + e + bkun=0

et on a

a,= boan+k + bian-{-k‘—i + e +bran=— (b08n+lc + b18n+lc—_1 + e 4+ bké‘n)-

Or @, est un entier de K, si done |&,|<e & partir d’un certain indice, |@,|<1
et la suite E vérifie la récurrence (3). Il en résulte toutes les conséquences
indiquées. .

La partie 2°) se démontre en raisonnant comme au chapitre II, p. 24. Si done
pour une telle suite », toutes les conditions ne sont pas remplies, la suite
€0y E1yeens Epy.. @ Une infinité de points d’accumulation. En particulier :

St o est un nombre algébrique qui n’est pas un entier dont tous les
autres conjugués ont des modules non supérieurs a 1, la répartition modulo 1
de la suite u,=la" a une infinité de points d’accumulation quel que soit
le nombre A.

En combinant les résultats du chapitre IT avec cette remarque on peut énoncer
le théoreme suivant:

THEOREME. - Soient a;, az.., a, des racines distinctes ou non dun
polynome Q(z) =boek+ b2 + ... +br=0 a coefficients entiers d’un corps K.
Nous supposerons de plus |a;|>1, |az|>1,.., |a,|>1 et que K est le corps
des nombres rationnels ou un corps quadratique & coefficients complezes.
Dans ce dernier cas soit w une quantité telle que, { étant un nombre
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quelconque, tl existe dans K au moins un entier b pour lequel |b—(|=w.
St K est le corps des nombres rationnels nous poserons w= 3

St le nombre r des racines a,, as,..., a, est inférieur auw nombre total
des racines de module supérieur ¢ 1 de Q(2)=0 on a Uinégalité:

hI;11(|ah|—1)§w(|b0|+|bi|+ o | b))

Soient a,, as,.., a; les racines distinctes d’entre a,, as,.., a,. On a vu au
chapitre IT que l'on pouvait déterminer des polynomes A,(n) de facon que l'on ait

Jon] 55—

1 (| an | — P
h=1

4 partir d'un certain indice, p,—1 étant le degré en » du polyndme A;(n). Prenons
alors p, égal au nombre de fois que a; figure dans lensemble a,, az,.., a,.
Alors up,=apld,(n) + ofA:(n) + ... + afAs(n) vérifie la récurrence:

boun+k + biun+k_1 + e + bkun =0.

Si done —;,—-Q(L)— =0 admet une racine de module supérieur 4 1, on a

I1(z—an
A1

nécessairement :
1 »

&= = .
b b | =™ T

CHAPITRE IV.

Etude de la sunite u,=71a™ et application & 'approximation rationnelle
des nombres algébriques.

Ce chapitre est consacré a I'étude de la suite S: u,=421a" ou les nombres a>1

et 4> 0. Soit £ une suite a,, @4,...., Ap,.... A’entiers rationnels. On posera u,=a,+é&x
" . ees 1 1 N <

et on déterminera a, par la condition: — 3 <& = 3 D’apreés les résultats obtenus

au chapitre IT nous définissons la suite £ par les inégalités:

Ay, Qnty

Cnts Ante Sl
an =2

1
-3 <Wppe=

ou encore:

1 03;+1 1
T <OmeT T, "=3
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2
N o e a N
Quys est done lentier le plus voisin de ot a, et a, étant pris dans une

n

région U, que nous définirons plus loin, nous étudierons Pensemble dénombrable

des nombres 7 que 'on obtient comme limite du rapport —— +‘ d’une suite £ quand %

augmente indéfiniment. Cet ensemble contient 'ensemble des nombres ¢ caractérisés
par la condition suivante: il existe un nombre 4 tel que si 'on pose Ad"=a,+ ¢,
on ait & partir d’'un certain indice 7 :

o= o< g

Ce dernier ensemble contient & son tour 'ensemble infini dénombrable des entiers
algébriques, que nous désignons par g, dont tous les conjugués autres que g ont

un module inférieur a 1. Ces nombres ¢ sont caractérisés par la condition qu’il
[0 0)

existe un nombre A tel que, si 'on pose Ap"=a,+¢,, la série 2[6,,]2 soit
convergente. n=0

On peut se demander si ces trois ensembles dénombrables ne coincident pas.
Je n’ai pas réussi & démontrer cette hypothése qui parait trés vraisemblable, mais
je vais indiquer quelques résultats dans cet ordre d’idées.

Etude des suites £ définissant les nombres 7. - Nous allons utiliser la méthode
indiquée au chapitre I. Les paramétres a et A sont donnés par les formules:

wH

+1 =
a=Qn, 1(uny un—}-i) = l— et A= (Pn,z(um un+1) w +1-
n
On a par conséquent:
n-4-1

o 1 _ 1 o PO, =2
P, 1 w,  Za" n, 2 u:ii o

Nous définirons la région 4 par les inégalités:
a=Z1l4u et A=y

p et » étant deux quantités positives, pour I'instant encore arbitraires. Dans cette

région | ¢, | et |@?,| sont bornés respectivement par
et on a:

et par

_1 1
Y1+ ) 1+ py

[e o]

o)
B 1 1 1 1
q’o,i“nél: m)—n=;‘; et T0,2=n=glmm=ﬁ.

Soient alors a, et a, deux entiers de la région U, definie par les inégalités :

a‘__ _
ZL—(—, 2”’,21+/4¢ et a 2” =y
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La suite £ déduite de a, et de a, vérifiera alors toutes les conditions exigées

. . . W -
au chapitre I et par suite Z—"" a une limite 7 et a: une limite 4 telles que:
n Ayt
a, 1 1
2 - < — <
a T = v et | [22) A I =ou

Pour préciser la région U, posons:

T=pu+ —
) 2"”
y=r+ 2—,‘2
Aussi longtemps que le déterminant fonctionnel
D(z,y) 1 1
D~ (1= i) (1 )

n’est pas nul, done pour u?»>1, on peut résoudre les équations (1) en u et .

Ceci exige que z%y > 2—87, c’est 2 dire U, est défini par Pinégalité:

3a,

= a0+ - ‘/

@y, @, étant les coordonnées d’'un point de la région U-o, nous prendrons pour u
la plus grande racine de l'équation :

2a%t® —2(a1 — ao)ait* + a, —a, =0

et la plus grande valeur possible pour » s’en déduira par la formule:

1

VyV=Q¢— 572.

D’autre part on constate facilement que Yon a toujours:
9 a,
in [ ———, 2.
P e ()
2
1

En particulier si a,= a0+2ﬁ, a . On pourra déterminer dans chaque
—a,

cas particulier les meilleures 11m1tes en résolvant le systeme (1).
On constate aussi que Pon peut obtenir des nombres r aussi voisins de 1

que Pon veut si @, est assez grand 3173
THEOREME. - Soient a, et a, deuz entiers positifs tels que ay, = ao+ 5 ‘/;a—o
et soit E la suite déduite de proche en proche de a, et de a, par les
inégalités: N
Ayt

<1
a, — 2

1
_5 <aw’_2_
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n+1

Dans ces conditions le rapport
indéfiniment et

a une limite v quand n augmente

11/3 .
—"‘<ZV§&;’ et méme

0 = 2(ay—ay)

st a1;a0+2}/a0. L
De méme le rapport —

. a,
niment et i

. 9 a,
|a0—1|<mln <4(atl_>_§’ ?>.
U]

On a toujours v>1, el les nombres © sont partout denses. St lUon
pose: It"=a,+¢e, on aura & partir d’un certain indice:

a une limite A quand n augmente indéfi-

1

|8”I§C, on C’>m.

Il est intéressant de signaler que toute sutte E déduite de la fagon
précédente de deur entiers a,, a,, est telle que le rapport E;i a une

limite =1 quand n augmente indéfiniment, pourvu que a, = a,.
En effet posons
2
an+1—an=ln et (ll— —h+6
C
h étant un entier et |9| = % Nous allons montrer que fzﬂi‘— >h+40 si h=1.
n1i
En effet comme
Tty A
Tn—=an+2ln+a—n on a ln_|_1=ln+h

lzii-i (ln + k)
QAptyg @y + l

(b + 1)

>h+0 silona a,< N

_ln.

z%,

Or a,= , 'inégalité a donc lieu si:

b Uuthy
h+9< h+06

c’est-d-dire si /,(h—0)+A~*>0, ce qui est évident.
Par couséquent si h=1, Lo =1,y +h.
D’autre part si A=0, l,,,=1/, done

-y

l2 l2 2
it _ b _g
an-H, Anty~ @n

et par suite I o=1lnp4.
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2
Si done —l9< ;, cest-a-dire si a, <a,+ , toutes les différences /, sont
constantes et la suite ¥ est formée d’entiers égaux si @y =a, ou est une progression

arithmétique si a,>a,. Dans les deux cas lim (’;‘L‘ =1.
n=o00 "
Si =2 l g% c'est-a-dire si a12a0+‘/%, on a =1 et par suite [, =172,+1,

done /,=n et a,=Za,+nl+ < n(n 1). Or

Ante  Entt
@y a,

1
ég’n

ce qui est le terme général d’une série convergente e ™ a donc bien une limite ©

n

si # augmente indéfiniment, et comme @,y >a,, T=1.

Les nombres o du second degré. - Soit F une sutte gy Ay Qpye.. dédutte

de a, et a, par les inégalités —-—< Anyn— a”“ % Soit r Ventier tel que
a2 1
o _g<rs + 3

et py, @, une solution particuliére en nombres entiers, s’il y en a, de Uéquation
Do+ qoa,=r. Sl existe un entier m tel que

q p0<m<p0+q0—2
a1+ao ay— &

alors lim 22t o, 0 étant racine de Péquation 2> —pz—q=0, 0% p=p,+ma,,
n—=co %

g=go—mar. O elit (ot inedaditle e S Gy
Une équation
2) z2—pr—q=0

admet un nombre g pour racine si —(p—2)=g=p et si p>0.
Désignons par g4, |0:|<1 le conjugué de p. On a

p—1<o<p+1 et 9>IQI+%-

En effet la derniére inégalité est vérifiée si ¢ <O, car alors |g|=p—2. Sig>0
écrivons :

o=p + >p+ 5 + i
Or

=

| =

P—q+ 5= —-l—_
d’out I'inégalité.
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Soit alors @,, @iy.., @n,.. une suite vérifiant la relation de récurrence
@nt2—P i1 — =0
et cherchons dans quelles conditions cette suite vérifie les inégalités d’une suite E.
Gyt

Supposons a, >a, et soit Wngo=Qnys— —— On a:
n

1 1
W= (@} —pasa,—qa)) = — , (@1 —oao) (@1 —01a,).
Supposons |w; |= %, alors

a, 1 1
U _ol=
@ e ‘ = 2(ay— 012 T 2(a,—ay)

1
=3

car |9,|<1 et @, >a,. En vertu de la relation de récurrence

1
o— -
@ ( 2)
w3=—%9w2 done ]w3|=l0)2l|—37,<-*—1
1
L 9lp—2
) (9 2)
et les nombres a, et @, vérifient les mémes conditions que les nombres a, et a,.
La condition cherchée se réduit donc a:

=1
T2

<w2§

[N

DO -

Supposons alors donnés les nombres a, et a,. S’il existe des entiers p et ¢
vérifiant la condition précédente on aura:

2
ay

)

3%
1O =

1
— 5 <paitga, =2+

<

donc I'équation pa,+ qa,=r aura des solutions en nombres entiers. Soit p,, g,
un systéme de solutions, toute solution est de la forme:

D=p,+ma,, q=q,—ma,.

Les inégalités — (p —2) = ¢ =p résolues par rapport 3 m démontrent le théoréme.
THEOREME. - Soit E une suite a,, Gy, Qn,.... déduite de deuz entiers a,
et a,, a,>a,, par les inégalités:

o Q,
Posons lim =t —7 ¢f e=+1.
=00 An
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1°). Supposons a,=2, si:

ay =2u, on a T=u
a,=4u-+z¢, v est le nombre o racine de 2*— (2u+e)z+eu=0.

2°). Supposons a,=3, si:

@y =3u, T=u

a,=9%u+¢ 1t est le nombre 9 racine de x*—3ur—eu=0

a,=9% +2¢ 1 est le nombre o racine de z°—3uzr®—2eur—u=0

a1 =9%u+4¢, T est le nombre o racine de r*—(3u+2¢)r+2eu+1=0,

Tous ces résultats, sauf le cas a,=3, a; =9u + 2¢, s'obtiennent par I'application
de la régle précédente. Le cas a,=3, a;=9u+2¢ nécessite une étude spéciale.

Etude des suites commencant par a,=3, a;=9u+ 2e.
On détermine de proche en proche:

as=27Tu?+12eu+1
a;=81u?+454eu®+10u

a,=243u* 4+ 216eu® 4 63u2 + 4eu
as="T29u° + 810eu* + 324u3 + 44eu® 4+ u

et alors le déterminant:

a, a Qg
a Qa; Qaz|=— 1
Ay Q3 Q4

Les équations:
az;=pas+qa,+ra,
as=paz;+qas+ra,
s =pas+qas;+ra;

sont donc résolubles en nombres p, g, 7 entiers et la résolution donne:
p =3y, q="2¢u, r=u.

L’équation 23 — 3uz® —2suz —u =0 correspondante admet une racine réelle positive

1 0

2
e=3u+tze— g+ o7m

o 2 . . o . .
olt [0{<3, et deux racines imaginaires conjuguées g, et gs,

o0 =l os] =}/ <1.
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Si nous posons

dy— (27 Apyr

Anpy Onye
les a, étant liés par la récurrence:

App3=P0ni2+ QAnis + 7y

on voit facilement que

du=1+ (0103)"+21 + (002)"+ 42 * (001)"
avec

= dy — 0(04 + 09)d; + 929192dn
010:2(0 — 01)(e — @2)

A, et A, s’en déduisent par permutation circulaire sur les indices des quantités g.
Or
do=—1

di= —4eu—1
do=11u* +4eu.

En multipliant encore les expressions de 45 (=1, 2) au numérateur et au dénomi-
nateur par g9—g;_p pour faire apparaitre au dénominateur la racine carrée du
discriminant, les limites déterminées pour g, g, et g, donnent
1
|A|=]2] <7, |A]<g.

D’autre part

4 4
looi|=|eo:|<2u+5e et |ai0e|<3;

et on voit que }dn]<%f dés que n=6.
Mais I'on a dy 3= —qduie—prdpys+1r*d, done

d;= —10eu® —6u?
= —13ut —4eud —u?

et par conséquent |d,|< %‘3 et

d;=56¢eu® 4 3T7ut 4 Geus

done aussi | ds | < %"’; on a done quel que soit 7 |d,|< %1‘ et la suite récurrente

étudiée est la suite £ déduite de a,=3, a,=9u +2¢. Le nombre t correspondant
est ici un nombre p du troisiéme degré.
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Approximation des nombres algébriques.
P . . P 1 . .
THEOREME. - Soit a>1 et a, un entier supérieur a it S’il existe une
sutte E d’entiers a,, Gy, Qu,... €t un nombre ¢>0 tels que

1
jan+1—aaﬂ<;;
n

le nombre a est un entier algébrique o de degré au plus égal a 1+ el.Le
degré n’est égal a 1+ ; que 8t o est une unité d’un corps du second degré

réel ou d’un corps du troisiéme degré a corps conjugués complezes.
En effet, si nous supposons

1
(479 = ao> a—__—
ce qui a lieu pour n=0, il vient:

1
an_HZaan—1=an (a_ a—;)>an.

Par suite:
1 1

1 1
a-—;l-”>a—;0=§>1 et an>a°m.

11 existe donc un nombre 6<1 tel que

| Gnys — aan | < = 6en
@
ce qui, d’aprés la remarque du théoréme I du chapitre III, démontre que a est
un entier algébrique. Soient p,, @2y...., 0y les conjugués, de module inférieur
a1, de g et rangeons les dans l'ordre | g, | = |0z | =.... 2| ¢y— |. Il existe un nombre 4
tel que @,=Ag"—e, ol |&,|< C|po;|* et par conséquent

| @i —aa | < C'l ey "

D'autre part a, est un infiniment grand équivalent & 1’p® quand » augmente
indéfiniment. On a done:

1
= . 1
elod|*=1=]0s.0ru|Splos[* dol r=1+-.

L’égalité ne peut avoir lieu que si |Q@i..0ri|=1 et |oi]|=]|02|= o =|0r=]-
@ est donc une unité dont tous les conjugués ont méme module. MINKOWSKI
a montré que, pour des unités réelles, ce cas ne pouvait se présenter que dans

les corps du second degré réels ou dans les corps du troisiéme degré & conjugués
complexes.
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Plus généralement soit donné un nombre a. a est algébrique $'il existe

une suite d’approximations rationnelles z—” ayant les propriétés suivantes:
n
[e o}

1°). La série ) |pn—agqn|® est convergente.
n=0

2°). On peut trouver wunme suite d’entiers augmentant indéfiniment
avee n: Gy, Ay, Apy... et des polynomes:

e+ Cr g+ i+ et dat+d "+ .+ d,

a coefficients entiers, n’ayant en commun aucune racine de module supérieur
ou égal a 1, tels que

Pn=0Coln+CiOni1+ o +Crlnyr € Gn=00n+ AiGnis+ oo + ErQnyr.
En effet 'on a:
(er—ady)apir+(Cros — 0By 1) Cnprs + oo +(Co— ady)An=Pp— Q.

D’aprés la remarque déja citée, les @, vérifient une relation de récurrence &
coefficients entiers. L’équation caractéristique a au moins une racine § de module

non inférieur 4 1, car a, augmente indéfiniment avec n; et § est entier algé-
brique. L’équation :

(c»,- - adT).’cT + (C»r_i —_ adr_l)zr’“‘ 4+ v +Co— ado =0
admet cette racine f; et
afr+d,frt+ .. +d, =0

sinon g serait racine commune aux deux polyndmes c¢2"+¢,_12" '+ . + €
et da"+d,_ 27+ ... +d,. On a donc:

y Gt A+ ot B
oo+ e+t o

et a est algébrique.

Calcul numérique des nombres algébriques. - Les entiers algébriques o peuvent
étre facilement calculés numériquement en passant par le calecul d’une suite &
correspondante. Il suffit en effet de déterminer I'indice 7 & partir duquel @, .

2
. .. Q P .
est I'entier le plus voisin de ~Z—+—‘ (@, étant par exemple la somme des puissances
"

nitmes des conjugués du nombre p).

a - . .
En prenant ™ comme valeur approchée de , erreur commise est infé-

n

. o1
rieure a —16-:-—:’ ¢ étant la puissance a laquelle il faut élever ¢ pour obtenir —
an

les]’
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. L
c'est-i-dire &= — —lLQ—‘l
e

. a
. Remarquons d’ailleurs que —%*’—" est, dans les mémes

n

conditions, une valeur approchée de oF, 'erreur commise étant encore inférieure
C . s . < e P . .
a e Si o est une unité duldeumeme degré ou du troisiéme degré i conjugués
complexes, ¢ est égal & 1 ou 3 et Papproximation obtenue est du type de la
meilleure approximation de p, respectivement de la meilleure approximation
simultanée de o et de o=
De plus ce procédé permet aussi le calcul numérique de tout nombre algé-

brique. En effet nous avons vu que pour un nombre a quelconque du corps de p,
il existe une puissance convenable g de p, soit g=p? telle que:

a@n= b+ 8n,

avec |&'|< %, ¢ ayant la méme valeur que plus haut. D’autre part:
an

én =an+&"

i C" c
avee |&"|< =, done: |bp—aa,|< —.
as a;
n n
a—" est une valeur approchée de o avec une approximation du méme ordre
n
que celle du nombre p. Les suites @, @1y Anyeree €6 gy byyerery bpy.... s€ calculent
par le procédé indiqué pour les suites E.

Nous voyons d’ailleurs que la meilleure approximation s’obtient avec ce procédé
en prenant pour ¢ une unité, ce qui est toujours possible. Pour un calcul effectif,
il est pourtant souvent plus commode de prendre un nombre g quelconque, ce
qui ne présente pas les mémes difficultés que la recherche d’une unité.

Critéres de transcendance. - Les résultats précédents relatifs aux nombres 4
donnent également des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un nombre 1
soit algébrique. On pourra les énoncer sous la forme suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour que le mombre réel 1 soit
transcendant, c’est que la série:

[0}
D) sin?® (wdz")
n=0

diverge pour toutes les valeurs réelles supérieures ou égales a 1 de z; ou
encore que le produit infini:

e 2]
IT cos (7Az™)

n=0

diverge pour tout x réel supérieur ou égal a 1.
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Si le nombre 1 est complexe, le nombre A’ imaginaire conjugué de A est algébri-
que avee 4, done aussi la partie réelle % (A4 1’) et 1a partie imaginaire pure %(l—l’).

11 suffira d’appliquer le résultat aux nombres réels i+41" et ¢(A—1").
Réciproquement la connaissance 8e la nature arithmétique du nombre A nous
renseigne sur les séries précédentes. Ainsi xz étant transcendant

[ee]
La série 2 sin? (z7) diverge pour tout =1 réel. Plus généralement la
¢4} n=0

série >, sin? (ur”) diverge pour tout x=1 réel si u est algébrique et non nul.
n=0



