
 

 
 
 
 

THÉORIE DES FONCTIONS NUMERIQUES SIMPLEMENT 
PÉRIODIQUES 

 

PA R EDOUA RD L UCA S,  Pr ofesseur au Lycée Char l emagne, Par i s. 

 

CE mémoi re a pour obj et l ’ étude des f oncti ons symétri ques des raci nes 
d’ une équati on du second degré, et son appl i cat i on à l a théori e des nombres 
premi ers. Nous i ndi quons dès l e commencement, l ’ anal ogi e compl ète de ces 
f oncti ons symétri ques avec l es f oncti ons ci rcul ai res et hyperbol i ques ; nous 
montrons ensuit e l a l i ai son qui exi ste entre ces f oncti ons symétr i ques et les 
théori es des détermi nants, des combi nai sons, des fr act i ons conti nues, de l a 
di vi si bi l i t é, des di vi seurs quadrat i ques, des radi caux conti nus, de l a di vi si on 
de l a ci rconf érence, de l ’ anal yse i ndéteri ni née du second degré, des rési dus 
quadrat i ques, de l a décomposit i on des grands nombres en f acteurs premi ers, 
etc. Cette méthode est le poi nt de départ d’ une étude pl us compl éte, des pro-
pri étés des f oncti ons symétri ques des raci nes d’ une équati on al gébri que, de 
degré quel conque, à coeff i ci ents commensurabl es, dans l eurs rapports avec l es 
théori es des f oncti ons el l i pt i ques et abél i ennes, des rési dus potenti el s, et de 
l ’ anal yse i ndétermi née des degrés supéri eurs. 

SECTION   I .   
 

Défini tion des fonctions numériques simplement pér iodiques. 

Dési gnons par  a  et  b  l es deux raci nes de l ’ équati on 

(1) x2 = Px – Q ,  

dont les coeff i ci ents  P et Q  sont des nombres enti ers, posit i f s ou négati f s, et  
premi ers entre eux. On a 

a + b = P ,      ab = Q ;  

et, en dési gnant par 
� � � � � � �

érence  a – b
� � � � � 	 � 
 � � � � � 
 � � � � � 	 � � �
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Cel a posé, nous consi dérerons l es deux f oncti ons numéri ques U et V déf i ni es 
par l es égal i t és 

(2) 
ba

ba
U

nn

n −
−= ,         Vn = an + bn 

Ces f oncti ons Un et Vn donnent nai ssance, pour toutes l es val eurs enti ères 
et posit i ves de n,  à troi s séri es d’ espèces di f f érentes, sel on l a nature des raci -
nes a et b de l ’ équati on (1). Cette équati on peut avoi r :  

1°. L es raci nes réel l es et ent i ères ;  

2°. L es raci nes réel l es et incommensurabl es ;  

3°. L es raci nes i magi nai res. 

L es fonct i ons numér i ques de pr emi èr e espèce correspondent à toutes l es 
val eurs enti ères de  a  et de  b ,  et peuvent être cal cul ées di rectement, pour 
toutes l es val eurs enti ères et posit i ves de  n , p ar l ’ empl oi des f ormul es  (2). Si 
l ’ on suppose pl us part i cul i èrement  a = 2  et  b = 1, on trouve, en f ormant les 
val eurs de Un et de Vn ,  l es séri es récurrentes 

 

n :      0,   1,  2,  3,    4,   5,     6,     7,      8,      9,      10,     11,  .   .   .   .   . 

Un :     0,  1,   3,   7,   15,  31,  63,  127,  255,  511,  1023,  2047,  .   .   .   .   . 

Vn :     2,   3,   5,  9,  17,  33,  65,  129,  257,  513,  1025,  2049,  .   .   .   .   . 

 

étudi ées pour l a premi ère f oi s par l ’ i l l ustre FERM A T .  Nous observerons, dès 
mai ntenant, que l a séri e des  Vn   est contenue, pour l es troi s cas que nous 
consi dérons, dans l a séri e des  Un  ,  pui sque l es f ormul es (2) nous donnent la 
rel at i on général e 

(3) U2n = UnVn . 

Les foncti ons numér i ques de seconde espèce correspondent à toutes l es 
val eurs i ncommensurabl es de  a  et de  b  dont la somme et le produit  sont 
commensurabl es. On peut les cal cul er en f oncti on de l a somme  P  et  du di s-
cri mi nant  � � � � � équati on proposée, au moyen des f ormul es sui vantes. L e dé-
vel oppement du bi nôme nous donne 

nnnnnnn P
nnn

P
nn

P
n

Pa �...�
3.2.1

)2)(1(�
2.1

)1(�
1

2 33221 ++−−+−++= −−− , 

nnnnnnn P
nnn

P
nn

P
n

Pb )�(...�
3.2.1

)2)(1(�
2.1

)1(�
1

2 33221 −++−−−−+−= −−−  ;  

et, par soustract i on et par addit i on, 
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(4)  

 
2n–1Un  = 

1
n

Pn–1 + 
3.2.1

)2)(1( −− nnn
Pn–3 �  

     + 
5.4.3.2.1

)4)(3)(2)(1( −−−− nnnnn
Pn–5 � 2 +  .   .   .   .   , 

2n–1Vn = Pn + 
2.1

)1( −nn
Pn- 2 � �

4.3.2.1

)3)(2)(1( −−− nnnn
Pn–4 � 2 +  .   .   .   . 

On obti ent ai nsi , pour l es premi ers termes, 

U0  = 0,     U1  = 1,     U2  =P,                U3 = P2 – Q,        U4 = P3 –2PQ, 

V0  = 2,     V1  = P,      V0  = P2  – 2Q,      V3 = P3 – 3PQ     V4 = P4 – 4P2Q + 2Q2. 

L es f oncti ons numéri ques de seconde espèce l es pl us si mpl es correspondent 
aux hypothèses 

P = 1,       Q = – � � � � � �  
ou à l ’ équati on  

x2 = x + 1 ;  

on a dans ce cas, 

a = 2 si n 
10

3π
 = 

2

51+
,      b = – 2 si n 

10
π

 = 
2

51−
,   

et, par suit e, en dési gnant par  un  et  vn  l es f oncti on qui en résult ent, 

52

)51()51(
n

nn

nu
−−+= ,      n

nn

nv
2

)51()51( −++=  . 

On f orme ai nsi ,  pour l es premi ères val eurs de n ent i ères et posit i ves, l es 
séri es 

n :  0,   1,    2,   3,    4,     5,   6,    7,     8,     9,      10,    11, .  .  .  .  . 

un :  0,   1,    l ,    2,   3,     5,    8,   13,   21,   34,     55,     89, .  .  . .  . 

vn :  2,   1,   3,   4,   7,   11,   18,   29,   47,   76,   123,   199, .  .  .  .  . 

L a séri e des un a été consi dérée pour l a premi ère f oi s par L EONA RD FI BONA CCI , 
de Pi se.* El l e a été étudi ée par A L BERT GI RA RD ,† qui a observé que l es troi s 
nombres un  ,  un ,  un+ 1 ,  f orment un tr i angl e i soscèl e dont l ’ angl e au sommet est 
à f ort  peu près égal à l ’ angl e du pentagone régul i er. ROBERT SI M PSON

‡ a f ai t  

                                                      
* I l li ber Abbaci di Leonardo Pisano, pubbli cato secondo la lezione del Codice Magli abechiano, da 

B. BONCOMPAGNI. Roma, 1867. Pag. 283 et 284. 
† L’ ar ithmétique de SIMON STEVIN, be Bruges, revue, corr igée et augmentée de plusieurs traictez et 

annotations par ALBERT GIRARD, etc. Leide, 1633. Pag. 169 et 170. 
‡ Phil osophical Transactions of the Royal Society of London, Vol. xlviii , Part 1, for the year 1753. 
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remarquer en 1753, que cette séri e est donnée par l e cal cul des quoti ents et des 
fr act i ons convergentes des expressi ons i rrat i onnel l es 

2
15 +

  et  
2

15 −
 . 

En 1843, J. B I NET
* donne, au moyen de cette séri e, l ’ expressi on du dénombre-

ment des combi nai sons di sconti nues. En 1844, L amé† i ndi que l ’ appl i cat i on que 
l ’ on peut f ai re de cet te séri e à l a détermi nati on d’ une l i mit e supéri eure du 
nombre des operat i ons à f ai re dans l a recherche du pl us grand commun di vi -
seur de deux nombres enti ers. 

Nous prendrons aussi  quel quef oi s pour exempl e l a séri e Un de seconde 
espèce, donnée par l es hypothèses 

P = 2,       Q = – � � � �  2.2, 

ou par l ’ équati on 

x2 = 2x + 1. 

On a al ors l es séri es 

n :     0,   1,   2,     3,     4,     5,      6,      7,         8,        9,        10,       11, . .  . 

Un :   0,   1,   2,     5,   12,   29,    70,   169,     408,     985,   2378,    5741, . .  . 

Vn :   2,    2,   6,   14,   34,   82,   198,   478,   1154,   2786,   6786,   16238, . .  . 

que nous dési gnerons sous l e nom de  SERI ES DE PEL L ,  en l ’ honneur du ma-
thémati ci en de ce nom qui résol ut, l e premi er, un cél èbre probl ème d’ anal yse 
i ndétermi née proposé par FERM A T ,  et concernant la résol ut i on en nombres en-
t i ers, de l ’ équati on i ndétermi née 

x2 – � y2 = ± 1. 

L es fonct i ons numér i ques de tr oi si ème espèce correspondent à toutes l es 
val eurs i magi nai res de  a et de b  dont  l a somme et le produit  sont réel s et  
commensurabl es. L es pl us si mpl es provi ennent des hypothèses 

P = 1,       Q � � � � � – 3 ;  

on a, dans ce cas, 

2
31 −+=a ,      

2
31 −−=b  

par conséquent a et  b sont les raci nes cubi que i magi nai res de l ’ unit é négati ve ;  
de pl us,  

U3n = 0,      U3n+1 = (–1)n,       U3n+ 2 = (–1)n. 

                                                      
An expl ication of an obcure passage in Albert Girard’ s Commentary upon Simon Stevin’ s Works. Pag. 368 
et suiv. 

* Comptes rendus de l ’ académie des sciences de Par is, tome, xvii , pag. 562 ; tome xix, pag. 939. 
† Comptes rendus, etc., tome xix, pag. 867. 
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A i nsi l es val eurs de Un,  revi ennent péri odi quement dans l ’ ordre 

0, 1, 1, 0,  –1, – 1,  .  .  .  .  . . 

et donnent l i eu à un grand nombre de f ormul es si mpl es déduit es des propri étés 
général es des f oncti ons Un,  et Vn,  et concernant la tr i sect i on de l a ci rconf é-
rence. 

Quel quef oi s aussi nous consi dérerons l es séri es anal ogues déduit es de 
l ’ équati on 

x2 = 2x – 2, 

dans l aquel l e 

a =1 + 1− ,        b = 1 – 1− ! " # – 22, 

et les séri es déduit es de l ’ équati on 

x2 = 2x – 3, 

dans l aquel l e 

a =1 + 2− ,        b = 1 – 2− ! " # –22, 

nous dési gnerons l es séri es obtenues dans cette derni ère hypothèse, sous l e 
nom de sér i es conj uguées de PELL . 

SECTION   I I .   
 

Des relations des fonctions Un et Vn avec les fonctions ci rculai res et hyperboli ques. 

Si l ’ on f ai t  z = 
2

n
 L og.nép.

b

a
 , 

dans l es f ormul es 

 cos(z 1− ) = 
2

zz ee −+
 , 

si n(z 1− ) = 
12 −

− −zz ee
 , 

on obti ent 

cos 

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

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on a donc, entre, l es f oncti ons Un et  Vn,  et  l es f oncti ons ci rcul ai res, l es deux 
rel at i on 

(5) 







=

b

an
QnV

n

.Log
2

1-
cos2 2  , 








∆−
=

b

anQ
nU

n

.Log
2

1-
sin

2 2

 

I l  résult e i mmédi atement de ce rapprochement que chacune des f ormul es de l a 
tr i gonométri e rect i l i gne couduit  à des f ormul es anal ogues pour Un et Vn,  et in-
versement. 

A i nsi l a f ormul e (3) 

U2n = UnVn , 

correspond à l a f ormul e 

si n 2z = 2 si n z cos z ;  

l es équati ons 

(6) Vn + $ Un = 2an ,     Vn – $ Un = 2bn 

que l ’ on déduit  i mmédi atement des f ormul es  (2)  correspondent exactement 
aux rel at i ons 

1sin1cos −=−+ zezz ,      1sin1cos −−=−− zezz , 

et les f ormul es (4) sont enti èrement anal ogues à cel l es qui ont  été données 
dans Actes de Lei pzi ck, en 1701, par JEAN BERNOULL I , pour l e dével oppement 

de 
z

nz

sin

sin
 et de cos nz sui vant les pui ssances du si nus et du cosi nus de l ’ arc z.  

A i nsi encore l es f ormul es 

(7) 
                    [ Vm + $ Um]  [ Vn + $ Un]  = 2[ Vm+ n + $ Um+ n]  , 

                    [ Vn + $ Un] r  = 2r –1[ Vnr  + $ Unr ]  , 

que l ’ on déduit  des rel at i ons (6) coïnci dent avec l es f ormul es 

(cos x + 1− si n x) (cos y + 1− si n y) = cos (x + y) + 1− si n (x + y), 

(cos x + 1− si n x) r  = cos r x + 1− si n r x , 

qui ont été données par M OI V RE. 

Nous f erons encore observer que si , dans l ’ équati on (1), on pose 

X = xr ,       %  = ar ,      &  = br , 

l es quanti t és %  et &  sont l es raci nes de l ’ équati on 

(8) X2  = Vr X – Qr  . 



L UCA S,  Théor i e des Foncti ons Numér i ques Si mpl ement Pér i odi ques. 190 

Par conséquent, chacune des f ormul es qui appart i ennent à l a théori e présente 

peut être général i sée, en y rempl açant Un  et Vn par 
r

nr

U

U
 et Vnr ,  P par Vr ,  Q par 

Qr ,  et la di f f érence ' ( ) * + , - . / es a et b par l a di f f érence à ' U r  des raci nes 0  et 1
 de l ’ équati on (8). 

L es f ormul es (4)  devi ennent ai nsi  

(9)            
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D’ ai l l eur, nous l ai sserons de côté, pour l ’ i nstant, l es autres procédés de trans-
f ormati on de l ’ équati on (1) par substi t ut i on de vari abl e, ai nsi que l ’ étude des 
f oncti ons pl us général es 

AUn + BVn + C , 

dans l esquel l es A, B, C dési gnent des nombres enti ers quel conques, posi ti f s ou 
négati f s. 

SECTION   II I .   
 

Des relations de récurr ence pour le calcul des fonctions Un et Vn. 

L e cal cul des val eurs de  Un  et de  Vn  qui correspondent aux val eurs en-
t i ères et consécuti ves de  n,  s’ éff ectue rapi dement au moyen de f ormul es enti è-
rement anal ogues à cel l es de THOM A S SI M PSON :  

si n (n + 2) z = 2 cos z si n (n + 1) z – si n nz , 

cos (n + 2) z = 2 cos z cos (n+ 1) z – cos nz . 

En eff et, mult i pl i ons par xn l es deux membres de l ’ équati on (1), et rempl açons 
successi vement x par a et b, nous obtenons 

an+ 2 = Pan+ 1 – Qan ,       bn+ 2 = Pbn+ 1 – Qbn 

et, par soustract i on et par addit i on, 

(10) 
 Un+ 2 = PUn+ 1 – QUn  , 

 Vn+ 2 = PVn+ 1 – QVn . 
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Ces f ormul es nous f ont voi r que l es f oncti ons U et  V f orment, pour l es val eurs 
enti ères et consécuti ves de n,  deux séri es récurrentes de nombres enti ers. Ces 
séri es ont la même l oi  de f ormati on, mai s el l es di f f èrent par l es condit i ons i ni -
t i al es.  Nous général i serons ces f ormul es par l ’ empl oi du cal cul symboli que. 
En eff et, en dési gnant par  F   une f oncti on quel conque, on t i re évi demment de 
l ’ équati on (1) 

F(x2) = F(Px – Q) ;  

si  l ’ on rempl ace  x par a et b, on  a 

anF(a2) = anF(Pa – Q) ,    bnF(b2) = bnF(Pb – Q) , 

et, par soustract i on et par addit i on, on obti ent les égal i t és symboli ques 

(11) 

 UnF(U2) = UnF(PV – Q) 

 VnF(V2) = VnF(PV – Q) 

dans l esquel l es on rempl ace, après l e dével oppement,  l es exposants de  U  et  
de  V  par des i ndi ces, en tenant compte de l ’ exposant zéro. A i nsi l es symbol es  
U2  et  PU – Q,   V2  et  PV – Q  sont respecti vement, équi val ents, et peuvent 
être rempl acés l ’ un par l ’ autre dans l es transf ormati ons al gébri ques. 

On a, par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI ,  l es résult ats sui vants 

(12) 

 un+ p = un–p(u + 1)p , 

 un–p = un(u – 1)p , 

qui sont enti èremont anal ogues à ceux que l ’ on peut obteni r dans l a théori e des 
combi nai sons ou du tr i angl e ari t hméti que, et , en part i cul i er dans l a f ormul e du 
bi nôme des f actori el l es, due à V AN DERM ONDE. 

En prenant, pour poi nt  de départ, l ’ équati on 

x2 = x – 1 

on trouvera encore de nouvel l es rel at i ons entre l es coeff i ci ents de l a même 
pui ssance du bi nôme 

L a consi dérat i on de l ’ équati on (8) conduit  aux rel at i ons sui vantes 

(13) 
 Un+ 2r  = Vr Un+ r  – Qr Un , 

 Vn+ 2r  = Vr Vn+ r  – Qr Vn, 

qui permettent de cal cul er l es val eur des f oncti ons Un,  et Vn,  qui correspondent 
à des val eurs de l ’ argument n en progressi on ari t hméti que de rai son r . 

I nversement, on trouvera, dans l a théori e des f oncti ons ci rcul ai res et hy-
perbol i ques, des f ormul es anal ogues aux f ormul es (11) et (13). 
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SECTION   IV.    
Des relations des fonctions Un et Vn avec les déterminants. 

On peut expri mer  Un   et  Unr  ,   Vn   et  Vnr   au moyen de détermi nants ;  en 
eff et, on a l es f ormul es 

 U2 – PU1 = 0 

 U3 – PU2 + QU1 = 0 

 U4 – PU3 + QU2     *    = 0 

 U5 – PU4 + QU3 –  *         *     = 0 

 .   .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

 .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

 Un+ 1 – PUn + QUn-1 –  *        *     = 0 

on en déduit  

(14) Un+ 1 = (–1)n 

–P,    +1,    0,     0,  .   .   .   . 

+Q,   –P,   +1,    0,   .   .   .   . 

 0,  +Q,    –P,    +1,  .   .   .   . 

 0,    0,   +Q,    –P,   .   .   .   . 

.   .  .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

(n col onnes) 

On obti ent aussi  

(15)   Vn = (+-1)n 

–P,    +2,    0,     0,  .   .   .   . 

+Q,   –P,   +1,    0,   .   .   .   . 

 0,  +Q,    –P,    +1,  .   .   .   . 

 0,    0,   +Q,    –P,   .   .   .   . 

.   .  .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

(n col onnes) 

On véri f i e l es résult ats que nous venons de trouver, en dével oppant les déter-
mi nants sui vant  l es él éments de l a derni ére l i gne ou de l a derni ère col onne. 

L es val eurs de 
r

nr

U

U
 et de Vn,  s’ obt i ennent encore au moyen des détermi nants,  

en rempl açant comme l ’ ordi nai re P par Vr ,  et Q par Qr . 

Enf i n, nous f erons observer que ces f ormul es sont suscepti bl es d’ une 
grande général i sat i on ;  en eff et dans l es f ormul es (11) qui conti ennent une 
f oncti on arbit rai re, f ai sons n  successi vement égal à  1, 2, 3,  .   .   .   .   m ;  nous 
obtenons al ors m équati ons desquel l es on t i rera l a val eur de l ’ une ou de l ’ autre 
des f oncti ons U  et  V. 
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REM A RQUE,  — On peut encore pour l e dével oppement de Un empl oyer l a 
f ormul e sui vante, 

(16)                Un+ 1 =        Un+ 1 =  

   P,  Q ,      0,     0,  .   .   .   . 

Q ,     P,  Q ,      0,  .   .   .   . 

    0,  Q ,     P,  Q ,   .   .   .   . 

    0,      0, Q ,     P,   .   .   .   . 

 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

 (n col onnes) 
 
 
;  

Cependant l ’ empl oi de l a f ormul e (14) est  bi en préf érabl e. 

SECTION   V.   
 

Des relations des fonctions Un et Vn avec les fractions continues. 

L es f oncti ons Un et Vn  sont dével oppabl es en fr act i ons conti nues ;  en ef -
f et, consi dérons l ’ expressi on 

(17) 

,

...3

3
2

2
1

1
0

n

n

n

n

b

a

b

a
b

a
b

a
a

S

R

+

+
+

+
+=  

et dési gnons par Rn et  Sn,  l e numérateur et le dénomi nateur de l a ni ème réduit e ;  
on sait  que l ’ on a 

(18) 
 Rn+ 2 = bn–2Rn+1 + an+2Rn, 

 Sn+ 2 = bn+ 2Sn+ 1 + an+ 2Sn ;  

et, de pl us 

(19) RnSn+1 – Rn+ 1Sn = (–1)na1 a2 a2  .   .   .   .  an+ 1  . 

Par conséquent,  si  l ’ on pose 

a0 = b1 = b2 = .   .   .   .  = bn =    P, 

a1 = a2 = a3 = .   .   .   .  = an = – Q, 

on obti ent l ’ expressi on 

(20) 

.

.

1

−
−

−
−=+

P

Q
P

Q
P

Q
P

U

U

n

n  
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dans l aquel l e n dési gne l e nombre des quanti t és égal es à P. 

On a ai nsi ,  dans l a sér i e de FI BONA CCI  :  

(21) 

.

.1

1
1

1
1

1
1

)51()51(

)51()51(

2

1 11

+
+

+
+=

−−+
−−+ ++

nn

nn

 

dans l a séri e de FERM A T  :  

(22) 

.

.

.3
2

3

2
3

2
3

12

12 1

−
−

−
−=

−
−+

n

n

 

et dans l a séri e de PEL L  

(23) 

.

.

.2
1

2

1
2

1
2

)21()21(

)21()21(
2
1 11

−
−

−
−=

−−+
−−+ ++

nn

nn

 

D’ ai l l eurs, on a général ement 

(24) 
n

n

n

n

a

b

a

b

a
U

U






−






−

=

+

+

1

1
1

1  ;  

donc, en dési gnant par a l a pl us grande des raci nes, pri ses en val eur absol ue, 
de l ’ équati on (1), on a 

(25) L i m a
U

U

n

n =+1 , 

l orsque n augmente i ndéf i ni ment. Cependant, nous f erons observer que ce der-
ni er résult at ne s’ appl i que pas dans l e cas des séri es de troi si ème espèce, c’ est-
à-di re l orsque l es raci nes de l ’ équati on proposée (1) sont i magi nai res. 

Au moyen de cette derni ère f ormul e, i l  est f aci l e de cal cul er rapi dement 
un terme de l a séri e Un l orsque l ’ on ne connait  que l e précèdent. Soit ,  par 
exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI  
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u44  = 7014 08733, 

et 

a = 
2

51+
 = 1, 61803 39887 39894 8482 . .  . . ;  

si  l ’ on cal cul e par l es méthodes abrégées l e produit  a.u44,  à moi ns d’ une unit é 
près, on trouve exactement, pui sque un,  est ent i er 

u45 = 11349 03170. 

On peut, d’ ai l l eurs, détermi ner di rectement l e derni er chi f fr e de un ;  ai nsi dans 
ce cas part i cul i er, i l  est f aci l e de f ai re voi r que deux termes, dont les rangs, 
di f f érent d’ un mult i pl e quel conque de 60, sont termi nés par l e même chi f fr e ;  
si  l ’ on suppose al ors  p  i ntéri eur à 60, on peut démontrer que l es derni ers 
chi f fr es de  up   et de  uq,  sont compl émentai res, l orsque l a somme p + q est  
égal e à 60 ; on peut donc supposer mai ntenant p égal à 30 ; et même p i nf é-
r i eur à 15, si  l ’ on observe que l es termes u15+p  et u15–p ont les mêmes derni ers 
chi f fr es, l orsque p est i mpai r, et leurs derni ers chi f fr es compl émentai res, l ors-
que p est pai r. 

On a, pl us général ement, l a f ormul e 

(26) ( )

.

.

.

1

−
−

−
−=+

r

r

r

r

r

r

r
nr

rn

V

Q
V

Q
V

Q
V

U

U
 

dans l aquel l e l es Vr  sont en nombre n,  et, l orsque n augmente i ndéf i ni ment, 

(27) L i m r

r

rn a
U

U
=+ )1( . 

A l a f ormul e (26), correspond, d ans l a théor i e des f oncti ons ci rcul ai res l a f or-
mul e* 

(28) 

.

.

.cos2

1
cos2

1
cos2

1
cos2

sin

)1sin(

−
−

−
−=+

z
z

z
z

nz

zn
 

dans l aquel l e l ’ expressi on  2cos z  est répétée n f oi s ;  

                                                      
* Journal de Crel le, tome xvi , pag. 95 ; 1887 
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On a aussi  pour l a séri e des Vn,  l a rel at i on  

(29) 

,

2

.

.

1








−

−
−

−
−=

−

r

r

r

r

r

r

r

r

r

rn

nr

V
Q

V

Q
V

Q
V

Q
V

V

V
 

dans l aquel l e l a quanti té Vr  est répétée n f oi s. 

L es nombreuses propr i ét i és des détermi nants et des fr act i ons conti nues 
donnent l i eu à des propri étés anal ogues pour l es f oncti ons  Un  et   Vn  .  A i nsi l a 
propri été bi en connue de deux réduit es consécuti ves, renf ermée dans l a f or-
mul e (19) donne 

(30) 
 1

11
2 −

+− =− n
nnn QUUU , 

∆−=− −
+−

1
11

2 n
nnn QVVV , 

et, pl us général ement 

(31) 
 2)1(

)1()1(
2

r
rn

rnrnnr UQUUU −
+− =− , 

2)1(
)1()1(

2
r

rn
rnrnnr UQVVV ∆−=− −

+−  ;  

on a, dans l a théori e des f oncti ons ci rcul ai res, l es f ormul es anal ogues 

si n2x – si n (x – y) si n (x + y)  = si n2y, 

cos2x – cos (x – y)  cos (x + y)  = si n2y, 

I l  est d’ ai l l eurs f aci l e de véri f i er i mmédi atement les f ormul es (31), en 
rempl açant U, V et Q en f oncti on de  a  et  b.  A i nsi , on a encore 

rnrnrn
rn QbaU +++

+ −+=∆ 222222 , 
nnn

n QbaU 2222 −+=∆ ;  

donc, par soustract i on :  

[ ] [ ][ ]rrrnrn
n

r
rn babaUQU −−=−∆ ++

+
2222  , 

et, par suit e 

(32) rnrn
r

rn UUUQU ++ =− 2
22  ;  

on aura, par l a même voi e, l a rel at i on 

(33) rnrn
r

rn UUVQV ++ ∆=− 2
22  , 

L a f ormul e (32) donne pl us part i cul i èrement,  pour  r =  1,  l a rel at i on 

(34) 12
22

1 ++ =− nnn UQUU  . 
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Cette derni ère f ormul e a été appl i quée par M . GÜNTHER,  à l a résol ut i on 
de l ’ équati on i ndétermi née 

y2 – Qx2 = Kz , 

en nombres enti ers* ;  i l  est f aci l e de voi r qu’ un très-grand nombre de f ormul es 
de cette sect i on et des sui vantes, condui sent à des conséquences anal ogues, 
mai s beaucoup pl us général es. 

SECTION   VI.   
 

Développement des fonctions Un et Vn en sér ies de fractions. 

L es f ormul es (30) donnent l i eu aux dével oppements de 
n

n

U

U 1+  et 
n

n

V

V 1+  en 

séri es dont les termes ont pour dénomi nateurs l e produit  de deux termes consé-
cuti f s des séri es  U et V.  On a, en eff et, 







−++





−+





−+=

−

++

1

1

2

3

3

4

1

2

2

3

1

21 ....
n

n

n

n

n

n

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U
 , 

et, en réuni ssant les f ract i ons contenues dans chaque parenthèse, 

(35) 
nn

n

n

n

UU

Q

UU

Q

UU

Q

UU

Q

U

U

U

U

1

1

43

3

32

2

211

21 ....
−

−+ −−−−−=  ;  

on a ai nsi dans l a séri e de FI BONA CCI ,  pour augmentant indéf i ni ment 

(36) ....
13.8

1
8.5

1
5.3

1
3.2

1
2.1

1
1.1

1
1

2
51 +−+−+−+=+

 

En sui vant la même voi e, on obti ent les f ormul es pl us général es 

(37) 2

)1(

)1(

32

2

2

2)1( .... r
nrrn

rn

rr

r

rr

r

r

r

nr

rn U
UU

Q

UU

Q

UU

Q

U

U

U

U












+++−=

−

−
+  , 

et 

(38) 2

)1(2

2

00

)1( .... r
nrrn

nr

rr

r

r

r
r

nr

rn U
VV

Q

VV

Q

VV

Q

V

V

V

V
∆












+++−=

−

+  . 

On t i re encore des deux rel at i ons 

(39)   Un+ r Vn – UnVn+ r  = 2QnU r  , 
  Vn+ r Vn – 2 UnUn+ r  = QnVr  , 

                                                      
* Journal de Mathématiques pures et appli quées, de M. RESAL, pag. 331-341 ; Octobre, 1876. 
Vol. I – n°. 3.-50. 
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que nous démontrerons pl us l oi n, l es dével oppements 

(40)  

 












++++=

+−+

−

++++

+

krnrkn

rk

rnrn

r

rnr
r

n

n

n

krn

krn

VV

Q

VV

Q

VV
UQ

V

U

V

U

)1(

)1(

2

....
1

2  , 












+++−=

+−+

−

++++

+

krnrkn

rk

rnrn

r

rnr
r

n

n

n

krn

krn

UU

Q

UU

Q

UU
UQ

U

V

U

V

)1(

)1(

2

....
1

2 . 

L orsque  k  augmente i ndéf i ni ment, l es premi ers membres des égal i t és 

précédentes ont respecti vement pour l i mit es  
∆
1

 et ∆  ;  on t i endra compte 

dans l e second membre, des condit i ons de convergence. 

On peut ai nsi dével opper l a raci ne carrée d’ un nombre enti er en séri es de 
fr act i ons ayant pour numérateur l ’ unit é ;  c’ était  un usage f amil i er aux savants 
de l a Grèce et de l ’ Égypte ;  ai nsi , par exempl e, cette val eur approxi mati ve de 

3
10
1

3
1

4
3 ++=  , 

rapportée par COL UM EL L E au chapit re V de son ouvrage de Rê Rusti câ ;  ai nsi 
encore, cette val eur approxi mati ve de 

4
34.12

1

4.3

1

3

1
12 +−++= , 

donnée par l es auteurs i ndi ens BAU DHA Y A NA  et A PA STA M BA
* ;  cette val eur 

approxi mati ve est égal e au rapport des termes  V8 = 577  et  U8 = 408, de l a 
séri e de PEL L . 

SECTION   VII . . 
Des relations des fonctions  Un  et  Vn  avec la théor ie de la divisibil i té. 

Si nous posons  5  = ar   et  6  = br  ,  et, par suit e,  5 6  = Qr  ,  nous obtenons, 
par l a f ormul e qui donne l e quoti ent de  5 n – 6 n  par  5  – 6  ,  l es résult ats sui -
vants :  

1°. L orsque  n  dési gne un nombre pai r  :   

(41) r

r
n

rn
r

rn
r

rn
r

nr VQVQVQV
U

U 





 −

−−− ++++=
1

2
)5(

2
)3()1( ....  ;  

2°.   L orsque  n  dési gne un nombre i mpai r  :  

(42) r

r
n

rn
r

rn
r

rn
r

nr VQVQVQV
U

U 





 −

−−− ++++= 2

1

)5(
2

)3()1( ....  ;  

                                                      
* The Çulvasûtras by G. THIBAUT, pag. 13-15. Journal of the Asiatic Society of Bengal, 1875. 
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L e quoti ent de 7 n – 8 n  par  7  + 8 ,  l orsque  n  dési gne un nombre pai r ,  donne 
encore 

(43) r

n
r

rn
r

rn
r

rn
r

nr UQUQUQU
V

U 1
2

)5(
2

)3()1( )(....
−

−−− −+−+−=  , 

et le quoti ent de 7 n 9 : n  par  7 + 8 ,  l orsque  n  dési gne un nombre i mpai r ,  
donne enf i n 

(44) 2

1

)5(
2

)3()1( )(....
−

−−− −+−+−=
n

r
rn

r
rn

r
rn

r

nr QVQVQV
V

V
 . 

Pour n = 2, on retrouve l a f ormul e 

(3) U2r  = U r Vr  , 

et, pour  n = 3 , on a 

(45) 
 U3r  = U r  (  V2r  + Qr  )  , 

V3r  = Vr  (  V2r  – Qr  )  . 

L es rel at i ons précédentes nous montrent que  Um  est  touj ours di vi si bl e par 
Un,  l orsque  m  est di vi si bl e par  n ;  de même  Vm  est touj ours di vi si bl e par  
Vn,  l orsque  m  est i mpai r et di vi si bl e par  n ;  par conséquent  Um   et  Vm  ne 
peuvent être des nombres premi ers, que si  m  est premi er ;  mai s l a réci proque 
de ce théorème n’ a pas l i eu. 

Dans l a séri e de FI BONA CCI ,   u3 est di vi si bl e par 2,  u4 est di vi si bl e par 3,  
u5 est di vi si bl e par 5 ;  par conséquent, u3n,  u4n et u5n,  sont respecti vement 
di vi si bl es par 2, 3,  et 5. A i nsi encore, bi en que 53 soit  premi er on a 

u53 = 953 ;  559 45741. 

Reprenons l es égal i t és 

(6) Vn + < Un = 2an ,     Vn – < Un = 2bn ;  

nous obtenons, en mul t i pl i ant membre à membre, l a rel at i on 

(46) n
nn QUV 422 =∆−  , 

qui correspond, en tr i gonométri e, à l a f ormul e 

cos2z + si n2z = 1. 

Cette rel at i on nous montre que si Un et Vn admettai ent un di vi seur com-
mun = , ce di vi seur serait  un f acteur de Q ;  mai s, d’ autre part, 

nn

n
PP

V 




 −+





 +=

22
δδ

, 

et, en suppri mant les mult i pl es de Q,  ce qui revi ent évi demment à rempl acer >
 par Q,  on a l a congruence. 

(47) n
n PV ≡ ,      (M od. Q) ;  
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donc, tout di vi seur  ?   de  Un et Vn  di vi serait  P et Q ;  or nous avons supposé 
premi ers entre eux. De l à résult e cette proposit i on :  

THEOREM E :  Les nombr es  Un et Vn   sont pr emi ers entr e eux. 

Si l ’ on dési gne par  @  l ’ exposant auquel appart i ent  P  sui vant le modul e 
Q, on sait  que l a congruence 

1≡nP ,      (M od.  Q),  

est véri f i ée pour toutes l es val eurs de  n  égal es à un mult i pl e quel conque de @ ,  @  étant lui -même un certai n di vi seur de l ’ i ndi cateur  A (Q) de Q,  ou du nombre 
des enti ers i nf éri eurs et premi ers à Q ;  par conséquent,  à cause de l ’ égal i t é 
(47), on résoudra l a congruence 

(48) 1≡nV ,       (M od.  Q), 

par toutes l es val eurs de  n  égal es à un mul t i pl e quel conque de @ . 

SECTION   VII I .   
 

Des formes li néaires et quadratiques des diviseurs de  Un et Vn , qui corr espondent aux 
valeurs paires et impaires de l ’ argument  n. 

L a f ormul e (46) conduit  encore à d’ autres conséquences i mportantes sur 
l a f orme des di vi seurs de Un et de Vn,  car on en déduit  i mmédi atement les pro-
posi ti ons sui vantes, sui vant que l ’ on consi dère  n  égal à un nombre pai r ou à 
un nombre i mpai r. 

THEOREM E :  Les ter mes de r ang i mpai r de l a ser i e Un sont des di vi seurs 
de l a for me quadr at i que  x2 – Qy2. 

En tenant compte des résult ats bi en connus de l a théori e des di vi seurs des 
f ormes quadrat i ques, on a, en part i cul i er, pour l es f ormes l i néai res corres-
pondantes des di vi seurs premi ers i mpai rs de U2r + 1 

dans l a séri e de  FI BONA CCI :   4q + 1; 

  ”          ”     FERM A T:  8q + 1, 7 ;  

  ”          ”           PEL L  :    4q + 1. 

A i nsi , l es termes de rang i mpai r de l a séri e de FI BONA CCI ou de l a séri e 
de PEL L  ne peuvent conteni r comme di vi seur aucun nombre premi er de l a 
f orme 4q + 3. 

THEOREM E :  Les ter mes de r ang pai r de l a sér i e Vn sont des di vi seurs de 
l a for me quadr at i que  x2 + B y2. 
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En part i cul i er, l es f ormes l i néai res correspondantes des di vi seurs pre-
mi ers i mpai rs de  V2r   sont 

dans l a séri e de FI BONA CCI :    20q + 1, 3, 7,  9 ;  

  ”           ”         FERM A T  :        4q + 1 ; 

  ”           ”          PEL L  :            8q + 1, 3. 

THEOREM E :  Les ter mes de r ang i mpai r de l a sér i e  Vn  sont des di vi seurs 
de l a for me quadr at i que  x2 + Q C y2. 

En part i cul i er, l es f ormes l i néai res correspondantes des di vi seurs pre-
mi ers i mpai rs de  V2r +1  sont 

dans l a séri e de  FI BONA CCI :    20q + 1,  9, 11, 19 ;  

  ”           ”          FERM A T  :        8q + 1, 3 ;  

  ”           ”          PEL L  :             8q + 1, 7. 

SECTION   IX.   
 

Des formules concernant l ’ addi tion des fonctions numériques. 

En mult i pl i ant membre à membre l es rel at i ons 

Vm D C Um = 2am    Vn D C Un = 2an , 
on obti ent, 

V m V n D E F mUn D C G F mV n + UnV m]  = 4am+ n ;  

si  l ’ on change  a  en  b H I J C I K – C  ,  on d éduit  ensuit e par addit i on et par 
soustract i on, l es f ormul es 

(49) 
 2Um+ n = UmV n + UnV m , 

2V m+ n = V mUn D E F mUn , 

auxquel l es correspondent en tr i gonométri e l es f ormul es de l ’ addit i on des arcs :  

si n (x + y)  = si n x cos y + si n y cos x , 
cos (x + y) = cos x cos y – si n x si n y . 

Si nous changeons  n  en  – n dans l es f ormul es (49), en tenant compte des re-
l at i ons 

(50) 
n
n

n
Q

U
U −=− .  ,      

n
n

n
Q

V
V =−  , 

nous obtenons 

(51) 
 2QnUm–n = UmV n – UnV m , 

2QnV m–n = V mUn – E F mUn ;  

en f ai sant  m = n + r ,  on obti ent les f ormul es (39) données pl us haut. 
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L a comparai son des égal i t és (49) et (51) nous donne i mmédi atement 
Um+ n + QnUm–n = UmVn , 
Um+ n – QnUm–n = UnVm ;  

posons mai ntenant 
m + n = r ,      m – n = s , 

i l  vi ent 

(52) 
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2
srsrs

sr

r VUUQU −+

−

=+  , 

22

2
srsrs

sr

r VUUQU −−

−

=−  ;  

ces rel at i ons sont enti èrement sembl abl es à cel l es qui permettent de transf or-
mer l a somme ou l a di f f érence de deux l i gnes tr i gonométri ques, en un produit .  
On a, de même 

(53) 
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2
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On aura encore, comme pour l a somme des si nus ou des cosi nus d’ arcs en 
progressi on ari t hméti que 

(54) 
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et, par suit e 

(55) 
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On trouve des f ormul es beaucoup pl us si mpl es en partant des rel at i ons 

(13)  Un+ 2r  = Vr Un+ r  – Qr Un , 
Vn+ 2r  = Vr Vn+ r  – Qr Vn   ;  

si  l ’ on rempl ace successi vement  n  par 0, r ,  2r ,  . . .  (  n – 1) r ,  et si  l ’ on aj oute, 
on ob ti ent 

(56) 
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Ces f ormul es se présentent sous une f orme i ndétermi née l orsque l e dénomi na-
teur s’ annul e, c’ est-à-di re pour 

1 + ar br  – ar  – br  = 0 , 

ou bi en 

(1 – ar ) (1 – br ) = 0 ;  

c’ est-à-di re pour l es val eurs de  a  ou de  b  égal es à l ’ unit é ;  dans ce cas, on 
empl oi e l e procédé de sommati on de l a progressi on géometri que. On a 
d’ ai l l eurs, dans l a séri e de FI BONA CCI ,  pour  r  = 1 et  r  = 2 , 

u1 + u2 +u3 + .  .   .   .  +un  =  un+2 – 1 , 

u2 + u4 +u6 + .  .   .   .  +u2n = u2n+ 1 – 1 , 

v1 + v2 +v3 + .  .   .   .  +vn  =  vn+ 2 – 3 , 

v2 + v4 +v6 + .  .   .   .  +v2n = v2n+1 – 1 , 

On trouvera encore pl us général ement, 

(57) 
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.. )1(
32  , 

et un résult at anal ogue en changeant U en V. 

L a f ormul e d’ addit i on peut s’ écri re encore 

mn
n

m

n

nm VV
U

U

U

U +=+2  ;  

on a, par conséquent 

(58)
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On en déduit  i mmédi atement cette proposit i on :  

THEOREM E :  Le pr oduit  de n ter mes consécuti f s de l a sér i e Un est di vi si -
bl e par l e pr oduit  des n pr emi ers ter mes. 

Nous termi nerons ce paragraphe par l a démonstrat i on de f ormul es d’ une 
extrême i mportance ; car el l es nous servi ront ult ér i eurement comme base de l a 
théori e des f oncti ons numéri ques doubl ement péri odi ques, déduit es de l a 
consi dérat i on des f oncti ons symétri ques des raci nes des équati ons du troi si ème 
et du quatr i ème degré à coeff i ci ents commensurabl es. L es f ormul es (30) nous 
donnent 

;
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on en déduit   

[ ]221
11

2
11

2
n

nm
m

n
nnmmmn UQUQUUUUUU −−

+−+− −=−  , 

et, par l es f ormul es (32) 

(A) nmnm
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11

2
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2  ;  

on a, de même 
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En part i cul i er, pour  m = n + 1, et pour  m = n + 2, on a 

(B) 
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Et des f ormul es anal ogues pour l es  Vn. 

L es f ormul es (A) et (B) appart i ennent à l a théori e des f oncti ons el l i pt i -
ques, et, pl us spéci al ement, aux f oncti ons que JA COBI  a dési gnées par l es sym-
bol es L  et M . 

SECTION   X.   
 

De la somme des carr és des fonctions numériques Un et Vn . 

Si dans l a rel at i on sui vante 

(59) )(2
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nous supposons successi vement  x  égal à 0, 1, 2, 3, .  n, et si  nous aj outons 
membre à membre l es égal i t és obtenues, après avoi r di vi sé respect i vement par  

1,  Q N + O ,   Q2( N + O ) ,   .   .   .   .  Qn( N + O ) ,   .   . 

nous obtenons l a f ormul e 
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en part i cul i er, pour  2P  = r   et  2 Q  = s , 
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et, pl us part i cul i érement encore 

(62) 
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Par un procédé anal ogue, on trouvera aussi l es val eurs de 
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En part i cul i er 

(63) 
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On a aussi , dans l e cas général , 

(64) 
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On a, par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI  

(65) 
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l a f ormul e pl us si mpl e 

(66) 1
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donne ai nsi , pour l e côté du décagone régul i er étoi l é, cette expressi on 
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On a encore, dans cette séri e 

(68) 

 
2
2212433221 ... nnn uuuuuuuuu =++++ −  , 

1... 2
12122433221 −=++++ ++ nnn uuuuuuuuu  . 

SECTION   XI.   
 

Des relations des fonctions Un et Vn avec la théor ie du plus grand commun diviseur . 

Nous avons trouvé l a f ormul e 

2 Um+ n = UmVn + UnVm  . 

par conséquent, si  un nombre i mpai r quel conque  R   di vi se  Um+ n  et  Um ,  i l  
di vi se  UnVm   ;  mai s nous avons démontré (§ 17) que  Um  et  Vm  sont premi ers 
entre eux ; donc  R  ,di vi se  Un.  I nversement,  tout nombre i mpai r qui di vi se  Un  
et  Um  di vi se  Um+ n ;  donc, en ne tenant pas compte du f acteur 2, on a cette 
proposit i on f ondamental e :  

THEOREM E:  Le pl us gr and commun di vi seur de Um et de Un est égal à 
UD  ,  en dési gnant par D l e pl us gr and commun di vi seur de m et de n. 

En part i cul i er, l es termes  Um   et   Un  sont premi ers entre eux l orsque  m  
et  n  sont premi ers entre eux, car  U1  est égal à l ’ unit é. On déduit  d’ ai l l eurs 
du théorème f ondamental un grand nombre de proposit i ons enti èrement sem-
bl abl es à cel l es que l ’ on obti ent dans l a théori e du pl us grand commun di vi seur 
et du pl us peti t  mult i pl e commun de pl usi eurs nombres donnés. 

I l  résult e encore de ce qui précède que, dans l a recherche du pl us grand 
commun di vi seur de deux termes  Um  et  Un ,  l es restes successi f s f orment 
aussi des termes de l a séri e ;  en part i cul i er, l es restes successi f s de deux ter-
mes consécuti f s donnent, dans l e cas de  Q  négati f ,  tous l es termes de l a séri e 
décroi ssante, à part i r  du pl us peti t  d’ entre eux.  L A M E 

* a observé que, dans l a 
recherche du pl us grand commun di vi seur de deux nombres quel conques, l e 
nombre des restes est au pl us égal au nombre des termes de l a séri e de FI BO-

NA CCI ,  i nf éri eurs au pl us peti t  des deux nombres donnés, et i l  en a déduit  ce 
théorème : 

Le nombre des divisions à effectuer dans la recherche du plus grand commun di-
viseur de deux nombres donnés est au plus égal , dans le système ordinaire de numéra-
tion, à cinq fois le nombre des chi ffres du plus petit des deux nombres donnés. 

                                                      
* Comptes rendus de l ’ Académie des Sciences de Paris, t. xix, pag. 868.  Paris, 1844. 
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On trouverait  une l i mi te pl us rapprochée, en cal cul ant par l ogari t hmes l e 
rang du terme de l a séri e de FI BONA CCI  i mmédi atement i nf éri eur au pl us peti t  
des nombres donnés. On voit  ai sément qu’ i l  suff i rai t ,  en dési gnant ce pl us peti t  
nombre par  A ,  de prendre l e pl us peti t  ent i er contenu dans l a fr act i on 

209.0

349.0log

2

51
log

5loglog +=
+

+ AA
 . 

M ai s i l  est préf érabl e de s’ en teni r à l a l i mit e donnée par l ’ él égant théo-
rème que nous venons de rappel er. 

SECTION   XII .   
 

De la multi pl ication des fonctions numériques. 

On peut expri mer l es val eurs de  Un   et  Vn  qui correspondent à toutes l es 
val eurs enti ères et posit i ves de  n ,  en f onct i on des val eurs i ni t i al es ;  en eff et, 
on a successi vement, pour  U,  par exempl e, 

(69) 

 U2 = PU1 – QU0 , 

U3 = (P2 – Q)U1 – QPU0 , 

U4 = (P3 – 2PQ)U1 – Q(P2 – Q)U0 , 

U5 = (P4 – 3P2Q + Q2)U1 – Q(P3 – 2PQ)U0 , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

On observera d’ abord que si  S n  dési gne l e coeff i ci ent de  Un  dans  Un+ 1  on a 
en général , 

Un+ 1 = S nU1 – Q S n–1U0 

L e coeff i ci ent  S n–1  est une f oncti on homogène et de degré  n ,  de  P  et 
de  Q ,  en y consi dérant  P  au premi er degré et  Q  au second. Si l ’ on f orme l e 
tabl eau des coeff i ci ents de  S n ,  on retrouve ai sément le tr i angl e ari t hméti que, 
mai s dans une di sposi t i on spéci al e. On a d’ ai l l eurs, ai nsi qu’ on peut le véri f i er 
a poster or i  

(70) 
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et, en même temps 
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(71) 
 Un+ 1 = T nU1 – Q T n–1U0 , 

Vn+ 1 = T nV1 – Q T n–1V0 , 

avec l es condit i ons i ni t i al es 

U0 = 0 ,      U1 = 1 ,     V0 = 2 ,     V1 = P ;  

par conséquent,  on a encore 

T n = Un+1 . 

On a, en part i cul i er, dans l a séri e de FI BONA CCI ,  pour  P = 1  et  Q = –1 ,  

(72) 1 + Cn–1,1 + Cn–2,2 + Cn–3,3  +  .  .   .  = un , 

et, pour  P = 1,  Q = 1, 

(73) 1 – Cn–1,1 + Cn–2,2 – Cn–3,3 +  .   .   .  = 
3

sin
3

2 πn
 

L es f ormul es précédentes se général i sent ai sément par l a consi dérat i on de 
l ’ équati on (8). En eff et, si  l ’ on pose 

(74) 
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on obti ent, comme ci -dessus, 

(75)  
Um+ 2nr  = U n–1Um+ r  – Qr U n–2Um , 

Vm+ 2nr  = U n–1Vm+ r  – Qr U n–2Vm , 

et, pour  m = 0, on a encore l a rel at i on 

(76) 
r

nr
n U

U2
1 =−ψ  , 

qui permet de cal cul er i nversement la f onct i on  U   à l ’ ai de des val eurs de  U.  

D’ ai l l eurs, cette rel at i on, dans l aquel l e  n  dési gne un nombre enti er, a l i eu 

quel l e que soit  l a val eur de  r  ;  on a ai nsi , pour  r  = 0, l a f ormul e 

(77) n = 2n–1 – Cn–2,12n–3 + Cn–3,22n–5 – Cn–4,32n–7 + .  .   .   . 

Nous f erons observer que l es résult ats précédents correspondent aux dével op-

pements bi en connus de  
z

nz

sin

sin
  et de cosnz sui vant les pui ssances de cosz,  ob-

tenus pour l a premi ère f oi s par V I ETE. * 

                                                      
* OPERA, Leyde, 1646, pag. 295-299. 
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SECTION   XII I .   
 

De la loi de la répéti tion des nombres premiers dans les sér ies récurentes  
simplement pér iodiques. 

Nous expri merons encore l es f oncti ons  Unp   et Unp  ,  en f oncti ons enti ères 
de Un et de Vn,  par des f ormul es anal ogues à cel l es qui ont été données par 
M OI V RE et par L AGRAN GE.* 

En eff et, si  l ’ on dési gne par n
mC  l e nombre des combi nai sons de  m  obj ets 

pri s n à n, on  a l a rel at i on sui vante :  

(78)
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que l ’ on peut véri f i er  à poster i or i ,  et dans l aquel l e tous l es coeff i ci ents sont 
enti ers, pui sque l ’ on a 
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p
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Posons, dans l ’ hypothèse de  p  i mpai r , V  = an    et    W  = – bn, 

nous obtenons 

(79)
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L a f ormul e précédente conduit  à l a l oi  de l a répéti t i on des nombres 
pre²mi ers dans l es sér i es récurrentes que nous consi dérons i ci .   Dans l a séri e 
naturel l e des nombres enti ers, un nombre premi er  p  apparait  pour l a premi ère 
f oi s, à son rang, et à l a premi ère pui ssance ;  i l  arr i ve à l a seconde pui ssance au 
rang  p2 ,  à l a troi si ème au rang  p3 ,  et ai nsi  de suit e ;  de pl us, tous l es termes 
di vi si bl es par  p X   occupent un rang égal à un mult i pl e quel conque de  p X  .   
M ai s dans l es séri es récurrentes si mpl ement péri odi ques, i l  n’ en est pas com-
pl ètement ai nsi .  Nous démontrons pl us l oi n que l es termes de cel l es-ci  
conti ennent, à des rangs détermi nés, tous l es nombres premi ers ;  mai s si  ces 
nombres premi ers  p  n’ apparai ssent pas, pour l a premi ère f oi s, dans l a séri e au 
rang  p ,  cependant i l s s’ y reprodui sent à i nterval l es égaux à  p , comme dans 

                                                      
* Commentarii Acad.  Petrop., t. XII I , ad annum MDCCXLI-XLIII , pag. 29. Leçons sur le calcul 

des fonctions, pag. 119. 
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l a séri e ordi nai re, et l ’ appari t i on de l eurs pui ssances successi ves se f ait  comme 
dans l a séri e naturel l e.  A i nsi , en général , dans l ’ étude ari t hméti que des séri es, 
deux l oi s sont à consi dérer :  la l oi  de l ’ appar i t i on des nombres premi ers, et la 
l oi  de l a r épéti t i on. 

Nous démontrerons, pour l ’ i nstant, que l a l oi  de l a répéti t i on est identi -
quement la même dans l a séri e naturel l e, et dans l es séri es des Un. En eff et, si   
p  dési gne un nombre premi er, et  Un  l e premi er terme de l a séri e di vi si bl e par 
p Y ,  on observera que l e derni er terme de l a f ormul e précédente est di vi si bl e par  
p Y + 1 ,  et non par une pui ssance supéri eure de  p ;  on a donc l a proposit i on f on-
damental e sui vante :  

THEOREM E :  Si Z  dési gne l e pl us gr and exposant d’ un nombr e pr emi er  p 
contenu dans Un  ,  l ’ exposant de l a pl us haute pui ssance de  p , qui di vi se Un ,  
est égal à  Z + 1. 

A i nsi , par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI ,   u8  est  di vi si bl e par 7 ;  
donc  u56  est di vi si bl e par  72   et non par  73 ;  dans l a séri e de PELL ,   u7  et   
u30,  sont respecti vement di vi si bl es par  132   et par  312 ;  donc  U91  et  U930  
sont di vi si bl es par  133  et par  313,  et non par des pui ssances supéri eures. 

I nversement, si   ap±bp  est di vi si bl e par  p Y ,  a±b est di vi si bl e par  p Y - 1 ;  
ce résult at donne des conséquences i mportantes dans l a théori e de l ’ équati on 
i ndétermi née 

xp + yp + zp = 0 , 

dont l ’ i rrésol ubi l i t é, non démontrée j usqu’ à présent, consti t ue l a derni ère pro-
posit i on de FERM A T .  

SECTION   XIV.   
 

Nouvell es formes li néaires et quadratiques des diviseurs de  Un  et de  Vn . 

L a f ormul e (79) donne, successi vement, pour  p  égal à  3, 5, 7, 9,  .  .  .  l es 
f ormul es sui vantes 

(80) 

 
n

n
nn UQUU 33

3 +∆= , 

n
n

n
n

nn UQUQUU 2352
5 55 +∆+∆= , 

n
n

n
n

n
n

nn UQUQUQUU 7147 325273
7 +∆+∆+∆= , 

n
n

n
n

n
n

n
n

nn UQUQUQUQUU 4335227394
9 930279 +∆+∆+∆+∆= , 

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

nn UQUQUQUQUQUU 53452373294115
11 1155774411 +∆+∆+∆+∆+∆= , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 
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On a ai nsi  

(81) n
n

n

n QU
U

U
323 +∆= , 

et, par suit e, l a proposit i on sui vante :  

THEOREM E :  Les di vi seurs de 
n

n

U

U3  sont des di vi seurs de l a for me quadr a-

t i que  [ x2 + 3Qny2. 

En part i cul i er, l es f ormes l i néai res des di vi seurs premi ers i mpai rs de 
n

n

U

U

2

6  sont 

 pour l a séri e de  FI BONA CCI :   30q + 1, 17, 19, 23 ;  
   “          “     FERM A T  :  6q + 1 ; 
   “          “      PEL L  :  24q + 1, 5,  7, 11 ;  

et les f ormes l i néai res des di vi seurs premi ers i mpai rs de 
12

)12(3

+

+

n

n

U

U
 sont 

 pour l a séri e de  FI BONA CCI :   60q + 1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59 ;  
   “          “     FERM A T  :  24q + 1,  5, 7, 11 ;  
   “          “      PEL L  :  24q + 1,  5, 19, 23. 
On a aussi  

(82) nn
n

n

n QQU
U

U 2225 5)52(4 −+∆=  , 

et, par suit e :  

THEOREM E :  Les di vi seurs de 
n

n

U

U5  sont des di vi seurs de l a for me quadr a-

t i que  x2 – 5y2. 

L es f ormes l i néai res des di vi seurs premi ers i mpai rs sont, dans l es troi s 
séri es pri ses pour exempl es, 

20q + 1,   9,   11,  19. 

Nous avons aussi  

(83) [ ] 22237 7724 n
n

n
n

n
n

n VQUQU
U

U ++∆∆= , 

et, par suit e :  

THEOREM E :  Les di vi seurs de 
n

n

U

U7 sont des di vi seurs de l a for me quadr at i -

que  [ x2 + 7y2. 

Supposons mai ntenant que p dési gne un nombre pai r ,  et f ai sons encore, 
dans l a f ormul e (78), 

\  = an,     ]  = – bn , 
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nous obtenons 

(84)
    

....

....
21

221
1

4421
3

22

++

+++=

−−−
−−

−−
−

−−

rp
n

rpnrr
rp

ppn
p

p
n

pnp
n

p
np

UQC
r

p

UQC
p

UQ
p

UV

δ

δδδ
 

On a, en part i cul i er, pour  p = 2, l a f ormul e 

(85) n
nn QUV 22

2 +∆= , 

et, par conséquent, l a proposit i on sui vante :  

Théorème :  Les di vi seurs de V2n sont des di vi seurs de l a for me quadr at i -
que ̂ x2 + 2Qny2. 

L es f ormes l i néai res correspondantes des di vi seurs premi ers i mpai rs sont, 
pour  n  pai r  

 dans l a séri e de  FI BONA CCI :   40q + 1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37 ;  
   “          “     FERM A T  :  8q + 1, 3 ;  
   “          “      PEL L  :  4q + 1 ;  

et, pour  n  i mpai r  

 dans l a séri e de  FI BONA CCI :   40q + 1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39 ;  
   “          “     FERM A T  :  4q + 1 ;  
   “          “      PEL L  :  4q + 1 ;  

On devra, dans l es appl i cat i ons, combi ner ces résult ats avec ceux que nous 
avons donnés dans l a Secti on V I I I . 

Fai sons enf i n dans l a f ormul e (79), _  = an,     ̀  = bn , 

nous obtenons, en supposant indi f f éremment que  p  est égal à un nombre pai r  
ou à un nombre i mpai r  :  

(86) ...)1(...
21

21
1

421
3

2 +−+−+−= −−
−−

−
−

− rp
n

nrr
rp

rp
n

n
p

p
n

np
nnp VQC

r

p
VQC

p
VQ

p
VV  

On a ai nsi , en f ai sant successi vement  p  égal à 2, 3, 4, 5, 6, .  .  . l es résult ats 
sui vants 

(87) 

 
n

nn QVV 22
2 −= , 

n
n

nn VQVV 33
3 −= , 

n
n

n
nn QVQVV 224

4 24 +−= , 

n
n

n
n

nn VQVQVV 235
5 55 +−= , 

n
n

n
n

n
nn QVQVQVV 32246

6 296 −+−= , 
.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

qui condui sent encore à des f ormul es enti èrement sembl abl es aux précédentes. 
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SECTION   XV .   
 

Des relations des.fonctions  Un et Vn  avec les radicaux continus. 

On t i re de l ’ équati on   

  x2 = Px – Q , 

l a f ormul e PxQx +−=  , 

et, successi vement 

PxQPQx +−+−=  , 

PxQPQPQx +−+−+−=  , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    ;  

par conséquent,  pui sque l ’ on peut supposer  P  posit i f ,  on a, pour  Q  négati f , 

(88) .... Lim. +−+−+−= QPQPQa  , 

a  dési gnant l a raci ne posit i ve de l ’ équati on proposée. A i nsi ,  dans l a séri e de 
FI BONA CCI  

....1111 Lim.
2

51 ++++=+
 , 

dans, l a séri e de PEL L , 

....1212121 Lim.21 ++++=+  , 

et, dans l a séri e de FERM A T, 

....2222 Lim.2 ++++=  . 

On sait  que ce derni er radi cal se présente dans l e cal cul de  a  ,  par l a méthode 
des péri mètres, i magi née par A RCHI M EDE. 

M ai s l es résult ats obtenus dans l a sect i on précédente, condui sent à des 
f ormul es pl us i mportantes, qui t rouveront l eur empl oi dans l a recherche des 
grands nombres premi ers. On t i re, par exempl e, de l a premi ère des f ormul es 
(87) 

n
n

n VQV 22 +=  ;  

et, de même, en changeant n en 2n,  4n,  8n,  ... 

n
n

n VQV 4
2

2 2 +=  , 

n
n

n VQV 8
4

4 2 +=  , 

n
n

n VQV 16
8

8 2 +=  ;  
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et, par suit e, 

(89) 

 
n

n
n VQV 22 += , 

n
nn

n VQQV 4
222 ++= , 

n
nnn

n VQQQV 8
42 222 +++= , 

n
nnnn

n VQQQQV 16
842 2222 ++++= , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    , 
et ai nsi i ndéf i ni ment.  Ces f ormul es sont anal ogues à cel l es que l ’ on obti ent 

pour 
4

cos
π

,  
8

cos
π

,  
16

cos
π

,  
32

cos
π

,  .  .  .  r2
cos

π
 . 

L a seconde des rel at i ons (87) donne de l a même f açon 

(90) 

 

n

nn
n V

V
QV 33 += , 

n

nnn
n V

V
QQV

2

6232 ++= , 

n

nnnn
n V

V
QQQV

4

1242 322 +++= , 

ces f ormul es sont sembl abl es à cel l es que l ’ on obti ent pour 
6

cos
π

,  
12

cos
π

,  

24
cos

π
,  .  .  .  r2.3

cos
π

 . 

L a troi si ème des rel at i ons (87) conduit  encore à des f ormul es qui corres-

pondent à cel l es qui donnent 
10

cos
π

,  
20

cos
π

,  
40

cos
π

,  .  .  .  r2.5
cos

π
 ;  et ai nsi de 

quel ques autres. 

SECTION   XVI.   
 

Dévelopements des puissances de Un et de Vn en fonctions l inéaires des termes dont les 
arguments sont des mul tiples de  n. 

On peut expri mer l es pui ssances de Un et de Vn en f oncti ons l i néai res des 
termes dont les rangs sont des mult i pl es de n, p ar des f ormul es anal ogues à 
cel l es qui donnent les pui ssances de si n z et de cos z,  dével oppées sui vant les 
si nus,et les cosi nus des mult i pl es de l ’ arc z.  En dési gnant d’ abord par p un 
nombre i mpai r ,  l e dével oppement de ( b  – c )p,  donne 

...)(
2.1

)1(
)(

1
)()( 442222 −−

−
+−−−=− −−−− ppppppp ppp βαβαβααββαβα  
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et, par suit e, en f ai sant d
= an,     e  = bn, 

on obti ent la f ormul e 

(91)      np
n

np
n

pn
p
n

p

UQ
pp

UQ
p

UU )4(
2

)2(
2

1

2.1

)1(

1 −−

− −+−=∆  

                          n

p

np
n UQ

p

p
pp

UQ
pppp 2

1

)6(
3

2
1

....2.1

2
3

...)1(
......

3.2.1
)2)(1(

−

− −

+−
±++−−− . 

On a successi vement,  pour p égal à 3, 5, 7,  9, . . . 

(92) 

 
n

n
nn UQUU 33

3 −=∆ , 

n
n

n
n

nn UQUQUU 2
35

52 105 +−=∆ , 

n
n

n
n

n
n

nn UQUQUQUU 4
3

2
57

73 35217 −+−=∆ , 

n
n

n
n

n
n

n
n

nn UQUQUQUQUU 6
3

4
5

2
79

94 12684369 +−+−=∆ , 
.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

L e dével oppement de (
d

 – e )p donne encore, en supposant mai ntenant que p 
dési gne un nombre pai r  :  

(93)      np
n

np
n

pn
p
n

p

VQ
pp

VQ
p

VU )4(
2

)2(
2

2.1

)1(

1 −−
−+−=∆  

                          ,

2
....2.1

1
2

...)1(
......

3.2.1

)2)(1( 2
)6(

3 n
p

np
n Q

p

p
pp

VQ
pppp

+−
±++−−− −  

et, pour  p  successi vement égal à 2, 4, 6, 8, . .  . 

(94) 

 
n

nn QVU 22
2 −=∆ , 

n
n

n
nn QVQVU 2

24
42 64 +−=∆ , 

n
n

n
n

n
nn QVQVQVU 3

2
2

46
63 20156 −+−=∆ , 

n
n

n
n

n
n

n
nn QVQVQVQVU 4

2
3

4
2

68
84 7056288 +−+−=∆ , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

L e dével oppement de (
d

 – e )p donne, dans l ’ hypothèse de p égal à un nombre 
i mpai r , 

(95)          np
n

np
n

np
p

n VQ
pp

VQ
p

VV )4(
2

)2( 2.1

)1(

1 −−
−++=  

                        n

n
p

np
n VQ

p

p
pp

VQ
ppp 2

1

)6(
3

2
1

...2.1

2
3

...)1(
......

3.2.1
)2)(1(

−

− −

+−
+++−−+  , 

et, pl us part i cul i èrement 
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(96) 

 
n

n
nn VQVV 33

3 += , 

n
n

n
n

nn VQVQVV 2
35

5 105 ++= , 

n
n

n
n

n
n

nn VQVQVQVV 3
3

2
57

7 35217 +++= , 

n
n

n
n

n
n

n
n

nn VQVQVQVQVV 4
3

3
5

2
79

9 12684369 ++++= , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

De même, l orsque  p  dési gne un nombre pai r , 

(97)       np
n

np
n

np
p

n VQ
pp

VQ
p

VV )4(
2

)2( 2.1

)1(

1 −−
−++=  

                     
n

p

np
n Q

p

p
pp

VQ
ppp 2

)6(
3

2
...2.1

1
2

...)1(

......
3.2.1

)2)(1(













 +−

+++−−+ −  , 

on a, pl us part i cul i èrement, 

(98) 

 n
nn QVV 22

2 += , 

n
n

n
nn QVQVV 2

24
4 64 ++= , 

n
n

n
n

n
nn QVQVQVV 3

2
2

46
6 20156 +++= , 

n
n

n
n

n
n

n
nn QVQVQVQVV 4

2
3

4
2

68
8 7056288 ++++= , 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

L es rel at i ons (91), (93), (95) et (97) sont el l es mêmes des cas part i cu-
l i ers des f ormul es sui vantes :  

(99) 

 

( ) ...
3.2.1

)2)(1(

2.1

)1(

1 )6(
3

)4(
2

2)( +−−+−++= −−−− rm
r

rm
r

rm
r

mrrnm
n

r UQ
nnn

UQ
nn

UQ
n

UUV , 

( ) ...
3.2.1

)2)(1(

2.1

)1(

1 )6(
3

)4(
2

2)( +−−+−++= −−−− rm
r

rm
r

rm
r

mrrnm
n

r VQ
nnn

VQ
nn

VQ
n

VVV , 

( ) ...
2.1

)1(2

1

2
)4(

2
2)2(

2 −−+−=∆ −−− rm
r

rm
r

mrrnm
n

r
n UQ

nn
UQ

n
UUU , 

( ) ...
2.1

)12(2

1

2
)4(

2
2)2(

2 −−+−=∆ −−− rm
r

rm
r

mrrnm
n

r
n VQ

nn
VQ

n
VVU , 

( ) ...
2.1

2.)12(

1

12
)4(

2
2)12(

12 −+++−=∆ −−−−
+

rm
r

rm
r

mrrnm
n

r
n UQ

nn
UQ

n
UUU , 

( ) ...
2.1

2.)12(

1

12
)4(

2
2)12(

12 −+++−=∆ −−−−
+

rm
r

rm
r

mrrnm
n

r
n VQ

nn
VQ

n
VVU   . 
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Ces rel at i ons trouvent pri nci pal ement leur empl oi  dans l a sommati on 
des pui ssances sembl abl es des f oncti ons Un et Vn.  L e dével oppement de l a 
pui ssance d’ un bi nôme donne encore l i eu à un certai n nombre d’ autres. A i nsi ,  
on a, par exempl e 

ααββββαα −+=−+= et  ;  

donc, pour p égal à un nombre i mpai r  

)(
1

...)(
2.1

)1(
)(

1
)( 1221 βαββαββαββαβα ++++−++−+=+ −−− pppppp pppp

, 

)(
1

...)(
2.1

)1(
)(

1
)( 1221 βααβααβααβαβα ++++−++−+=+ −−− pppppp pppp

, 

on a ai nsi , en aj outant et en retranchant, après avoi r posé  f  = an,   g  = bn,  l es 
f ormul es sui vantes :  

(100) 

 
nnp

p
nn

p
nn

p
nnp VV

p
VV

pp
VV

p
VVV )1(

2
2

1
0 2

...
2.1

)1(

1
2 −

−− ++−+−= , 

    nnp
p

nn
p

nn VU
p

VU
pp

VU
p

)1(
2

2
1

1
...

2.1

)1(

1
0 −

−− −+−−= . 

On trouvera des dével oppements anal ogues pour p égal à un nombre pai r, et 
d’ autres encore à l ’ ai de des i denti t és  

ααββββαα +−=+−= et  ;  
L a f ormul e sui vante, que l ’ on peut dédui re du Pr obl ème des par t i s 

,...)(
2.1

)1(
)(

1
)(

...)(
2.1

)1(
)(

1
)()(

11
2

2321

11
2

23211









+++++++++









++++++++=+

−−
−+

−−−

−−
−+

−−−−+

qp
qp

qppq

qq
qp

qqqpqp

C
qqq

C
ppp

ααβααβαβαβ

βββαββαβααβα

donne en changeant  f  en g   pui s par addit i on et par soustract i on, 

(101) 

 

,...
2.1

)1(
1

...

2.1
)1(

1
2

)1()1(1
2

3
)2(

2

2
)1(

1
)1(

)1(1
2

3
)2(

22
)1(

11

npqpp
qp

p
nnq

n

p

nnq
np

nqnnqp
nqq

qp

q
nnp

nq
nnp

nq
npn

qp

n

VQCVVQ
qq

VVQ
q

VVVQC

VVQ
pp

VVQ
p

VVV

+−−−
−+

−
−

−
−

−
+−

−−
−+

−
−

−
−

−−+

++++

++++

+++=

 

....
2.1

)1(
1

...

2.1
)1(

1
0

)1(
)1(1

2
3

)2(
2

2
)1(

1
)1(

)1(1
2

3
)2(

22
)1(

1

npq
pp

qp
p

nnq
n

p

nnq
np

nqnnqp
nqq

qp

q
nnp

nq
nnp

nq
npn

UQCVUQ
qq

VUQ
q

VUUQC

VUQ
pp

VUQ
p

VU

+−
−−

−+
−

−

−
−

−
+−

−−
−+

−
−

−
−

−

−−+−

−−++

+++=

 

On obti endrait  deux autres f ormul es sembl abl es aux précédentes, en po-
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sant h  = an,   i  = bn ;  on si mpli f i e ces f ormul es, en f ai sant  p = q. 

SECTION   XVII .    
 

Autres formules concernant le développement des fontions numériques Un et Vn. 

Consi dérons l es f oncti ons h  et i  de z, 

;
2

4
,

2
4 22

nn

hzzhzz









 −−=








 −+= βα  

on t i re, en di f f érenti ant  ,
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et, en f ai sant di sparait re l e radi cal  
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Une nouvel l e di f f érenti at i on nous donne 
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d
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i l  est d’ ai l l eurs f aci l e de voi r que l es f onct i ons i ,  h  + i  et h  – i  véri f i ent la 
même équati on di f f érenti el l e. On a donc, en dési gnant par f(z) l ’ une quel -
conque d’ entre el l es, par l ’ appl i cat i on du théorème de L EI BNI Z  
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Si l ’ on suppose  z = Vr ,   h = Qr ,  l a f ormul e de M A CL A URI N  nous donne, pour 
n pai r ,  l es deux dével oppements 
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et, pour n i mpai r , 
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On peut d’ ai l l eurs vér i f i er ces f ormul es, et l es sui vantes, à poster i or i ,  en ob-
servant que si l ’ on pose 

Gm,x = (m2 – 22)(m2 – 42) .  . .  (m2 – 4x2) , 
       Hm,x = (m2 – 12)(m2 – 32)  .  .  .  (m2 – (2x – 1)2) , 

on a l es rel at i ons 

mGm,x = (m – 2x)Hm+1,x = (m + 2x)Hm–1,x . 

Au l i eu de dével opper l es f oncti ons Unr  et Vnr  sui vant les pui ssances de 
Vr ,  on peut aussi l es dével opper sui vant les pui ssances de U r  ;  on trouve ai n-
si , pour n pai r  
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et, pour n i mpai r  

(105) 
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En ayant égard à l ’ une ou l ’ autre des rel at i ons 
nr

nrnr
nr

nrnr QVUQVV 2et     ,2 2
2

2
2 −=∆+= , 

on obti endra de nouvel l es f ormul es, et ai nsi ,  par exempl e :  
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On peut d’ ai l l eurs mettre cette derni ère f ormul e et quel ques autres sous 
une f orme assez remarquabl e, en observant que l ’ on a, pour m quel conque et 
n ent i er posit i f ,  l ’ i denti t é 
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Par conséquent,  l es coeff i ci ents de l a f ormul e (106) sont enti ers, et  l ’ on a 
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Nous f erons observer que l es f ormul es (104) et (105) subsi stent encore 
pour des val eurs quel conques de  n ;  on a al ors des dével oppements en séri es 

convergentes, l orsque r
r

Q

U
2

2

2

∆
 n’ est pas supéri eur à l ’ unit é ;  en ef f et, si  l ’ on 

pose 
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l e rapport d’ un terme au précédent f i ni t  par deveni r négati f  (pour j  posi ti f) ,  
et inf éri eur à l ’ unit é en val eur absol ue. Cette condit i on est rempl i e pour r  = 1 
dans l a séri e de PEL L  ;  on a donc, quel l e que soit  l a val eur de n 
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SECTION   XVIII .    
 

Développements en séries des i rr ationnel les et de leurs logarithmes népériens. 

L es dével oppements des f oncti ons en séri es, par l a f ormul e de M A -

CL AU RI N , donnent l i eu à un très-grand nombre de f ormul es nouvel l es, pour l e 
dével oppement des f oncti ons numéri ques que nous consi dérons i ci ,  et par 
suit e, pour cel ui des f oncti ons ci rcul ai res et hyperbol i ques. L orsque l es séri es 
correspondantes ne sont convergentes que pour l es val eurs de l a vari abl e dont 
l e modul e est inf éri eur à une l i mit e donnée, on peut touj ours supposer que 
cette vari abl e x est choi si e de tel l e sorte que l a séri e représente l a f onct i on, 
pour toutes l es val eurs de x dont le modul e est inf éri eur à l ’ unit é. Soit  donc 
l a séri e 

F(x) = A0 + A1x + A2x2 + A3x3 + A4x4 + . . .  . ;  

                                                      
* En désignant par a le résidu de n2 suivant le module p, premier avec n, on déduit de cette identi -

té une démonstration immédiate d’ une propositi on contenue au No. 128 des Disqisiti ones Ari thmeticæ. 
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on aura, en supposant z posit i f , 

( ) ( ) ,...
1111 3

3

32

2

210 +
+

+
+

+
+

+=






+ z

z
A

z

z
A

z

z
AA

z

z
F  

( ) ( ) ,...
1

1

1

1
1

1
1

1
332210 +

+
+

+
+

+
+=







+ z
A

z
A

z
AA

z
F  

et, par conséquent: 
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Si l ’ on dési gne par a l a pl us grande des raci nes, supposée posi ti ve, de 
l ’ équati on f ondamental e (1), par r  un nombre pai r ,  ou un nombre enti er quel -
conque, sui vant que l a raci ne b est négati ve ou po sit i ve, et si l ’ on pose 

r
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z = ,  on ob ti ent 

(108) 
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Si l ’ on suppose r

r

a

b
z −= ,  on obti ent deux dével oppements anal ogues aux pré-

cédents ;  ces dével oppements sont parf oi s, t rès-l entement convergents ;  mai s 
l eur étude conduit  à des propri étés i mportantes dans l a théori e des nombres 
premi ers. 

L e dével oppement du bi nôme (1 – x)m donne ai nsi , pour m quel conque, 
l es séri es 

(109) 
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que l ’ on aurait  pu dédui re de l a séri e de BERNOUL L I  ;  pour m = – 1, on a 
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et, par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI  

(111) 
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l es numérateurs de ces deux séri es de fr act i ons sont donnés par l a rel at i on de 
récurrence 

Nn+ 2 = 3Nn+ l  – Nn. 

On obti endra des f ormul es sembl abl es pour 
2
1±=m  l e dével oppement de 

(1 + x)m ± (1 – x)m 

donne des f ormul es anal ogues aux rel at i ons (109). 

L e dével oppement de  L og (1 – x)  donne l es f ormul es 
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cel ui de 
x
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et, dans l a séri e de PEL L  
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L a f ormul e 
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dans l aquel l e on suppose 

z + h = ar ,      z – h = br ,      z2 – h2 = Qr ,     
4

2
2 rU

h
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donne encore 
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pour que cette séri e soit  convergente, on doi t  avoi r r
r QU 42 ≤∆  ;  on trouve 

ai nsi , à l a l i mit e de convergence 
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L es dével oppements de arc si n z et de (arc si n z)2 donnent, de même, 

(117) 
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et, à l a l i mit e de convergence, 
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L a f ormul e remarquabl e de M . SCROLTZ  conduit  au dével oppement 

(119)
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et, à l a l i mit e de convergence 
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Si l ’ on dével oppe, par l a f ormul e de L AGRAN GE,  l ’ une des raci nes ar  ou 
br  de l ’ équati on 

z2 – zVr  + Qr  = 0  , 

on trouve 
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Si l ’ on f ai t  encore, par l a f ormul e de L A GRA NGE,  l e dével oppement de y–n 
sui vant les pui ssances de z,  en dési gnant par y l ’ une des raci nes de l ’ équati on 

y

z
y += 2  , 
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on obti ent 

,...
44.3.2.1

)7()6()5(

43.2.1

)5()4(

42.1

)3(

41
1

11

2

4

32

−




+++

+






++

−




+

+−=





++

znnnn

znnnznnzn

z

n

 

et en posant 24 r

r

V

Qz −=  , 

on a 

(122)  ,...
3.2.1

)5()4(

2.1

)3(

1
1

6

3

4

2

2
+

++
+

+
++=

r

r

r

r

r

rnr

nr
nr

V

Qnnn

V

Qnn

V

Qn

Q

aV
 

cette séri e est convergente pour 12 <
r

r

V

Q
 ;  el l e conti ent la général i sat i on de l a 

f ormul e (84). 

On a encore 

2

42 r
rrr QVV

b
−−

=  , 

et, en dével oppant le radi cal par l a f ormul e du bi nôme, 

(123) ,...
2

6.4.2
3.12

4.2
12

2
1

5

35

3

23

+++=
r

r

r

r

r

r
n

V

Q

V

Q

V

Q
b  

pui s, à l a l i mit e de convergence, 

(124) ...
8.6.4.1

5.3.2

6.4.2

3.1

4.2

1

2

1
12 +−+−=−  

En appl i quant la f ormul e de BURM ANN  au dével oppement de z sui vant les 

pui ssances de 21

2

z

z

+
 on obti endrait ,  pour tout modul e de z i nf éri eur à l ’ unit é, 

et f ai sant ensuit e r

r

a

b
z = ,  l a f ormul e (121) donnée ci -dessus. 

SECTION   XIX.    
 

Sur le calcul rapide des fractions continues pér iodiques. 

On perf ect i onne, d’ une mani ère notabl e, l e cal cul des réduit es des fr ac-
t i ons conti nues péri odi ques au moyen des f ormul es sui vantes. M . CA TA L AN a 
donné l es rel at i ons :  
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4

42
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2 111 z
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8

765432

8

4

4

2

2 1111 z

zzzzzzz

z

z

z

z

z

z

−
++++++=

−
+

−
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−
 , 

16

15142

16

4

8

4

4

2

2 1

......

1111 z

zzzz

z

z

z

z

z

z

z

z

−
++++=

−
+

−
+

−
+

−
 , 

.    .    .    .    .    .    .    .   .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    ;  

on a, pl us général ement, 

n

n

n

n

z

zz

zz

z

z

z

z

z
2

2

2

12

4

2

2
11

1

1
...

11 −

−⋅
−

=
−

++
−

+
−

−

 ;  

par conséquent,  si  l ’ on f ai t  r

r

a

b
z =  on obti ent la f ormul e 

(125) 
rnr

rn
r

rn

rn

r

r

r

r

UU

UQ

U

Q

U

Q

U

Q

.2

)12(

.2

.12

4

2

2

.... −
−

=+++ . 

L orsque n augmente i ndéf i ni ment, on a, pour l es séri es de premi ère et 
de seconde espèce, 

(126) .....
8

4

4

2

2

+++=
r

r

r

r

r

r

r

r

U

Q

U

Q

U

Q

U

b
 

Par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI , pour r = 1 , 

(127) ...
2207.47.7.3

1

47.7.3

1

7.3

1

3

1

2

1

2

51 +++++−=−
 ;  

chacun des nouveaux f acteurs des dénomi nateurs est égal  au carré du précé-
dent, di mi nué de deux unit és ;  de même, dans l a séri e de PELL , 

(128) ...
577.17.3.2

1

17.3.2

1

3.2

1

2

1
21

432
++++−=−  ;  

chacun des nouveaux f acteurs des dénomi nateurs est égal , par l es f ormul es de 
dupl i cat i on, au doubl e du carré du précédent, di mi nué de l ’ unit é. 

Ces dével oppements sont très-rapi dement convergents ;  c’ est, en quel -
que sorte, l a combi nai son du cal cul l ogari t hmi que et  du cal cul par l es fr ac-
t i ons conti nues.  A i nsi l e dénomi nateur de l a trent i ème-deuxi ème fr act i on de 
l a f ormul e (127),  est à peu près égal à 

322

2

51

5

1









 +
, 



L ucas, Théor i e des Foncti ons Numér i ques Si mpl ement Pér i odi ques. 226 

et conti ent deux-cent mil l i ons de chif r es, envi ron ; pour écri re l e dénomi na-
teur de l a soi xante-quatr i ème fr act i on de l a f ormul e (128), i l  f audrait  pl us de 
deux-cent mil l i ons de si ècl es. 

Nous avons d’ ai l l eurs démontré (Secti on X I ), que l es di f f érents f acteurs 
des dénomi nateurs sont premi ers entre eux deux à deux, et conti ennent, par 
conséquent, des f acteurs premi ers tous di f f érents ;  i l  en résult e que dans l a 
somme des n premi ers termes de ces séri es, i l  n’ y aura pas l i eu de rédui re 
cette somme à une pl us si mpl e expressi on. Nous montrerons, de pl us, que 
tous ces f acteurs, premi ers et di f f érents, appart i ennent à des f ormes, l i néai res 
et quadrat i ques, détermi nées. 

On a, pl us général ement, l ’ i denti t é 

(129) 
)1()1()1()1()1()1( pq

pq

pqq

pqq

q

q

zz

zz

zz

zz

zz

zz

−−
−=

−−
−+

−−
−

 ;  

si  l ’ on rempl ace q par pn,  on a donc 

(130) 
)1()1()1()1()1()1(

1

1

1

1

+

+

+

+

−−
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−−
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−−

−
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npnp

npnp
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np

zz

zz

zz

zz

zz

zz
 . 

Si l ’ on f ai t  successi vement n égal à 1, 2, 3, .  .  .  n, et si  l ’ on aj oute l es égal i -
tés obtenues, on a 

(131)

 

⋅
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Fai sons mai ntenant r

r

a

b
z =  nous obtenons l a f ormul e 

(132) 
rnpr

rnp

r

rnprnp

rnpp

rnp

rprp

rpp

rp

rppr

prp
pr

prr

rp
r

UU

UQ

UU

UQ

UU

UQ

UU

UQ

UU

UQ

1

)11(

1

)1(

32

2)1(

2

2

)1()1( ...
+

−+

+

−−−− =+++  . 

On cal cul era d’ ai l l eurs l es numérateurs et les dénomi nateurs de ces fr ac-
t i ons, au moyen des f ormul es de mult i pl i cat i on des f oncti ons numéri ques que 
nous avons données. Si p dési gne un nombre i mpai r, on obti ent une f ormul e 
anal ogue en changeant U en V.  On peut encore appl i quer ces f ormul es aux 
f oncti ons ci rcul ai res. 

Nous donnerons pl us tard l es f ormul es anal ogues que l ’ on déduit  de l a 
théori e des f oncti ons el l i pt i ques, et, en part i cul i er, l es sommes des i nverses 
des termes Un et de l eurs pui ssances sembl abl es. 



L ucas, Théor i e des Foncti ons Numér i ques Si mpl ement Pér i odi ques. 227 

SECTION   XX .   
 

Des relations des fonctions Un et Vn avec la théor ie de l ’ équation binôme. 

On sait ,  par l a théori e de l ’ équati on bi nôme, exposée dans l a derni ère 
sect i on des Di squi si t i ones Ar i t hmeti cæ,  que si p dési gne un nombre premi er 

i mpai r, l e quoti ent    )1...(4
1

1
4 2321 ++++++=

−
− −−− zzzzz

z

z ppp
p

 

peut être écri t  sous l a f orme 22

1
1

4 pZY
z

zp

±=
−
−

 , 

dans l aquel l e Y et Z sont des pol ynomes en z à coeff i ci ents enti ers ;  on prend 
l e si gne + l orsque p dési gne un nombre premi er de l a f orme  4q + 3 , et le 
si gne –, l orsque p dési gne un nombre premi er de l a f orme  4q + 1 . Si l ’ on 

f ai t  dans cette f ormul e r

r

b

a
z = on en déduit  successi vement pour  p = 3, 5,  7, 

11, 13 17, 19, 23, 29, . .  .  .  .  ,  l es résult ats sui vants :  

(133) 
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.    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 
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On a, par conséquent, l a proposit i on sui vante :  

THEOREM E :  Si p dési gne un nombr e pr emi er de l a for me 4q+ 1, l e quo-

t i ent 
r

pr

U

U
4  peut se mettr e sous l a for me Y2–pZ2,  et si p dési gne un nombr e 

pr emi er de l a for me 4q+ 3, l e quoti ent 
r

pr

U

U
4  peut se mettr e sont la for me 

l
Y2–pZ2. 

D’ ai l l eurs, en changeant z en – z,  on obti endra un résult at sembl abl e 

pour l e quoti ent 
r

pr

V

V
4 . On général i se ai nsi un théorème donné par L EGENDRE,  

et dont la démonstrat i on est, de cette f açon, rendue pl us si mpl e. I l  résult e 
encore des f ormul es (133) une autre conséquence i mportante. En eff et, nous 
avons l ai ssé j usqu’ à présent 

l
 arbit rai re ;  mai s, s’ i l  s’ agit  des f oncti ons de 

troi si ème espèce, nous pouvons supposer – m  égal au produit  d’ un carré par 
un nombre premi er p de l a f orme 4q + 3 ; * al ors, on voit  que l es quoti ents 

r

pr

pU

U
4  et 

r

pr

pV

V
4  sont égaux à une di f f érence de carrés, et, par suit e, décompo-

sabl es en un produit  de deux f acteurs. On a donc cette proposit i on :  

THEOREM E :  Si – 
l

 est égal au pr oduit  d’ un nombr e pr emi er p de l a 

for me 4q + 3 par un carr é, l es quoti ents 
r

pr

pU

U
4  et 

r

pr

pV

V
4  sont, quel l e que soit  

l a val eur enti èr e de r , décomposabl es en un pr oduit  de deux facteurs enti ers. 

Si nous consi dérons l ’ équati on f ondamental e 

x2 = x – 2 

dans l aquel l e 
l

 = – 7,  nous obtenons, par exempl e, 

U11 = + 23,    U77 = – 26 4721893121 ; 

et, par suit e, 

U77 = – 7 n  23 n  11087 n  148303. 

Nous démontrerons pl us l oi n que l es di vi seurs premi ers de 
117

4

U

Un  appart i en-

nent aux f ormes l i néai res 77q ± 1 ;  par conséquent, l e nombre 11087 est pre-
mi er, sans qu’ i l  soit  nécessai re d’ essayer ces di vi seurs, pui sque l e premi er 
des nombres de l a f orme l i néai re i ndi quée, est supéri eur à l a raci ne carrée de 
11087 ; pour l e f acteur 148303 i l  n’ y a que l e di vi seur 307 à essayer. On a 
encore, dans l a même séri e 

                                                      
* En eff et, il suff it de déterminer Q par la relation  4Q –P2 = pK2. 
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U13 = –1,      U91 = – 384 17168 38057, 

et, par suit e, 

U91 = – 7 o 712711 o  770041. 

Ces deux derni ers f acteurs sont premi ers ;  i l  n’ y a que deux di vi seurs à es-
sayer. On comprend ai nsi comment i l  est possi bl e d’ appl i quer l e théorème 
précédent, à l a recherche di recte de très-grands nombres premi ers, par l a 
consi dérat i on des séri es de troi si ème espèce. 

SECTI ON   XXI .   
 

Sur les congruences du Tr iangle Ar ithmétique de PASCAL, 
et sur une géneral isation du théorème de FERMAT. 

En dési gnant par n
mC  l e nombre des combi nai sons de m obj ets pri s n à n, 

on a l es deux f ormul es f ondamental es 

                                    
n

nmmm
Cn

m ....3.2.1

)1(....)1( +−−=  

                                    1
11

−
−− += n

m
n
m

n
m CCC  ;  

par conséquent, l orsque p est premi er, on a pour n ent i er compri s entre 0 et la 
congruence 

(134) ) (Mod.    , 0 pCn
p ≡  ;  

pour n compri s entre 0 et  p – 1, 

(135)       ) (Mod.    , )1(1 pC nn
p −≡−  ;  

pour n compri s entre 1 et p 

(136) ) (Mod.    , 01 pCn
p ≡+  . 

En d’ autres termes, dans l e tr i angl e ari t hméti que de PA SCA L , tous l es 
nombres de l a pi ème l i gne sont, pour p premi er, di vi si bl es par p, à l ’ excepti on 
des coeff i ci ents extrêmes égaux à l ’ unit é ;  les coeff i ci ents de l a (p – 1) i ème 
l i gne donnent alt ernati vement pour rési dus + 1 et – 1; ceux de l a (p + 1) i ème 
l i gne sont di vi si bl es par p, en exceptant les quatre coeff i ci ents extrêmes, 
égaux à l ’ unit é. 

Si l ’ on conti nue l a f ormati on du tr i angl e ari thméti que, en ne conservant 
que l es rési dus sui vant le modul e p, on ref orme deux f oi s l e tr i angl e ari t hmé-
t i que des  (p – 1)  premi ères l i gnes ; pui s, à part i r  de l a  (2p) i ème l i gne, on l e 
ref orme troi s f oi s ;  mai s l es rési dus du tr i angl e i ntermédi ai re sont mult i pl i és 
par 2 ;  à part i r  de l a (3p) i ème l i gne, l e tr i angl e des rési dus est reproduit  quatre 
f oi s, mai s l es nombres de ces tr i angl es sont respecti vement mult i pl i és par l es 
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coeff i ci ents 1, 3, 3, 1 de l a troi si ème pui ssance du bi nôme, et ai nsi de suit e. 

On a donc, en général , 

,) (Mod.    , 1
1

pCCC n
m

n
m

ν
µ×≡  

m1 et n1 dési gnant les enti ers de 
p

m
 et de 

p

n
,  et p  et et q  l es rési dus de m et  

de n. 

On a, de même 

,) (Mod.    , 1
1

2
2

1
1

pCCC n
m

n
m

ν
µ×≡  

et, par suit e, 

(137) ,) (Mod.    , ...C 3
3

2
2

1
1

pCCCn
m ×××≡ ν

µ
ν
µ

ν
µ  

p 1,  p 2,  p 3, ...  dési gnant les rési dus de m et des enti ers de 32 ,,
p

m

p

m

p

m
,  … ,et de 

même pour r 1,  r 2,  r 3,  …  . 

Par conséquent, si  l ’ on veut trouver l e reste de l a di vi si on de n
mC  par un 

nombre premi er, i l  suff i t  d’ appl i quer l a f ormul e précédente, j usqu’ à ce qu’ on 
ait  ramené l es deux i ndi ces de C,  à des nombres i nf éri eurs à p. 

Nous venons de voi r que l es coeff i ci ents de l a pui ssance p du bi nôme 
sont enti ers et di vi si bl es par p, l orsque p dési gne un nombre premi er, en ex-
ceptant toutef oi s l es coeff i ci ents des pui ssances pi èmes.  En dési gnant par s ,  t ,  u ,  … v , des enti ers quel conques, en nombre n,  on a donc 

[ ] [ ] ,) (Mod.   , 0........ pppppp ≡++++−++++ λγβαλγβα  

et, pour s  = t  = u  .  .  .  = v  = 1, on obti ent 

.) (Mod.   , 0 pnnp ≡−  

C’ est dans cette congruence que consi ste l e théorème de FERM A T,  que l ’ on 
peut général i ser de l a mani ère sui vante, di f f érente de cel l e que l ’ on doit  à 
EUL ER.   Si s ,  t , u ,  .  . .  v , dési gnent les pui ssances qi èmes des raci nes d’ une 
équati on à coeff i ci ents enti ers, et Sq l eur somme, l e premi er membre de l a 
congruence précédente représente l e produit  par p d’ une f oncti on symétri que, 
enti ère et à coeff i ci ents enti ers, des raci nes, et, par conséquent, des coef l i -
ci ents de l ’ équati on proposée. On a donc 

,) (Mod.    , pSS p
qpq ≡  

et, par l ’ appl i cat i on du théorème de FERM A T , 

(138) ,) (Mod.    , pSS qpq ≡  

L ’ étude des di vi seurs premi ers de l a f onct i on numéri que Sn et de quel -
ques autres anal ogues est trés-i mportante ;  on a, en part i cul i er, pour n = 1  et  
S1 = 0, comme dans l ’ équati on 

x3 = x + 1 , 
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l a congruence 

;) (Mod.    , 0 pSp ≡  

on en déduit  i nversement que si ,  dans l e cas de S1 = 0, on a Sn di vi si bl e par 
p, pour n = p, et non aupar avant, l e nombr e p est un nombr e pr emi er . En ef -
f et, supposons p égal , par exempl e, au produit  de deux nombres premi ers g et 
h. On a 

,) (Mod.    , gSS hgh ≡  

;) (Mod.    , hSS ggh ≡  

par conséquent,  si  l ’ on a trouvé 

,) (Mod.    , 0 ghSgh ≡  

on aura aussi  

,) (Mod.    , 0 hSg ≡  

,) (Mod.    , 0 gSh ≡  

et, par l e théorème démontré 

.) (Mod.    , 0 ghSS hg ≡≡  

A i nsi Sgh ne serait  pas l e premi er des nombres Sn di vi si bl e par gh. 

On peut obteni r, de cette f açon, un grand nombre de théorèmes servant,  
comme cel ui de W I L SON,  à véri f i er l es nombres premi ers. Nous l ai sserons de 
côté, pour l ’ i nstant, l es dével oppements curi eux et nouveaux que nous avons 
ai nsi t rouvés, pour ne consi dérer que ceux que l ’ on t i re des f oncti ons numé-
ri ques si mpl ement péri odi ques. 

SECTION   XXII .   
 

Sur la théor ie des nombres premiers dans leurs rapports avec les progressions  
ar ithmétiques. 

L a doctr i ne des nombres premi ers a été ébauchée par EUCL I DE et ERA -

TOSTHENE.  On doit  à Eucl i de l a théori e des di vi seurs et des mult i pl es com-
muns de deux ou pl usi eurs nombres donnés, l a représentat i on des nombres 
composés à l ’ ai de de l eurs f acteurs, et la démonstrat i on de l ’ i nf i ni t é des 
nombres premi ers, que l ’ on peut étendre f aci l ement à l a preuve de l ’ i nf i ni t é 
des nombres premi ers appartenant aux f ormes l i néai res  4x + 3  et  6x + 5.  
Nous donnerons, dans l a Secti on XX IV , une démonstrat i on él émentai re 
concernant l ’ i nf i ni t é des nombres premi ers de l a f orme  mx + 1,  quel l e que 
soit  l a val eur de m. On sait  d’ ai l l eurs que, par l ’ empl oi des sér i es i nf i ni es, 
L EJEUNE-D I RI CHL ET est parvenu à démontrer l ’ i nf i ni t é des nombres premi ers 
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de l a f orme l i néai re a + bx,  dans l aquel l e a et b sont  deux enti ers quel -
conques premi ers entre eux.* 

On doit  à ERA TOSTHENE une méthode i ngéni euse connue sous l e nom de 
Cr i bl e Ar i t hméti que, qui conduit  à l a f ormati on de l a tabl e des nombres pre-
mi ers et des nombres composés ; on possède, depui s l es travaux de CHERNA C,  
de BURCKH A RDT et de DA SE,  l a tabl e des neuf premi ers mil l i ons ;  L EBESGUE 
a i ndi qué un procédé qui permet de di mi nuer l e vol ume de ces tabl es.† 
D’ autre part, M . GL A I SHER a éval ué l a mult i t ude des nombres premi ers com-
pri s dans ces tabl es, af i n de comparer l es f ormul es théori ques données par 
GAU SS,  L EGENDRE,  TCHEBY CHEF et HEA RGRA V E,  pour expri mer l a quanti t é 
des nombres premi ers i nf éri eurs à un enti er donné. M . GL A I SHER,  en comp-
tant 1 et 2 comme premi ers, a trouvé l es val eurs sui vantes :‡ 

 pour l e premi er mil l i on ,  78499 nombres premi ers , 

      “  deuxi ème “  , 70433 “  , 

      “  troi si ème “  , 67885 “  , 

      “  septi ème “  , 63799 “  , 

      “  huit i ème “  , 63158 “  , 

      “  neuvi ème “  , 62760 “  . 

L es pri nci pes d’ EUCL I DE et d’ ERA TOSTHENE condui sent ai nsi  à une 
premi ère méthode de véri f i cat i on des nombres premi ers, non compri s dans l es 
Tabl es, et de décomposit i on des nombres t rès-grands en l eurs f acteurs pre-
mi ers, par l ’ essai successi f  de l a di vi si on d’ un nombre f i xe,  l e nombre donné, 
par tous l es nombres premi ers i nf éri eurs à sa raci ne carrée. M ai s c’ est là une 
méthode i ndi recte qui  devi ent absol ument i mprati cabl e, dès que l e nombre 
donné a di x chi f fr es. 

En sui vant cette voi e,  M . DORM OY  est arr i vé par des consi dérat i ons i n-
géni euses, déduit es de l a théori e de certai ns nombres, qu’ i l  a appel és obj ec-
t i f s (et dans l esquel s on retrouve sous l e nom d’ obj ect i f s de l ’ uni té l es di f f é-
rents termes de l a séri e de FI BONA CCI ), à l ’ établ i ssement d’ une f ormul e géné-
ral e de nombres premi ers. M al heureusement,  même pour des l i mit es peu él e-
vées, cette f ormul e conti ent des coeff i ci ents consi dérabl es qui  en rendent 
l ’ appl i cat i on i l l usoi re.§ 

                                                      
* Abhandlungen der Berli ner Akademie,  Berli n, 1837. 
† CHERNAC. – Criblum Arithmeticum de l à 1020000.  Deventer, 1811. 
   BURCKHA RDT. – Tables des diviseurs jusqu’ à 3036000.  Paris, 1814-1817. 
   DASE. – Factorem Tafeln de 6000000 à 9000000.  Vienne, 1862-1865. 
   LEBESGUE. – Tables diverses pour la décompositi on des nombres en leurs facteurs premiers.  

Paris,1864. 
‡ Prel iminary accounts of the resul ts of an enumeration of the pr imes in Dase’ s and Burckhardt’ s 

tables.  Cambridge, 1876-1877. 
§ E. DORMOY . – Formule générale des nombres premiers et Théorie des Objecti fs.  Paris, 1867. 
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L es nombres premi ers sont di str i bués f ort i rrégul i èrement dans l a suit e 
des nombres enti ers ;  c’ est qu’ en eff et, d’ une part, on voit  que si w  dési gne l e 
pl us peti t  mult i pl e commun des nombres 2, 3, . ..  m,  l es nombres  

w  + 2,  w  + 3, .   .   .   .  , w  + m ,   

sont respecti vement di vi si bl es par 

2, 3, . . ..  m . 

Par conséquent, on peut touj ours trouver m nombres consécuti f s et composés, 
quel l e que soit  l a val eur de m ;  mai s, d’ autre part, l ’ examen des tabl es permet 
de constater l ’ exi stence de deux nombres i mpai rs consécuti f s, très-grands, et  
premi ers. M . GL A I SHER a donné l a l i ste des groupes, renf ermés dans l es ta-
bl es, qui conti ennent au moi ns ci nquante nombres consécuti f s et composés ;  
ai nsi , par exempl e, l es sui vants :  

111 nombres composés et consécuti f s entre  370261 et    370373, 

113         “                   “                             492113 et    492227, 

131         “                   “                            1357201 et  1357333, 

131         “                   “                            1561919 et  1562051, 

147         “                   “                            2010733 et  2010881, 

                                                                       (London Mathematical Society, 10 Mai, 1877). 

On sait  encore démontrer qu’ une f oncti on rat i onnel l e de n 

p = x (n) , 

ne peut conti nuel l ement donner des nombres premi ers, pui sque l ’ on a, quel -
que soit  l e nombre ent i er k, 

( ) ( ) ,)  (Mod.   , pnkpn φφ ≡+  

c’ est-à-di re que  x  (n) est une f oncti on numéri que péri odi que d’ ampli t ude  p. 
I l  est donc f ort di f f i ci l e d’ arr i ver à l a l oi  de di str i but i on des nombres pre-
mi ers dans l a séri e ordi nai re des nombres ent i ers. 

Cependant, i l  parait  naturel d’ étudi er l es nombres premi ers d’ après l eur 
l oi  de f ormati on. L ’ étude approf ondi e de l a méthode d’ ERA TOSTHENE a 
conduit  l e pri nce A . DE POL I GNA C,  à d’ i ntéressantes propri étés des suit es di a-
tomi ques ; * à l a même époque, M . TCHEBY CHEF,  arr i vait  par des consi déra-
t i ons peu dit rérentes, à l a démonstrat i on de ce théorème remarquabl e :  Pour 

3>a ,  i l  y a au moi ns un nombr e pr emi er compr i s entr e  a  et  2a – 2.†  On 
déduit  i mmédi atement de l à que l e produit  

1.2.3 . .  . .  n 

                                                      
* Recherches nouvell es sur les nombres premiers ; par M. A. DE POLIGNAC ;  Paris, 1851. I l est 

curieux de constater que, sous le nom de suite médiane, on retrouve dans les séries diatomiques, les 
di ff érents terme de la série de FERMAT. 

† Journal de Liouvil le, t. XV II . 
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ne saur ait  êtr e une pui ssance, ni un pr oduit  de pui ssances,  ai nsi que l ’ a mon-
tré M . L I OUV I L L E. (Jour nal de Li ouvi l l e,  2e séri e, t .  I I ) .  En résumé, ces re-
cherches sont basées sur l a consi dér at i on des pr ogr essi ons ar i t hméti ques. 

SECTION   XXIII .   
 

Sur la théor ie des nombres premiers dans leurs rapports avec les  
progressions géométr iques. 

On doit  à FERM A T  des recherches prof ondes sur l a théori e des nombres 
premi ers, et basées sur l a consi dérat i on des pr ogr essi ons géométr i ques. C’ est  
cette i dée, di st i ncte de l a précédente, qui a donné nai ssance à l a théor i e des 
r ési dus potenti el s,  et pl us part i cul i èrement,  à cel l e des r ési dus quadr at i ques.   
De cette f açon, on si mpli f i e l a véri f i cat i on des nombres premi ers t rès-grands, 

et di vi seurs de l a f orme 1−na  ou pl us général ement, de l a f orme nn ba − ,  pour 
a et b ent i ers, ai nsi que l a décomposit i on des nombres de cette f orme en f ac-
teurs premi ers. FERM A T avait  remarqué l a f orme l i néai re  nx+ 1  des di vi -
seurs, et donné l ui -même l a décomposit i on de pl usi eurs termes de l a séri e 

12 −n ,  et ai nsi , cel l e du nombre 237–1, qu ’ i l  a trouvé di vi si bl e par 223 [ Lettr e 
de FERM A T ,  du 12 Octobre 1640] . 

M . GENOCCHI  a remi s derni èrement en l umi ère un curi eux passage des 
oeuvres du P. M ERSENNE.  M ai s,  pour en mi eux sai si r l ’ i mportance, nous rap-
pel l erons en quel ques mots l a théori e des nombr es par fait s. On dit  qu’ un 
nombre est par fait ,  l orsque i l  est égal à l a somme de ses part i es al i quotes, 
c’ est à-di re de tous ses di vi seurs, excepté l ui -même. En nous bornant au cas 
des nombres parf ait s pai rs, et en dési gnant par  b, c, . . . .  d es nombres pre-

mi ers di f f érents, par  δγβα dcban = .  .  .  .  l e nombre supposé parf ait ,  on doi t  
avoi r  

2 y + l bz c { ...  = (1 + 2 + … +2 y )(1 + b + b2 + … + bz ) (1 + c + c2 + … + c | )… , 

ou bi en 

;....)...1)(...1(
12

...
... 22

1
γβ

α

γβ
γβ cccbbb

cb
cb ++++++++=

−
+ +  

l e second terme du premi er membre est donc enti er, et devi ent,  après l a di vi -

si on, de l a f orme '' γβ cb . . . ;  mai s d’ autre part, l e second membre qui conti ent 
un nombre de termes 

}  = ( ~  + 1)( �  + 1) . . .  .  , 

doit  se rédui re aux deux termes du premi er membre ; par suit e }  = 2, ~  = 1,  

�  = �  = . .  .  .  = 0 ;  donc bn α2= ,  et b est premi er. A i nsi , l es nombres parf ait s 
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pai rs appart i ennent à l a f orme bn α2= ,  dans l aquel l e b doit  être premi er ;  on a 
d’ ai l l eurs ai sément, avec cette condit i on 

12 1 −= +αb  . 
En résumé, i l  n’ y a pas d’ autres nombres parf ait s pai rs que l es nombres 

( )122 1 −+αα  , 
dans l esquel s l e second f acteur est un nombre premi er. Cette règl e étai t  
connue d’ EUCL I DE ;  mai s ce géométre ne savait  pas démontrer que l ’ on obte-
nait  ai nsi tous l es nombres parf ait s pai rs, sans excepti on. 

V oi ci  mai ntenant le passage des Œuvres de M ERSENNE :  

« X IX . Ad ea quæ de Numeri s ad cal cem prop. 20. de Ball i st. & puncto 14 Præfati oni s ad 
Hydraul . di cta sunt, adde inuentam artem quâ numeri , quotquot volueri s, reperi antur qui cum 
sui s parti bus al i quotes in vni cam summam redacti s, non solum duplam rati onem habeant, (quales 
sunt 120, minimus omnium, 672, 528776, 1416304896, & 459818240, qui ductus i n 3, numerum 
ef f i cit 1379454120, cuius partes al iqnotæ tri plæ sunt, quales eti am sequentes 30240, 32760, 
23569920, & ali j  i nf i nit i ,  de quibus videatur Harmonia nostra, i n qua 14182439040, & ali j  sua-
rum partium al iquotarum subquadrupl i ) sed eti am si nt in rati one data cum sui s partibus al iquoti s. 

Sunt eti am ali j  numeri , quos vocant amicabil es, quod habeant partes al iquotas à quibus 
mutuò ref i ci antur, quales sunt omnium minimi 220, & 284 ; hui us enim ali quotæ partes i l l um 
ef f i ci unt, vi céque versa partes i l l i us al iquotæ hunc perfectè resti tuunt. Quales & 18416 & 
17296 ; nec non 9437036, & 4363584 reperi es, al i osque i nnumeros. 

Vbi fueri t operæ preti um aduertere XX V I I I numeros à Petro Bungo pro pertecti s exhibi tos, 
capit e XX V II I , l i bri de Numeri s, non esse omnes Perfectos, quippe 20 sunt imperfecti , adeo vt 
solos octo perfectos habeat vi deli cet 6. 28. 499. 8128. 33550336. 8589869056. 137438691328, & 
2805843008139952128 ; qui sunt è regione tabulæ Bungi , 1, 2, 3, 4, 8, 10, 12, & 29 : quique sol i 
perfecti sunt, vt qui Bungum habuerint, érrori medi cinam faci ant. 

Porrò numeri perfecti adeo rari sunt, vt vndecim dumtaxat potuerint hactenus inueni ri  : 
hoc est, al i i  tres à Bougianis di ff erentes : neque enim vll us est al ius perfectus ab i l l i s octo, ni si 
superes exponentem numerum 62, progressioni s duplæ ab 1 i ncipi enti s. Nonus enim perfectus est 
potestas exponenti s 68 minus 1. Decimus, potestas exponenti s 128, minus 1. Vndecimus denique, 
potestas 258, minus 1, hoc est potestas 257, vni tate decurtata, mul tipl i cata per potestatem 256. 

Qui vndecim ali os repererit , nouerit se anal ysim omnem, quæ fuerit hactenus, superasse : 
meminerit que i nterea nul lum esse perfectum à 17000 potestate ad 32000 ; & nul lum potestatum 
i nterual l um tantum assi gnari posse, quin detur i l l ud absque perfecti s. V erbi grati a, si fuerit ex-
ponens 1050000, nul lus erit numerus progressioni s duplæ vsque ad 2090000, qui perfecti s nume-
ri s servi at, hoc est qui minor vni tate, primus exi stat. 

« V nde cl arum est quàm rari si nt perfecti numeri , & quàm merit ò vi ri s perfecti s comparen-
tur ; esseque vnam ex maximi s totius M atheseos di ff i cult atibus, præscriptam numerorum perfec-
torum multit udinum exhibere ; quemadmodum & agnoscere num dati numeri 15, aut 20 caracteri -
bus constantes, sint primi necne, cùm nequidem sæculum i ntegrum hui c examini , quocumque 
modo hactenus cogni to, suff i ci at. »* 

                                                      
* F. MARINI MERSENNI M INIMI , COGITATA PHYSICO-MATHEMATICA . In quibus tam naturæ quàm 
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D’ après ce passage, le tableau des nombres parfai ts pai rs serai t le suivant : 

Premi er nombre parf ai t      2(22 – 1), Deuxi ème nombre parf ait     22(22 – 1), 

Troi si ème    “          24(25 – 1), Quatr i ème       “               26(27 – 1), 

Ci nqui ème    “        212(213 – 1), Si xi ème       “            216(217 – 1), 

Septi ème         “         218(219 – 1), Huit i ème       “            230(231 – 1), 

Neuvi ème        “         266(267 – 1), Di xi ème       “          2126(2127 – 1), 

Onzi ème          “       2256(2257 – 1),   .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

Ce passage est d’ ai l l eurs rapporté dans un mémoi re de C. N. W I NSHEI M ,  i nsé-
ré dans l es Novi  Commentar i i  Academi æ Petr opol i t anæ, ad annum M DCCX L I X  
( tom. I I ,  pag. 78), et précédé des réf l exi ons sui vantes :  

« Suspi ci o eni m adesse vi detur, utrum numerus nonus, perf ect i  l ocum 
tueri  possit ,  quoni am ab acuti ssi mo M ersenno excl usus reperi tur,  qui ej us i n 
l ocum potestatem bi nari i  (267– 1)266 si ve numerum deci mum nonum perf ec-
tum Hanschi i   1 | 47573 | 95258 | 96764 | 12927, substi t ui t  :  di gna certe mi hi 
vi sa sunt verba vi r i  perspi caci ssi mi , ut hi c i ntegra exhi beantur. » 

A i nsi M ERSENNE aurai t  démontré que, pour n compri s entre 31 et 257, i l  
n’ exi ste pas de nombres premi ers de l a f orme 2n – 1, en exceptant ceux pour 
l esquel s n a pour val eur l ’ un des nombres 

31, 67, 127, 257. 

L a preuve de non-décomposit i on du premi er de ces nombres, 231 – 1, n’ a été 
donnée que pl us tard, par EUL ER.   En outre,  M . F. L AN DRY ,  au moyen d’ une 
méthode i nédit e, et probabl ement f ort  si mpl e, est parvenu à l a décomposit i on 
de certai ns grands nombres en l eurs f acteurs premi ers ;  i l  a,  en ef f et, donné l a 
décomposit i on des nombres 

241– 1,    243– 1,    247– 1,    253– 1,    259– 1, 

en l eurs f acteurs premi ers. De pl us, on a trouvé que 273– 1, 279– 1,et 2113– 1, 
sont respecti vement di vi si bl es par 439, 2687 et 3391. Enf i n, on a l e théorème 
sui vant :  

THEOREM E :  Si 4q + 3 et 8q + 7 sont des nombr es pr emi ers,  l e nombr e 
24q+ 3 – 1 est di vi si bl e par 8q + 7. 

En eff et, d’ après l e thoérème de FERM A T ,  on a 

, )78  (Mod.   , 012 68 +≡−+ qq  

et, par suit e l ’ un des deux f acteurs  24q+3 + 1  ou  24q+3 – 1  du premi er mem-
bre de l a congruence est di vi si bl e par l e modul e ;  mai s, d’ autre part, on sai t 
que 2 est rési du quadrat i que de tous l es nombres premi ers de l ’ une des f or-
mes  8n + 1  et  8n + 7 ;  par conséquent, on a 

;)78  (Mod.    , 012 34 +≡−+ qq  

                                                      
artis effectus admirandi certissimis demonstrationibus expli cantur. Paris, 1644. f° I I .de la Préface. 
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en consult ant la tabl e des nombres premi ers, on en concl ut que pour l es va-
l eurs de n successi vement égal es à  

11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251, 359, 419, 431, 443, 491, 

l es nombres  2n – 1  sont respecti vement di vi si bl es par l es f acteurs 

23, 47, 167, 263, 359, 383, 479, 503, 719, 839, 863, 887, 983. 

I l  résult e de ces di verses consi dérat i ons que M ERSENNE était  en posses-
si on d’ une méthode ar i t hméti que qui ne nous est poi nt parvenue. Cependant,  
i l  paraît  naturel de penser que cette méthode ne devait  pas s’ él oi gner des 
pri nci pes de FERM A T,  et par conséquent, ne pas di f f érer essenti el l ement de 
cel l e que nous dédui rerons, pl us l oi n, de l ’ i nversi on du théorème de FERM A T.  
Nous i ndi quons, en eff et, comment i l  est possi bl e d’ arr i ver rapi dement à 
l ’ étude du mode de composit i on des grands nombres dont i l  est  parl é pl us 
haut. 

Nous donnons dans l e tabl eau sui vant, l a décomposit i on des nombres Un 
et Vn de l a séri e de FERM A T,  pour toutes l es val eurs de n j usqu’ à 64. Parmi 
l es grands nombres premi ers de ce tabl eau, on remarquera 

 

1°. Ci nq nombres de di x chi f fr es 

4278255361   f acteur de 240+ 1 , 

8831418697          “       241+ 1 , 

2931542417          “       244+ 1 , 

1824726041          “       259+ 1 , 

4562284561          “       260+ 1 ;  

 

2°.  Deux nombres de onze chi f fr es 

5 44109 72897 f acteur de 256+ 1, 

7 71586 73929        “        263+ 1; 

 

3°.  Un nombre de douze chi f fr es 

16 57685 37521 f acteur de  247+ 1; 

 

4°. Quatre nombres de trei ze chi f fr es 

293 20310-07403 f acteur de  243+ 1, 

443 26767 98593        “        249– 1, 

436 39531 27297        “        249+ 1, 

3203431780337        “        259– 1; 
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5°. Un nombre de quatorze chi f fr es 

2805 98107 62433      f acteur de   253+ 1. 

I l  reste à détermi ner l a nature des troi s nombres )12(
3
1

,12 6161 +− ,  et 

1264 + .  M . L A NDRY  pense que ces nombres sont premi ers ;  mai s, d’ autre part, 
d’ après M ERSENNE,  l e premi er de ces nombres serait  composé ; de pl us, par 
l a consi dérat i on de cal cul s que j ’ ai  ef f ectués, et dont la théori e est indi quée 
pl us l oi n, l e derni er de ces nombres serait  aussi composé. I l  n’ y a donc pas 
l i eu de se prononcer pour l e moment. 

En dehors des décomposit i ons renf ermées dans l e tabl eau, M . L A NDRY a 
encore obtenu l es di vi seurs propres d’ un certai n nombre d’ autres termes de 
cette séri e, à savoi r 

 

Pour    265+ 1      4 09891       et      76 23851,  

                    269+ 1    16 87499 65921,              (premi er) , 

           271+ 1      1 00801       et      105 67201, 

                    275+ 1   113 38367 30401,               (premi er) , 

       2105+ 1      6 64441       et      15 64921. 

 

De son côté, M . L E L A SSEUR est parvenu aux mêmes résult ats ;  mai s, i l  
a, en outre,  i ndi qué l ’ i denti t é 

24n+ 2 +1 = (22n  +  1 + 2n  +  1 +1) (22n +  1 – 2n +  1 +1) 

qui permet d’ abréger l es cal cul s. Cette i denti t é, f ort  importante, sera généra-
l i sée ult éri eurement. 
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TA BL EA U DES FA CTEURS PREM I ERS DE LA SERI E RECURENTE DE FERM A T. 

D’ apr ès M . F. L AND RY  

Un Di vi seurs de Un  V al eurs de 2n Vn Di vi seurs de Vn 

21– 1 

 

23– 1 

 

25– 1 

 

27– 1 

 

29– 1 

 

211–  

 

213– 1 

 

215– 1 

 

217– 1 

 

219– 1 

 

221– 1 

 

223– 1 

 

225– 1 

 

227– 1 

 

229– 1 

 

231– 1 

 

1 

 

7 

 

31 

 

127 

 

7.73 

 

23.89 

 

8191 

 

7.31.151 

 

131071 

 

524287 

 

72.127.337 

 

47.178481 

 

31.601.1801 

 

7.73.262657 

 

233.1103.2089 

 

2147483647 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

210 

211 

212 

213 

214 

215 

216 

217 

218 

219 

220 

221 

222 

223 

224 

225 

226 

227 

228 

229 

230 

231 

232 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1094 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

262144 

524288 

1048576 

2097152 

4194304 

8388608 

16777216 

33554432 

67108864 

134217728 

268435456 

536870912 

1073741824 

2147483648 

4294967296 

21+1 

22+1 

23+1 

24+1 

25+1 

26+1 

27+1 

28+1 

29+1 

210+1 

211+1 

212+1 

213+1 

214+1 

215+1 

216+1 

217+1 

218+1 

219+1 

220+1 

221+1 

222+1 

223+1 

224+1 

225+1 

226+1 

227+1 

228+1 

229+1 

230+1 

231+1 

232+1 

3 

5 

32 

17 

3.11 

5.13 

3.43 

257 

33.19 

52.41 

3.683 

17.241 

3.2731 

5.29.113 

32.11.331 

65537 

3.43691 

5.13.37.109 

3.174763 

17.61681 

32.43.5419 

5.397.2113 

3.2796203 

97.257.673 

3.11.251.4051 

5.53.157.1613 

34.19.87211 

17.15790321 

3.59.3033169 

52.13.41.61.1321 

3.715827883 

641.6700417 
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TA BL EA U DES FA CTEURS PREM I ERS DE LA SERI E RECURENTE DE FERM A T. 

 (Suit e.) 

Un Di vi seurs de Un  V al eurs de 2n Vn Di vi seurs de Vn 

233– 1 

 

235– 1 

 

237– 1 

 

239– 1 

 

241– 1 

 

243– 1 

 

245– 1 

 

247– 1 

 

249– 1 

 

251– 1 

 

253– 1 

 

255– 1 

 

257– 1 

 

259– 1 

 

261– 1 

 

263– 1 

 

7.23.89.599479 

 

31.71.127.122921 

 

223.616318177 

 

7.79.8191.121369 

 

13367.164511353 

 

431.9719.2099863 

 

7.31.73.151.631.23311 

 

2351.4513.13264529 

 

127.4432676798593 

 

7.103.2143.11119.131071 

 

6361.69431.20394401 

 

23.31.89.881.3191.202961 

 

7.32377.524287.1212847 

 

179951.3203431780337 

 

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

 

72.73.127.337.92737.649657 

233 

234 

235 

236 

237 

238 

239 

240 

241 

242 

243 

244 

245 

246 

247 

248 

249 

250 

251 

252 

253 

254 

255 

256 

257 

258 

259 

260 

261 

262 

263 

264 

8589934592 

17179869184 

34359738368 

68719476736 

137438953472 

274877906944 

549755813888 

1099511627776 

2199023255552 

4398046511104 

8796093022208 

17592186044416 

35184371088832 

70368744177664 

140737488355328 

281474976710656 

562949953421312 

1125899906842624 

2251799813685248 

4503599627370496 

9007199254740992 

18014398509481984 

36028797018963968 

72057594037927936 

144115188075855872 

288230376151711744 

576460752303423488 

1152921504606846976 

2305843009213693952 

4611686018427387904 

9223372036854775808 

18446744073709551616 

233 + 1 

234 + 1 

235 + 1 

236 + 1 

237 + 1 

238 + 1 

239 + 1 

240 + 1 

241 + 1 

242 + 1 

243 + 1 

244 + 1 

245 + 1 

246 + 1 

247 + 1 

248 + 1 

249 + 1 

250 + 1 

251 + 1 

252 + 1 

253 + 1 

254 + 1 

255 + 1 

256 + 1 

257 + 1 

258 + 1 

259 + 1 

260 + 1 

261 + 1 

262 + 1 

263 + 1 

264 + 1 

33.67.683.20857 

5.137.953.26313 

3.11.43.281.86171 

17.241.433.38737 

3.1777.25781083 

5.229.457.525313 

32.2731.22366891 

257.4278255361 

3.83.8831418697 

5.13.29.113.1429.14449 

3.2932031007403 

17.353.2931542417 

32.11.19.331.18837001 

5.277.1013.1657.30269 

3.283.165768537521 

193.65537.22253377 

3.43.4363953127297 

52.41.101.8101.268501 

32.307.2857.6529 43691 

17.858001.308761441 

3.107.28059810762433 

5.13.37.109.246241.279073 

3.112.683.2971 48912461 

257.5153.54410972897 

32.571.174763.160465489 

5.107367629.536903681 

3.2833.37171.1824726041 

17.241.61681.4562284561 

3.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

5.5581.8681.49477.384773 

33.19.43.5419.77158673929 

 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

(Sera continué.)



 

 
 
 
 

THÉORIE DES FONCTIONS NUMERIQUES SIMPLEMENT 
PÉRIODIQUES 

 

PA R EDOUA RD L UCA S,  Pr ofesseur au Lycée Char l emagne, Par i s. 

(Voi r pag. 240 et sui v.) 

SECTION   XXIV.   
 

De l ’ appar i tion des nombres premiers dans les sér ies récurrentes  
de première espèce. 

Dans l es séri es récurrentes de premi ère espèce, a et  b dési gnent deux 
nombres enti ers, posit i f s et premi ers entre eux ; i l  est d’ abord évi dent que l es 
di vi seurs premi ers de a et de b,  ou de Q = ab, ne se trouvent j amai s comme 
f acteurs dans l a séri e ;  i l  ne sera pas tenu compte de ces di vi seurs dans tout 
ce qui va sui vre. On déduit  i mmédi atement de l a premi ère des f ormul es (4),  
l a démonstrat i on du théorème de FERM A T .  En eff et, on a, en négl i geant les 
mult i pl es de p,  supposé premi er et i mpai r, 

112 −− ≡
−
− p

pp
p

ba

ba δ ,  (M od. p) 

M ult i pl i ons l es deux termes de l a congruence par �  = a – b,  nous obtenons 

2p–1(ap – bp) ≡ (a – b)p,  (M od. p) ;  

supposons a – b = 2,  et di vi sons par  2p–1  i l  vi ent 

ap – bp ≡ a – b,  (M od. p) ;  

ou, encore    ap – a ≡  bp – b,  (M od. p) ;  

A i nsi , l e reste de l a di vi si on de ap – a, par p premi er,  ne change pas l orsque 
l ’ on di mi nue a de deux unit és, et  par suit e de 2, 4, 6, 8, .  unit és ;  mai s pour 
a = 0 ou a = 1, ce reste est nul  ;  donc ap – a est touj ours di vi si bl e par l e 
nombre premi er p,  quel que soi t l ’ ent i er a. Par suit e, si  l e nombre enti er a 
n’ est pas di vi si bl e par p, l a di f f érence ap–1 – 1 est di vi si bl e par p ;  c’ est pré-
ci sément l ’ énoncé du théorème en questi on. 

En supposant mai ntenant a et b quel conques, mai s non di vi si bl es par p, 
l es di f f érences 

ap–1 – 1   et   bp–1 – 1 



L ucas, Théor i e des Foncti ons Numér i ques Si mpl ement Pér i odi ques. 290 

sont di vi si bl es par p ;   donc, si  a – b n'est pas di vi si bl e par p, on a 

.)p.Mod(,0
11

1 ≡
−
−=

−−

− ba

ba
U

pp

p  

Par conséquent, l es di f f érents termes des séri es récurrentes de premi ère es-
pèce conti ennent, en exceptant les di vi seurs de Q = ab et de �  = a – b, tous 
l es nombres premi ers en f acteurs. 

M ai s, s'i l  est vrai que p di vi se Up – 1 ,  on peut, dans l a pl upart des cas, 
trouver un terme de rang i nf éri eur à p – 1, et di vi si bl e par p.  Dési gnons par �  l e rang d’ arr i vée ou d’ appar it i on du no mbre premi er p dans l a séri e 
des Un ; i l  résul te des pri nci pes exposés (Secti on X I ), que l ’ on a, pour k 
enti er et posit i f , 

Uk �  � 0 ,  (M od. p) ;  

ainsi , tous l es termes di vi si bl es par p ont un rang égal à un multi pl e 
quel conque du rang d’ apparit i on. 

I l  résult e encore des pri nci pes exposés (Secti on X I I I ) ,  que l es termes, 
dont le rang est un mult i pl e quel conque de (p – 1)  p �  – 1,  sont di vi si bl es par 
p �  ;  mai s i l  peut exi ster d'autres termes di vi si bl es par p � , pou r deux rai sons 
bi en di f f érentes ;  1° l orsque l e rang d'arr i vée �  de p di f f ère de p – 1 ; 2° 
l orsque l e nombre premi er p arri ve pour l a premi ère f oi s à une pui ssance su-
péri eure à l a premi ère ;  mai s, cel a connu, i l  est f aci l e de teni r compte de ces 
si ngul ari tés. En général , si  m dési gne un nombre quel conque premi er avec Q,  
et � (m) l ’ i ndi cateur de m,  c’ est-à-di re l e nombre des enti ers i nf éri eurs et pre-
mi ers à 271, on a l a congruence 

(135) U � (m)  � 0 ,   (M od. m) ;  

cette congruence correspond au théor ème de FERM A T  génér al i sé par EUL ER.   

Inversement, si l ’ on a 

Un � 0 ,   (M od. m) ;  

On en déduit  

n = k�  , 

�  dési gnant un certai n di vi seur de � (m),  et k un enti er posit i f  quel conque. 

L es résult ats que nous venons d'obteni r condui sent à l a f orme l i néai re 
des di vi seurs premi ers de Un.   En eff et, si  �  dési gne touj ours l e rang d'arr i -
vée de p,  on a,  pui sque Up – 1 est  di vi si bl e par p,  

p – 1 =k0
�  , 

et, par suit e 

(136) p =k0
�  + 1 . 
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Nous appel l erons di vi seurs pr opr es de Un tous l es f acteurs premi ers de Un 
que l 'on ne rencontre pas dans l es termes de rang i nf éri eur, et di vi seurs i m-
pr opr es, l es f acteurs premi ers contenus préal abl ement dans l es termes.de l a 
séri e. On a al ors l es deux proposit i ons sui vantes :  

THEOREM E I  :  Les di vi seurs i mpr opr es des ter mes Un des foncti ons 
si mpl ement pér i odi ques sont des di vi seurs pr opr es des ter mes dont le r ang 
est un di vi seur de n. 

THEOREM E II  :  Les di vi seurs pr opr es des termes Un des foncti ons pér i o-
di ques de pr emi èr e espèce appar t i ennent à l a for me l i néai r e kn + 1. 

Enf i n, si  l ’ on observe que l ’ on a trouvé 

U2n = UnVn .  

on a encore :  

THEOREM E I I I  :  Les di vi seurs pr opr es de Vn appar t i ennent à l a for me l i -
néai r e 2kn + 1. 

On déduit  encore de ce qui précédé l a démonstrat i on du théorème, sui -
vant,  qui n'est qu'un cas part i cul i er du théorème de L EJEUNE-D I RI CHL ET ,  sur 
l es progressi ons ari t hméti ques : 

THEOREM E IV  :  Quel que soit  l ’ ent i er m, i l  y a une sér i e i ndéfi ni e de 
nombr es pr emi ers de l a for me l i néai r e km + 1. 

En eff et, i l  est d'abord évi dent que, pour une val eur suff i samment 
grande de n, l e terme Un possédé nécessai rement un ou pl usi eurs di vi seurs 
propres de l a f orme kn + 1. Par conséquent, si  l ’ on f ai t  successi vement n égal  
à  

m, pm, p2m, p3m, . .  .  p� m, 

p étant premier, l es termes correspondants possèdent tous, à parti r d’ un certain 
rang, des di vi seurs de la f orme considérée ; l e théorème est donc démontré. 

I l  résul t e encore, du théorème I (Sect i on X X ),  que ces di vi seurs appar-
t i ennent en outre aux di vi seurs de l a f orme quadrat i que  x2 ± py2  , sui vant  
que l ’ on prend pour p un nombre premi er de l a f orme 4q + 3,  ou de l a f orme 
4q + 1. 

L es théorèmes précédents permettent encore de détermi ner l es di vi seurs 
des f oncti ons numéri ques de premi ère espèce ; nous donnerons d’ abord l es 
deux exempl es sui vants dus à EUL ER. 

EX EM PL E I  :  Soit ,  dans l a séri e de FERM A T , 

U64 = 264 – 1 = 18446 74407 37095 51615, 

on a, d'après l es f ormul es précédentes, 

U64 = U1 V1 V2 V4 V5 V16 V32 ;  
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on a i mmédi atement les décomposit i ons en f acteurs premi ers  

U1 = 1,  V1 = 3,   V2 = 5,  V4 = 17,  V8 = 257,  V16 = 65537 ; 

et 

V32 = 42949 67297. 

L es di vi seurs de  V32   appart i ennent à l a f orme l i néai re  64k + 1 ; en essayant 
l es di vi seurs premi ers de cette f orme 

193,  257,  449,  577,  641, 

on trouve 

V32 = 641 �  67 00417.* 

L ’ essai des di vi seurs premi ers de même f orme 

641,  769,  1153,  1217,  1409,  1601,  2113, 

et inf éri eurs à l a raci ne carrée du second f acteur de V32  , i ndi que presque i m-
médi atement que  67 00417  est un nombre premi er. 

FERM A T  avait  annoncé, mai s sans di re qu’ i l  en eût la démonstrat i on, 

dans une l ettre du 18 Octobre 1640, que l a f ormul e  22n
 + 1  donnait  touj ours 

des nombres premi ers.  Cette f ormul e se trouve en déf aut, d’ après l a décom-
posi ti on précédente, due à EUL ER,  pour  n = 5. 

On sait  d’ autre part, que GAU SS a démontré que l ’ on peut di vi ser l a ci r-

conf érence en  22n
 + 1  part i es égal es, l orsque ce nombre est premier, et seu-

l ement dans ce cas, par l a règl e et le compas. Nous i ndi querons pl us l oi n une 
méthode de recherche du mode de composit i on des nombres de cette f orme, 
basée sur l a di str i but i on des nombres premi ers dans l a séri e de PELL .  Par l a 
méthode que nous venons d’ exposer,  en supposant que l e nombre  

226
 + 1 = 18446 74407 37095 51617, 

soit  premi er, i l  f audrait  à un seul  cal cul ateur, pour l e démontrer, tout en pro-
f i t ant de l a f orme  128k + 1, i mposée aux di vi seurs de ce nombre, envi ron 
t r oi s mil l e ans de travai l  assi du.† Par notre méthode, i l  suff i t  de t r ente heu-
r es, pour déci der si  ce nombre est premi er ou composé. 

EX EM PL E II  :   Soit  encore, dans l a séri e de FERM A T,  l e terme 

U31 = 231 – 1 = 21474 83647 

dont le rang  31  est un nombre premi er. L es di vi seurs de  U31  sont, sans ex-
cepti on, des di vi seurs propres appartenant à l a f orme l i néai re  62k + 1 . M ai s, 
d’ autre part (Secti on V I I I ,  Théorème I ), en tenant compte des f ormes quadra-
ti ques de ses di vi seurs, ou des f ormes li néai res correspondantes 8k’  ± 1, on voi t 

                                                      
* I l est inuti le, d’ après la loi de répéti tion, d’ essayer 257 qui se trouve dans V8. Nous avons dé-

montré que les diviseurs de V32 appartiennent à la forme 128k + 1. (Académie de Turin, janvier 1878) 
† Aux mathématiciens de toules les par ties du monde. — Communication sur la décomposi tion des 

nombres en leurs facteurs simples.  Par M. F. LANDRY . Paris, 1867. (Note de la page 8.) 
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que tout di vi seur premier de U31 appart i ent nécessai rement à l ’ une des f ormes 
l i néai res 

248k + 1,     248k + 63. 

« Or, EUL ER
* nous apprend qu’ après avoi r essayé tous l es nombres pre-

mi ers contenus dans ces deux f ormes, j usqu’ à 46339, raci ne du nombre 231
 – 

1, i l  n’ en a trouvé aucun qui f ut di vi seur de ce nombre ; d’ où i l  f aut concl ure 
conf ormément à une assert i on de FERM A T ,  que l e nombre 231

 – 1 est un nom-
bre premi er.  C’ est le pl us grand de ceux qui ai ent été véri f i és j usqu’ à pré-
sent. » (L EGENDRE,  Théori e des Nombres, 3e édit i on, t .  I ,  pag. 229. Pari s,  
1830.) 

EX EM PL E III  :  On connai ssait ,  depui s quel ques années, un nombre pre-
mi er pl us grand que l e précédent, i ndi qué par PL A NA ,  dans son Mémoi r e sur  
l a Théor i e des Nombr es, du 2 0 Novembre 1859†.  Soit ,  en eff et 

V29 = 329 + 1 ;  

ce nombre a tous ses di vi seurs propres de l a f orme 58k + 1 ; mai s d’ autre 
part, ces di vi seurs appart i ennent à l a f orme quadrat i que x2 + 3y2,  et, par 
suit e, aux f ormes l i néai res 12k + 1 et 12k + 7. En combi nant l ’ une de ces 
f ormes avec l a précédente, on trouve que l es di vi seurs de V29 sont de l ’ une 
des deux f ormes 

348k + 1,    ou    348k + 175. 

PL A NA  a ai nsi t rouvé l a décomposit i on 

V29 = 22 �  6091 �  28168 76431, 

et véri f i é que l e derni er facteur est premi er. I l  a encore i ndi qué ( l oc. ci t . , 
pag. 140 et 141) que l e quoti ent 

,764311613358
592

1329

=
×

−
 

n’ a pas de di vi seur premi er i nf éri eur à 52259, et que l e nombre 253 – 1 n’ a 
pas de di vi seur i nf éri eur à 50033.  Ces troi s assert i ons sont inexactes ;  on a 

329 – 1 = 2 �  59 �  28537 �  203 81027, 

329 + 1 = 22 �  523 �  6091 �  53 85997 

253 – 1 = 6361 �  69431 �  203 94401. 

Nous aj outerons que l ’ on trouve encore dans l a mémoi re de PL A NA ,  l a dé-
composit i on 

241 – 1 = 13367 �  1645 11353. 

                                                      
* Lettre à Bernoulli , en 1771, — Mémoires de l ’ Académie de Ber li n, année 1772, pag. 36. 
† Memorie dell a Reale Accademia del le Scienze di Torino, 2e série, t. XX I p. 139. Turin, 1863. 
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EX EM PL E IV  :  Nous donnerons encore quel ques exempl es de décomposi -
t i on de l a f onct i on numéri que 

(2m)2m – 1 , 

qui j oue un rôl e assez i mportant dans l es congruences de degré supéri eur. 
Nous avons trouvé l es résult ats sui vants :  

 147 – 1 = 13 �  81 08731, 

147 + 1 = 3 �  5 �  70 27567, 

2010 – 1 = 3 �  7 �  11 �  19 �  61 �  251 �  1 52381, 

2010 + 1 = 41 �  401 �  2801 �  2 22361, 

2211 – 1 = 3 �  7 �  67 �  353 �  11764 69537, 

2211 + 1 = 23 �  89 �  28 54510 51007, 

2412 – 1 = 52 �  7 �  13 �  23 �  73 �  79 �  349 �  577 �  601, 

2412 + 1 = 97 �  3 31777 �  11347 93633, 

2814 – 1 = 33 �  29 �  113 �  13007 �  35771 �  44 22461  

3015 – 1 = 72 �  19 �  29 �  12211 �  8 37931 �  519 41161  

3015 + 1 = 11 �  13 �  31 �  67 �  271 �  4831 �  71261 �  5 178311, 

dont nous donnerons pl us tard l ’ appl i cat i on à de nouvel l es recherches sur l e 
derni er théorème de FERM A T. 

SECTION   XXV .   
 

De l ’ apppar i tion des nombres premiers dans les sér ies récurr entes de seconde  
et de troisième espèce. 

En dési gnant touj ours par p un nombre premi er quel conque, on sait  que 

l e reste de l a di vi si on de 2

1−

∆
p

 par  p  est touj ours égal à  0,  à  + 1,  ou à  – 1, 
sui vant que �  est un mult i pl e, un rési du quadrat i que, ou un non-rési du qua-
drat i que de  p.  Nous consi dérerons l es ci nq cas sui vants. 

 

PREM I ER CA S.     p est un di vi seur de P. 

 

On a  U2 = P,  et par conséquent tous l es termes  Un  de rang pai r  de l a 
séri e sont di vi si bl es par  p  ;  en dési gnant par  p �   l a pl us haute pui ssance de  
p  qui di vi se  P,  l es rangs des termes di vi si bl es par p �  +  �  seront tous l es mul -
t i pl es de  2p � . 
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DEUX I EM E CA S.     p est un di vi seur de Q. 

Nous avons, par déf i ni t i on, 
nn

n
n PPU )()(2 ∆−−∆+=∆  , 

     nn
n

n PPV )()(2 ∆−−∆+=  ;  

on a donc, en suppri mant les mult i pl es de  Q ,  par l e rempl acement de  �   par 
P2,  l es congruences 

, )  (Mod.    , )(2 QPPPU n
n

n +≡  

  , )  (Mod.    , )(2 QPPV n
n

n +≡  

ou, pl us si mpl ement, 

(137) . )  (Mod.    ,     , 1 QPVPU n
n

n
n

≡≡ −  

Par conséquent,  Un et Vn   ne sont j amai s di vi si bl es par  Q  ou par l ’ un de ses 
di vi seurs,  pui sque  P et Q  ont été supposés premi ers entre eux. D’ ai l l eurs ce 
résult at s’ appl i que aux séri es de premi ère et de troi si ème espèce ; lorsque 
l ’ on a  Q = ± 1, comme dans l es séri es de PELL  et de FI BONA CCI ,  nous 
n’ aurons pas à teni r compte du théorème précédent. 

 

TROI SI EM E CA S.     p est un di vi seur de � . 

L orsque  p  est un nombre premi er di vi seur de � ,  l es f ormul es (4) don-
nent i mmédi atement, 

(138) . )  (Mod.    ,     , 0 pPVU pp ≡≡  

et, par suit e cette proposit i on :  

THEOREM E :   Dans l a sér i e U de seconde espèce, tout di vi seur pr emi er p 
du déter mi nant �  est un di vi seur de Up. 

I l  résult e d’ ai l l eurs des pri nci pes exposés précédemment, qu’ un di vi seur 
premi er i mpai r  p de �   arr i ve pour l a premi ère f oi s, dans  Up  et à l a pr e-
mi èr e pui ssance. 

QUA TRI EM E CA S. �  est  r ési du quadr at i que de p. 

En changeant, dans l a premi ère des f ormul es (4),  p en p – 1, on a 

2

3
42

1
2

1

1
....

3.2.1

)3)(2)(1(

1

1
2

−
−−

−
− ∆−++∆−−−−=

p
pp

p
p P

p
P

ppp
P

p
U  ;  

et, en appl i quant les résult ats obtenus (Secti on X X I ) pour l es congruences du 
tr i angl e ari t hméti que,on a 

, )  (Mod.    , ...2 2

3
2642

1
2 pPPPPU

p
ppp

p
p












∆++∆+∆+−≡

−
−−−

−
−  

et, par suit e 
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.).Mod(,2
2

2

1
1

1
2 p

P

P
PU

p
p

p
p

∆−
∆−−≡

−
−

−
−  

M ai s on a, par l e théorème de FERM A T ,  Pp – 1,  (M od. p), et, pui sque �  est ré-
si du quadrat i que de p, i l  en résult e que Up – 1,  est  di vi si bl e par p.  On a donc 
cette proposit i on, qui s'appl i que aux séri es de troi si ème espèce, en tenant 
compte du si gne de �  :  

THEOREME : Dans la sér ie récurr ente U de seconde ou de troisième espèce, 
tout nombre premier p, qui admet �  pour résidu quadratique, divise le terme Up – 1. 

L a seconde des f ormul es (4) donne 

,....
2.1

)2)(1(
2 2

1
31

1
2

−
−−

−
− ∆++∆−−+=

p
pp

p
p P

pp
PV  

et, par suit e 

,).Mod(,....2 2

1
31

1
2 pPPV

p
pp

p
p

−
−−

−
− ∆++∆+≡  

ou bi en 

,).Mod(,2
2

2

1
1

1
2 p

P

P
V

p
p

p
p

∆−
∆−≡

+
+

−
−  

M ai s on a, dans l e cas présent 

;).Mod(,et 2

1
21 pPP

p
p ∆≡∆≡

+
+  

donc 

,).Mod(,12 1
2 pVp

p ≡−
−  

et f i nal ement, en mult i pl i ant par 2 et appl i quant le théorème de FERM A T :  

(139) Vp – 1 �  2, (M od. p) . 

CI NQUI EM E CA S.     �  est non-r ési du quadr at i que de p. 

On a, comme précédemment, 

,
1

1
.....

3.2.1

)1()1(

1

1
2 2

1
2

1

−
−

+ ∆+++∆−+++=
p

pp
p

p P
p

P
ppp

P
p

U  

,.....
2.1

)1(
2 2

1
11

1

+
−+

+ ∆++∆++=
p

pp
p

p P
pp

PV  

et, pui sque p est premi er, 

,)1(2 2

1

1

−

+ ∆+≡
p

p PU  

..2 2

1
2

1

−

+ ∆∆+≡
p

p PV  

M ai s, par hypothèse �  est non-rési du quadrat i que de p, et,  par sui te 

;).Mod(,12

1

p
p

−≡∆
−
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on a donc 

(140) Up +  l  �  0 ,    Vp – l  �  2Q,    (M od. p) ;  

de l à, cette proposit i on :  

THEOREME : Dans les sér ies récurrentes Un de seconde et de troisième es-
pèce, tout,nombre premier p, dont �  est un non-résidu quadratique, divise Up + l  . 

Dési gnons encore par �  l e rang d'arr i vée du nombre premi er p dans l a 
séri e des Un,  et par k un nombre enti er quel conque ; on a 

Uk �  �  0 ,   (M od. p) ;  

par conséquent,  si  p n'est pas di vi seur de Q ou de � ,  on a 

k0 �  = p �  1, 

en prenant le si gne – ou l e si gne + sui vant que �  est rési du ou non-rési du de 
p ;  on en déduit  

p = k0 �  ± 1, 

et, par conséquent :  

THEOREME : Dans l es sér i es récurr entes de seconde espèce, l es di vi seurs 
pr opr es de U �  sont de l a for me l i néai r e p = k �  ± 1, sui vant que �  est r ési du 
ou non-r ési du de p. 

En sui vant une marche anal ogue à cel l e que nous avons sui vi e dans l e 
paragraphe précédent,  on obti ent par l a consi dérat i on des di vi seurs de Up � ,  l e 
théorème sui vant. 

THEOREM E : I l y a une sér ie i ndéfini e de divi seurs premiers communs aux 

formes quadrati ques x2 – Qy2 et 2
1

2
1 pyx − , l orsque p designe un nombre premier 

de la forme 4q + 1 ; et une sér i e i ndéfinie de divi seurs communs aux deux formes 

x2 – Qy2 et � 2
1

2
1 pyx − , l or sque p désigne un nombre premier de la forme 4q + 3. 

Nous appl i querons l es résult ats qui précédent, aux séri es de FI BONA CCI  
et de PEL L .  Pour l a premi ère, on a P = 1, Q = – 1, et �  = 5, d’ autre part, on 
sait ,* que l e nombre 5 est rési du de tous l es nombres premi ers qui sont rési -
dus de 5, et non-rési dus de tous l es nombres prei mi ers i mpai rs qui sont non-
rési dus de 5 l ui -même. Par conséquent :  

Dans l a sér i e de FI BONA CCI ,  tout nombr e pr emi er pai r , de l a for me 
10q±1, d i vi se l e ter me de r ang p – 1, et tout nombr e p pr emi er i mpai r de l a 
for me 10q±3 di vi se l e ter me de r ang p + 1. 

D’ ai l l eurs, l es nombres 2 et 5 di vi sent respecti vement les termes dont le 
rang est un mult i pl e de 3 ou de 5. 

                                                      
* GAUSS. — Disquisiti ones Ari thmeticæ. Nos. 121, 122 et 123. 
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Pour l a séri e de PELL ,   P = 2,  Q =  – 1,  �  = 22 �  2 ;  d’ autre part, on 
sait  que l e nombre 2 est rési du de tout nombre qui n’ est pas di vi si bl e par 4, 
ni  par aucun nombre premi er de l a f orme 8q + 3 ou 8q + 5,  et non-rési du de 
tous l es autres ;  par conséquent :  

Dans l a sér i e de PELL ,  tout nombr e pr emi er p de l a for me 8q ± 1 di vi se 
Up–1 ,  et  tout nombr e pr emi er p dà l a for me 8q ± 3 di vi se Up+ 1. 

L es théorèmes que nous venons de démontrer condui sent à l a décompo-
sit i on des termes des séri es récurrentes de seconde et de troi si ème espèce, en 
f acteurs premi ers. On a ai nsi , par exempl e, dans l a séri e de FI BONA CCI  :  

U41 = 1655 80141 = 2789 �  59369, 

        U53 = 5 33162 91173 = 953 �  559 45741 

              U59 = 95 67220 26041 = 353 �  27102 60697. 

Nous aj outerons une remarque i mportante dont on retrouve l ’ or i gi ne dans l a 
correspondance de FERM A T,  mai s seul ement pour l es séri es de premi ère es-
pèce. 

Soit  encore, par exempl e, l a séri e de FI BONA CCI  ;  les nombres premi ers 
p, d es f ormes l i néai res 20q + 13 et 20q + 17, di vi sent Up+1,  et l ’ on a 

p + 1 = 20q + 14   ou   p + 1 = 20q + 18,  

et aussi  

U20q+ 14 = U10q+ 7V10q+7 ,    et   U20q+18 = U10q+ 9V10 q+ 9 ;  

mai s, d’ autre part, l es di vi seurs de V2n+ 1 appart i ennent aux f ormes l i néai res  
20q + 1, 9, 11, 19 ; par conséquent, l es nombres premi ers de l a f orme 
20q + 13 ou 20q + 17 di vi sent respecti vement U10q+ 7 et U10q+7 et di sparai ssent 
de l a séri e des Vn qui ne conti ent donc pas tous l es nombres premi ers. En ap-
pl i quant ce rai sonnement aux séri es de FERM A T et de PEL L ,  on en déduit  l es 
pri nci pes sui vants :  

Dans l a sér i e de FI BONA CCI , l es ter mes Vn ne conti ennent aucun nombr e 
pr emi er des for mes l i néai r es 20q + 13,  20q + 17. 

Dans l a sér i e de FERM A T,  l es ter mes Vn ne conti ennent aucun nombr e 
pr emi er de l a for me 8q + 7. 

Dans l a sér i e de PELL ,  l es ter mes Vn ne conti ennent aucun nombr e pr e-
mi er de l a for me 8q + 5. 

Nous donnons dans l e tabl eau de l a page 299, l a décomposit i on en f ac-
teurs premi ers des termes de l a séri e de FI BONA CCI ,  l i mit ée aux soi xante pre-
mi ers termes. 
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SECTION   XXV I.   
 

Sur la pér iodicité des fonctions numériques et sur la générali sation 
du CANON ARITHMETICUS. 

L es résult ats dével oppés dans l es deux secti ons précédentes, condui sent  
i mmédi atement à l a péri odi ci t é numéri que des f oncti ons que nous étudi ons 
i ci ,  par l a consi dérat i on de l eurs rési dus sui vant un modul e premi er p ou sui -
vant un modul e quel conque m.  Cette questi on a été présentée sous une f orme 
di f f érente, et seul ement pour l es séri es de premi ère espèce, par GAU SS,  dans 
l es Di squi si t i ones Ar i t hmeti cæ, sous l e nom de théor i e des i ndi ces, et déve-
l oppée par JA COBI  dans l e Canon Ar i t hmet i cus. Tous ces résult ats peuvent 
être résumés et général i sés, dans l e théorème f ondamental sui vant,  qui  
conti ent une extensi on du Théor ème de FERM A T  génér al i sé par EULER. 

THEOREM E FONDA M ENTA L  :  Si l ’ on dési gne par m un nombr e pr emi er 
avec l e pr oduit  des r aci nes d’ une équati on du second degr é à coeff i ci ents 
commensur abl es, 

m = p   r ¡ s¢  .  .  .  .  , 

par £  l e di scri mi nant de l ’ équati on, et par 




 ∆
p

 l e reste de l a di vi si on de 2

1−

∆
p

 

par p, et égal à + 1 ou à – 1, sui vant que £  est r ési du quadr at i que, ou non-
r ési du quadr ati que de p ;  et, soit ,  de pl us 

,......)( ¤ 111













 ∆−













 ∆−













 ∆−= −−−

s
s

r
r

p
psrpm σρπ  

on a l a congr uence 

(142) . )  (Mod.    , 0)( mU m ≡ψ  

Réci pr oquement, si  Un est di vi si bl e par m,  l e nombr e n est un mult i pl e 
quel conque d’ un cer tai n di vi seur ¥  de ¦ (m). 

Ce nombre §  est, par extensi on, l ’ exposant auquel appart i ent a ou b par 
rapport au modul e m ;  on retrouve l e théorème d’  EULER,  en supposant b = 1. 

Quant à l a péri odi ci t é numéri que des rési dus, el l e résult e des f ormul es 
d’ addit i on.  On a d’ abord, en f ai sant  n = k ¨  dans l es f ormul es (49), 

2Um+ k ©  = UmVk ©  + Uk © Vm , 

  2Vm+ k ©  = VmVk ©  + £ UmUk ©  ;  

par conséquent, si  ª  dési gne l e rang d’ arr i vée du nombre premi er p dans l a 
séri e des Un,  on a 

(143) 
,2

,2

mkkm

mkkm

VVV

UVU

ωω

ωω

≡
≡

+

+  
 

(M od.  p). 
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Supposons d’ abord qu’ i l  s’ agi sse des f oncti ons de premi ère espèce, ou 
l orsque «  est rési du de p, d es f oncti ons de deuxi ème et de troi si ème espèce ;  
détermi nons l e nombre k de tel l e sorte que l ’ on ait  

, )  (Mod.    , 2 pVk ≡ω  
ce qui a l i eu pour k ¬  = p – 1, mai s aussi , dans l a pl upart des cas, pour un 
certai n di vi seur ­  de p – 1 ; on aura al ors, pour h ent i er et posit i f , mai s quel -
conque, l es f ormul es 

(144) 
,

,

mkm

mkm

VV

UU

≡
≡

+

+

ω

ω  
 

(M od.  p). 

Cel l es ci  sont anal ogues aux f ormul es qui  donnent la péri odi ci t é des 
f oncti ons ci rcul ai res ;  leur appl i cat i on conduit , l orsque l ’ on rempl ace l e 
nombre premi er p par un modul e quel conque m,  et que l ’ on t i ent compte de l a 
l oi  de r épéti t i on, à des f ormul es nouvel l es contenant la général i sat i on de ré-
sul tats i ndi qués par A RNDT  et SA NCERY .* 

M ai s dans l e cas des séri es de seconde et de troi si ème espèce i l  n’ en est 
pl us absol ument de même, l orsque  «   est non-rési du de  p .  En posant  ¬ ’  =  p + 1 , on a al ors ;  

              
,

,

'

'

mm

mm

VQV

UQU

≡
≡

+

+

ω

ω  
 

(M od.  p), 

et, pl us général ement, pour k ent i er et posit i f , 

(145) 
,

,

'

'

m
k

km

m
k

km

VQV

UQU

≡

≡

+

+

ω

ω   (M od.  p) ;  

par conséquent, si  ®  dési gne l ’ exposant auquel appart i ent Q sui vant le modul e 
p, on aura 

              
,

,

'

'

mkm

mkm

VV

UU

≡

≡

+

+

µω

µω
 

 
(M od.  p). 

A i nsi dans ce derni er cas, l ’ ampli t ude de l a péri ode est égal e à ® ¬ ’ . 

SECTION   XXV II .   
 

Sur l ’ inversion du théorème de FERMAT et sur la vér i fication des grands nombres 
premiers. 

On sait  que l e théorème de W I L SON qui consi ste, pour p premi er, dans l a 
congruence 

, )  (Mod.    , 1)1(.....3.2.1 pp −≡−  

                                                      
* Journal de Crel le, t. xxxi  ; pag. 260 et suiv. 1846. — Bul letin de la Société Mathématique de 

France, t. iv, pag. 17 et suiv. Paris, 1876. 
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s’ appl i que excl usi vement aux nombres premi ers, et donne, par suit e, un pro-
cédé théori que, mai s i l l usoi re dans l a prat i que, pour reconnait re si  un nombre 
donné est premi er.  I l  n’ en est pas de même du théorème de FERM A T .  En dé-
si gnant par a un nombre i nf éri eur à p on a 

; )  (Mod.    , 11 pa p ≡−  

mai s ce théorème n’ est pas restrei nt aux nombres premi ers, et cette 
congruence peut être véri f i ée pour des modul es composés ; ai nsi ,  on a, par 
exempl e, 

. 73)  37  (Mod.    , 12 17337 ×≡−×  

Cependant,  on peut énoncer l e théorème sui vant  que l ’ on doit  consi dérer 
comme l a proposit i on réci proque de cel l e de FERM A T .  

THEOREM E :  Si ax – 1 est di vi si bl e par p, l or sque x = p – 1, et n’ est pas 
di vi si bl e par p, pour x i nfér i eur à p – 1, l e nombr e p est pr emi er . 

On sait  que, dans ce cas, a est une r aci ne pr i mit i ve de p ;  de pl us, i l  est 
f aci l e de voi r que si p – 1 est égal à une pui ssance de pui ssance de 2, a est 
non-rési du quadrat i que de p. Ce théorème rentre dans l e sui vant, dont la dé-
monstrat i on résult e i mmédi atement des propri étés des f oncti ons numéri ques 
si mpl ement péri odi ques, et s’ appl i que aux troi s espèces de séri es :  

THEOREM E FONDA M ENTA L  :  Si dans l ’ une des sér i es récurr entes Un  ,  l e 
ter me Up–1 est di vi si bl e par p, sans qu’ aucun des ter mes de l a sér i e dont le 
r ang est un di vi seur de p – 1 l e soit ,  l e nombr e p est pr emi er  ;  de même si  
Up+ 1 est di vi si bl e par p, sans qu’ aucun des ter mes de l a sér i e dont le r ang est  
un di vi seur de p + 1 l e soit ,  l e nombr e p est pr emi er . 

En eff et, pui sque p di vi se Up± 1,  tous l es termes di vi si bl es par p ont un 
rang égal à un mult i pl e quel conque d’ un certai n di vi seur de  p ± 1 ;  d’ autre 
part, supposons p non premi er et égal , par exempl e, au produit  de deux nom-
bres premi ers r  et s,  on a 

, )  (Mod.    , 0          , )  (Mod.    , 0 11 sUrU sr ≡≡ ±±  

et, par suit e l e terme dont le rang est  (r  ± 1)(s ± 1)  est di vi si bl e par  rs ; 
mai s, par hypothèse p di vi se l e terme de rang  rs ± 1, et,  par conséquent aus-
si , l e terme dont le rang est  égal à l a di f f érence des précédents,  c’ est-à-di re 

(r  ± 1) (s ± 1) – (r s ± 1) , 

ou bi en 

± r  ± s ± 1 ± 1 . 

M ai s ce derni er nombre est évi demment pl us peti t  que rs ;  par conséquent, si  
p n’ est pas premi er, i l  di vi se un terme dont l e rang est inf éri eur à p ± l  ;  c’ est 
ce que ne suppose pas l ’ énoncé. 

On obti endrait  l e même résult at en supposant p égal à un nombre i mpai r  
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quel conque, en f ai sant  voi r (Secti on XXV I , Théor. f ond.) que 

m ± 1 – ¯ (m) 

est pl us peti t  que m ± 1. 

Dans l ’ appl i cat i on de ce théorème, on cal cul e l es termes dont le rang est  
un di vi seur quel conque de p ± 1, au moyen des f ormul es d’ addit i on et de mul -
t i pl i cat i on des f oncti ons numéri ques, que nous avons exposées ci -dessus. 
Nous donnerons d’ abord un exempl e numéri que très-si mpl e. 

EX EM PL E :  Soit  

27 – 1 = 127. 

Pour savoi r si  127 est  premi er, nous cal cul ons U128 dans l a séri e de FI BONA C-

CI  ;  on a al ors l es f ormul es 

      , 22
1224 += ++ nn VV  ; 22

24 −= nn VV  

on f orme ai nsi l e tabl eau 

,3)2( 2
2

124 ×=+= UVUU  

,7)2( 4
2

248 ×=−= UVUU  

,47)2( 8
2

4816 ×=−= UVUU  

,2207)2( 16
2

81632 ×=−= UVUU  

,7084748)2( 32
2

163264 ×=−= UVUU  

.97407515042732)2( 64
2

3264128 ×=−= UVUU  

Or 127 di vi se l e derni er facteur et ne di vi se aucun des précédents, ai nsi 
2732 51504 97407 = 127 °  18 68122 08641 , par conséquent 127 est un nom-
bre premi er. On si mpli f i e consi dérabl ement le cal cul par l a méthode des 
congruences, en rempl açant conti nuel l ement les nombres V2,  V4,  V8,  .  .  .  .  par 
l eurs rési dus sui vant l e modul e 127. En tenant compte de cette observati on, l e 
tabl eau précédent devi ent :  

,7232
4 =−=V  

,47272
8 =−=V  

,482472
16 ≡−=V  

,162482
32 ≡−≡V  

.02162
64 ≡−≡V  

 

(M od.  127). 

Cette méthode de véri f i cat i on des grands nombres premi ers, qui repose sur l e 
pri nci pe que nous venons de démontrer, est la seul e méthode di r ecte et pr at i -
que, connue actuel l ement, pour résoudre l e probl ème en questi on ;  el l e est 
opposée, pour ai nsi di re à l a méthode de véri f i cat i on d’ EUL ER,  déduit e de l a 
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consi dérat i on des rési dus potenti el s. Dans cel l e-ci , on di vi se l e nombre soup-
çonné premi er, par des nombres i nf éri eurs à sa raci ne carrée, et qui appar-
t i ennent à des f ormes l i néai res détermi nées que l ’ on doit  d’ abord cal cul er ;  l e 
di vi dende est constant , et le di vi seur var i abl e, mai s i nf éri eur, i l  est vrai ,  au 
nombre essayé ; c’ est l ’ i nsuccès de ces di vi si ons dont le nombre est consi dé-
rabl e, mal gré l a f orme l i néai re du di vi seur, qui conduit  à aff i rmer que l e 
nombre essayé est premi er. Dans notre méthode, au contrai re, on di vi se, par 
l e nombre soupçonné premi er, des nombres d’ un cal cul f aci l e, obtenus par l a 
mult i pl i cat i on des f oncti ons numéri ques ; i ci  l e di vi dende est var i abl e et le 
di vi seur constant ;  par conséquent, on rempl ace l es di vi si ons par de si mpl es 
soustract i ons, si  l ’ on a cal cul é préal abl ement les di x premi ers mul ti pl es de ce 
di vi seur constant ;  en outre, l e nombre des opérat i ons est peu consi dérabl e ;  
c'est le succès de l 'opérat i on qui conduit  à aff i rmer que l e nombre essayé est 
premi er. A i nsi , en cas de réussit e, notre méthode est affr anchi e de l ’ i ncert i -
tude des cal cul s numéri ques. 

Pour véri f i er l a derni ère assert i on du P. M ERSENNE,  sur l e nombre sup-
posé premi er 

2257 – 1 , 

et qui a soi xante-di x-huit  chi f fr es, i l  f audrait  à l ’ humanit é tout enti ère, f or-
mée de mil l e mil l i ons d'i ndi vi dus, cal cul ant  si mult anément et sans i nterrup-
t i on, un temps supéri eur à un nombre de si ècl es représenté par un nombre de 
vi ngt chi f fr es ;  par notre méthode, i l  suff i t  d’ eff ectuer successi vement les 
carrés de 250 nombres ayant 78 chi f fr es, au pl us ;  cette opérat i on ne deman-
derait  pas, à deux cal cul ateurs habi l es contrôl ant leurs opérat i ons, pl us de 
huit  moi s de travai l .  Nous appl i querons d’ abord l e théorème f ondamental à l a 
véri f i cat i on des grands nombres premi ers de l a séri e de FERM A T  qui appar-
t i ennent à l a f orme 

p = 24q +  3 – 1 , 

dans l aquel l e nous supposerons l ’ exposant 4q + 3 égal à un nombre premi er 
tel  que 8q + 7 soi t un nombre composé. En eff et, si  4q + 3 n'est pas premi er 
l e nombre p est composé ; d'autre part, nous avons démontré (Secti on XX I I I )  
que si 4q + 3 et 8q + 7 sont premi ers,  l e nombre p est encore composé. 

En supposant p premi er, on a i mmédi atement 

A ±  23 – 1 ,   (M od. 5)  ;  

donc, dans cette hypothèse p est non-rési du de 5, et di vi se l e terme dont rang 
est égal à p + 1 ou à l ’ un des di vi seurs de p + 1, dans l a séri e de FI BONA CCI  ;  
mai s tous ces di vi seurs sont de l a f orme 2 ² ,  et pour former l es termes qui  
correspondent à ces rangs, i l  suff i t  d'appl i quer l es f ormul es de dupl i cat i on 
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des f oncti ons numéri ques.  On a al ors 

,)1(2][ 22

2122212

λ
λλλλλ −−== ++ VVetVUU

 
et l ’ appl i cat i on du théorème f ondamental donne l e pri nci pe sui vant :  

THEOREM E I I  :  Soit  l e nombr e  p = 24q +  3 – 1 pour l equel 4q + 3 est 
pr emi er , et 8q + 7 composé ; on for me l a sér i e r n 

1,  3,   7,   47,  2207, .  .  .  . . 

par l a r el at i on, pour  n > l  , 

;22
1 −=+ nn rr  

l e nombr e p est pr emi er l orsque l e r ang du pr emi er ter me, di vi si bl e par p,  
occupe un r ang compr i s entr e 2q + 1 et 4q + 2 ;  l e nombr e p est composé, si  
aucun des 4q + 2 pr emi ers ter mes de l a sér i e n’ est di vi si bl e par p ;  enf i n, si  ³  dési qne l e r ang du pr emi er ter me di vi si bl e par p, l es di vi seurs de p appar -

t i ennent à l a for me l i néai r e 12 ±Kα ,  combi née avec cel l es des di vi seur s de 
22 2yx − . 

Dans l a prat i que, on cal cul e par congruences, en ne conservant que l es 
rési dus sui vant le modul e p, ai nsi que nous l 'avons montré précédemment 
pour l e nombre p = 27 – 1 . Nous avons i ndi qué un autre procédé de cal cul ,  
qui repose sur l ’ empl oi du système de numérati on bi nai re, et qui condui ra l a 
construct i on d’ un mécani sme propre à l a véri f i cat i on des grands nombres 
premi ers. 

Dans ce système de numérati on, l a mult i pl i cat i on consi ste si mpl ement 
dans l e dépl acement longit udi nal du mult i pl i cande ; d'autre part, i l  est cl ai r 
que l e reste de l a di vi si on de 2m par 2n – 1 est égal à 2r ,  r  dési gnant le reste 
de l a di vi si on de m par n ;  par conséquent dans l ’ essai de 231 – 1,  par exem-
pl e, i l  suff i ra d’ opérer sur des nombres ayant, au pl us, 31 chi f fr es.  L e tabl eau 
de l a page 306 donne l e cal cul du rési du de 262

V  déduit  du rési du de 252
V  sui -

vant le modul e 231 – 1, par l a f ormul e 

;)12.(,2)( 312
252262

−−≡ ModVV  

l es carrés noi rs représentent les unit és des di f f érents ordres du système bi -
nai re, et les carrés bl ancs représentent les zéros. L a premi ère l i gne est le ré-
si du de 252

V  ;  l es 31 premi ères l i gnes numérotées 0 – 30 f i gurent le carré de 

252
V  ;  l es 4 l i gnes numérotées 0, 1, 2, 3 du bas de l a page i ndi quent l ’ addit i on 

des unit és de chaque col onne, avec l es reports ;  on a retranché une unit é de l a 
premi ère col onne à gauche ; enf i n l a derni ère l i gne est le rési du de 262

V . 
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 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0  

0 ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  0 
1 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  1 
2 µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  2 
3 ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  3 
4 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  4 
5 ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  5 
6 ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  6 
7 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  7 
8 ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  8 
9 µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  9 
10 µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  10 
11 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  11 
12 ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  12 
13 ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  13 
14 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  14 
15 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  15 
16 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  16 
17 ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  16 
18 ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  18 
19 µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  19 
20 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  20 
21 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  21 
22 ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  22 
23 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  23 
24 ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  24 
25 ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  25 
26 µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  26 
27 ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  27 
28 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  28 
29 µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  µ  29 
30 ´  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  30 
0 µ  ´  µ  µ  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  ´  ´  ´  µ  µ  ´  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  ´  ´  µ  ´  ´  0 
1 ´  ´  ´  ´  µ  ´  µ  µ  µ  ´  ´  ´  ´  µ  µ  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  µ  ´  ´  µ  ´  ´  ´  ´  ´  1 
2 µ  ´  µ  ´  µ  µ  ´  ´  µ  µ  ´  µ  µ  ´  µ  ´  ´  ´  µ  µ  ´  µ  µ  ´  ´  µ  µ  µ  µ  ´  µ  2 
3 ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  ´  3 

 ´  µ  µ  ´  µ  µ  ´  ´  µ  µ  µ  ´  ´  ´  µ  ´  ´  µ  µ  µ  µ  µ  µ  ´  µ  µ  ´  ´  ´  µ  ´   

 

CA L CUL DU RESI DU DE 262
V  A U M OYEN DE 252

V SUI V A NT LE M ODUL E 231– 1. 

 

L e tabl eau de l a page 307 conti ent l ’ ensembl e de tous l es rési dus de V2 ,  

22
V ,  32

V ,  .  .  .  . .  292
V ,  302

V  sui vant le modul e 231 – 1. L a derni ère l i gne, enti è-

rement composée de zéros, nous montre que 231– 1 est premi er. 
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 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0  

0 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  0 
1 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  1 
2 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  2 
3 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  3 
4 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  4 
5 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ·  5 
6 ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  6 
7 ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  7 
8 ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  8 
9 ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  9 

10 ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  10 
11 ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  11 
12 ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  12 
13 ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  13 
14 ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  14 
15 ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  15 
16 ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  16 
17 ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  16 
18 ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  18 
19 ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  19 
20 ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  20 
21 ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  21 
22 ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ¶  22 
23 ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  23 
24 ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  24 
25 ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ·  25 
26 ·  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  26 
27 ·  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ¶  ·  ·  ·  ¶  27 
28 ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ·  ¶  ¶  ·  ·  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ·  ·  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  28 
29 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ·  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  29 
30 ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  ¶  30 

 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0  

 

D I AGRA MM E DU NOM BRE PREM I ER 231– 1. 

 

 

Ce tabl eau est,  en quel que sorte, un fr agment du Canon Ar i t hmeti cus,  

correspondant au nombre premi er 231– 1 pour l a raci ne pri mit i ve 
2

51±
. 

On pourrait  ai nsi construi re l es di agr ammes des nombres premi ers de l a 
f orme 24q+ 3– 1. Nous donnons aussi cel ui du nombre 219– 1 ;  nous espérons 
donner ult ér i eurement ceux des nombres 267– 1 et 2127– 1. 
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 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0   

 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  0  
 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  1  
 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  2  
 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  3  
 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  4  
 ¸  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  5  
 ¹  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  6  
 ¸  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  7  
 ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  8  
 ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  9  
 ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  10  
 ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  11  
 ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¹  12  
 ¸  ¹  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  13  
 ¹  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  14  
 ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¸  ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  15  
 ¹  ¹  ¸  ¹  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¹  ¹  ¸  ¸  ¸  ¹  ¸  ¹  ¸  ¹  16  
 ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¸  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  ¹  16  
 ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  ¸  18  
                      

 

D I AGRA MM E DU NOM BRE PREM I ER 219  – 1. 

 

L orsque l ’ on aura, par l ’ appl i cat i on du théorème f ondamental , à véri f i er 

de grands nombres premi ers de l a f orme 
13

13

±
±n

,  on empl oi era aussi avec suc-

cès l e système ternai re, dans l equel on se servi ra seul ement des chi f fr es  0, 1  
et 1, à caractéri st i ques posit i ves on négati ves. Pour l a véri f i cat i on des grands 

nombres de l a f orme 1102 +
n

,  on se servi ra f aci l ement du système déci mal , 
pour l e cal cul des rési dus. 

L orsque l e nombre essayé n’ est pas premi er, nous avons vu qu’ on ne 
trouvera aucun rési du nul . Soit ,  par exempl e, l e nombre  p = 211–1= 2047 ; 
l es rési dus que nous consi dérons sont, dans ce cas, 

1, 3, 7, 47, 160, 1034, 620, – 438, – 576, 160, . .  .  .  .  , 

et se reprodui sent péri odi quement à part i r  de 160 sui vant les ci nq rési dus 

160, 1034, 620, – 438, – 576. 

On peut donner une autre f orme d’ énoncé, au Théorème I I ,  et aux sui -
vants, en tenant compte des f ormul es qui concernent les radi caux conti nus 
(Secti on XV ) ;  on a, par exempl e :  
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THEOREM E I I I  :  Pour que l e nombr es p = 24q+ 3  – 1 soit  pr emi er , i l  f aut 
et i l  suff i t  que l a congr uence    

,).Mod(,
2

cos23
12

p
q+≡ π

 

soit  vér i f i ée, apr ès l a di spar i t i on successi ve des radi caux contenus dans l a 
val eur du cosi nus. 

Nous démontrerons ult ér i eurement que cette condit i on est nécessai re et 
suff i sante. 

On observera encore que l es nombres de l a séri e 

1, 3, 7, 47, 2207, .  .  .  .  . 

appart i ennent tous, à part i r  du troi si ème, à l a f orme l i néai re 5q + 2 ;  mai s,  
d’ autre part (Secti on V I I I ,  Théor. I I ) ,  l es di vi seurs de ces nombres appart i en-
nent aux f ormes l i néai res 

20q + 1, 3,  7, 9 ;  

par conséquent, chacun des termes de l a séri e précédente conti ent un di vi seur 
premi er de l a f orme 5q + 2; i l  en résult e i mmédi atement cette proposi ti on :  

THEOREM E IV  :  I l  y a une i nf i ni t é de nombr es pr emi ers appar tenant à l a 
for me l i néai r e 5q + 2. 

On voit  encore que l es nombres de l a séri e ont la f orme 8h + 7 ;  mai s,  
d’ autre part, l a f orme des di vi seurs quadrat i ques i ndi que que l es di vi seurs de 
ces nombres sont  de l ’ une des f ormes 8h + 1, ou 8h + 7 ;  par conséquent,  
chacun des nombres de l a séri e conti ent au moi ns un di vi seur de l a f orme 
8h + 7,  et, par suit e :  

THEOREM E V  :  I 1 y a une i nf i ni t é de nombr es pr emi ers appar tenant à l a 
for me l i néai r e 8h + 7. 

L es théorèmes sui vants permettent d’ arr i ver à un grand nombre de théo-
rèmes anal ogues, qui sont des cas part i cul i ers du théorème f ondamental de 
L EJEUNE-D I RI CHL ET,  sur l a progressi on ari thméti que.  Nous devons observer 
cependant, que l es nombres de l a f orme 5q + 2 ne sont pas tous compri s dans 
l a séri e que nous consi dérons i ci ,  et qu’ i l  en est de même dans tous l es autres 
cas. A i nsi l es théorèmes précédents di f f érent, au f ond, des cas anal ogues de 
l a progressi on ari t hméti que.  L a méthode que nous empl oyons s’ appl i que 
d’ ai l l eurs, très-f aci l ement, a l a démonstrat i on du théorème général sui vant :  

THEOREM E V I  – Si A et Q dési gnent deux nombr es quel conques pr emi er s 
entr e eux, l a sér i e 

r 0,  r 1,  r 2,  r 3,  .  .  .  .  r n , 

dans l aquel l e on a 
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,2,2, 22
1

2
10

n

nn QrrQArAr −=+== +  

conti ent comme di vi seurs, des nombr es pr emi ers tous dif f ér ents. 

L es f ormul es de mul t i pl i cat i on des f oncti ons numéri ques condui sent à 
des résult ats anal ogues. 

Par des consi dérat i ons sembl abl es aux précédentes, on démontrera l es 
théorèmes sui vants. 

THEOREM E V I I  :  Soit  l e nombr e p = A.2q – 1,  et 

,0,1 ≡° q  
,1,2 ≡° q  
,2,3 ≡° q  
,3,4 ≡° q  

 

(M od.  4) ,    et 

,3≡A  
,7≡A  
,1≡A  
,1≡A  

 ou 

,9≡  
,9≡  
,7≡  
,3≡  

 (M od.  10) ;  

on for me l es q pr emi ers ter mes de l a sér i e 
r 1,  r 2,  r 3, r 4,   .  . .  . , 

par l a r el at i on de r écurr ence ,22
1 −=+ nn rr  

en pr enant pour r 1 et  r 2 l es ter mes UA et VA, de l a sér i e de FI BONA CCI . Le 
nombr e p est pr emi er ,  l orsque l e r ang du pr emi er ter me di vi si bl e par p est 
égal à q. Si  º   dési gne l e r ang du pr emi er ter me di vi si bl e par p, l es di vi seur s 
de p sont de l a for me 2 » .A.k ±  1, combi née avec cel l e des di vi seurs de 

22 2yx −  et de 22 2Ayx − . 

THEOREM E V II I  :  On obti ent un théor ème sembl abl e en pr enant 

p = A .2q + 1 , 

avec l es val eurs 

,0,1 ≡° q  
,1,2 ≡° q  
,2,3 ≡° q  
,3,4 ≡° q  

 

(M od.  4) ,    et 

,5≡A  
,5≡A  
,5≡A  
,5≡A  

 ou 

,3≡  
,9≡  
,7≡  
,1≡  

 (M od.  10) ;  

soit ,  par exempl e, p = 3.211 – 1 = 6143. On f orme l a séri e des rési dus  

4, 18, 322, – 749, 1986, 388, 3110, 3016, 4614, 499, 0 ;  

donc, p = 6143 est premi er. 

THEOREM E IX  :  Soit  l e nombr e 

p = A.3q – 1 , 
avec l es val eurs 

,0,1 ≡° q  
,1,2 ≡° q  
,2,3 ≡° q  
,3,4 ≡° q  

 

(M od.  4) ,    et 

,4≡A  
,6≡A  
,2≡A  
,2≡A  

 ou 

,8≡  
,8≡  
,6≡  
,4≡  

 (M od.  10) ;  
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on  for me l es q pr emi ers ter mes de l a sér i e 

r 1,  r 2,  r 3,  .  .  .  .  , 
par l a for mul e de r écurr ence 

33 23
1 −+=+ nnn rrr , 

déduit e des for mul es de tr i pl i cat i on, avec l es condit i ons i ni t i al es 

,, 3
10

A

A
A U

U
rUr ==  

dans l a sér i e de FI BONA CCI  ;  l e nombr e p est pr emi er l orsque l e r ang du 
pr emi er ter me di vi si bl e par p est égal à q ;  si  ¼  dési gne l e r ang du pr emi er 
ter me di vi si bl e par p, l es di vi seurs de p sont de l a for me 3 ½ .A.k ±  1 ,  combi -
née avec cel l e des di vi seurs quadr at i ques corr espondants. 

EX EM PL E :  Pour p = 2.37– 1, l es rési dus sont 

2, 17, 1404, 0 ;  

donc p = 4373 est un nombre premi er, pui squ’ i l  n’ a pas de di vi seur i nf éri eur 
a sa raci ne carrée. 

THEOREM E X  :  On a un théor ème anal ogue en supposant 

p = A.3q + 1 , 

avec l es val eurs 

,0≡q  
,1≡q  
,2≡q  
,3≡q  

 

(M od.  4) ,    et 

,0≡A  
,0≡A  
,0≡A  
,0≡A  

 ou 

,8≡  
,6≡  
,2≡  
,4≡  

 (M od.  10) ;  

et la r el at i on de r écur r ence 

33 23
1 +−=+ nnn rrr  

EX EM PL E :  Pour p = 2.36+  1, on a l es rési dus 

4, 19, – 57, 569, – 212, 0 ;  

donc p = l 459 est premi er. 

THEOREM E X I  :  Soit  l e nombr e  

p = 2A.5q + 1 , 
on for me l a sér i e l i mit ée à q ter mes, r 0,  r 1,  r 2,  r 3,  .  .  .  , 
par l a r el at i on de r écurr ence 

nnnn rrrr 55 35
1 ++=+ , 

et les condit i ons i ni t i al es 
r 0 = UA ,     r  = U5A , 

dans l a sér i e de FI BONA CCI  ;  l e nombr e p est pr emi er , l or sque l e r ang du 
pr emi er ter me di vi si bl e par p est éqal à q ;  i l  est composé, si  aucun des q 
ter mes n’ est di vi si bl e par p ;  enf i n, si  ¼  dési gne l e r ang du pr emi er r ési du 
nul , l es di vi seurs pr emi ers de p sont de l ’ une des for mes 2A.5 ½ k± 1. 
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SECTION   XXV II I .   
 

Sur la division géométr ique de la ci rconférence en parties égales. 

Dans l a sect i on précédente, nous n’ avons consi déré que l a véri f i cat i on 
des nombres premi ers par l ’ empl oi de l a séri e de FI BONA CCI  ;  i l  est cl ai r que 
toutes l es autres séri es donnent l i eu à de sembl abl es théorèmes ; par suit e de 
l ’ i ndétermi nati on l ai ssée à l a somme P et au produit  Q des deux raci nes de 
l ’ équati on f ondamental e, on pourra touj ours s’ assurer du mode de composi -
t i on d’ un nombre p, l orsque l ’ on connait ra l ’ une ou l ’ autre des décomposi -
t i ons de p + 1 ou de p – 1, en f acteurs premi ers. Nous donnerons encore 
l ’ appl i cat i on du théorème f ondamental , aux nombres premi ers dans l esquel s 
on peut di vi ser géométri quement la ci rconf érence, en part i es égal es. 

L a théori e de l a di vi si on géométri que de l a ci rconf érence, en part i es 
égal es, a été donnée par GAU SS,  dans l a derni ère sect i on des Di squi si t i ones 
Ar it hmeti cæ. I l  est convenu que cette opérat i on ne peut être exécutée que des 
troi s mani ères sui vantes :  1° par l ’ empl oi si mult ané de l a règl e et du compas, 
comme dans l a construct i on ordi nai re du décagone régul i er (EUCL I DE) ;  
2° par l ’ empl oi du compas sans l a règl e (M A SCHERONI ) ;  3° par l ’ empl oi de 
l a doubl e règl e,  sans compas, c’ est-à-di re d’ une règl e pl ate dont les deux 
bords sont rect i l i gnes et paral l èl es. Cette i dée i ngéni euse est due à M . DE 

COA TPONT,  col onel du géni e. 

GAU SS a démontré que, pour di vi ser. géométri quement la ci rconf érence 
en N part i es égal es, i l  f aut et i l  suff i t  que 

N = 2 ¾  .  ai  .  aj  .  ak .  . .  . , 
¿  étant arbit rai re, ai  .  aj  .  ak .  . .  .  des nombres premi ers et di f f érents, en 
nombre quel conque, mai s de l a f orme 

.122 +=
n

na  

On a, pour l es premi ères val eurs de n, 

a0 = 3,   a1 = 5,   a2 = 17,   a3 = 257,   a4 = 65537  

mai s a5 est di vi si bl e par 641 (Secti on X X V I ) , et ne peut être compri s dans 
l ’ expressi on de N. I l  reste donc deux questi ons i mportantes à résoudre :  
1° comment peut on s’ assurer que an est premi er ?   2° exi ste-t -i l  une séri e 
i ndéf i ni e de nombres premi ers an ?  Nous ne répondrons, pour l ’ i nstant, qu’ à 
l a premi ère questi on. 
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Si  an est  premi er,  l e nombre Q est rési du quadrat i que de an ;  donc, dans 
l a séri e de PELL ,  1−naV  est di vi si bl e par an ;  mai s an  – 1  a pour di vi seurs l es 

nombres, 

2 , 22 ,  23,  .  .  .  .  2n ;  

on a donc, par l ’ appl i cat i on du théorème f ondamental , et par l es f ormul es de 
dupl i cat i on, l e théorème sui vant :  

THEOREME I  : Soit l e nombre 122 +=
n

na  ; on forme la sér ie des 2n – 1 termes, 

6,  34,  1154,  13 31714,  17 73462 17794, . .  .  . , 

tel s que chacun d’ eux est éqal au carr é du pr écédent di mi nué de deux unit és ;  
l e nombr e an est pr emi er , l orsque l e pr emi er ter me di vi si bl e par an est com-
pr i s entr e l es ter mes de r ang 2n–1 et 2n– 1 ;  i l  est composé, si  aucun des ter -
ni es de l a sér i e n’ est di vi si bl e par an ;  enf i n si  a < 2n – 1 dési gne l e r ang du 
pr emi er ter me di vi si bl e par an,  l es di vi seur s pr emi ers de an appar t i ennent à 
l a for me l i néai r e  

.1.2
12 +

+
q

n
 

On obti endrait  un théorème anal ogue pour l ’ essai des grands nombres 
premi ers de l a f orme  

.12. 2 +
n

A  

L e savant P. PEPI N  a présenté à l ’ Académi e des Sci ences de Pari s 
(Comptes rendus, 6 A oût 1877), un autre théorème pour reconnait re l es nom-
bres premi ers an,  qui rentre dans notre méthode général e. En eff et, au l i eu de 
nous servi r de l a séri e de PELL ,  nous pouvons empl oyer beaucoup d’ autres 
séri es récurrentes, et ai nsi l a séri e récurrente de premi ère espèce, dont les 
termes sont donnés par l ’ expressi on 

,
ba

ba
U

rr

r −
−=  

dans l aquel l e a et b dési gnent deux nombres enti ers arbi trai res. En f ai sant 
b = 1 et a quel conque, on obti endra un théorème anal ogue au précédent ;  
mai s si , de pl us, par l a l oi  de réci procit é des rési dus quadrat i ques, on choi si t  
pour a un non-rési du de an supposé premi er, a = 5, par exempl e, i l  est cl ai r 
que l e rang du premi er rési du nul sera exactement égal à 2n – 1. De cette f a-
çon, l a f orme ambi güe donnée à l ’ énoncé de nos théorèmes di sparait ,  i l  est 
vrai , et l ’ on obti ent al ors une condit i on nécessai r e et suff i sante pour que an 
soit  premi er. I l  serait  f aci l e de teni r compte de cette observati on, et de don-
ner une séri e de théorèmes anal ogues, dans l a recherche de l a condit i on né-
cessai re et suff i sante pour qu’ un nombre 2n À p ± 1 soit  premi er, l orsque À  dé-
si gne un produit  de f acteurs premi ers donnés, et p un nombre premi er arbi -
trai re. On a, par exempl e, l es théorèmes sui vants. 
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THEOREM E I I  :  Lorsque  p = 10q + 7  ou  p = 10q + 9 est un nombr e 
pr emi er , l e nombr e 2p – 1 est pr emi er si  l ’ on a, dans l a sér i e de FI BONA CCI , 

,)12  (Mod.,0 −≡ pU p  

et r éci pr oquement. 

THEOREM E I II  :  Lorsque  p = 4q + 3 est un nombr e pr emi er , l e nombr e 
2p + 1 est  pr emi er si  l ’ on a, dans l a sér i e de FERM A T , 

,)12  (Mod.,0 +≡ pU p  

et r éci pr oquement. 

THEOREM E IV  :  Lorsque  p = 4q + 3 est un nombr e pr emi er , l e nombr e 
2p – 1 est  pr emi er si  l ’ on a, dans l a sér i e de PEL L , 

,)12  (Mod.,0 −≡ pU p  

et r éci pr oquement. 

On doit  cependant observer que si l a méthode i ndi quée par l e P. PEPI N ,  
conduit  à une f orme pl us cl ai re et pl us préci se de l ’ ènoncé, qui  devi ent ai nsi 
sembl abl e à cel ui du théorème de W I L SON ,  i l  est préf érabl e de s’ en teni r, 
dans l ’ appl i cat i on, à l a f orme que nous avons adoptée. En eff et, l ’ appl i cat i on 
de ces théorèmes repose sur une hypothèse, cel l e de consi dérer comme pre-
mi er un nombre pri s arbit rai rement dans une certai ne f orme ;  i l  est pl us pro-
babl e de supposer,  au contrai re, l e nombre comme composé, ai nsi que sembl e 
l ’ i ndi quer l ’ assert i on du P. M ERSENNE.  Par conséquent, au l i eu de recul er l a 
véri f i cat i on, j usqu’ à l ’ extrême l i mit e,  par l ’ empl oi des non-rési dus quadrat i -
ques, i l  serait  pl us prat i que, dans l ’ exempl e, de se servi r de l ’ un des Á (2n–1)  
nombres qui appart i ennent à l ’ exposant 2n–1,  pour l e modul e an supposé pre-
mi er ;  mai s cette recherche di recte est f ort  di f f i ci l e. On s’ assurera cependant 
que, par l e théorème I , i l  suff i t ,  pour démontrer que a2,  a3,  a4,  sont premi ers,  
d’ exécuter respecti vement 3,  6,  12, opérat i ons au l i eu du nombre 4, 8, 16, qui  
l ui  correspond dans l ’ autre méthode. 

SECTION   XXIX.   
 

Sur la vér i fication de l ’ assertion du P. MERSENNE. 

Nous avons i ndi qué l a marche à sui vre pour l es nombres de l a,  f orme 
24q+ 3  – 1 ;  i l  nous reste à i ndi quer une marche anal ogue pour l es nombres de 
l a f orme  p = 24q+ 1  – 1, tel s que 

261 – 1 , 297 – 1 ,  .  .  .  .  ,  2257 – 1. 
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En supposant p premi er, – 1 est non-rési du de p pui sque p est de l a f orme  
4k + 3, et 2 est rési du de p,  pui sque p est de l a f orme 8k + 7 ;  donc – 2 est  
non-rési du de p.  Par conséquent, l a séri e conj uguée de cel l e de PELL ,  c’ est-à-
di re l a séri e provenant de l ’ équati on, 

x2 = 2x + 3 , 

dans l aquel l e 

P = 2 ,    Q = – 3 ,    Â  = 22 Ã  (  – 2)  , 

est propre à l a véri f i cat i on des nombres premi ers que nous consi dérons, pui s-
que, si  p est premi er, Up+ 1 est di vi si bl e par p. L es di vi seurs de p + 1 repré-
sentent toutes l es pui ssances de 2 j usqu’ à l ’ exposant 4q + 1 ;  i l  suff i ra donc 
de cal cul er l es rési dus de 

,....,,, 424211 qVVVVU  

par l es f ormul es ordi nai res de dupl i cat i on. 

M ai s nous devons encore f ai re une observati on i mportante, au poi nt de 
vue du cal cul .  Pui sque l ’ on empl oi e l a f ormul e 

,2)( 22

212

λ
λλ QVV −=+  

i l  est bon, si  l ’ on ef f ectue l e cal cul des rési dus dans l e système de numéra-
t i on déci mal e, de supposer  Q = ± 1, ou  Q = ± 10n ;  car sans cel a, on doubl e 
l a l ongueur des cal cul s, ai nsi qu’ i l  est f aci l e de s’ en apercevoi r ;  si  l ’ on 
opère dans l e système de numérati on bi nai re, i l  sera commode de supposer Q 
égal ,  en val eur absol ue, à l ’ unit é ou à une pui ssance de 2. 

I l  est donc préf érabl e d’ empl oyer l a séri e récurrente provenant de 
l ’ équati on 

x2 = 4x – 1 , 

dans l aquel l e  ,32,32 −=+= ba  

et p = 4,    Q = 1,    Â  = 22 Ã  3 . 

En supposant que  p = 24q+1  – 1  est un nombre premi er, on a, par l a l oi  de 
réci procit é, 

,
3

3





−=




 p

p
 

pui sque  p et 3  sont tous deux des mult i pl es de 4 pl us 3 ;  d’ autre part, par l e 
théorème de FERM A T 

;  3)  (Mod.    ,112 14 ≡−+q  

donc 3 est non-rési du de  p,  supposé premi er, et, dans ce cas, Up+ 1 est di vi si -
bl e par  p. L es di vi seurs de  p + 1  sont égaux à toutes l es pui ssances de 2 
j usqu’ à  4q + 1, et,  de pl us,  Q = 1. 
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Par conséquent,  on f ormera l a suit e des rési dus 

4,  14,  194, 37634, . .  .  . 

tel s que chacun d’ eux est égal au carré du précédent di mi nué de deux unit és.  

EX EM PL E :  Soit  l e nombre  213 – 1 = 8191  ;  on trouve l es rési dus 

4,  14,  194,  4870,  3953,  5970,  1857,  36,  1294,  3470,  128,  0 ;  

donc l e nombre  213 – 1  est premi er. 

On a donc l e théorème sui vant :  

THEOREM E :  Soit  l e nombr e  p = 24q+1 – 1 ; on for me l a sér i e des rési dus 

4,  14,  194,  37634, . . .  .  , 

tel s que chacun d’ eux est égal  au carr é du pr écédent di mi nué de deux unit és ;  
l e nombr e  p est  composé, si  aucun des  4q + 1  pr emi ers rési dus n’ est égal à 
0 ;  l e nombr e  p  est pr emi er si  l e pr emi er r ési du nul occupe un r ang compr i s 
entr e  2q  et  4q + 1 ;  si  l e r anq du pr emi er r ési du est égal à  Ä  < 2q , l es 
di vi seurs de  p  appar t i ennent à l a for me l i néai r e 

2 Å + 1k + 1. 

On aurait  encore des théorèmes anal ogues pour l es nombres de l a f orme 

A .  24q+1 –1 . 

A vant de termi ner ce paragraphe, nous f erons observer que nous pensons 
n’ avoi r qu’ eff l euré l e suj et qui nous occupe. I l  reste à trouver, comme pour 
l es nombres premi ers, un cri t er i um des nombres composés, af fr anchi de 
l ’ i ncert i t ude des cal cul s numéri ques ; dans un grand nombre de cas, l orsque 
l e nombre essayé n’ est pas premi er,  i l  se présente une péri ode dans l a suit e 
des rési dus ; mai s, s’ i l  est vrai , comme nous l ’ avons démontré (Secti on 
XXV I ), que cette péri ode exi ste, l orsque l ’ on consi dére l ’ ensembl e des rési -
dus de tous l es termes de l a séri e récurrente, i l  n’ est pas démontré que cette 
péri ode se mani f estera, si  l ’ on ne consi dére qu’ un certai n nombre d’ entre 
eux, dont les rangs sont en progressi on géométri que. C’ est là un probl ème 
i mportant à résoudre. 

En second l i eu, l orsque l ’ ensembl e des cal cul s démontre que l e nombre 
essayé n’ est pas premi er, peut-on arr i ver faci l ement, par l a connai ssance de 
l a séri e des rési dus cal cul és, à l a décomposit i on du nombre que l ’ on avait  
supposé premi er ? Ces rési dus f orment, comme nous l ’ avons dit ,  un fr agment 
d’ un Canon Ar i t hmeti cus génér al i sé, que l ’ on peut comparer aux tabl es des 
l ogari t hmes des si nus et des cosi nus, ai nsi que l ’ on compare l e Canon A ri t h-
meti cus l ui -même, aux tabl es des l ogari t hmes des nombres. C’ est là un se-
cond probl ème à résoudre. 
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Nous avons encore i ndi qué (Secti ons IX et XX I ) , une premi ère général i -
sat i on de l ’ i dée pri nci pal e de ce mémoi re, dans l ’ étude des séri es récurrentes 
qui nai ssent des f oncti ons symétri ques des raci nes des équati ons al gébri ques 
du troi si ème et du quatr i ème degré, et,  pl us général ement,  des raci nes des 
équati ons de degré quel conque, à coeff i ci ents commensurabl es. On trouve en 
part i cul i er, dans l ’ étude de l a f onct i on. 

,
).....,,,(

).....,,,(

cba

cba
U

nnn

n ∆
∆

=  

dans l aquel l e a, b, c,….dési gnent les raci nes de l ’ équati on, et )...,,,( cba∆  
l a fonct i on alt er née des raci nes, ou l a raci ne carrée du di scri mi nant de 
1’ équati on, l a général i sat i on des pri nci pal es f ormul es contenues dans l a pre-
mi ère part i e de ce travai l . 

Enf i n, i l  reste à dével opper l a théori e de l a di vi si on des f oncti ons numé-
ri ques, et son appl i cat i on à l ’ anal yse i ndétermi née du second degré et des 
degrés supéri eurs ;  c’ est une étude que nous espérons publ i er prochai nement.  
Nous donnons d’ ai l l eurs, dans l e derni er paragraphe qui suit ,  une autre géné-
ral i sat i on des f oncti ons numéri ques péri odi ques, déduit e de l a consi dérat i on 
des séri es ordonnées sui vant les pui ssances de l a vari abl e. 

SECTION   XXX .   
 

Sur la pér iodicité numérique des coefficients di fférentiels des fonctions rationnel les 
d’ exponentiell es. 

L ’ étude des nombres premi ers contenus dans l es dénomi nateurs des 
coeff i ci ents des pui ssances de l a vari abl e, dans l es dével oppements en séri es, 
l orsque l ’ on suppose ces coeff i ci ents réduit s à l eur pl us si mpl e expressi on, a 
conduit  EI SENSTEI N  à l a découverte d’ un théorème remarquabl e. En eff et, ce 
théorème f ourni t  un cr i t er i um qui permet de déci der, à l a seul e i nspecti on des 
f acteurs premi ers du dénomi nateur, si  l a f onct i on qui représente l a somme de 
l a séri e supposée convergente, est al gébr i que ou t r anscendante. 

On  sai t  encore  que  l ’ ét ude  des  f acteurs  premi ers  contenus  dans  l es  

numérateur s  des  coef f i ci ent s  Bn ,  de
n

zn

...3.2.1
dans  l e  dével oppement  

de  
ze

z

−1
,  ou,  en  d’ aut r es  t er mes,  dans  l es  numérateurs  des  nombr es  de  

B ERN OU L L I ,  a  condui t  CA U CH Y ,  MM .   GEN OCCH I  et  K U M M ER ,  à  
d’ i mpor tant s  résul t at s  sur  l a  t héor i e  des  rési dus  quadrat i ques,  et  sur  
cel l e  de  l ’ équat i on  i ndéter mi né e 

xp + yp + zp = 0 , 
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dont FERM A T  a aff i rmé l ’ i mpossi bi l i t é en nombres enti ers, pour  p > 2. A i nsi  
M . K UMM ER a démontré que cette équati on ne peut être véri f i ée par des nom-
bres enti ers, l orsque p ne se trouve pas comme f acteur dans l es numérateurs 
des nombres de BERNOULL I   B2,  B4,  B6,  .  .  . Bp–3 .* 

En se pl açant à un poi nt de vue di f f érent, M M . CL AU SEN  et STA UDT ont  
donné pour ces nombres cette expressi on remarquabl e 

λβα
1

...
11

2

1
22 −−−−−= nn AB  , 

dans l aquel l e  A2n   est un nombre enti er, et les dénomi nateurs  2, Æ , Ç , È , . ... É ,  
tous l es nombres premi ers qui surpassent d’ une unit é tous l es di vi seurs de  
2n. Cette f ormul e conduit  au procédé l e pl us rapi de pour l e cal cul de ces 
nombres ; M . A DA M S vi ent de donner, par son empl oi , l es val eurs des 62 
premi ers nombres (Br i t i sh Associ at i on, — Pl ymouth, Août 1877.) 

Nous avons i ndi qué aussi comment l ’ appl i cat i on combi née des théorè-
mes de FERM A T  et de STA UDT conduit  à cette propri été que l es nombres 

a (a2n – 1) B2n , 

sont enti ers, quel que soit  l ’ ent i er a. Nous al l ons montrer que l ’ étude des 

coeff i ci ents de 
n

xn

...3.2.1
 dans l e dével oppement des f oncti ons rat i onnel l es 

d’ exponenti el l es, ou, en d’ autres termes, l es coeff i ci ents di f f érenti el s de ces 
f oncti ons, pour x = 0, conduit  à des propri étés i mportantes. 

On sait ,  en eff et, que si l ’ on rempl ace x par l es nombres enti ers consé-
cuti f s dans l a f onct i on Ê

(x) = Aax + Bbx + Ccx + Ddx + . . .  . 

dans l aquel l e  A, B, C, D,  .  . .  .   et  a, b, c, d, . .  .  .  sont enti ers, on a, pour  p 
premi er et  k  ent i er quel conque, l a congruence 

(148) [ ] )()1( xpkx φφ ≡−+  ,  (M od.  p). 

Nous avons étendu cette propri été aux f oncti ons numéri ques  Un  et  Vn ;  i l  
est f aci l e, de voi r que cette proposit i on s’ appl i que aux coeff i ci ents di f f éren-
t i el s d’ une f oncti on enti ère de  ex   et de  e–x  .  I l  nous reste à montrer que cette 

                                                      
*Nous avons modi fié les diverses notations qui concernent ces nombres. La présente notation se 

prête beaucoup plus faci lement aux développements que comporte la théorie de ces nombres. Voir, sur 
ce sujet, les Notes insérées dans les Comptes rendus de l ’ Académie des Sciences de Paris (Septembre 
1876), dans les Annal i di Matematica (2e série, tome VII I ), dans les Nouvel les Annales de Mathémati-
ques (2e série, tome XV I, pag. 157), dans la Nouvel le Correspondance Mathématique (tome I I , pag. 328, 
et tome III , pag. 69), dans The Messenger of Mathematics, (Octobre 1877), etc. 
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proposit i on s’ appl i que encore aux coeff i ci ents di f f érenti el s d’ une f oncti on 
rat i onnel l e de  ex  et de  e–x. 

Soit  d’ abord 

(149) séc x = 1 + a2x2 + a4x4 + a6x6 + . . .  . ;  

M . SY L V ESTER a appel é nombr es Eul ér i ens (Comptes rendus, t .  L I I ,  
pag. 161),  l es coeff i ci ents, pri s en val eur absol ue, détermi nés par l a rel at i on 

(150) E2n = ( – 1)n 1, 2,  3 . .  . .  (2n) Q2n ;  

on a, par l e changement de  x  en  1−x  ,  l a f ormul e symbol i que 

(151) Ex
xx

e
ee

u =
+

= −

2
, 

dans l aquel l e on rempl acera, dans l e dével oppement du second membre l es 
exposants de  E  par des i ndi ces ;  ai nsi  

.
0

0
nn

n

E
dx

ud
=  

En chassant les dénomi nateurs de l ’ i denti t é (151), on obti ent, par 
l ’ i denti f i cat i on des coeff i ci ents de  xn ,  l a f ormul e 

(152) (E + 1)n + (E – 1)n = 0 , 

qui permet de cal cul er l es nombres Eul éri ens par voi e récurrente. On a aussi 
l e détermi nant 

(153) 

2
2

6
2

4
2

2
2

2

....1

0........

.........

0....115151

0....0161

0....0011

)1(

nnnn

n
n

CCCC

E −=  ;  

ce détermi nant est f ormé par l es l i gnes de rang pai r et les col onnes de rang 
i mpai r du tr i angl e ari t hméti que. L es nombres Eul éri ens sont enti ers et im-
pai rs ;  SHERK  a démontré qu’ i l s sont termi nés alt ernati vement par l es chi f fr es 
1 et 5*.   Ces propri étés sont des cas part i cul i ers des sui vantes. 

En tenant compte des résult ats obtenus (Sect i on XX I ),  sur l es congruen-
ces du tr i angl e ari t hméti que, l a f ormul e (152) donne, pour  p  premi er,  et  

1−= pn  

(154) ; )  (Mod.    , 0... 12531 pEEEEE ppp ≡+++++ −−−  

on a donc cette proposit i on :  

                                                      
* Journal de Crel le, t. 79, pag. 67. 
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THEOREM E :  Si  p  est  un nombr e pr emi er , l a somme des nombr es Eul é-
r i ens, pr i s avec l es si gnes alt er nés  +  et  – , dont l ’ i ndi ce est pl us peti t  que  
p, est di vi si bl e par  p. 

L es premi ères val eurs de  E  sont donnés par l es rel at i ons 
                  E2 + E0 = 0, 
           E4+ 6E2+ E0 = 0, 
E6+ 15E4+ 15E2+ E0 = 0, 
 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .  , 
 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . ;  

on a ensuit e, par congruence, à part i r  de  Ep+1  pour l e modul e premi er  p 

;.......................

,.......................

0105510

033

0 

024135

0213

01

,  EEE E E E

,   EEE E

,   E E

ppp

pp

p

≡+++++

≡+++

≡+

+++

++

+

 

l a comparai son des deux groupes de f ormul es qui précédent, donne successi -
vement 

(155) 

 .    .    .    .    .    .    .    .    .

      "          , 

   "          , 

, )  (Mod.    , 

65

43

21

EE

EE

pEE

p

p

p

≡

≡

≡

+

+

+

 

On obti ent de même, en général , pour  k  ent i er quel conque  

(156) )  (Mod.    , 2)1(2 pEE npkn ≡−+  , 

et, par suit e :  

THEOREM E :  Les rési dus des nombr es Eul ér i ens, sui vant un modul e pr e-
mi er quel conque, se r epr odui sent pér i odi quement dans l e même or dr e, comme 
l es rési dus des pui ssances des nombr es enti ers. 

Posons mai ntenant 

...
...2.1

...
2.11

2
,

2

2,1,0, +++++=






+
= − n

x
E

x
E

x
EE

ee
u

n

nxx αααα

α
α  

ou, sous l a f orme symboli que 

(157) ,
xE

eu αα =  

l es coeff i ci ents  E Ë , n  sont détermi nés par l a rel at i on symboli que 

(158) E Ë , n = [ E’ + E’ ’ + E’ ’ ’ +  .  . .  . + E( Ë ) ] n , 

dans l e dével oppement de l aquel l e on rempl ace l es exposants de E’ , E’ ’ ,  … 
E(a)  par des i ndi ces, et  en suppri mant les accents. On a aussi l a f ormul e 
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(159) E Ì , n = [ E Ì –1 + E1] n , 

dans l aquel l e en rempl ace l es exposants de E Ì –1 et de E1,  par des seconds i n-
di ces. Ces nombres E Ì ,n que nous appel l erons l es nombr es Eul ér i ens d’ or dr e Í  sont enti ers pour Í  ent i er et posit i f  ;  on démontre, comme ci -dessus, que 
l eurs rési dus sui vant un modul e premi er se reprodui sent péri odi quement, et  
que l ’ on a encore 

(160)  )  (Mod.    , )1(,, pEE pknn −+≡ αα . 

Ces consi dérat i ons s’ appl i quent, en général , aux coeff i ci ents di f f éren-
t i el s d’ une fr act i on rat i onnel l e de  ex,  mai s,  dans certai nes condit i ons, comme 
dans l e cas de 

)(

)1(
xeφ

φ
 . 

Cependant, l orsque Î (1) est nul , comme dans l e dével oppement de 
xe−1

1
 qui 

conti ent les nombres de BERNOUL L I ,  ce théorèrne ne se présente pl us i mmé-
di atement, pui sque l es coeff i ci ents ne sont pl us enti ers, et conti ennent en dé-
nomi nateur une séri e i ndéf i ni e de nombres premi ers. A l ors, on l es mult i pl i e 
par d’ autres f oncti ons tel l es que 

a (an – 1)  

af i n de l es rendre enti ers, et d’ appl i quer l es résult ats qui provi ennent des 
congruences du tr i angl e ari t hméti que. 

 

PA RI S, Décembre, 1877. 

 

 

 

 

 


