THEORIE DES FONCTIONS NUMERIQUES SMPLEMENT
PERIODIQUES

PAR EDOUARD LUCAS, Professeur au LycéeCharlemagne, Paris.

CE mémoire a pour objet I'étude des fonctions symétriques des racines
d'une é&uation du second degré, et son application a la théorie des nombres
premiers. Nous indiquons dés le commencement, |’analogie compléte de ces
fonctions symétriques avec les fonctions circulaires et hyperboliques ; nous
montrons ensuite la liaison qu existe entre ces fonctions symétriques et les
théories des déterminants, des combinaisons, des fractions continues, de la
divisibilit &, des diviseurs quadratiques, des radicaux continus, de la division
de la drconférence, de |'analyse indéterininée du second degré, des résidus
guadratiques, de la décomposition des grands nombres en facteurs premiers,
etc. Cette méthode est le point de départ d’une &ude plus compléte, des pro-
priétés des fonctions symétriques des racines d'une éjuation algébrique, de
degré quelconque, a coefficients commensurables, dans leurs rapports avec les
théories des fonctions elli ptiques et abéliennes, des résidus potentiels, et de
I"analyse indéterminée des degrés supérieurs.

SECTION |I.

Définition des fonctions numériques 9 mplement périodiques.

Désignons par a et b les deux racines de |’ équation
(1) X’ =Px-Q,

dont les coefficients P et Q sont des nombres entiers, paositifs ou négatifs, et
premiers entre eux. On a

a+b=P, ab=Q;

et, en désignant par & la différence a — b des racines, et par A le carré de
cette différence, on a encore

a:P;’a, b=?, §=+J0=,P?-40Q.
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Cela posé, nous considérerons les deux fonctions numériques U et V définies
par les égalit és
a"-b"

(2) Up=2—7

Ces fonctions U, et V, donnent naissance, pour toutes les valeurs entiéres
et positives de n, a trois ries d’ especes diff érentes, selon la nature des raci-
nes a et b de I’ équation (1). Cette éjuation peut avoir :

, Vp=a"+ b"

1°. Les racines rédles et entiéres ;
2°. Les racines rédles et incommensurables ;
3°. Les racines imaginaires.

Les fonctions numériques de premiére espéce correspondent a toutes les
valeurs entieres de a et de b, et peuvent étre cdculées directement, pour
toutes les valeurs entiéres et positives de n, par |’emploi des formules (2). Si
I"on suppose plus particuliérement a=2 et b =1, ontrouve, en formant les
valeurs de U, et de V,, les fries récurrentes

n: 0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, 9, 10, 11,
u,: 0, 1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023, 2047,
Vo: 2,3, 5,9, 17, 33, 65, 129, 257, 513, 1025, 2049,
étudiées pour la premiére fois par |'illustre FERMAT. Nous observerons, dés

maintenant, que la série des V, est contenue, pow les trois cas que nous
considérons, dans la série des U, , puisque les formules (2) nous donrent la
relation générale

(3) U2n = UnVn

Les fonctions numériques de seconde espéce correspondent a toutes les
valeurs incommensurables de a et de b dont la somme & le produit sont
commensurables. On peut les calculer en fonction de la somme P et du dis-
criminant A de 1I’équation proposée, au moyen des formules suivantes. Le dé-
veloppement du bindbme nous donne

n(n-1)

2 Pn +— Pn—16 i S Pn—282 + n(n_l)(n_z) Pn—363 + .. +6n
1 1.2.3 ’
2nbn - _ Pn—16 +_ 7 n(n 1) Pn—262 _ n(n_l)(n B 2) Pn_363 + L. + (_6)n
1 1.2 1.2.3

et, par soustraction et par addition,
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2n—lUn= Epn—1+ n(n—l)(n—2) Pn—SA
1 1.2.3
n(N-H(n=2)(n=3)(N-4) Jns,2
P"™A“+ . . . .,
(4) < 1.2.3.4.5
2n—1V — Pn + Mpn-zA + n(n—l)(n—Z)(n—.?)) Pn_4 AZ +
L " 1.2 1.2.3.4

On obtient ainsi, pour les premiers termes,
Up=0, U;=1, U,=P, u®=P?-Q, U, = P* -2PQ,
Vo=2, Vi=P, Ve=P?°-2Q, Vz:=P*-3PQ V,=P*-4P%Q + 20Q°

Les fonctions numériques de seconde espéce les plus smples correspondent
aux hypothéses

P=1, Q=-1, A =35,
ou al’'équation
x2=x+1:

on adans ce ca,

a=23in3—n=1+\/§, b=_23in£=1_
10 2 10 2

et, par suite, en désignant par u, et v, lesfonction qu en résultent,
y 2 @B -a-V5)" _ (1+yB)" +(1-V5)"
n 2n\/§ ! n 2n )

On forme ansi, pour les premieres valeurs de n entiéres et positives, les
séries

&

n: o, 1, 2, 3, A4, 5 6, 7, 8, 9, 10, 11,.....
Up: o, 1, I, 2, 3, 5 8 13, 21, 34, 55, 89,. . ...
Vp ! 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123 199,.....

La série des u, a &é considérée pour la premiére fois par LEONARD FIBONACCI,
de Pise.” Elle a éé étudiée par ALBERT GIRARD,' qui a observé que les trois
nombres u,, U, , Unp+1 , fOorment un triangle isoscéle dont I’angle au sommet est
a fort peu prés égal a I’angle du pentagone régulier. ROBERT SIMPSON' a fait

“ Il liber Abbaci di Leonardo Pisano, pubHicato secondola lezione del Codice Magliabechiano, da
B. BoNcOMPAGNI. Roma, 1867. Pag. 283 et 284.

T L’ arithmétique de SIMON STEVIN, be Bruges, rewe, corrigée & augmentée de plusieurs traictez et
anndations par ALBERT GIRARD, etc. Leide, 1633 Pag. 169 et 170.
* Phil osophical Transactions of the Royal Scciety of London Vol. xlviii, Part 1, for the year 1753
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remarquer en 1753, que cdte série est donnée par le cdcul des quotients et des
fractions convergentes des expressions irrationnell es

J5+1 J5-1 |

et
2 2
En 1843,J. BINET donre, au moyen de cdte série, |'expresson du dénombre-
ment des combinaisons discontinues. En 1844, Lamé' indique |’ application que
I’on peut faire de cette série ala détermination dune limite supérieure du
nombre des operations a faire dans la recherche du plus grand commun divi-
seur de deux nombres entiers.

Nous prendrons auss quelquefois pour exemple la série U, de seconde
espece donnrée par les hypothéses

P=2 Q

1

|
—
>

I
\8)

N

N

ou par I'équation

x
N
]
N
x
+
[EEN

On a dors les <ries

n: 0 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ...
u,: 0, 1, 2, 5 12, 29, 70, 169, 408 985, 2378, 5741, ...
Vn: 2, 2, 6, 14, 34, 82, 198 478, 1154, 2786, 6786, 16233, ...

gue nous désignerons sous le nom de SERIES DE PELL , en I"honneur du ma-
thématicien de cenom qui résolut, le premier, un célébre probléme d’analyse
indéterminée proposé par FERMAT, et concernant la résolution en nombres en-
tiers, de I’ équation indéterminée
x> —Ay* =+ 1,

Les fonctions numériques de troisiéme espece correspondent a toutes les
valeurs imaginaires de a et de b dont la somme et le produit sont réds et
commensurables. Les plus asmples proviennent des hypothéses

P=1, Q=1, A=-3;

on a, dans ce cas,

a_1+\/—3 b_l—\/—3
2 2
par conséquent a et b sont les racines cubique imaginaires de I’ unité négative ;

de plus,

U3, =0, Usnez = (-1)", Usnez = (=1)"

An explication of an obcure passage in Albert Girard’s Commentary upon Simon Stevin’s Works. Pag. 368
et suiv.

" Comptes rendus de I’ académie des sciences de Paris, tome, xvii, pag. 562 ; tome Xix, pag. 939.

T Comptes rendus, etc., tome xix, pag. 867.
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Ainsi les valeurs de U, reviennent périodiquement dans |’ ordre
0,1,1,0,-1,-1,......

et donrent lieu a un grand nombre de formules smples déduites des propriétés
générales des fonctions U,, et V,, et concernant la trisection de la crconfé-
rence.

Quelquefois auss nous considérerons les <ries analogues déduites de

|” équation

X2 = 2x — 2,
dans laquell e

a=1+ -1, b=1-+-1, A= - 22

et les SLries déduites de |’ équation

X2 = 2x — 3,
dans laquell e

a=1+ -2, b=1- -2, A = =-22

nous désignerons les <ries obtenues dans cette derniére hypothése, sous le
nom de séries conjuguées de PELL.

SECTION II.

Des relations des fonctions U, et V,, avecles fonctions circulaires et hyperboli ques.

Si |'on fait zZ=

dans les formules

2

e’-¢e”’

sin(z+/-1) = ,

e

on ohtient

gnr oL
V-1 a 1m? b?C
cos > Log'EE_ED_”+_”['
2 a’k
an ng
sin HLOQEE—_l @ _b*0.
2 bl 2y-1Hr O
g aip
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on a donc, entre, les fonctions U, et V,, et les fonctions circulaires, les deux

relation
2 V-1 a
V_=20Q2co Log.—L,
n =20 % 2 9 bE

2 -
Un - sinBﬂ Log.EE
L V-A 2 b
Il résulte immédiatement de ce rapprochement que chacune des formules de la

trigonométrie rectiligne coudut a des formules analogues pour U, et V,, et in-
versement.

Ainsi la formule (3)

,

(5) <

U2n = UnVn y
corresponda la formule
sin2z=2sinzcosz;

les équations
(6) Vo+ 8Un=2a", V,-3sUn= 2b"

gue I'on déduit immédiatement des formules (2) correspondent exactement
aux relations

cosz++/-1sinz=e?™,  cosz-+/-1sinz=e#,

et les formules (4) sont entiérement analogues a cdles qui ont été donnrées
dans Actes de Leipzick, en 1701, par JEAN BERNOULLI, pour le développement

de s;.r;lnz et de cos nz suivant les puissances du sinus et du cosinus de |'arc z.
inz
Ainsi encore les formules
- { [Vin +8Un] [V +8Us] = 2[Vimen +8Umsn]
[V +8Un]" = 2" [V +8Up ],

gue |’on déduit des relations (6) coincident avec les formules
(cos x +4/—-1sin x) (cosy ++/-1siny) = cos (x + y) ++-1sin (x +y),
(cos x +4/-1sin x)" = cosrx ++-1sinrx,
qui ont été données par MOIVRE.
Nous ferons encore observer que si, dans I’ équation (1), on pose
X =X, o=a, B =D
les quantités a et g sont les racines de |’ équation
(8) X2=V,X-Q".
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Par conséquent, chacune des formules qui appartiennent a la théorie présente

peut étre généralisée en y remplagant U, et V, par % et Vu, P par V,, Q par
r
Q', et la différence & des racines a et b par la différence adU, des racines a et
B de I’ équation (8).
Les formules (4) deviennent ainsi

( 2n—1 h - EVrn—l + n(n _1)(n B 2) AU rZvrn—3
u, 1 1.2.3
L= =20 =304 s,
1.2.3.4.5
(9) < n(n-1)

2"V, =V, =, AU vz

N nin-)(n-2)(n-3)

NUNTA 4
L 1.2.3.4 rr

D’aill eur, nous laisserons de cbté, pour |'instant, les autres procédés de trans-
formation de |’ équation (1) par substitution de variable, ainsi que I’ étude des
fonctions plus générales

AU, + BV, + C,

dans lesquelles A, B, C désignent des nombres entiers quelconques, positifs ou
négatifs.

SECTION 1.

Des relations de récurrence pour le calcul des fonctions U, et V..

Le cdcul des valeurs de U, et de V, qui correspondent aux valeurs en-
tieres et consécutives de n, s’ éffectue rapidement au moyen de formules entié-
rement analogues a cdles de THOMAS SIMPSON :

sin(n+2)z=2coszsin(n+ 1) z—sinnz,
cos(n+2)z=2coszcos(n+1)z-cosnz.

En effet, multiplions par x" les deux membres de |I’équation (1), et remplagons
successvement x par a et b, nous obtenons

an+2 - Pan+1 _ Qan br‘l+2 - Pbr‘l+l _ an
et, par soustraction et par addition,
(10) { Unio = PUn+l_QUn|
Vii2 = PViper — QV, .
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Ces formules nous font voir que les fonctions U et V forment, pou les valeurs
entiéres et consécutives de n, deux séries récurrentes de nombres entiers. Ces
séries ont la méme loi de formation, mais elles different par les conditions ini-
tiales. Nous généraliserons ces formules par I'emploi du calcul symbolique.
En effet, en désignant par F une fonction quelconque, ontire évidemment de
[”équation (1)

F(x*) = F(Px - Q) ;
si I'onremplace x par a et b,on a
a"F(a®) = a"F(Pa-Q), b"F(b% =b"F(Pb - Q) ,

et, par soustraction et par addition, on obtient les égalit és symboliques

U"F(U?) = U"F(PV - Q)

(11) V'E(V?) = V'F(PV - Q)

dans lesquelles on remplace aprés le développement, les exposants de U et
de V par desindices, en tenant compte de |’ exposant zéro. Ainsi les symboles
U® et PU-Q, V? et PV—Q sont respectivement, équivalents, et peuvent
étre remplacés I’un par |’ autre dans les transformations algébriques.

On a, par exemple, dans la série de FIBONACCI, les résultats suivants

u™P = u"P(u+ 1)°,

(12) u™P = Un(U _ 1)p ,

qui sont entieremont analogues a ceux que |’on peut obtenir dans la théorie des
combinaisons ou du triangle aithmétique, et, en particulier dans la formule du
bindbme des factorielles, due aVANDERMONDE.

En prenant, pou point de départ, I’ équation
x?=x-1

on trouvera encore de nouvelles relations entre les coefficients de la méme
puissance du hindme

La considération de |’ équation (8) condut aux relations suivantes

Un+2r = VrUn+r - QrUn y

(13)
Vn+2r = VrVn+r - Qrvn,

qui permettent de cdculer les valeur des fonctions U,, et V,, qui correspondent
a des valeurs de I’argument n en progresson arithmétique de raison r.

Inversement, on trouvera, dans la théorie des fonctions circulaires et hy-
perboliques, des formules analogues aux formules (11) et (13).
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SECTION IV.
Des relations des fonctions U, et V, avecles déterminants.

On peut exprimer U, et U, , V, et V, au moyen de déterminants; en
effet, onales formules

U,-PU; =0
Us—-PU,+QU; =0
U, — PUsz + QU, * =0

Us — PUs + QU — * x =0
Uner — PUR + QUpy — * =0
on en déduit
P, +1, 0, O, . . .. (n colonnes)

+Q1 _P1 +1! 01
(14) Upi = (-1)" 0, +Q, -P, +1,
0! 0! +Q1 _Pl

On obtient auss

P 42 0 0 (n colonnes)

+Q1 _P1 +1! 01
(15) Vn = (+‘1)n 01 +Q| _Pl +11
0! 0! +Q1 _P!

On vérifie les résultats que nous venons de trouver, en développant les déter-
minants suivant les éléments de la derniére ligne ou de la derniére colonne.

U , . , .
Les valeurs de —™ et de V,, s'obtiennent encore au moyen des déterminants,

r

en remplacant comme |’ ordinaire P par V,, et Q par Q'.

Enfin, nows ferons observer que ces formules sont susceptibles d’ une
grande généralisation; en effet dans les formules (11) qui contiennent une
fonction arbitraire, faisons n successvement égal a 1, 2, 3, . .. . m; nous
obtenons alors m équations desquelles on tirera la valeur de I'une ou de |’ autre
des fonctions U et V.
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REMARQUE, — On peut encore pour le développement de U, employer la
formule suivante,

P,JQ, 0 0, .... (n colonnes)
Jo. P.JQ, o, .. ..
(16) Uai=| 0o, JQ, P, JQ, ... .|
0, 0,.Q, P,

Cependant |I’emploi de la formule (14) est bien préférable.

SECTION V.

Des relations des fonctions U, et V, avecles fractions continues.

Les fonctions U, et V,, sont développables en fractions continues ; en ef-
fet, considérons |’ expression

(17) g+ -
S, b, +

n
+F’
n

et désignons par R, et S,, le numérateur et le dénominateur de lan
on sait que l’on a

(18) { Rn+2 = bn2Rns1 + @ns2Ry,
Shiz2 = bne2Sni1 + @ne2Sh;

ieme

réduite ;

et, de plus
(19) RnSn+1 — Rn+1Sn = (—1)"a1 d>d2. . . .QAp+1.
Par conséquent, si I’on pose

a0=b1=b2=....=bn= P,

ag=a=az=. .. .=a,=-0Q,
on oltient I’expresson
(20) Un+1 =P— Q

U, P Q
Q
P_
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dans laquell e n désigne le nombre des quantités égales a P.

On a ansi, dans la série de FIBONACCI :

n+l _ rq _ n+l
(21) 1A+B)™-1-V5)™ _ | 1
2 @+4B)"--v5)" g1
1
1+ =
1+.
dans la série de FERMAT :
n+l _
(22) 2 1.3 2
2 _1 3_ 2
3- 2
3_
et dans la série de PELL
1 (1+\/§)n+1_(1_\/§)n+1 _ 1
(23) = =2-
2 @+2)"-@-2)" o1
1
2_
2_

D’aill eurs, on a généralement

U 1_@le

(24) Un+l —a Eﬁl] ,
-
fat

donc, en désignant par a la plus grande des racines, prises en valeur absolue,
de I’ équation (1), on a

.U
25 Lim—l =g,
(25) U

n

lorsque n augmente indéfiniment. Cependant, nous ferons observer que ceder-
nier résultat ne s’applique pas dans le ca des ries de troisiéme espece c’est-
a-dire lorsque les racines de |’ équation proposée (1) sont imaginaires.

Au moyen de cdte derniere formule, il est facile de cdculer rapidement
un terme de la série U, lorsque I'on ne connait que le précédent. Soit, par
exemple, dans la série de FIBONACCI
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Usa= 701408733,

et

1+4/5

2

si I’on calcule par les méthodes abrégées le produit a.uss, @ moins d' une unité
prés, ontrouve exactement, puisque u,, est entier

Uss = 11349 03170.

On peut, d’aill eurs, déterminer directement le dernier chiffre de u, ; ainsi dans
ce ca& particulier, il est facile de faire voir que deux termes, dont les rangs,
diff érent d’un multiple quelconque de 60, sont terminés par le méme chiffre;
si I’on suppose dors p intérieur a 60, on peut démontrer que les derniers
chiffres de u, et de ug, sont complémentaires, lorsque la somme p + q est
égale a60; on peut donc supposer maintenant p égal a 30 ; et méme p infé-
rieur a 15, si |’on observe que les termes uU;s., €t Uis_, ont les mémes derniers
chiffres, lorsque p est impair, et leurs derniers chiffres complémentaires, lors-
gue p est pair.

a= =1, 6180339887 39894 8482 . . .;

On a, plus généralement, la formule

( 5 6) U (n+1)r — Vr _ Q

Unr V. - Qr

dans laquell e les V, sont en nombre n, et, lorsque n augmente indéfiniment,

Uty
(27) Lim 0 =57,
Ur

A la formule (26), correspond, dans la théorie des fonctions circulaires la for-
mule’

inn+1 1
MZZCOSZ—

i 1
sinnz 2cosz-

(28)

1
2Cc0sz— .

2c0sz -

dans laquell e |' expression 2cos z est répétée n fois ;

" Journal de Crelle, tome xvi, pag. 95 ; 1887
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On a auss pour la série des V,, larelation

(29) Yoe =y, - .
VT:l.r V. - Q

S

dans laquell e la quantité V, est répétéen fois.

Les nombreuses propriétiés des déterminants et des fractions continues
donrent lieu a des propriétés analogues pour les fonctions U, et V,. Ainsi la
propriété bien connue de deux réduites consécutives, renfermée dans la for-
mule (19) donne

(30) { Ur?_Un—lunH_:Qn_ly
Vn2 _Vn—1Vn+1 = _Qn_lA )
et, plus généralement

2 - - 2
(31) { Unr _U(n—l)rU(n+1)r _Q(n 1)rUr ’
Vnzr _V(n—l)rv(n+l)r = _Q(n_l)rAUr2 ;

on a, dans la théorie des fonctions circulaires, les formules analogues
sin’x —sin (x —y) sin (x + y) = sin?y,
cos’x — cos (x — y) cos (x +y) = sin?y,

Il est d'aill eurs facile de vérifier immédiatement les formules (31), en
remplacent U, V et Q en fonction de a et b. Ainsi, on a encore

AUZ,, = @™ 4 p?2 QT
AUZ =a” +b* -2Q" ;
donc, par soustraction :
Az, -qu?|=|a - ||a b |,
et, par suite
(32) Un, —QUI=U Uy, ;
on aura, par la méme voie, larelation

(33) V2

n+r _(Qrvn2 =AU Uy,
La formule (32) donre plus particuliérement, pour r = 1, larelation

(34) U§+1_QU§ =U2n+1 :
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Cette derniére formule a été gpliquée par M. GUNTHER, a la résolution
de I’ équation indéterminée
y? - Qx* = Kz,
en nombres entiers ; il est facile de voir qu'un trés-grand nombre de formules

de cdte section et des wivantes, condusent a des conséquences analogues,
mais beaucoup plus générales.

SECTION VI.

Dévdoppement des fonctions U, et V, en séries de fractions.

Les formules (30) donrent lieu aux développements de Ynu et Vit en

n n
séries dont les termes ont pour dénominateurs le produit de deux termes consé-
cutifs des ries U et V. On a, en effet,

_U”J’l:&-}- 3—& 4-& + ...+ 1 _ Yn
Un Ul 2 Ul 3 U2 Un Un—l ,

et, en réunissant les fractions contenues dans chaque parenthése,

(35) ﬁ=U—Z—Q—Q2—Q3—....—Q"‘l ,

U, U, UU, UU; UU, U,U,
on a ansi dans la série de FIBONACCI, pour augmentant indéfiniment
(36) 1+\/_ 1,1 1.1 1

2 1112233558813

En suivant la méme voie, on oltient les formules plus générales

r 2r (n-Dr ]
(37) Yo =U2r 29 L, +—Q U2
Unr EJ U2r U2rU3r U(n 1)r nr E
et
V. O 2r nr 0
(38) —or :V__S/_Q + 0+ vz,
Vnr VO OVr VrV2r V(n—l)rvnr E
On tire encore des deux relations
Un+rVn - UnVn+r = ZQnUr )
(39) { Vn+rVn - AUnUn+r = anr ’

" Journal de Mathématiques pures et appliquées, de M. REsAL, pag. 331-341; Octobre, 1876.
Vol. | —n°. 3.-50.
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gue nous démontrerons plus loin, les développements

n+kr O r (k-Dr C
U =—1+2Q"U, 1 + Q +....+—Q C,
(40) Vn+kr n B/rvnﬂ Vn+rVn+2r Vn+(k—1)rVn+kr E
n+kr | r (k=D)r C
v =£—2Q”Ur5_J 1 + Q +....+Q—[.
Un+kr Un rUn+r Un+rUn+2r Un+(k—l)rUn+kr E
Lorsque k augmente indéfiniment, les premiers membres des égalités
. . o 1 .
precaﬂentes ont respectivement pour limites ﬁ et \/Z ; on tiendra compte

dans le second membre, des conditions de convergence.

On peut ainsi développer la racine caréed un nombre entier en séries de
fractions ayant pour numérateur |'unité ; c’était un usage famili er aux savants
de la Gréce @ de |’ Egypte ; ainsi, par exemple, cette valeur approximative de

rapportée par COLUMELLE au chapitre V de son ouvrage de Ré Rustica ; ainsi
encore, cette valeur approximative de

\/E:1+E+L_L+8,
3 3.4 12.34
donrée par les auteurs indiens BAUDHAYANA et APASTAMBA ; cette valeur
approximative est égale au rapport des termes Vg = 577 et Ug = 408, &k la
série de PELL.

SECTION VII.
Des relations des fonctions U, et V, avecla théorie dela divisibilité.

Si nous posons o =a" et B =Db", et, par suite, af = Q", nous obtenons,
par la formule qui donne le quotient de a" — 8" par a — B, les résultats sui-
vants :

1°. Lorsque n désigne un nombre pair :
Um — r 2r %—1% .
(41) U__V(n—l)r +QV(n—3)r +Q V(n—S)r o +Q Vr ’
2°. Lorsque n désigne un nombre impair :
Unr _ r 2r Q%% .
(42) U _V(n—l)r +QV(n—3)r +Q V(n—5)r .o +Q Vr ’

r

" The Culvasitras by G. THIBAUT, pag. 13-15. Journal of the Asiatic Scciety of Bengal, 1875
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Le quotient de o" — " par a + B, lorsque n désigne un nombre pair, donre
encore

n
L]
Vnr =U(n—l)r _QrU(n—3)r +Q2rU(n—5)r -+ (2Q0)? Ue

r

(43)

et le quotient de " + B" par a + B, lorsque n désigne un nombre impair,
donnre enfin

Vnr L_l
(44) V_=V(n—l)|' _QrV(n_s)r +Q2rV(n_5)r T e +(_Qr) 2 .
Pour n = 2, on retrouve la formule
(3) U2r = UrVr ’
et, powr n=3 ,0na
U3r=Ur(V2r+Qr)!
(45) r
V3r=Vr(V2r_Q )

Les relations précélentes nous montrent que U, est toujours divisible par
U, lorsque m est divisible par n; de méme V., est toujours divisible par
V., lorsque m est impair et divisible par n; par conséquent U, et V., ne
peuvent étre des nombres premiers, que si m est premier ; mais la réciproque
de cethéoréme n’a pas lieu.

Dans la série de FIBONACCI, us est divisible par 2, u4 est divisible par 3,
us est divisible par 5; par conséquent, usz,, Ui, €t us,, sont respectivement
divisibles par 2, 3, et 5. Ainsi encore, bien que 53 soit premier on a

Usz = 953 X 559 45741.
Reprenons les égalit és
(6) V,+dUn=2a", V,-38Un=2b";
nous obtenons, en multipliant membre a membre, larelation
(46) Vi -AU; =4Q"
qui correspond, en trigonométrie, a la formule
cos’z + sin’z = 1.

Cette relation nows montre que si U, et V,, admettaient un diviseur com-
mun @, ce diviseur serait un facteur de Q ; mais, d autre part,

Vn=BP+5H+HP_5H,
020 02 0

et, en supprimant les multiples de Q, ce qui revient évidemment a remplace

J par Q, on ala congruence.
(47) V.=P", (Mod.Q);

n
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donc, tout diviseur @ de U, et V, diviserait P et Q ; or nous avons suppcsé
premiers entre eux. De la résulte cedte proposition :

THEOREME : Les nombres U, et V, sont premiers entre eux.

Si I’on désigne par u |’exposant auquel appartient P suivant le module
Q, on sait que la congruence

P"=1, (Mod. Q),

est vérifiée pour toutes les valeurs de n égales a un multiple quelconque de g,
u étant lui-méme un certain diviseur de |'indicateur ¢(Q) de Q, oudu nombre
des entiers inférieurs et premiers a Q ; par conséquent, a cause de |'égalité
(47), onrésoudra la congruence

(48) Vv, =1, (Mod. Q),

par toutes les valeurs de n égales a un multiple quelconque de u.

SECTION VIII.

Des formes linéaires et quadratiques des diviseurs de U, et V,, qui correspondent aux
valeurs paires et impaires de I’argument n.

La formule (46) conduit encore ad’autres conséquences importantes sur
la forme des diviseurs de U, et de V,, car on en déduit immédiatement les pro-
positions aivantes, suivant que |I'’on considére n égal a un nambre pair ou a
un nombre impair.

THEOREME : Les termes de rang impair de la serie U, sont des diviseurs
de la forme quadratique ¥ — Qy?.

En tenant compte des résultats bien connus de la théorie des diviseurs des
formes quadratiques, on a, en particulier, pou les formes linéaires corres-
pondantes des diviseurs premiers impairs de Up.

dans la série de FIBONACCI : 4q + 1;
” ” FERMAT: 8qg+1,7;
” ” PELL : 4q + 1.

Ainsi, les termes de rang impair de la série de FIBONACCI ou de la série
de PELL ne peuvent contenir comme diviseur aucun nombre premier de la
forme 4qg + 3.

THEOREME : Les termes de rang pdr de la série V, sont des diviseurs de
la forme quadratique x? + Ay~
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En particulier, les formes linéaires correspondantes des diviseurs pre-
miers impairs de V,, sont

dans la série de FIBONACCI : 209+ 1,3,7,9;
K " FERMAT : 4q + 1;
” 8 PELL : 8gq+ 1, 3.

THEOREME : Les termes de rang impair de la série V, sont des diviseurs
de la forme quadratique » + Q38y?.

En particulier, les formes linéaires correspondantes des diviseurs pre-
miers impairs de V.1 sont

dans la série de FIBONACCI : 20q + 1,9, 11,19;

" " FERMAT : 8g+1,3;
" " PELL : 8q+ 1, 7.
SECTION IX.

Des formules concernant I’addition des fonctions numériques.

En multipliant membre amembre les relations
Vn+ 8U,=2a" V,+ 38U, =2a",
on oltient,
Vm Vn + AUmUn +8[UmVn + Uan] = 4am+n ;

si I'onchange a en b, et 8 en — 3 , ond éduit ensuite par addition et par
soustraction, les formules

{ 2Umen = UnVo + UV,
(49) 2Vmin = ViUn + AURU,

auxquell es correspondent en trigonométrie les formules de |’ addition des arcs :
sin (X +y) =sinxcosy+siny cosx,
cos (X +y)=cosxcosy—-sinxsiny.
Si nous changeons n en — n dans les formules (49), en tenant compte des re-
lations

(50) U, =--n, V=

-n

Qs

nous obtenons

2Q"Um-n = UnVn = UnVm ,
(51) ) _
2Q Vm_n VmUn - AUmUn y

en faisant m= n + r, onobtient les formules (39) données plus haut.
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La comparaison des égalités (49) et (51) nous donnre i mmédiatement
Um+n + QnUm—n = UmVn '
Um+n - QnUm—n = Uan )
posons maintenant

m+n=r, m-n=s,
il vient
E
U +Q2U =U. .V,
(52) s 2 2
U, -Q ZUS:Ur—sVr—s;
2 2

ces relations sont entiérement semblables a cdles qui permettent de transfor-
mer la somme ou la différence de deux lignes trigonométriques, en un produit.
On a, de méme
rs
VitQEVe=Vi Vs
2 2
(53)
rs
V., -Q 2V, =AU, U,
2 2
On aura encore, comme pour la somme des sinus ou des cosinus d’arcs en

progression arithmétique

( m
- -2 -nr UL*lrQ4
Um+Q2Um+r+QZUm+2f+"'+Q2Um+nr:U2m+nr2—ﬂ ,
? u,Q2
2
(54) < Y
o -2r -nr Unia Q%
Vm+Q2Vm+r +Q 2Vm+2f t...+Q 2Vm+nr :V2m+nr2—nr '
* u,Q?
. 2
et, par suite
il -2 -nr u ,
Um+Q2Um+r+Q2Um+2r+"'+Q2Um+m_ meor
n
Vm+Q2Vm+r +Q 2 Vm+2r +...+Q 2 Vm+nr m+=r

On trouve des formules beaucoup pgus smples en partant des relations
Un+2r = VrUn+r - QrUn y

13
( ) Vn+2r = VrVn+r _Qrvn ;
si I’on remplacesuccessvement n par O, r, 2r, ...(n—=1)r, et si I’on ajoute,
on obtient
U, +Q"U, -U,,.
U, +U, +....+U, =— 1Q =z V("l)r :
+ -_—

_ Vr + QnVnr _V(n+1)r

V,+V, +....+V, = 140" -V
;
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Ces formules s présentent sous une forme indéterminée lorsque le dénomina-
teur s'annule, c’est-a-dire pour

l1+ab -a-b" =0,
ou hien
(1-a)(@1-b)=0;

c’est-a-dire pour les valeurs de a ou de b égales al'unité; dans ce ca, on
emploie le procédé de sommation de la progresson géometrique. On a
d’ aill eurs, dans la série de FIBONACCI, pour r=1et r=2,

Up+Up+Us+. . . .+Uy = Up2—1,
Up + Us +Ug + . . . . +Uzp = Uppsr — 1,
Vi+Vo+Vg+ . . . .4V, = Vpo — 3,
Vo + VgtV + . . . . +Voy = Vo — 1,

On trouvera encore plus général ement,

Um+r +QrUm+nr _Um+(n+1)r _QrUm
1+Q -V,

(57) Um+r +Um+2r +Um+3r EE +Um+nr =

et un résultat analogue en changeant U en V.
La formule d’addition peut s’ écrire encore

PV _Uny 4y .
Un Un
on a, par conséquent
(58) 2Um+nUm+n—l e Um+1 - Um+n—1Um+n—2 e UmV
UUjgovnnnns U, U Ujg.nnnnnn U,
WYnen-Vminz - umﬂvm
UpaUppevnnn.. U,

On en déduit immédiatement cette proposition :

THEOREME : Le produit de n termes consécutifs de la série U, est divisi-
ble par le produit des n premiers termes.

Nous terminerons ce paragraphe par la démonstration de formules d’une
extréme importance ; car elles nous serviront ultérieurement comme base de la
théorie des fonctions numériques doublement périodiques, déduites de la
considération des fonctions symétriques des racines des équations du troisieme
et du quatrieme degré a coefficients commensurables. Les formules (30) nous
donnrent

U, U, =U2-""Q,
Un—lU N+l = Urf_n_lQ :
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on en déduit
U2l ~U2U, U, = QU2 -Q™ U2
et, par les formules (32)

(A) U,?U m—1U U 2U Un+1 = Qn_lu m—nU

m+1 m~ n-1 m+n

on a, de méme

(A") VA, Vi ~VV, Vo =-AQ™YV, V,

m+t1 - VmVn-1 m+n *

En particulier, powr m=n+ 1,etpour m=n+ 2, ona

Ur?Un+2 _U§+1U n-1 = Qn_lu 2n+l
(B) , ,
UnUn+1Ur1+3 _Un+2U n—lU n+l = Qn_lU 2.U 2n+2

Et des formules analogues pour les V,.

Les formules (A) et (B) appartiennent a la théorie des fonctions elli pti-
gues, et, plus spécialement, aux fonctions que JACOBI a désignées par les sym-
boles ® et H.

SECTION X.

De la somne des carr és des fonctions numériques U, et V,, .

Si dans la relation suivante

(59) AU, ,, U =V - Qsty

r+2xp ™~ s+2xo r+s+2x(p+0) r-s+2x(p-o)

nous supposons successvement x égal a 0, 1, 2, 3,. n, et si nous ajoutons
membre a membre les égalit és obtenues, apres avoir divisé respectivement par

1, QP*‘G, QZ(P*'G), o Qﬂ(p’fﬁ)’
nous obtenons la formule

(60) fu U - U r+2npU s+(2n+l)a Qa_pU r+(2n+1)pU s+2no + U rU s-20 QU_pU r—2pU s
& r+2xp~ s+2xo AQn(p+g)U U AU U

g-p g+p a-p agtp

en particulier, pouwr 2p=r et 26 = s,

S-r

UpUs ,UsUs . YeYems _YeaYams —Q ? U mpysY onsaye

r+s r+s t n n

s Q —(r+s) —(r+s)

Q 2 2 AQZ Uﬂuif
2 2

(61)U,U, +
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et, plus particuli érement encore

2
U2 U2r +U3r + _,_U(”Jfl)r :lDU(2n+3)T _2n_3E
Q Q2r Q3r Q(n+1)r A %JrQ(nﬂ)r C
(62) , , ,
U U3r +U5r + +U(2n+l)r :lD U4(n+1)f _2n_25 )
Q Q3r Q5r Q(2n+l)r A %erQ(Znﬂ)r 0
Par un procédé analogue, ontrouvera auss les valeurs de
fvr+2xpvs+2xa et de ?Ur+2xpvs+2xa
4 QX(p+0) R QX(p+0)
En particulier
Vr2 42 V2r ﬁ_'_ Vnz; =2n-1+ U(2n+1)r
(63) Qe e u,Q"
2
V2 V3r V52r + V(2n+1)r —oN+2+ U4(n+l)r .
Q Q3r Q5r Q(2n+1)r UrQ(2n+l)r
On a aussi, dans le cas général,
ZU — 2m+2(n+l)r _V2m _er [V2m+2nr _V2m—2r] _ 2Qm Q(n+1)r -1
(64) o AVz ~Q7 -1) AQ" -
ZV — 2m+2(n+l)r ~Vom _er [V2m+2nr _V2m—2r] +2Qm Q(n+l)r -1
m+xr V2r _er -1 —Qr 1

On a, par exemple, dans la série de FIBONACCI

2 2 2
( ur _u2r +u3r -

2 2 2
ur +u3r +u5r . '+u(2n+1)r -
(65)

2 2 2
Vr _V2r +V3r -

2 2 2
k Vr +V3r +V5r T +V(2n+l)r

la formule plus smple

(66) Uy +uj +us +

Uonsyr
( 1)nr 2 =l%n+1_(_1)nr (2n+1) 0.
50 u 0

1 |:U4(n+l)r
D—

{ >0

= ()M —2n—1—(—1)'"u— ,

4(n+1)r

+Ui=u.u

O

r

0

(=)™ (2n+2)g,

2r 0
(2n+Dr

-(-)™(2n-2) ;

2r

n+l

donre ansi, pour le coté du décagone régulier étoil é, cette expresson

1 1

1tjg:1+l" 1 1

67 = +
(67) 1?2 12+1%2 12+422+2°

P41+ 2+ 3

+ —
P +12+22+3%+5?

205
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On a encore, dans cette série

WU, + Uyl +Uglly + ..+ Upy Uy, S U3,
68
(69 -
U U, +U,Us +UsU, + .. F U Uy = Us g -1.

SECTION XI.

Des relations des fonctions U, et V,, avecla théorie du pus grand comnun dviseur.

Nous avons trouvé la formule
2Upen =UpVy+ UV,

par conséquent, si un nombre impair quelconque 6 divise Un., et Uy, il
divise U,V ; mais nous avons démontré (8 17) que U, et V, sont premiers
entre eux ; donc @ ,divise U,. Inversement, tout nombre impair qui divise U,
et U, divise Upn.n; donc, en ne tenant pas compte du facteur 2, on a cdte
proposition fondamentale :

THEOREME: Le plus grand commun diviseur de U, et de U, est égal a
Up, en désignant par D le plus grand commun diviseur de m et de n.

En particulier, les termes U, et U, sont premiers entre eux lorsque m
et n sont premiers entre eux, car U; est égal a l’unité. On déduit d’aill eurs
du théoréme fondamental un grand nombre de propositions entiérement sem-
blables a cdles que I’on oltient dans la théorie du plus grand commun diviseur
et du plus petit multiple commun de plusieurs nombres donnrés.

Il résulte encore de ce qui précede que, dans la recherche du plus grand
commun diviseur de deux termes U,, et U, , les restes successifs forment
auss des termes de la série ; en particulier, les restes successifs de deux ter-
mes consécutifs donrent, dans le cas de Q négatif, tous les termes de la série
décroissante, & partir du plus petit d’entre eux. LAME ~ a observé que, dans la
recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres quelconques, le
nombre des restes est au plus égal au nombre des termes de la série de FIBO-
NACCI, inférieurs au plus petit des deux nombres donnés, et il en a déduit ce
théoreme :

Le nombre des divisions a effectuer dans la recherche du pus grand commun d-
viseur de deux nombres donrés est au pus égal, dars le systéme ordinaire de numéra-
tion, acing fois le nombre des chiffres du pus petit des deux nombres donnés.

" Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris, t. xix, pag. 868. Paris, 1844
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On trouverait une limite plus rapprochée, en calculant par logarithmes le
rang du terme de la série de FIBONACCI immédiatement inférieur au plus petit
des nombres donnés. On voit aisément qu’il suffirait, en désignant ce plus petit
nombre par A, de prendre le plus petit entier contenu dans la fraction

log A+ Iog\/g _logA+0.349 .

1+4J5  0.209
2

Mais il est préférable de s’en tenir a la limite donnée par |’ élégant théo-
réme que nous venons de rappeler.

log

SECTION XII.
De la multiplication des fonctions numériques.
On peut exprimer les valeurs de U, et V, qui correspondent a toutes les

valeurs entieres et positives de n, en fonction des valeurs initiales ; en effet,
on a successvement, pour U, par exemple,

( U, = PU; - QU ,
Us = (P? = Q)U; — QPUy ,
(69) Us = (P? = 2PQ)U; — Q(P? - Q)Uo
Us = (P* = 3P?Q + Q%) U; — Q(P? = 2PQ) U, ,

On observera d’abord que si ¢, désigne le coefficient de U, dans U,.; ona
en général,

Un+1 = ¢pnU1 — Q@n_1Uog

Le coefficient ¢, est une fonction hamogéne e de degré n, de P et
de Q, eny considérant P au premier degré & Q au second.Si I'on forme le
tableau des coefficients de ¢, , onretrouve aisément le triangle arithmétique,
mais dans une disposition spéciale. On a d’ailleurs, ainsi qu’on peut le vérifier
a posterori

n-1

@, = pn _Tpn—2Q+ (n _f)(g_?’) Pn—4Q2
70 '
(70) _(n_3)(n_4)(n_5)Pn—6Q3+”” ,
1.2.3

et, en méme temps
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Un+l = (bnul - qun—lUO y

(71)
Vn+1 = (bnvl - Q(])n—lVO !

avec les conditions initiales
Up=0, U, =1, Vo=2, Vi=P;

par conséquent, on a encore

¢n = Upsa .
On a, en particulier, dans la série de FIBONACCI, pour P=1 et Q =-1,
(72) 1+Ch11+ Chp2+ Chzst . . . =Up,
et, pouw P=1, Q=1,
2 ..nm
(73) 1-Cp11+Cn22-Cpgz+ . . .= ﬁsm?

Les formules précélentes s généralisent aisément par la considération de
I"équation (8). En effet, si I’on pose

— n_n__l n-2~r (n—2)(n—3) n-4m~2r
- wn _Vr 1 Vr Q + 1.2 Vr Q
(74 _(-9= A=) o ,
1.2.3 ' T

on oltient, comme cd-dessus,

Ums2nr = t//n—lUm+r - er//n—ZUm ,

(75)
Vs onr = V/n—1Vm+r - QrV/n—ZVm ,

et, pour m =0, on aencore larelation

(76) Yoo = ,

qui permet de calculer inversement la fonction y al’aide des valeurs de U.
D’ aill eurs, cette relation, dans laquelle n désigne un nombre entier, alieu

guell e que soit la valeur de r ; on a a@nsi, pour r =0, laformule

(77) n=2"1—Ch12"%+ Ch3,2"° = Cpas2" + .
Nous ferons observer que les résultats précédents correspondent aux dévelop-
sinnz

pements bien connus de et de cosnz suivant les puissances de cosz, ob-

sinz
tenus pour la premiére fois par VIETE.”

" OPERA, Leyde, 1646 pag. 295-299,
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SECTION XIII.

De laloi de la répétition des nombres premiers dans les £ries récurentes
simplement périodiques.

Nous exprimerons encore les fonctions U,, et U,,, en fonctions entieres
de U, et de V,, par des formules analogues a cdles qui ont été données par
MOIVRE et par LAGRANGE.

En effet, si I’on désigne par C; le nombre des combinaisons de m objets
prisnan,on alarelation suivante :

(78)  aP+pP=(@+ )’ - laBa+P)P+2Chat BB

+(-1) TpC[,er_larﬁr(a 0P+
que I'on peut vérifier a posteriori, et dans laquelle tous les coefficients sont
entiers, puisque l’on a

p r-1  _ ~r r-1
?Cp—r—l - Cp—r—l + Cp—r—l'

Posons, dans |'hypothése de p impair,
a=a" et p=-b",

nous obtenons

(79) U, =670 p +%Q“5 P-3y P2 +§c},_3QZ“5 PP

PA~r- nr s p-2r=1 | p-2r
+TCP 4Q"Mo Ul +.....

La formule précé&lente condut a la loi de la répétition des nombres
pre2miers dans les séries récurrentes que nous considérons ici. Dans la série
naturell e des nombres entiers, un nombre premier p apparait pour la premiére
fois, asonrang, et ala premiere puissance; il arrive ala seconde puissance a
rang p?, alatroisiéme airang p®, et ainsi de suite ; de plus, tous les termes
divisibles par p® occupent un rang égal a un multiple quelconque de p® .
Mais dans les sries récurrentes smplement périodiques, il n’en est pas com-
plétement ainsi. Nous démontrons plus loin que les termes de cdles-ci
contiennent, a des rangs déterminés, tous les nombres premiers; mais 9§ ces
nombres premiers p n'apparaissent pas, pour la premiére fois, dans la série au
rang p , cependant ils Sy reproduisent a intervalles égaux a p , comme dans

" Commentarii Acad. Petrop., t. XII1, ad annum MDCCXLI-XLIII, pag. 29. Legons sur le calcul
des fonctions, pag. 119.
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la série ordinaire, et |’apparition de leurs puissances successives s fait comme
dans la série naturelle. Ainsi, en général, dans I’ étude arithmétique des <ries,
deux lois sont a considérer : la loi de |’appaition des nombres premiers, et la
loi de la répétition.

Nous démontrerons, pour |'instant, que la loi de la répétition est identi-
guement la méme dans la série naturelle, et dans les ries des U,. En effet, si
p désigne un nombre premier, et U, le premier terme de la série divisible par
p*, on okservera que le dernier terme de la formule précéente est divisible par
p**! . et non par une puissance supérieure de p ; on a donc la proposition fon-

damental e suivante :

THEOREME : Si 4 désigne le plus grand exposant d’un nombre premier p
contenu dars U, , I'exposant de la plus haute puissance de p , qui divise U, ,
est égal & A+1.

Ainsi, par exemple, dans la série de FIBONACCI, ug est divisible par 7 ;
donc use est divisible par 7° et non par 73 dans la série de PELL, u; et
Uso, SONt respectivement divisibles par 13? et par 31?; donc Ug; et Ugsg
sont divisibles par 13° et par 313, et non par des puissances supérieures.

Inversement, si aP+bP est divisible par p*, a*b est divisible par p**;

ce résultat donne des conséquences importantes dans la théorie de |’ équation
indéterminée
xXP+yP+2°=0,

dont I'irrésolubilit €, non démontrée jusqu’a présent, constitue la derniére pro-
position de FERMAT.

SECTION XIV.

Nouvelles formes linéaires et quad atiques des diviseurs de U, et de V, .

La formule (79) donne, successvement, pour p égal a 3, 5,7, 9, ... les
formules suivantes
(U, =AU +3QU,,

Us, =807 +5Q"AU;  +5Q°U,,

U, =48U] + 7Q"AU° +14Q°"AU° +7Q"U,,,

CORGE

Ug, =AU, + 9Q"AU +27Q*"A°U° +30Q™AU° +9Q™U,,,

n

Uy, =AU +1IQ"AU? +44Q%'AU | +77Q°AU° +55Q™"AU° +11Q°U
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On a ansi

(81) %%Uhs@“,

n

et, par suite, la proposition suivante :

o U L
THEOREME : Les diviseurs de U—3“ sont des diviseurs de la forme quadra-

n

tique AX® + 3Q"y2

En particulier, les formes linéaires des diviseurs premiers impairs de =& sont
2n

pour la série de FIBONACcCI : 30q + 1, 17,19, 23;

“ “ FERMAT : 6g+ 1;
“ “ PELL : 249+ 1,5, 7,11 ;
., . . . . Us@n+1)
et les formes linéaires des diviseurs premiers impairs de ———— sont

2n+1
pour la série de FIBONACCI : 60q + 1, 7, 11,17, 43, 49, 53, 59 ;
“ “ FERMAT : 249+ 1,5, 7,11 ;
“ “ PELL : 24g + 1, 5, 19,23.
On a auss
(82) 475 = (2007 +5Q") -5Q7
n

et, par suite :

o U L
THEOREME : Les diviseurs de U—S“ sont des diviseurs de la forme quadra-

n
tique » — 5y°.
Les formes linéares des diviseurs premiers impairs sont, dans les trois
séries prises pour exemples,
20q + 1, 9, 11, 19.

Nous avons auss

(83) 4% = A[zAuﬁ +7Q"U n] 2+7Q%V2,
n

et, par suite :

THEOREME : Les diviseurs de hsont des diviseurs de la forme quadrati-

n

que AX® + 7y

Suppaosons maintenant que p désigne un nanbre pair, et faisons encore,
dans la formule (78),

a=a", pB=-b",
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nous obtenons

(84) V,, =5°U 7 +?Q“5 P2y P2 +§c},_3QZ“5 VL

+?'°c;,:%_lQ"rcSF"qug"zr TR
On a, en particulier, pour p =2, laformule
(85) V,, =AU +2Q",
et, par conséquent, la proposition suivante :

Théoréme : Les diviseurs de V,, sont des diviseurs de la forme quadrati-
que Ax® + 2Q"y%.

Les formes linéaires correspondantes des diviseurs premiers impairs sont,
pour n pair
dans la série de FIBONACCI : 40q + 1, 7, 9,11, 13, 19,23, 37;
“ : FERMAT : 8q+1, 3;
“ * PELL : 4q + 1 ;

et, powr n impair

dans la série de FIBONACCI : 40q + 1, 3, 9,13, 27, 31,37, 39;
* * FERMAT : 4q + 1 ;
: : PELL : 4q + 1 ;

On devra, dans les applications, combiner ces résultats avec ceux que nous
avons donnés dans la Section V111.
Faisons enfin dans la formule (79),
a=a", p=0b",
nous obtenons, en supposant indiff éremment que p est égal a un nombre pair
ou aun nombre impair :

(86) Vnp :Vnp_?Qr\/np—2+gcé_3Q2nVnp—4_ o +(_1)r?pclr):lr_lQannp—2r +
On a ansi, en faisant successvement p égal a2, 3, 4, 5, 6, . . les résultats
suivants
( V2n =Vn2 _2Qn,
V3n =Vn3 _3ann!
Vo =V —4Q™V7 +2Q°"
(87) 4 an = Q " Q2 ,
V5n =Vn _5ann +5Q nvn,
Ven =V, —6QV, +9Q°V;7 —2Q°,
\

gui condusent encore ades formules entiérement semblables aux précéentes.
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SECTION XV.

Des relations des.fonctions U, et V,, avecles radicaux continus.

On tire de |’ équation

la formule X=,-Q+Px ,
et, successvement
x=,/-Q+P{-Q+Px ,
xz\/—Q+P\/—Q+P,/—Q+Px ,

’

par conséquent, puisque |’on peut supposer P positif, on a, pour Q négatif,

(88) a=Lim.\/—Q+P\/—Q+P,/—Q+.... ,

a désignant la racine positive de |’ équation proposée. Ainsi, dans la série de

FIBONACCI
#:Lim.\/1+\/1+,/1+,/1+.... ,

dans, la série de PELL,

1+\/§=Lim.\/1+2\/1+2,/1+21/1+.... ,

et, dans la série de FERMAT,

2=Lim.\/2+\/2+,/2+\/ﬁ :

On sait que cedernier radical se présente dans le cdcul de =, par la méthode
des périmétres, imaginée par ARCHIMEDE.

Mais les résultats obtenus dans la section précélente, conduisent a des
formules plus importantes, qui trouveront leur emploi dans la recherche des
grands nombres premiers. On tire, par exemple, de la premiere des formules
(87)

Vn: 2Qn +V2n ;
et, de méme, en changeant n en 2n, 4n, 8n, ...

Vo, = 2Q%" +Vy,

V4n = V2Q4n +V8n '

Van = 2Q™ +Vign
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et, par suite,

f V, 22074V,
V, :\/ZQ” +.[2Q% +v,,
(89) <« Vn:\/zQ"+\/2Q2"+,/2Q“”+V8n ,
V, = \/ 2Q" +\/ 2Q" +\/ 2Q*" +/2Q% +V,q,

et ainsi indéfiniment. Ces formules sont analogues a cdles que I’on oltient

m m m m m
pour cos—, COS—, COS—, COS——, ... COS—
4 8 16 32 2

La seconde des relations (87) donne de la méme facon

( V.
V. = n ﬁ,
R
n n Vn
(90) < vn:\/ZQ +1/3Q2 +i'
Vn - 2Qn+ 2Q2n + 3Q4n +V1A ,
\ V4n

ces formules sont semblables a cdles que |'on oltient pour cos%, cosl—nz,
m m
cOS—, ... COS— .
24 3.2
La troisieme des relations (87) condut encore ades formules qui corres-
pondent a cdles qui donnent cosl, cosl, cosl, Co cosir : et ainsi de
10 20 40 5.2

guelques autres.

SECTION XVI.

Dévdopements des puissances de U, et de V, en fonctions linéaires des termes dort les
arguments ont des multiples de n.

On peut exprimer les puissances de Un et de Vn en fonctions linéaires des
termes dont les rangs sont des multiples de n, par des formules analogues a
celles qui donrent les puissances de sin z et de cos z, développées suivant les
sinus,et les cosinus des multiples de I'arc z. En désignant d' abord par p un
nombre impair, le développement de (a — B)°, donre

@-p)°=@"-p")-Lapa> —ﬁp'2)+%a2ﬁ2(a S L
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et, par suite, en faisant

a=a", B=0Db",
on ohktient laformule
e P P(P-1) ~2n
(91) AzUnpzupn_I(D U(p—2)n+?Q U(p—4)n
(p-1... P~
_p(P-D(P-2)P ~an PP=5-- 5
QUpgpnt - -t...%
1.2.3 1.2, P71

On a successivement, pour p égal a 3,5, 7, 9, ...
[ aui=u,-3QU,,
AU, =Ug, -5Q"U,, +10Q°U,,,
(92) < ASLJZ =U7I"| _7QnU5n + 2]Q2nU3n _3324I'1Un ,
AU =Ug, —9Q"U,, +36Q%Us, -84Q"U,, +126Q°U,,,

\
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Le développement de (a« — B)® donne encore, en supposant maintenant que p

désigne un nombre pair :

(p=4)n

p
201 P — P An P(P-1) ~2n
(93) AZUnp_vpn_I(? V(p—2)n+ 1.2 Q7YV,

_p(p-Y(p- 2)pQ

3n

et, powr p successvement égal a 2, 4, 6, 8,

[ AUZ=V,, -2Q",

A2U4 _V4n _4th2n + 6Q2n
(94) < AUP =V, -6Q"V,, +15Q%"V, -20Q™",
AU =V, 8Q”\/6n + 28Q2”V4n - 56Q3”\/2n + 70Q4n

\

Le développement de (a — /)’)p donne, dans I’ hypothése de p égal a un nombre

impair,
-1
(95) Vnp :Vnp+%an(p—2)n + p(lp2 )an\/(p—4)n
P
“D(p- p(p-1)...
-}-MQ?’"\/(D_S)n + ...+ .+
1.2.3 1.2-”p—

et, plus particuli érement
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( Vn3 =V3n +3ann ’
Vn5 :VSn +5an3n +1CD2nV
(96) < V7 =V, +7QV;, +21Q%V,, +35Q%V,
V) =V, +9Q"Vy, +36Q%Vs, +84Q7Vs, +126Q™V,,
\
De méme, lorsque p désigne un nombre pair,
-1
(97) VY =V, + an\/(p 2n —p(lp-z )Q2 (p-4)n

-1...
. P(p=3(p-2) PP

1.2.3

Q™WVpgn * oot
1.2...

oS NS
&

-

on a, plus particuli érement,
s
Vn2 =V2n + 2Qn ’

Vn4 :V4n + 4QnV2n + 6Q2n ’
(98) 4 VE =V, +6Q"V,, +15Q%V,, +20Q°",
VE =V, +8QVg, +28Q°V,, +56Q%V,, + 70Q"",

\

216

Les relations (91), (93), (95) et (97) sont elles mémes des cas particu-

liers des formules suivantes :

_ n(n 1 n(n-1)(n-2)
( VnU (m-n)r — U + Q U m—2r 1.2 erU(m -4)r WQaU(m—Qr T
_ n n(n-1) n(n-H(n-2)
Vrnv(m—n)r _er +IQrV(m—2 1.2 erv(m—4)r +WQ3rv(m—6)r +
2n 2n(n—-1
AnU ran(m—Zn)r =U mr __Qru(m—Z ( ) eru(m—4)r ’
(99)< 1 1.2
2n 2n(2n-1
AnU 2nV(m 2n)r _V mr __Qrv(m—Z)r +¥Q2rv(m—4)r T
1 1.2
+ 2n+1 (2n+1).2n
AU r2n J.U(m—Zn—l)r :Umr Q U (m-2r) 1.2 erU(m—4)r Ty
+ _ 2n+1 (2n+1).2n
AU r2n JV(m—2n—1)r _er - 1 Q V(m 2r) TerV(m—4)r -
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Ces relations trouvent principalement leur emploi dans la sommation
des puissances ssmblables des fonctions U, et V,. Le développement de la
puissance d’un bindbme donne encore lieu a un certain nombre d’autres. Ainsi,
on a, par exemple

a=a+B-B et PB=B+a-a ;

donc, pour p égal a un nombre impair

aP+pP =(a+ﬁ)p—?ﬁ(a+ﬁ)p‘l+%ﬁz(a+ﬁ)p‘z+...+%ﬁp'1(a+ﬁ),

ar+pP=(@+p)’ - Pa@+p)+ B Dot e g+ +Lariaep),

on a ansi, en ajoutant et en retranchant, aprés avoir posé « = a", g =Db", les
formules suivantes :

_ p 4, P(p-1) -2 p
(100) 2\/np _VOVnp - Tvnvnp 1.2 V2nVnp oot EV( D—l)ﬂvn !
ozﬂunvnp—l_m U, VP 2+ —BU( Y
1 1.2 1P

n'n"*

On trouvera des développements analogues pour p égal a un nombre pair, et
d’autres encore al’aide des identités

a=a-B+B et pB=B-a+a ;
La formule suivante, que |I’on peut déduire du Probléme des partis
g _ _ +1 - _ 40
@+ Bt =a"da+ {7+ Pa s )+ PR e TR AT

+Bq§a +B)° +%(a +B)"a +%(a +B)a?+ .. +ChL zaq—lg,

donre en changeant « en # puis par addition et par soustraction,

[ Z\/np+q—1 =Vannq_l+?QnV( Va2 4 p(lp;l) Q "\/( \/ -3

p-)nVn p-2)n¥n
p+q ZQ(q 1r'\/(p g+n +V Vp N anV(q 1)n n ”
N Q(lq;l)Q Vi VP L+ CPLQEy Gpn
101
(109 < 0=U, Vv anU(p PRV p(lr?zl) QU V™
O QU ™ gy ~U gV anU<q PG
\ B q(lq.-;l) anu(q—Z)nVnp_3 CSHIJ ZQ(p_l)U(q—pﬂ)n '

On ohtiendrait deux autres formules semblables aux précé&entes, en po-
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sant a = a", B =Db"; on simplifie ces formules, en faisant p = q.

SECTION XVII.

Autres formules concernant le dévdoppement des fontions numériques U, et V,.

Considérons les fonctions a et g de z,

Hz+\/22—4hg [;:HZ_ 22—4hB1_
> - -

"B g 1 2z 7
ontire, en diff érentiant d—a=L ,
adz /7% -4h
et, en faisant disparaitre le radical
da?
Z>—4h)—--n%a?=0.

Une nouvelle différentiation nows donne

2

(22—4h)d—a+zd—0{—n2012 =0.
dZ ~dz

il est d'ailleurs facile de voir que les fonctions g, o + g et a — g vérifient la

méme é&quation différentielle. On a donc, en désignant par f(z) I’une quel-

conque d’ entre dles, par |'application duthéoréme de LEIBNIZ

dP*?f (Z dPf(Z dPf(z
(22‘4'1)T+§)+(2p+1)z—d2p+(1 )+(p2-n2)—dzg )0,
dP2f(0) _, , ,.d"f(0)
et, pour z= 0, Ah——m~ = -n°)——= .
P prar=- il C LD

Si I’on suppose z=V,, h=Q', laformule de MACLAURIN nous donne, pou
n pair, les deux développements

Vo -, n° VP ni(n*-2%) V' n*(n®-2%)(n"-4%) VP

nTT 1.222Q°7 1.2.3.4 2°QF  1.2.3.4.5.6 2°Q°

2(-Q")?
(102) 2 2 3 2 2 2 2 5
-U, _nV, nnh"-29 V, +n(n -2°)(n"-4%) V.
" 12Q°  1.2.3 2°Q% 1.2.3.4.5 25Q°
2(-Q")2U, N N N
et, pour n impair,
U  _y El- n>-1* Vv? +(n2—12)(n2—32) AR
(Qr)”; ' 1.2 22Q" 1.2.3.4 2*Q~ ’
(103) 2 2 2 2 2 2 2 4
-V, :V%_n(n -19) Vv, +n(n -19)(n°-3) v* O
i Te 1.2.3 22Q° 1.2.3.4.5 2'Q% "H

2(-Q") 2
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On peut d'aill eurs vérifier ces formules, et les suivantes, a posteriori, en ob-
servant que si |’ on pose

Gmx = (M* = 2)(m* —4%) . .. (m* - 4x%) ,

Hmnyx = (M* = 15)(m* = 3%) ... (m* - (2x - 1)),
on alesrelations

MGmx = (M= 2X)Hms1,x = (M + 2X)Hpo1 « -

Au lieu de développer les fonctions U,, et V,, suivant les puissances de

V,, on peut auss les développer suivant les puissances de U, ; on trouve an-
si, pou n pair

[V, 1+ n? AU? +n2(n2—22) AU? +n2(n2_22)(n2_42) INVR: .
ZQ%r 1.222Q" 1.2.3.4 2*Q* 1.2.3.4.5 2°QF ’
(104) 4 N 2 2 2 2 2\(n2 2y A2114 0
U _Uy +n(n -2%) AU; +n(n -2°)(n“ —-4°) AU, -
Pa3 2 1.2.3 2°Q 1.2.3.4.5 2'Q* ’
kQD O
et, pou n impair
[ A —v S__'_ n?-12 AUr2 +(n2_12)(n2_32) AZU," .
ZQ“T‘H ‘g0 1.2 22Q° 1.2.3.4 24Q7
(n? =1%)(n? - 3%)(n? -5%) A% ¢ , d
{ 1.2.3.4.5.6 2007 ' H
105
(109 Un _y B, n(n?-1%) AU7  n(n? -1%)(n* -3°%) AU}
Q"T‘lr ‘0 1.2.3 2%Q° 1.2.3.4.5 24Q%
+n(n2—12)(n2—32)(n2—52) AU P N E
\ 1.2.3.4.5.6.7 2°Q% Qg

En ayant égard a l’une ou |’ autre des relations
Vi =V, +2Q™, et AUZ =V,, -2Q™,
on oltiendra de nouvelles formules, et ainsi, par exemple :
Uﬁr =nz_nz(nz _12) AU,Z +n2(n2 _12)(n2_22) A2Ur4 )
QAry, 3.4 Q' 3.4.5.6 Qr
On peut d’aill eurs mettre cete derniére formule & quelques autres sous

une forme assez remarquable, en observant que I’on a, pour m quelconque e
n entier positif, I'identité

m*(m? -1*)(m* -=3%) ... (m* - (n-1)?%) _(m-n)(m-n+)(m-n+2)...(m+n-1

(106)
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Par conséquent, les coefficients de la formule (106) sont entiers, et |’on a

—2
n2(n2 —12)(n2_22)”.(n2_r_1 )_Czr +C2r
3.4.5....... (2r) T ntrAl n+r -

Nous ferons observer que les formules (104) et (105) subsistent encore

pour des valeurs quelconques de n ; on a dors des développements en séries
2

AUS L T .
convergentes, lorsque 20 n'est pas supérieur a I'unité; en effet, si I'on

*

¢

pose
AU?
22QI’
le rapport d'un terme au précé&ent finit par devenir négatif (pour A positif),

et inférieur al’unité en valeur absolue. Cette condition est remplie pour r = 1
dans la série de PELL ; on a donc, quell e que soit la valeur de n

<1,

- . N 2 2,02 _ 92
% ﬁﬂ) +(ﬁ_1) %=1+1n2+n1(2 324)+
nZ(nZ _ 22)(n2 _42)
10 +.o,
(107) < 1.2.3.4.5.6
1 n I8 n(n®-1%) n(n* -1%)(n* - 3%)
—aVv2+1) +W2-1) ==n+ + +
. 2 V2 ) (\/_ )E 1.2.3 1.2.3.4.5

SECTION XVIII.

Dévdoppements en séries des irrationrelles et de leurs logarithmes népériens.

Les développements des fonctions en séries, par la formule de MA-
CLAURIN, donnent lieu a un trés-grand nombre de formules nouvelles, pou le
développement des fonctions numériques que nous considérons ici, et par
suite, pou celui des fonctions circulaires et hyperboliques. Lorsque les £ries
correspondantes ne sont convergentes que pour les valeurs de la variable dont
le module est inférieur a une limite donnée, on peut toujours supposer que
cette variable x est choisie de telle sorte que la série représente la fonction,
pour toutes les valeurs de x dont le module est inférieur a |'unité. Soit donc
la série

F(X) = Apg + Aix + Ax? + A3 + AXt + ...

" En désignant par a le résidu de n? suivant le modue p, premier avec n, on déduit de cete identi-
té une démonstration immeédiate d’ une proposition contenue au No. 128 ces Disqgisitiones Arithmeticae
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on aura, en supposant z positif,

I:B_BZ'AW-ALHZ Az(+Z)2+AS T

+z0 (1+2)

FH—H=AD+A1+Z Az( FA

+z0 1+ z) (1+2)

et, par conséquent:

z O 1+z 1+ 7 1+2°
FB Z%F%+ZE—2A\)+A&1+Z+A2(1+Z)Z+A3(1+Z)3+...,
1 z O 1-z z 1-7
FB+Z§_ EHZQ_ +A11+z Az(1+z) AS(1+z)3+““

Si I'on désigne par a la plus grande des racines, supposée positive, de
I”équation fondamentale (1), par r un nombre pair, ou unnombre entier quel-
conque, suivant que la racine b est négative ou positive, et si |'on pose

r

z=b—r, on obtient
a

a’b' V V.

F|:l r+ 2r+ 3r+

' br% %r % A2 AS)

a' Habr D U U2r U
F VO A -+ + A

“ % oV ’ v?

3r+...%.
"+b' V

r r

)
(108) :
Ha

Si I'on suppose z——%, on obtient deux développements analogues aux pré-

cédents ; ces développements sont parfois, trés-lentement convergents ; mais
leur étude conduit a des propriétés importantes dans la théorie des nombres
premiers.

Le développement du binéme (1 — x)™ donne ansi, pour m quelconque,
les ries

h_v mV, m(m 1)V, _ m(m-1(m- 2)V3r

vrm_°1v 1.2 V2 1.2.3 v3 ’
(109)
h:m&_m(m—l)%_m(m H(m- 2)U3,+
AVALR R VA A VA 1.2.3  V?
gue I'on aurait pu déduire de la série de BERNOULLI ; pour m=—-1, ona
2
—L = V0+V—V+V2£ +V3g
Q' V. VSV
(110 5

Ur _Ur +U2r+U3r +U4r+.”

Ql’ Vr V 2 V 3 Vr4

r r
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et, par exemple, dans la série de FIBONACCI

9=043,7,18,47,

3 9 27 81

1 3. 8 21 55
3=+ —F—F+—+—+ ...
3 9 27 81 243
les numérateurs de ces deux séries de fractions sont donnés par la relation de

récurrence

(111)

Nn+2 = 3Nn+| - Nn-
On ohtiendra des formules ssmblables pour mzié le développement de

(1+x)"+ (@ -x)"
donnre des formules analogues aux relations (109).

Le développement de Log (1 — x) donne les formules
2

Vv
Log—-l+1v2£+1v3§+1v‘”+ L
Q' 2V? 3V® 4v?
(113 b U,  1U, ,1Uy  1U
Log =2\/Z rp -2 —Y3r a4 O
QT r 2Vr2 3Vr3 4v4 |:|

celui de Logl_—X donnre
1+X

L 18Uy 10U,  14%U, C
+= += +...C
3 v: 5 v® 7V E

r

(113)

et, dans la série de PELL

1 1 1
114 J2Logl++/2) =1+ + + + ...
(114 o 2)= 2.3 22 5 2.7 2°.9

La formule
Liog2thop g 1 2 h 2.4 h 246 h O
2 z-h Epz—hz 3(z2-h?)? 3.5(#-h%® 3.5.7 (#-h)* E
dans laquell e on suppose
r r 2 2 r 2 AU?
z+h=a, z-—-h=Db", zZ-h"=Q, hzTr,

donne encore

a” _2JAu, 1 2 AU7 2.48°U7 2.4.68U; c.

115 Lo -— ..
( ) g 2 ggr 322Q2r 3.523Q3r 3.5.724Q4r E

pour que cete série soit convergente, on doit avoir AU?<4Q" ; on trouve
ainsi, alalimite de convergence

(116) Log++2)=2d-2+24_
o 3 5
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Les développements de ac sin z et de (arc sin z)? donnent, de méme,

a _Jau, 0 1 au? @3 auf O

(117) Q2 § 1.2.3 22Q" 1.2.3.4.5 2'Q” 5

1, ,a* _AU? 1 _2 NU! 124 NUP
4 Qr 22Qr 2 3 24Q2r 3 3.5 26Q3r

et, alalimite de convergence,

1 1.3 (1.3.5)?
Log(l++/2) =1~ + - oo
9L+2) 1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

Log(1+\/_) 1—1E-lg 1[!1 4 152 4. 6

57

(118)

La formule remarquable de M. SCROLTZ conduit au développement

3
4

2r 3|:|
(119) LOggzr_ 3r“ 5’_3 3.3, 1BAU ,3.5.30, 1, Bﬂ

oz 450 PXQ7 4.6.70 F R2Q7
3.5.7...2n-130Q 1 1 1 gatur? O
- t—=+=+... ¥ 0o,
4. 6 2n(2n+1) F 5 (2n-1)2 Fp?n-2Q(n-Dr =

et, alalimite de convergence

3.3 1 3.5.3 1
120 Log®(1++2 =1-7=¢ EL LH. 380, 1 H—
(120) g°(1++2) . 267877

Si I’on développe, par la formule de LAGRANGE, |I'une des racines a" ou
b" de I’ équation

-2V, + Q' =
on trouve
(‘ br:Q_r+Q2r 4Q3r 5 6Q4r
(VAR VAR AAVA "2 3v7 ’
r r 3Q2r 5 4Q3r
Logb" =Lo Q.Q, :
(121) 3 J gv VZ o2v*h "7 3v6
lbzr _ QZI’ +Q3r 5Q4r 7 . 6Q5r N
L 3 oV o2 Ve 23 VA

Si I’on fait encore, par la formule de LAGRANGE, le développement de y™"
suivant les puissances de z, en désignant par y I’une des racines de |’ équation

y=2+2
y
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on oltient

2 _._Nn n(n+4)(n+5)
+¢1J,_ZH'1 14" 1.2 g 1.2.3 B_g

+n(n+5)(n+6)(n+7)HEHA_
1.2.3.4 [0

r
et en posant EZ Q—z,
4V,
ona
\V/ + 2r + + 3r
(122) wa" _,0Q  n(+YQY n(n+H(n+5Q”
Q" 1v. 1.2 v?! 1.2.3 V/

r
cette série est convergente pour %<1 ; elle contient la généralisation de la

r

formule (84).
On a encore

b’ _Vr - VVrZ _4'(?r
2
et, en développant le radical par la formule du bindme,
r 3A\2r 5~3r
=12Q+ 1 2°Q N 1.3 2°Q N
2V, 2.4 V® 2.4.6 V

(123) b"

puis, alalimite de convergence,

1 1 1.3 2.3.5
124 —1=Z-—+ - +
(129 V2 2 2.4 2.4.6 1.4.6.8

En appliguant la formule de BURMANN au développement de z suivant les

puissances de on olktiendrait, pow tout module de z inférieur a |’ unité,

+7°

r

et faisant ensuite z= b , laformule (121) donnéeci-dessus.
a'

SECTION XIX.
Su le alcul rapide des fractions continues périodigues.
On perfectionne, d’une maniére notable, le cdcul des réduites des frac-

tions continues périodiques au moyen des formules suivantes. M. CATALAN a
donré les relations :
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z_, 2 z++7
1-22 1-72* 1-7*
z z° 2+ 22+ B+ + 2+ +
2+ 4+ 8= 8 !
1-z2 1-727 1-z 1-2
z_, z° N z* N z* Z+Z%+ ... +Z%+ 7
1-722 1-72* 1-72 1-7° 1-7° ’

par conséquent, si I'on fait z=— on oltient la formule
a

an_l. r QrU

@"-nr

uu
2r

r 2r
(125) Q—+Q—+....+
U2r U4r U

2"

Lorsque n augmente indéfiniment, on a, pour les séries de premiére
de seconde espéce

r r 2r 4r
(126) b—= Q +Q +Q +.....
Ur U2r U4r U8r
Par exemple, dans |la série de FIBONACCI, pour r =1 ,
(127) —1_\/§=—1+£+ 1y ! o
2 2 3 3.7 3.7.47 3.7.47.2207

chacun des nouveaux facteurs des dénominateurs est égal au carré du précé-
dent, diminué de deux unités ; de méme, dans la série de PELL,

1 1 1 1
128 1-42=-2+ + + +oos
(128) 2 22.3 28.3.17 2*.3.17.577

chacun des nouveaux facteurs des dénominateurs est égal, par les formules de
duplication, au double du carré du précé&ent, diminué de I’ unité.

Ces développements sont trés-rapidement convergents; c’est, en quel-
gue sorte, la combinaison du calcul logarithmique & du calcul par les frac-
tions continues. Ainsi le dénominateur de la trentiéme-deuxiéme fraction de
laformule (127), est a peu prés égal a

32

il
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et contient deux-cent milli ons de chifres, environ ; pour écrire le dénomina-
teur de la soixante-quatriéme fraction de la formule (128), il faudrait plus de
deux-cent milli ons de siedles.

Nous avons d’aill eurs démontré (Section X1), que les diff érents facteurs
des dénominateurs sont premiers entre eux deux a deux, et contiennent, par
conséquent, des facteurs premiers tous différents; il en résulte que dans la
somme des n premiers termes de ces séries, il n'y aura pas lieu de réduire
cette somme a une plus smple expresson. Nous montrerons, de plus, que
tous ces facteurs, premiers et diff érents, appartiennent a des formes, linéares
et quadratiques, déterminées.

On a, plus généralement, |’identité
Z—Zq Zq _qu Z—qu
+ = :
1-2@-2z% @1-z2@-z" @-2@-z")

(129)

si I’onremplaceq par p", on a donc

_ pn pn _ pr1+l _ pr1+l

(130) 2”2 n + Zn 2 n+l = 2”2 n+l -

@-2@-z") @-z°)a-z¥ ) @-2@-z°)
Si I'on fait successivement n égal a1, 2, 3,. . .n, et si I'on ajoute les égali-
tés obtenues, on a

— 5P p_ p2 P2 — p3
(131) Zzp+ L

1-2Q@-2%) @-z/)a-z") @a-z")a-z7)
an _an+l Z_an+1
+ = C

a-2"ya-2"") a-za-2"

r

) . b
Faisons maintenant z=— nous obtenons la formule
a

2 n
pr pr r
r pr U U U
QUi , QUi @ Yoo, .2 Yipnon - QYprmy,
UrU pr U prU p2r U erU p3r u pan pn+lr UrU p”+lr

(132)

On calculera d’aill eurs les numérateurs et les dénominateurs de ces frac-
tions, au moyen des formules de multiplication des fonctions numériques que
nous avons données. Si p désigne un nombre impair, on obtient une formule
analogue en changeant U en V. On peut encore gpliquer ces formules aux
fonctions circulaires.

Nous donrerons plus tard les formules analogues que |I’on déduit de la
théorie des fonctions elliptiques, et, en particulier, les sommes des inverses
des termes U, et de leurs puissances ssmblables.
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SECTION XX.
Des relations des fonctions U, et V, avecla théorie de I’ équation bindme.
On sait, par la théorie de |I’équation bindme, exposée dans la derniére

section des Disquisitiones Arithmeticee, que si p désigne un nombre premier
p_

. . . z" -1 _ - -
impair, le quotient 4 =4(zP T+ 2P+ 2P+ + 22+ z+))

A L. z°-1
peut étre éait sous la forme 4—1=Y2J_r pZ? ,
Z_

dans laquelle Y et Z sont des polynomes en z & coefficients entiers ; on prend
le signe + lorsque p désigne un nombre premier de la forme 4q + 3 , et le
signe —, lorsque p désigne un nombre premier de la forme 4qg + 1 . Si I’'on

r

fait dans cette formule z= %on en déduit successvement pour p = 3, 5, 7,
11, 1317,19, 23, 29, .. ..., lesrésultats suivants :

U
4m=0U7 3"

r

U

ag =l o ]-s0m,

4% = A[zu3r +Q'U, ] 2+7Q%V?,

Uiy
U

a9 = pl, +QUu, -24Q7U, |2+1107V2 |

r

U
4 lJl3l’ = [2\/6r +Qrv4r +4Q2TV2r _Q3r]2_1322r B/‘” +Q2I’ 2 ,

r

r

U 2 2
(133) < f:[z\/sr +QV +5QPV, +7QMV, +4Q [ -1707 [y, +Q'V, +Q7V, + 207 [,

U]
4%=A[2U9r +Q'U,, —4Q%U,, +3Q%U,, +5Q"U, |?

r

#1907, +Q'V;, -Q¥V, - 20, |7

2 =0, +QUU,, 507U, ~8QYU;, ~7Q%U,, ~4Q%, |2

4=
UI’

+23Q7 [y, +Q'V;, —Q¥V,, 20"V, |2,

4%& = [2\/14r +Q'Vy, + 8Q2rV10r - 3QngSr + Q4rV6r - 2Q5rv4r + 3Qﬁrvzr
r

+9Q7r 2_ 29Q2r Lor _|_Q2r\/8r _Q3TV6r +Q5rV2, +Q5r]2,
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On a, par conséquent, la proposition suivante :
THEOREME : Si p désigne un nombre premier de la forme 4q+1, le quo-

_ U . L.
tient 4U—pr peut se mettre sous la forme Y?—pZ?, et si p désigne un nombre

r

. _ U
premier de la forme 4q+3, le quatient 4U—pr peut se mettre sont la forme

r

AY?—pZ2.

D’aill eurs, en changeant z en — z, on oltiendra un résultat semblable

. Vo,
pour le quotient 4Vp

r

. On généralise ansi un théoréme donné par LEGENDRE,

et dont la démonstration est, de cette facon, rendue plus smple. Il résulte
encore des formules (133) une autre conséquence importante. En effet, nous
avons laisst jusqu’'a présent A arbitraire ; mais, s'il s’agit des fonctions de
troisieme espéce, nous pouvons supposer — A égal au produit d’un carré par
un nombre premier p de la forme 4q + 3 ;" alors, on voit que les quotients

U V, e , . ,
4% et 4—"\; sont égaux a une différence de carés, et, par suite, décompo-
pyU, pvi

sables en un produit de deux facteurs. On a donc cette proposition :

THEOREME : Si — A est égal au produit d’un nambre premier p de la

) \Y/
forme 4q + 3 par un carré, les quotients 4 S et 4 s; sont, quelle que soit
py, PVi

la valeur entiére de r, décomposables en un produit de deux facteurs entiers.
Si nous considérons |’ équation fondamental e
X=X -2
dans laquelle A = — 7, nous obtenons, par exemple,
U;; = +23, U;;=-264721893121 ;

et, par suite,
U7 =—7 X 23 X 11087 X 148303.

Nous démontrerons plus loin que les diviseurs premiers de 7U“ appartien-
11

nent aux formes linéaires 77q £ 1 ; par conséquent, le nombre 11087 est pre-

mier, sans qu'il soit nécessaire d’essayer ces diviseurs, puisque le premier

des nombres de la forme linéaire indiquée, est supérieur a laracine caréede

11087; pour le facteur 148303il n'y a que le diviseur 307 a essayer. On a

encore, dans la méme série

" En effet, il suffit de déterminer Q par larelation 4Q —P? = pK?2.
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Uiz = -1, Ugs = —-384 171@ 38057,

et, par suite,

Ugy = —7 X712711 X 770041.
Ces deux derniers facteurs sont premiers; il n'y a que deux diviseurs a es-
sayer. On comprend ainsi comment il est possble d'appliquer le théoréme

précéent, a la recherche directe de trés-grands nombres premiers, par la
considération des <ries de troisiéme espece.

SECTION XXI.

Su les congruences du Triangle Arithmétique de PASCAL,
et sur une géneralisation du théoréme de FERMAT.

En désignant par C; le nombre des combinaisons de m objets prisn an,
on ales deux formules fondamental es
n_mm=1)....(m-n+1)
Cn=
1.2.3....n

n _~n n-1 .
Cm _Cm—l+cm—1 '
par conséquent, lorsque p est premier, on a pour n entier compris entre 0 et la
congruence

(134) C, =0, (Mod.p) ;
pour n comprisentre0 et p -1,

(135) cn,

=(-D)", (Mod.p) ;
pour n compris entre 1 et p
(136) Cp.1=0, (Mod.p) .

En d autres termes, dans le triangle aithmétique de PASCAL, tous les
nombres de la p'®™ ligne sont, pour p premier, divisibles par p, & |’exception
des coefficients extrémes égaux a I'unité; les coefficients de la (p — 1)'*™
ligne donrent alternativement pour résidus + 1 et — 1; ceux de la (p + 1)'°™®
ligne sont divisibles par p, en exceptant les quatre coefficients extrémes,
égaux a l’unité.

Si I’on continue la formation du triangle aithmétique, en ne conservant
que les résidus suivant le module p, on reforme deux fois le triangle arithme-
tiqgue des (p — 1) premiéres lignes ; puis, a partir de la (2p)'*"® ligne, onle
reforme trois fois ; mais les résidus du triangle intermédiaire sont multipliés
par 2 ; a partir de la (3p)'°™ ligne, le triangle des résidus est reproduit quatre
fois, mais les nombres de ces triangles sont respectivement multipliés par les
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coefficients 1, 3,3, 1 de latroisieme puissance du hinbme, et ainsi de suite.
On a donc, en général,
Cn=Cn xC,, (Mod.p),

.. . m n L
m; et n; désignhant les entiers de — et de —, et x4 et et v les résidus de m et
p p

de n.
On a, de méme

crfr‘i ECrTé xcﬁ , (Mod.p),
et, par suite,
(137) Ca=CaxC2ZxC2x..., (Mod.p),
. . . . mm m
M1, M2, p3, ... désignant les résidus de m et des entiers de —,—,—, ... et de
P pp

méme pour vy, vy, va, ...

Par conséquent, si |'on veut trouver le reste de la division de C;, par un

nombre premier, il suffit d appliquer la formule précé&ente, jusqu'a cequ’'on
ait ramené les deux indices de C, a des nombres inférieurs a p.

Nous venons de voir que les coefficients de la puissance p du binbme
sont entiers et divisibles par p, lorsque p désigne un nombre premier, en ex-
ceptant toutefois les coefficients des puissances p'®™*. En désignant par «, 8,
y, ... A, des entiers quelconques, en nombre n, ona donc

[a+ﬁ+y+....+A]p—[ap+ﬁp+yp+....+/\pJEO, (Mod. p),
et, powra=pg=y...=1=1, on oltient
n®-n=0, (Mod.p).
C’est dans cette congruence que consiste le théoreme de FERMAT, que |'on

peut genéraliser de la maniere suivante, différente de cdle que I’on ddt a
EULER. Si a, B, y, . . . A, désignent les puissances ¢'°"* des racines d’'une
équation a coefficients entiers, et S; leur somme, le premier membre de la
congruence précédente représente le produit par p d une fonction symétrique,
entiere & a coefficients entiers, des racines, et, par conséquent, des coefli-

cients de |’ équation proposée. On a donc
Sp=S;, (Mod.p),
et, par |’'application du théoréme de FERMAT,

(138) Sp=S,, (Mod.p),

L’ étude des diviseurs premiers de la fonction numérique S, et de quel-
gues autres analogues est trés-importante ; on a, en particulier, pour n =1 et
S; = 0, comme dans |’ équation

x2=x+1,
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la congruence
S, =0, (Mod.p);

on en déduit inversement que si, dans le casde S; = 0, on a S, divisible par
p, pour n = p, et non aupaavant, le nombre p est un nombre premier. En ef-
fet, supposons p égal, par exemple, au produit de deux nombres premiers g et
h. On a

Sp=S, (Mod.g),

ShES,, (Mod.h) ;

par conséquent, si |’on atrouvé

S =0, (Mod.gh),

on aura auss
S, =0, (Mod.h) ,

S, =0, (Mod.g),
et, par le théoreme démontré
S;=5,=0, (Mod.gh).

Ainsi S, ne serait pas le premier des nombres S, divisible par gh.

On peut obtenir, de cette fagon, ungrand nombre de théoremes servant,
comme celui de WILSON, a vérifier les nombres premiers. Nous laisserons de
coté, pou l'instant, les développements curieux et nouveaux que nous avons
ainsi trouvés, pou ne considérer que caux que |I’on tire des fonctions numé-
riques d mplement périodiques.

SECTION XXII.

Su la théorie des nombres premiers dans leurs rappats avecles progressions
arithmétiques.

La doctrine des nombres premiers a &é éauchée par EUCLIDE et ERA-
TOSTHENE. On doit a Euclide la théorie des diviseurs et des multiples com-
muns de deux ou dusieurs nombres donnrés, la représentation des nombres
composés a |'aide de leurs facteurs, et la démonstration de I'infinité des
nombres premiers, que I’on peut étendre facilement a la preuve de I’infinité
des nombres premiers appartenant aux formes linéaires 4x + 3 et 6x + 5.
Nous donnerons, dans la Section XXIV, une démonstration élémentaire
concernant |'infinité des nombres premiers de la forme mx + 1, quelle que
soit la valeur de m. On sait d’aill eurs que, par |I’emploi des <ries infinies,
LEJEUNE-DIRICHLET est parvenu a démontrer |’infinité des nombres premiers
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de la forme linéare a + bx, dans laquelle a et b sont deux entiers quel-
congues premiers entre eux.

On doit a ERATOSTHENE une méthode ingénieuse connue sous le nom de
Crible Arithmétique, qui condut a la formation de la table des nombres pre-
miers et des nombres composés ; on possede, depuis les travaux de CHERNAC,
de BURCKHARDT et de DASE, la table des neuf premiers millions ; LEBESGUE
a indiqué un procédé qui permet de diminuer le volume de ces tables."
D’autre part, M. GLAISHER a évalué la multitude des nombres premiers com-
pris dans ces tables, afin de comparer les formules théoriques données par
GAUSS, LEGENDRE, TCHEBYCHEF et HEARGRAVE, pou exprimer la quantité
des nombres premiers inférieurs a un entier donné. M. GLAISHER, en comp-
tant 1 et 2 comme premiers, a trouvé les valeurs suivantes :*

pour le premier million, 78499 rombres premiers,

“ deuxieme “ , 70433 “ ,
“  troisieme “ . 6788 “ ,
“  septieme “ 6379 “ '
“  huitieme “ , 63198 “ ,
“  npeuvieme “ 62780 “

Les principes d'EuCLIDE et d'ERATOSTHENE conduisent ainsi a une
premiére méthode de vérification des nombres premiers, non compris dans les
Tables, et de décomposition des nombres trés-grands en leurs facteurs pre-
miers, par I'essai successif de la division d un nombre fixe, le nombre donné,
par tous les nombres premiers inférieurs a sa racine carée. Mais c’'est la une
méthode indirecte qui devient absolument impraticable, dés que le nombre
donré adix chiffres.

En suivant cette voie, M. DORMOY est arrivé par des considérations in-
génieuses, déduites de la théorie de ceatains nombres, qu'il a appelés objec-
tifs (et dans lesquels on retrouve sous le nom d’ objectifs de I'unité les diffé-
rents termes de la série de FIBONACCI), a |’ établissement d’une formule géné-
rale de nombres premiers. Malheureusement, méme pour des limites peu éle-
vées, cette formule contient des coefficients considérables qui en rendent
I"application ill usoire.®

) Abhandungen der Berliner Akademie, Berlin, 1837.
T CHERNAC. — Criblum Arithmeticum de | 41020000 Deventer, 1811
BURCKHARDT. — Tables des diviseurs jusqu’a 3036000 Paris, 18141817.
DAsE. — Factorem Tafeln de 6000000a 900000. Vienne, 18621865
LEBESGUE. — Tables diverses pour la décomposition des nombres en leurs facteurs premiers.
Paris, 1864
¥ Preliminary accounts of the results of an enumeration of the primes in Dase’s and Burckhardt’s
tables. Cambridge, 18761877.
$ E. DorMOY. — Formule générale des nombres premiers et Théorie des Objectifs. Paris, 1867.
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Les nombres premiers sont distribués fort irréguli érement dans la suite
des nombres entiers ; c’est qu’'en effet, d une part, onvoit que si x désigne le
plus petit multiple commun des nombres 2, 3,... m, les nombres

L+2,u+3,. . . ., utm,
sont respectivement divisibles par
2,3,....m.

Par conséquent, on peut toujours trouver m nombres consécutifs et composés,
guell e que soit la valeur de m; mais, d autre part, |’ examen des tables permet
de constater |’existence de deux nombres impairs consécutifs, trés-grands, et
premiers. M. GLAISHER a donnré la liste des groupes, renfermés dans les ta-
bles, qui contiennent au moins cinquante nombres consécutifs et composés ;
ainsi, par exemple, les suivants :

111 nrombres composés et consécutifs entre 370261 et 370373,

113 : : 492113 et 492227,
131 : : 1357201 et 135733,
131 “ “ 1561919 et 156201,
147 “ “ 201073 et 201081,

(LondonMathematical Scciety, 10 Mai, 1877).

On sait encore démontrer qu’ une fonction rationnelle de n
p=g(n),

ne peut continuellement donner des nombres premiers, puisque |I’on a, quel-
gue soit le nombre entier Kk,

¢ln +kp)=p(n), (Mod. p),

c’est-a-dire que ¢ (n) est une fonction numérique périodique d’amplitude p.
Il est donc fort difficile d’arriver a la loi de distribution des nombres pre-
miers dans la série ordinaire des nombres entiers.

Cependant, il parait naturel d’étudier les nombres premiers d’aprés leur
loi de formation. L’étude approfondie de la méthode d ERATOSTHENE a
conduit le prince A. DE POLIGNAC, a d'intéressantes propriétés des suites dia-
tomiques ;" & la méme époque, M. TCHEBYCHEF, arrivait par des considéra-
tions peu ditrérentes, a la démonstration de ce théoreme remarquable : Pour
a>3, il y a au moins un nombre premier compris entre a et 2a— 2." On
déduit immeédiatement de |a que le produit

1.2.3....n

" Recherches nouwvelles @ur les nombres premiers; par M. A. DE POLIGNAC ; Paris, 1851 Il est
curieux de oonstater que, sous le nom de suite médiane, on retrouve dans les <ries diatomiques, les
diff érents terme de la série de FERMAT.

" Journal de Liowville, t. XVII.
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ne saurait étre une puissance, ni un produit de puissances, ainsi que I’a mon-
tré M. LiouvILLE. (Journal de Liouville, 2° série, t. I1). En résumé, ces re-
cherches sont basées sur la considération des progressions arithmétiques.

SECTION XXIII.

Su la théorie des nombres premiers dans leurs rappats avecles
progressons géométriques.

On doit a FERMAT des recherches profondes sur la théorie des nombres
premiers, et basées sur la considération des progressons géométriques. C’est
cette idée, distincte de la précé&ente, qui a donné naissance ala théorie des
résidus potentiels, et plus particuliérement, a cdle des résidus quadratiques.
De cdte fagon, on simplifie la vérification des nombres premiers tres-grands,
et diviseurs de la forme a" -1 ou plus généralement, de la forme a"-b", pouw
a et b entiers, ainsi que la décomposition des nombres de cette forme en fac-
teurs premiers. FERMAT avait remarqué la forme linéaire nx+1 des divi-
seurs, et donré lui-méme la décomposition de plusieurs termes de la série
2"-1, et ainsi, celle du nombre 23'—1, qu’il atrouvé divisible par 223 [Lettre
de FERMAT, du 12 Octobre 164(0].

M. GENOCCHI a remis derniérement en lumiéere un curieux passage des
oeuvres du P. MERSENNE. Mais, pour en mieux saisir |'importance, nous rap-
pellerons en quelques mots la théorie des nombres parfaits. On dit qu'un
nombre est parfait, lorsque il est égal a la somme de ses parties aliquotes,
c’'est a-dire de tous ses diviseurs, excepté lui-méme. En nows bornant au cas
des nombres parfaits pairs, et en désignant par b, c, .... d es nombres pre-

miers différents, par n=abPc’d®. . . . le nombre supposé parfait, on doit
avoir
2o’ =1+ 2+ . 4290 +b+ b2+ L+ D)L +c+ct+ .+ ).,

ou hien

bfcr ... 5 )
bﬁcy...+mz(1+b+b +...+bP)A+c+cP+.. 40 ...

le second terme du premier membre est donc entier, et devient, aprés la divi-

sion, de la forme bfc” ... ; mais d’autre part, le second membre qui contient
un nombre de termes

p=B+HH+1) ...,
doit se réduire aux deux termes du premier membre ; par suite u = 2, f = 1,
y=6=....=0;donc n=2b, et b est premier. Ainsi, les nombres parfaits
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pairs appartiennent a la forme n=2%b, dans laquelle b doit étre premier ; on a
d’ aill eurs aisément, avec cdte condition

b=20* -1 |

En résumé, il n'y a pas d’autres nombres parfaits pairs que les nombres
20(20+1_1) ,

dans lesquels le second facteur est un nombre premier. Cette régle é&ait

connue d’ EUCLIDE ; mais ce géométre ne savait pas démontrer que |'on olte-
nait ainsi tous les nombres parfaits pairs, sans exception.

Voici maintenant le passage des (Euvres de MERSENNE :

« XIX. Ad eaquae de Numeris ad calcem prop. 20. de Ballist. & puncto 14 Pragfationis ad
Hydraul. dicta sunt, adde inuentam artem qua numeri, quotquot volueris, reperiantur qui cum
suis partibus aliquotes in vnicam summam redactis, non solum duplam rationem habeant, (quales
sunt 120, minimus omnium, 672, 528776, 1416304896, & 459818240, qui ductus in 3, numerum
efficit 1379454120, cuius partes alignotae triplae sunt, quales etiam sequentes 30240, 32760,
23569920, & alij infiniti, de quibus videatur Harmonia nostra, in qua 14182439040, & alij sua-
rum partium aliquotarum subquadrupli) sed etiam sint in ratione data cum suis partibus aliquotis.

Sunt etiam alij numeri, quos vocant amicabiles, quod habeant partes aliquotas a quibus
mutuo reficiantur, quales sunt omnium minimi 220, & 284 ; huius enim aliquotae partes illum
efficiunt, vicégue versa partes illius aliquotee hunc perfecté restituunt. Quales & 18416 &
17296 ; nec non 9437036, & 4363584 reperies, aliosque innumeros.

Vbi fuerit operee pretium aduertere XX VIIl numeros a Petro Bungo pro pertectis exhibitos,
capite XXVIII, libri de Numeris, non esse omnes Perfectos, quippe 20 sunt imperfecti, adeo vt
solos octo perfectos habeat videlicet 6. 28. 499. 8128. 33550336. 8589869056. 137438691328, &
2805843008139952128 ; qui sunt & regione tabulee Bungi, 1, 2, 3, 4, 8, 10, 12, & 29 : quique soli
perfecti sunt, vt qui Bungum habuerint, érrori medicinam faciant.

Porrd numeri perfecti adeo rari sunt, vt vndecm dumtaxat potuerint hactenus inueniri :
hoc est, alii tres a Bougianis differentes : neque enim vllus est alius perfectus ab illis octo, nisi
superes exponentem numerum 62, progressonis dupla ab 1 incipientis. Nonus enim perfectus est
potestas exponentis 68 minus 1. Decimus, potestas exponentis 128, minus 1. Vndecimus denique,
potestas 258, minus 1, hoc est potestas 257, vnitate decurtata, multiplicata per potestatem 256.

Qui vndecim alios repererit, nouerit se analysim omnem, quae fuerit hactenus, superasse :
memineritque interea nullum esse perfectum & 17000 potestate ad 32000 ; & nullum potestatum
interuallum tantum assignari posse, quin detur illud absque perfectis. Verbi gratia, si fuerit ex-
ponens 1050000, nullus erit numerus progressonis duple vsque ad 2090000, qui perfectis nume-
ris serviat, hoc est qui minor vnitate, primus existat.

« Vnde clarum est quam rari sint perfecti numeri, & quam merito viris perfectis comparen-
tur ; esseque vnam ex maximis totius Matheseos difficultatibus, praescriptam numerorum perfec-
torum multitudinum exhibere ; quemadmodum & agnoscere num dati numeri 15, aut 20 caracteri-
bus constantes, sint primi necne, cum nequidem sseculum integrum huic examini, quocumaque
modo hactenus cognito, sufficiat. »”

" F. MARINI MERSENNI MINIMI, COGITATA PHYSICO-MATHEMATICA. In quibus tam naturae quam
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D’ aprés ce passage, le tableau des nombres parfaits pairs srait le suivant :
Premier nombre parfait 2(2°-1), Deuxiéme nombre parfait 27(2° - 1),

Troisiéme “ 2%(2°-1), Quatriéme “ 2°(2" - 1),
Cinquiéme  * 2'%(2"° - 1),  Sixieme “ 2182V — 1),
Septiéme ‘ 2'8(2"° — 1),  Huitieme . 23023 _ 1),
Neuvieme — * 2°%(2°" — 1),  Dixiéme " 21262127 _ 1),
Onziéme u 2%38(2257 _ 1),

Ce passage est d'aill eurs rapporté dans un mémoire de C. N. WINSHEIM, insé-
ré dans les Novi Commentarii Academia Petropolitanae, ad annum MDCCXLIX
(tom. I, pag. 78), et précé&lé des réflexions suivantes :

« Suspicio enim adesse videtur, utrum numerus nonus, perfecti locum
tueri posst, quoram ab acutissmo Mersenno exclusus reperitur, qui ejus in
locum potestatem binarii (2°’— 1)2°° sive numerum decimum nonum perfec-
tum Hanschii 1| 47573 | 95258 | 96764 | 12927, substituit : digna cete mihi
visa sunt verba viri perspicadssmi, ut hic integra exhibeantur. »

Ainsi MERSENNE aurait démontré que, pour n compris entre 31 et 257, il
n’existe pas de nombres premiers de la forme 2" — 1, en exceptant ceux pou
lesquels n a pour valeur |I'un des nombres

31, 67,127, 257.

La preuve de non-décomposition du pemier de ces nombres, 2°' — 1, na &é
donrée que plus tard, par EULER. En outre, M. F. LANDRY, au moyen d une
méthode inédite, et probablement fort simple, est parvenu a la décomposition
de cetains grands nombres en leurs facteurs premiers ; il a, en effet, donrg la
décomposition des nombres

en leurs facteurs premiers. De plus, on a trouvé que 23— 1, 27°~ 1 et 2*3- 1,

sont respectivement divisibles par 439, 26& et 3391.Enfin, ona le théoréme
suivant :

THEOREME : Si 4q + 3 et 8qg + 7 sont des nombres premiers, le nombre
2%9*3 _ 1 est divisible par 8q + 7.

En effet, d’ aprés le thoéréme de FERMAT, on a

2896 _1=0, (Mod.8q+7),

et, par suite I’un des deux facteurs 29*® + 1 ou 2%°®_1 du pemier mem-
bre de la congruence est divisible par le module ; mais, d autre part, on sait
gue 2 est résidu quadratique de tous les nombres premiers de |'une des for-
mes 8n+ 1 et 8n + 7 ; par conséquent, ona

249*3-1=0, (Mod.8q+7);

artis effectus admirand certissimis demonstrationibus explicantur. Paris, 1644 f° |l.de la Préface.
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en consultant la table des nombres premiers, on en conclut que pour les va-
leurs de n successvement égales a

11, 23 83, 131, 179, 191, 23, 251, 359, 419, 431, 443, 491,
les nombres 2" — 1 sont respectivement divisibles par les facteurs
23, 47,167, 263, 359, 383, 479, 503, 719, 839, 863, 887, 983.

Il résulte de ces diverses considérations que MERSENNE était en posses-
sion d une méthode arithmétique qui ne nous est point parvenue. Cependant,
il parait naturel de penser que cdte méthode ne devait pas s éloigner des
principes de FERMAT, et par conséquent, ne pas différer essentiellement de
celle que nous déduirerons, plus loin, de I’inversion duthéoréme de FERMAT.
Nous indiquons, en effet, comment il est possble d arriver rapidement a
|"étude du mode de composition des grands nombres dont il est parlé plus
haut.

Nous donnors dans le tableau suivant, la décomposition des nombres U,
et V, de la série de FERMAT, pour toutes les valeurs de n jusqu’'a 64. Parmi
les grands nombres premiers de cetableau, onremarquera

1°. Cing nombres de dix chiffres
427825361 facteur de 2%+ 1,
883141&%97 “ 241+ 1,
293154217 “ 2% 1,
182472®41 “ 2°%+ 1,
4562284661 “ 20+ 1
2°. Deux nombres de onze chiffres
5 441® 72897 facteur de 2°%+ 1,
7 71586 73929 “ 23+ 1;
3°. Un nombre de douze chiffres
16 576& 37521 facteur de 2%+ 1;
4°, Quatre nombres de treize chiffres
293 203.0-07403 facteur de 2*%+ 1,
443 2667 98593 “ 291,
436 39381 27297 “ 249+ 1,

3203431780337 « 2% 1:
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5°, Un nombre de quatorze diffres
2805 98107 62433  facteur de 2°°+ 1.

L 4z . . 1
Il reste a déterminer la nature des trois nombres 2°-1, §(Zel+1), et

2%*+1. M. LANDRY pense que ces nombres sont premiers ; mais, d’ autre part,
d’aprés MERSENNE, le premier de ces nombres serait composé ; de plus, par
la considération de cdculs que j'ai effectués, et dont la théorie est indiquée
plus loin, le dernier de ces nombres serait auss composé. Il n’y a donc pas

lieu de se prononcer pour le moment.
En dehors des décompositions renfermées dans le tableau, M. LANDRY a
encore obtenu les diviseurs propres d’ un certain nombre d’autres termes de

cette série, a savoir

Pour 2%+ 1 4 09891 et 76 23851,

2°°+ 1 16 87499 6521, (premier) ,
2"'+1 100801 et 105 67201,
2°+1 113 38%7 30401, (premier) ,

21054 1 6 64441 et 15 64921.

De son c6té, M. LE LASSEUR est parvenu aux mémes résultats ; mais, il
a, en outre, indiqué I'identité
24n+2 +1 - (22n+l + 2n+1 +1) (22n+1_2n+l +1)
gui permet d’ abréger les calculs. Cette identité, fort importante, sera généra-
liséeultérieurement.
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TABLEAU DES FACTEURS PREMIERS DE LA SERIE RECURENTE DE FERMAT.

D’aprés M. F. LANDRY

U, Diviseurs de U, Valeurs de 2" Vi Diviseurs de V,
2-1 1 2! 2'+1
22 22+1
2-1 7 23 2+1 |32
2 16 |[2*+1 |17
-1 31 2° 32 2°+1 |311
2° 64 [[2°+1 |5.13
2-1 127 2’ 128 (2+1 |3.43
28 256 [[28+1 [257
2°-1 7.73 2° 512 [|2%+1 |3%19
210 1094 ||2¥+1 (541
21 23.89 21 2048 [[2+1 |3.683
212 409 |2'2+1 |17.241
28-1 |[s8191 213 8192 [[2B+1 [3.2731
21 16384 [ 2'+1 |5.29.113
2%-1 [7.31151 21 32768 || 2%+1 |[3%11.331
216 65536 ||2'%+1 |65537
2Y-1  [131071 pall 131072 | 2'+1 |3.43691
2'8 262144 |[28+1 [5.13.37.109
2%-1 |524287 21° 524288 | 2'%1 |3.174763
220 1048576 |[22°+1 |17.61681
22-1 |7%127.337 22 2097152 || 22%+1 |[3%43.5419
222 4194304 |[|2%2+1 |5.397.2113
22-1 |47.178481 2% 8383608 [ 2%°+1 |3.2796203
224 16777216 || 2*+1 |97.257.673
2%-1 |[31.601.1801 2% 33554432 [[2%°+1 | 3.11.251.4051
226 67108864 [[2?°+1 |[5.53.157.1613
27_1 |7.73.262657 277 134217728 [ 2%"+1 |3%19.87211
228 268435456 || 2%8+1 | 17.15790321
2%_1 |233.1103.2089 22 536870012 [2°+1 |3.59.3033169
230 1073741824 [|2°°+1 |[5%13.41.61.1321
21 |2147483647 23t 2147483648 [[2°%+1 | 3.715827883
232 429496729% [ 2°%+1 |641.6700417

239
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TABLEAU DES FACTEURS PREMIERS DE LA SERIE RECURENTE DE FERMAT.

(Sute.)
U, Diviseurs de U, Valeurs de 2" Vi Diviseurs de V,

2%_17.23.89.599479 233 8580934592 | 2%+ 1 | 3°.67.683.20857

23 17179869184 [ 2*+1|5.137.953.26313
2%-1]31.71.127.122921 238 34359738368 [[2%+13.11.43.281.86171

238 68719476736 || 2%+ 1 |17.241.433.38737
2%7-1]223.616318177 257 137438953472 || 2%+ 1|3.1777.25781083

238 274877906944 | 2%+ 1| 5.229.457.525313
2%°-17.79.8191.121369 23° 549755813888 | 2%°+ 1 | 32.2731.22366891

240 1099511627776 || 2+ 1 | 257.4278255361
2*1_113367.164511353 24 2199023255552 (| 2*'+ 1 | 3.83.8831418697

24 4398046511104 || 2%+ 1]5.13.29.113.1429.14449
2*3_1(431.9719.2099863 2% 8796093022208 || 2%+ 1 | 3.2932031007403

2% 17592186044416 | 2*+ 1| 17.353.2931542417
2%-17.31.73.151.631.23311 2% 35184371088832 || 2*°+ 1 |3%11.19.331.18837001

246 70368744177664 |[2*°+ 1 [5.277.1013.1657.30269
241 2351.4513.13264529 24 140737488355328 || 2%+ 1 | 3.283.165768537521

248 281474976710656 |2+ 1 | 193.65537.22253377
2%9-1127.4432676798593 2% 562049953421312 | 2*°+ 1| 3.43.4363953127297

250 1125899906842624 || 2%°+ 1| 52.41.101.8101.268501
25-17.103.2143.11119.131071 2t 2251799813685248 || 2%+ 1 | 32.307.2857.6529 4391

252 4503599627370496 || 252+ 1 | 17.858001.308761441
2531 6361.69431.20394401 253 9007199254740992 | 2%+ 1 | 3.107.28059810762433

25 18014398509481984 | 2%+ 1| 5.13.37.109.246241.279073
2%-1(23.31.89.881.3191.202961  [[2°° 360287970189639%68 || 2°°+ 1 | 3.11%.683.2971 48912461

2% 72057594037927936 || 2%°+ 1 | 257.5153.54410972897
251 7.32377.524287.1212847 257 144115188075855872 [[ 2%+ 1 | 32.571.174763.160465489

2%8 288230376151711744 [ 2%+ 1| 5.107367629.536903681
2%9-1 [ 179951.3203431780337 2° 576460752303423488 |25+ 1| 3.2833.37171.1824726041

2%0 | 1152921504606846976 | 250+ 1 | 17.241.61681.4562284561
2211, 250 [ 2305843009213693952 |[2%%+1 | 3.

2%2 | 4611686018427387904 | 252+ 1 | 5.5581.8681.49477.384773
2%3_1(72.73.127.337.92737.649657 |[2°% | 9223372036854775808 | 2%+ 1 |3%.19.43.5419.77158673929

254 | 18446744073709551616 |[[2%+1

(Sera continué.)



THEORIE DES FONCTIONS NUMERIQUES SMPLEMENT
PERIODIQUES

PAR EDOUARD LUcCAsS, Professeur au LycéeCharlemagne, Paris.

(Voir pag. 240 et suiv.)

SECTION XXIV.

De |I’appaition des nombres premiers dans les séries récurrentes
de premiére espéce

Dans les <tries récurrentes de premiere espece a et b désignent deux
nombres entiers, positifs et premiers entre eux ; il est d’abord évident que les
diviseurs premiers de a et de b, ou de Q = ab, ne se trouvent jamais comme
facteurs dans la série ; il ne sera pas tenu compte de ces diviseurs dans tout
ce qui va suivre. On déduit immédiatement de la premiére des formules (4),
la démonstration du théoréme de FERMAT. En effet, on a, en négligeant les
multiples de p, suppcsé premier et impair,

p_phP
212 7D _ 501 (Mod. p)
a-b

Multiplions les deux termes de la congruence par 6 = a — b, nous obtenons

2"*(a - b")=(a-b)", (Mod.p) ;
supposons a — b = 2, et divisons par 2°* il vient

aP - bP=za—-b, (Mod.p) ;

ou, encore a’—a = b’ -Db, (Mod. p) ;
Ainsi, le reste de la division de a” — a, par p premier, ne change pas lorsque
I'on diminue a de deux unités, et par suite de 2, 4, 6,8, . unités ; mais pour
a=0 oua = 1, ce reste est nul ; donc a® — a est toujours divisible par le
nombre premier p, quelque soit | "entier a. Par suite, si le nombre entier a
n’est pas divisible par p, la différence a®* — 1 est divisible par p ; c’est pré-
cisément I'énoncé du théoréme en question.

En supposant maintenant a et b quelconques, mais non dvisibles par p,
les diff érences

aPt-1 et bPlt-1
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sont divisibles par p; donc, si a— b n'est pas divisible par p, on a

aP™t —pP™
T aob
Par conséquent, les différents termes des <tries récurrentes de premiére es-
peéce ontiennent, en exceptant les diviseurs de Q = ab et de d = a — b, tous
les nombres premiers en facteurs.

Mais, s'il est vrai que p divise U, _ 1, on peut, dans |la plupart des cas,
trouver un terme de rang inférieur a p — 1, et divisible par p. Désignons par
o le rang d’arrivée ou dapparition du nombre premier p dans la série
des U, ; il résulte des principes exposés (Section X1), que I’on a, pour k
entier et positif,

U 0, (Mod. p).

Uw =0, (Mod. p) ;

ainsi, tous les termes divisibles par p ont un rang égal a un multiple
quelconque du rang d apparition.

Il résulte encore des principes exposés (Section XII1), que les termes,
dont le rang est un multiple quelconque de (p — 1) p* ~ *, sont divisibles par
p": mais il peut exister d'autres termes divisibles par p*, pour deux raisons
bien différentes; 1° lorsque le rang d'arrivée o de p différe de p — 1; 2°
lorsque le nombre premier p arrive pour la premiére fois a une puissance su-
périeure ala premiére ; mais, cela connu, il est facile de tenir compte de ces
singularités. En général, si m désigne un nombre quelconqgue premier avec Q,
et p(m) I’indicateur de m, c’est-a-dire le nombre des entiers inférieurs et pre-
miers a 271, onala congruence

(135) Uym=0, (Mod. m) ;
cette congruence mrrespondau théoreme de FERMAT généralisé par EULER.
Inversement, si I’on a

Un

0, (Mod. m);
On en déduit
n= ku,
u désignant un certain diviseur de ¢(m), et k un entier positif quelconque.

Les résultats que nous venons d'obtenir conduisent a la forme linéaire
des diviseurs premiers de U,. En effet, si o désigne toujours le rang d'arri-
véede p, on a, puisque U, _, est divisible par p,

P - 1 =koCO s
et, par suite
(136) p =kow + 1 .
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Nous appellerons diviseurs propres de U, tous les facteurs premiers de U,
gue I'on ne rencontre pas dans les termes de rang inférieur, et diviseurs im-
propres, les facteurs premiers contenus préalablement dans les termes.de la
série. On a dors les deux propositions suivantes :

THEOREME | : Les diviseurs impropres des termes U, des fonctions
simplement périodiques sont des diviseurs propres des termes dont le rang
est un diviseur de n.

THEOREME |l : Les diviseurs propres des termes U, des fonctions pério-
diques de premiére especeappartiennent a la forme linéaire kn + 1.

Enfin, si I’on observe que I’ on a trouvé
U2n = UnVn .
on a encore :

THEOREME |11 : Les diviseurs propres de V, appartiennent a la forme li-
néaire 2kn + 1.

On déduit encore de ce qui précédé la démonstration duthéoreme, sui-
vant, qui n'est qu'un cas particulier du théoréme de LEJEUNE-DIRICHLET, sur
les progressions arithmétiques :

THEOREME |V : Quel que soit I'entier m, il y a une série indéfinie de
nombres premiers de la forme linéaire km + 1.

En effet, il est d'abord évident que, pour une valeur suffisamment
grande de n, le terme U, posstdé nécessairement un ou pgusieurs diviseurs
propres de la forme kn + 1. Par conséquent, si I’on fait successvement n égal
a

m, pm, p’m, p°m, . . . p'm,
p étant premier, les termes correspondants possedent tous, a partir d’ un certain
rang, des diviseurs de la forme considérée ; le théoréme est donc démontré.

Il résulte encore, du théoréme | (Section XX), que ces diviseurs appar-
tiennent en outre aux diviseurs de la forme quadratique x* + py®, suivant
gue I’on prend pou p un nombre premier de la forme 4q + 3, ou ce la forme
4q + 1.

Les théorémes précéents permettent encore de déterminer les diviseurs
des fonctions numériques de premiére espece; nous donrerons d’abord les
deux exemples auivants dus a EULER.

EXEMPLE | : Soit, dans la série de FERMAT,

Ues = 2°% — 1 = 18446 744073709551615,
on a, d'aprés les formules précéentes,
Uss = Uy V1 V2 V4 V5 Vi Vg
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on a immédiatement les décompositions en facteurs premiers
U=1, Vi=3, Vo,=5, V, =17, Vg=257, Vi = 65537;
et
V3, = 42949 67297.
Les diviseurs de Vi3, appartiennent a la forme linéaire 64k + 1 ; en essayant
les diviseurs premiers de cdte forme
193, 257, 449, 577, 641,

on trouve
Vi = 641 X 67 00417."
L’ essai des diviseurs premiers de méme forme
641, 769, 1153 1217, 1409, 1601, 2113,

et inférieurs a laracine carée du second facteur de V3, indique presque im-
médiatement que 67 00417 est un nombre premier.

FERMAT avait annoncé, mais sans dire qu’'il en e(t la démonstration,

dans une lettre du 18 Octobre 1640, g la formule 22" + 1 domait toujours
des nombres premiers. Cette formule se trouve en défaut, d’aprés la décom-
position précé&ente, due AEULER, pour n = 5.

On sait d’autre part, que GAUSS a démontré que |I'on peut diviser la cr-

conférence en 22" + 1 parties égales, lorsque cenombre est premier, et seu-
lement dans ce ca, par larégle e le compas. Nous indiquerons plus loin une
méthode de recherche du mode de composition des nombres de cette forme,
basée sur la distribution des nombres premiers dans la série de PELL. Par la
méthode que nous venons d’ exposer, en supposant que le nombre

22° 4 1 = 18446 74407 37095 51617,

soit premier, il faudrait a un seul calculateur, pou le démontrer, tout en pro-
fitant de la forme 128k + 1, imposée aix diviseurs de ce nombre, environ
trois mill e ans de travail assidu.” Par notre méthode, il suffit de trente heu-
res, pour décider si ce nombre est premier ou composé.

EXEMPLE Il : Soit encore, dans |la série de FERMAT, |le terme
U = 230 — 1 =21474 83647

dont le rang 31 est un nombre premier. Les diviseurs de Ujz; sont, sans ex-
ception, des diviseurs propres appartenant a la forme linéare 62k + 1 . Mais,
d’autre part (Section VIII, Théoréme I), en tenant compte des formes quadra-
tiques de ses diviseurs, ou des formes linéares correspondantes 8k’ + 1, onvoit

"1l est inutile, d’aprés la loi de répétition, d’ essayer 257 qu se trouve dans Vg. Nous avons dé-
montré que les diviseurs de V3, appartiennent a la forme 128k + 1. (Académie de Turin, janvier 1878

T Aux mathématiciens de toules les parties du monde. — Communication sur la décomposition des
nombres en leurs facteurs smples. Par M. F. LANDRY. Paris, 1867. (Note de |a page 8.)
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gue tout diviseur premier de Uz, appartient nécessairement a |I’une des formes
linéares
248k + 1, 248k + 63.

« Or, EULER nous apprend qu aprés avoir essayé tous les nombres pre-
miers contenus dans ces deux formes, jusqu a 46339, racine du nombre 231 _
1,il n"en atrouvé aucun qu fut diviseur de cenombre ; d’ ou il faut conclure
conformément a une assertion de FERMAT, que le nombre 2°' — 1 est un nom-
bre premier. C'est le plus grand de ceux qui aient été vérifiés jusqu'a pré-

sent. » (LEGENDRE, Théorie des Nombres, 3° édition, t. |, pag. 229. Paris,
1830)
EXEMPLE Il : On connaissait, depuis quelques années, un nombre pre-

mier plus grand que le précé&ent, indiqué par PLANA, dans son Mémoire sur
la Théorie des Nombres, du 20 Novembre 1859". Soit, en effet

Voo = 3% + 1
ce nombre a tous ses diviseurs propres de la forme 58k + 1; mais d autre
part, ces diviseurs appartiennent a la forme quadratique x* + 3y?, et, par
suite, aux formes linéares 12k + 1 et 12k + 7. En combinant I’une de ces

formes avec la précédente, on trouve que les diviseurs de V,o sont de I'une
des deux formes

348k + 1, ou 348k + 175.
PLANA a ansi trouvé la décomposition
Va9 = 2° X 6091 X 28168 7681,

et vérifié que le dernier facteur est premier. Il a encore indiqué (loc. cit.,
pag. 140 et 141) que le quotient

29 _
3 ~ ;‘ =581613376431,

n'a pas de diviseur premier inférieur & 52259, et que le nombre 2°® - 1 n'a
pas de diviseur inférieur 2 50033. Ces trois assertions sont inexactes ; on a

329 _1=12 x 59 X 28537 X 203 817,
3?9+ 1 =22 x 523 X 6091 X 53 85M7
2%% _1=6361 X 69431 X 203 944Q.

Nous ajouterons que |’on trouve encore dans la mémoire de PLANA, la dé-
composition

241 _1=13367 X 1645 113.

" Lettre & Bernouli, en 1771 — Mémoires de I’ Académie de Berlin, année 1772 pag. 36.
" Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, 2° série, t. XX | p. 139. Turin, 1863.
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EXEMPLE IV : Nous donnerons encore quelques exemples de décomposi-
tion de la fonction numérique

(2m)*™ -1 ,
gui joue un réle assez important dans les congruences de degré supérieur.
Nous avons trouvé les résultats suivants :
(147 —1 =13 x 81 08731,
14" +1=3 X 5 X% 70 27567,
20 -1=3x 7 x 11 X 19 X 61 X 251 X 1 5234,
20 + 1 =41 x 401 X 2801 X 2 22361,
22" - 1=3 X 7 X 67 X 353 X 11764 69537,
22" +1=23x 89 x 28 545D 51007,
2412 _1 =52 X 7 X 13 X 23 X 73 X 79 X 349 X 577 X 601,
242 + 1 =97 x 331777 X 11347 93633,
28 —1=3%x 29 X 113 X 13007 X 35771 X 44 2461
30 -1=7%x 19 X 29 X 12211 X 837931 X 519 4114
\ 30" +1=11x 13 X 31 X 67 X 271 X 4831 X 71261 x 5 178311,

dont nous donnrerons plus tard I’application a de nouvell es recherches r le
dernier théoréme de FERMAT.

SECTION XXV.

Del’apppaition des nombres premiers dans les f£ries récurr entes de seconde
et de troisiéme espéce

En désignant toujours par p un nanbre premier quelconque, on sait que

p-1
le reste de la division de A2 par p est toujourségala 0,a + 1,oua -1,
suivant que A est un multiple, un résidu quadratique, ou un nam-résidu qua-

dratique de p. Nous considérerons les cing cas suivants.
PREMIER CAS. p est un diviseur de P.

On a U, = P, et par conséquent tous les termes U, de rang pair de la
série sont divisibles par p ; en désignant par p* la plus haute puissance de
p qui divise P, lesrangs des termes divisibles par p* * * seront tous les mul-
tiples de 2p*“.
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DEUXIEME CAS. p est un dviseur de Q.
Nous avons, par définition,
2"JBU, = (P+/A)" - (P-/B)"

2'V, =(P+B)" - (P-VA)"
on adonc, en supprimant les multiples de Q , par le remplacement de A par
P2, les congruences

2"PU,=(P+P)", (Mod.Q),

2"v. =(P+P)", (Mod.Q),
ou, plus smplement,
(137) U =P"™, V,=P", (Mod.Q).
Par conséquent, U, et V, ne sont jamais divisibles par Q ou par |'un de ses
diviseurs, puisque P et Q ont été supposés premiers entre eux. D’aill eurs ce
résultat s’applique aux séries de premiére & de troisiéme espéce; lorsque

I'ona Q = = 1, comme dans les <ries de PELL et de FIBONACCI, hous
n’aurons pas a tenir compte du théoréme précédent.

TROISIEME CAS. p est un diviseur de A.

Lorsque p est un nambre premier diviseur de A, les formules (4) don-
nent immédiatement,

(138) U,=0, V,=P, (Mod. p).
et, par suite cdte proposition :

THEOREME : Dans la série U de seconde espéce tout diviseur premier p
du déterminant A est un diviseur de U,,.

Il résulte d’aill eurs des principes exposés précédemment, qu’'un diviseur
premier impair p de A arrive pour la premiére fois, dans U, et ala pre-
miére puissance.

QUATRIEME CAS. A est résidu quadatique de p.
En changeant, dans la premiére des formules (4), penp—-1,o0na

2p_zUp_lz|o—1pp—z(|o—1)(|o—2)(|o—3)F,p-4A+__ P- 1PA2 ;
1.2.3 1

et, en appliquant les résultats obtenus (Section XX1) pour les congruences du
triangle aithmétique,on a

p=3

-2 O -2 -4 -6 p2 0
27U =-PP +PPA+PPPA + .. +PA 2 [} (Mod. p),
g B

et, par suite
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p-1
prl_p2
P?-A
Mais on a, par le théoréme de FERMAT, PP % (Mod. p), et, puisque A est ré-
sidu quadratique de p, il en résulte que U, _ 1, est divisible par p. On a donc
cette proposition, gqu s'applique aux séries de troisiéme espéce en tenant

compte du signe de A :
THEOREME : Dans la série récurrente U de seconde ou de troisiéme espéce,
tout nombre premier p, qui admet A pour résidu quadatique, divise leterme U, _ 1.

La seconde des formules (4) donne

2°?U ,=-P ., (Mod. p).

p-1

2p-2vp_l=Pp_1+wpp_3A+ PR +A 2 ]

et, par suite
pl
2PV, =PPT+PPPA+ . +A 2, (Mod. p),

ou hien
ptl

- PPt -p2
2P 2vp_1 Eﬁ , (Mod. p),

Mais on a, dans le cas présent
p+1

PPt=p? et A2 =A, (Mod. p);
donc
2P%v, , =1, (Mod. p),
et finalement, en multipliant par 2 et appliquant le théoréme de FERMAT :
(139) Vp-1=2,(Mod. p) .

CINQUIEME CAS. A est non-résidu quadratique de p.
On a, comme précédemment,

+1 +)p(p-1) ., +1_ P2
20y, = PHpe [ (RHDP(P D ppay, Py
1 1.2.3 1
(p+1)p o
2PV, =PP+ 2 EpPPIAL +A 2,
1.2
et, puisque p est premier,
-1
,,=PA+A?),
Pt
N, =PP+ANZ.
Mais, par hypothése A est non-résidu quadratique de p, et, par suite
p-1

A2 =-1, (Mod. p);
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onadonc
(140 Up+1=0, V-, =2Q, (Mod.p);
de |4, cette proposition :

THEOREME : Dans les séries récurrentes U,, de seconde et de troisiéeme es-
pece, tout,nombre premier p, dont A est un non-résidu quadratique, divise U+ .

Désignons encore par o le rang d'arrivée du nombre premier p dans la
série des U,, et par k un nombre entier quelconque ; on a

UkmEO, (MOdp)’

par conséquent, si p n'est pas diviseur de Q ou de A, ona

Koo = p +1,
en prenant le signe — ou le signe + suivant que A est résidu ou na-résidu de
p ; on en déduit

P = ko(,l) +1,

et, par conséquent :

THEOREME : Dans les ries récurrentes de seconde espece les diviseurs
propres de U, sont de la forme linéaire p = kw £ 1, suivant que A est résidu
ou nonrésidu de p.

~

En suivant une marche analogue a céle que nous avons auivie dans le
paragraphe précé&lent, on oltient par la considération des diviseurs de Uyi, le
théoréme suivant.

THEOREME : Il y a une série indéfinie de diviseurs premiers communs aux
formes quadratiques x> — Qy® et x” — py?, lorsque p designe un nombre premier
de la forme 4q + 1 ; et une série indéfinie de diviseurs communs aux deux formes
x* — Qy® et A x2 - py?, lorsque p désigne un nombre premier de la forme 4q + 3.

Nous appliquerons les résultats qui précéent, aux séries de FIBONACCI
et de PELL. Pour la premiére, onaP =1, Q =-1,et A =5, dautre part, on
sait,” que le nombre 5 est résidu de tous les nombres premiers qui sont rési-
dus de 5, et non-résidus de tous les nombres preimiers impairs qui sont non-
résidus de 5 lui-méme. Par conséquent :

Dans la série de FIBONACCI, tout nombre premier pair, de la forme
10g+1, divise le terme de rang p— 1, et tout nombre p premier impair de la
forme 1093 divise le terme derang p + 1.

D’aill eurs, les nombres 2 et 5 divisent respectivement les termes dont le
rang est un multiple de 3 ou & 5.

" Gauss. — Disquisitiones Arithmeticea Nos. 121, 122 et 123,
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Pour la série de PELL, P=2, Q=-1, A= 22 x 2 : dautre part, on
sait que le nombre 2 est résidu de tout nombre qui n’est pas divisible par 4,
ni par aucun nombre premier de la forme 8g + 3 ou 8q + 5, et non-résidu de
tous les autres ; par conséquent :

Dans la série de PELL, tout nombre premier p de la forme 8g £ 1 divise
Up_1, et tout nombre premier p da la forme 8q + 3 divise Uy, 1.

Les théorémes que nous venons de démontrer conduisent a la décompo-
sition des termes des sries récurrentes de seconde & de troisiéme espéce en
facteurs premiers. On a ansi, par exemple, dans la série de FIBONACCI :

U, = 1655 80141 = 2789 X 59369,
Uss = 533162 91173 = 953 X 559 45741
Usg = 9567220 2604 = 353 X 27102 6069%.

Nous ajouterons une remarque importante dont on retrouve |’'origine dans la
correspondance de FERMAT, mais ssulement pour les ries de premiére es-
péce

Soit encore, par exemple, la série de FIBONACCI ; les nombres premiers
p,des formes linéaires 20q + 13 et 20q + 17, divisent Uy, et I’0On a

p+1=20g+14 ou p+1=20q+ 18,
et auss
Uzog+14 = Uiog+7Viog+7 » €t Uzoq+18 = Uiog+9Viog+o ;

mais, d autre part, les diviseurs de V,,.; appartiennent aux formes linéares
20g + 1, 9, 11, 19 ; par conséquent, les nombres premiers de la forme
20g + 13 ou20q + 17 divisent respectivement Uioq.+7 €t Uioq+7 €t disparaissent
de la série des V, qui ne contient donc pas tous les nombres premiers. En ap-
pliquant ce raisonnement aux séries de FERMAT et de PELL, on en déduit les
principes suivants :

Dans la série de FIBONACCI, les termes V, ne contiennent aucun nombre
premier des formes linéaires 20q + 13, 20q + 17.

Dans la série de FERMAT, les termes V, ne contiennent aucun nombre
premier de la forme 8q + 7.

Dans la série de PELL, les termes V, ne contiennent aucun nambre pre-
mier de la forme 8q + 5.

Nous donnons dans le tableau de la page 299, la décomposition en fac-
teurs premiers des termes de la série de FIBONACCI, limitée aix soixante pre-
miers termes.
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TABLEAU DES FACTEURS PREMIERS DE LA SERIE RECURENTE DE LEONARD DE PISE.

n Un Div. impropres | Div. propres || n Un Diviseurs impropres Diviseurs propres
1 1 — 1. 31 13 46269 — 557 X 2417.
2 1 — 1. 32 21 78309 3 X 7 X 47. 2207.
3 2 — 2. 33 35 24578 2 X 89, 19801.
4 3 — 3. 34 57 02887 1597. 3571.
5 5 — 5. 35 92 27465 5 X 13, 1 4191,
6 8 23 — 36 149 30352 2% 3% x 17 X 19. 107.
7 13 — 13. 37 241 57817 — 73 X 149 X 2221.
8 21 3. 7. 38 390 88169 37 X 113. 9349.
9 34 2. 17. 39 632 45986 2 X 233. 135721,
10 55 5, 11. 40 1023 34155 3X5X7X 11X 41. 2161.
11 89 — 89. 41 1655 80141 — 2789 X 593609.
12 144 2t x 3 — 42 2679 14296 28 X 13 X 29 X 421. 211.
13 233 — 233. 43 4334 94437 — 4334 94437.
14 377 13. 29. 44 7014 08733 3 X 89 X 199, 43 X 307.
15 610 2 X 5, 61. 45 11349 03170 2 X 5X 17 X 61. 1 09441,
16 087 3% 7. 47. 46 18363 11903 28657. 139 X 461.
17 1597 — 1597. 47 29712 15073 — 29712 15073.
18 2584 28 x 17. 10. 48 48075 26976 26 x 32 X 7 X 23 X 47. 1108.
19 4181 — 37 X 113. 49 77787 42049 13. 97 X 61 68709.
20 6765 3 X 5x 11. 41, 50 1 25862 69025 52 x 11 X 3001 101 X 151
21 10946 2 X 13. 421. 51 2 03650 11074 2 X 1597. 63 76021
22 17711 89. 199. 52 3 29512 80099 3 X 233 X 521. 90481.
23 28657 — 28657. 53 5 33162 91173 — 953 X 559 45741.
24 46368 2* x 3 x7. 23 54 8 62675 71272 2% X 17 X 19 X53 X 109. 5779.
25 75025 52, 3001. 55 | 13 95338 62445 5 X 89, 661 X 4 74541.
26 | 121393 233. 521. 56 | 22581433717 3 X 72 X13 X 29 X 281. 14503.
27 | 19418 2 X 17. 53 X 100. 57 | 36 54352 96162 2 X 37 x 113. 43 71901.
28 | 317811 3 X 13X 29, 281. 58 | 59 12867 29879 5 14229. 59 X 19489.
29 | 514229 — 5 14229. 59 | 95 67220 26041 — 353 X 27102 60697.
30 | 832040 28X5X 11X 61 31. 60 | 154 80087 55920 | 2*x 3?x 5 X 11 X 31 X 41 X 61. 2521
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SECTION XXVI.

Su la périodicité des fonctions numériques et sur la généralisation
du CANON ARITHMETICUS.

Les résultats développés dans les deux sections précéentes, conduisent
immeédiatement a la périodicité numérique des fonctions que nous étudions
ici, par la considération de leurs résidus suivant un module premier p ou sui-
vant un module quelcongue m. Cette question a &é présentée sous une forme
diff érente, et seulement pour les fries de premiére espéce par GAUSS, dans
les Disquisitiones Arithmeticee, sous le nom de théorie des indices, et déve-
loppée par JAcoBI dans le Canon Arithmeticus. Tous ces résultats peuvent
étre résumés et généralisés, dans le théoréme fondamental suivant, qui
contient une extension du Théoréme de FERMAT généralisé par EULER.

THEOREME FONDAMENTAL : Si |’on désigne par m un nombre premier
avec le produit des racines d'une éuation du second degré a coefficients
commensurabl es,

m=p"r’s’. ...,

p-1
par A le discriminant de |’ équation, et par %E le reste de la division de A
p

par p, et égal a + 1 ou a— 1, suivant que A est résidu quadatique, ou non
résidu quadratique de p ; et, soit, de plus

y(m)=p P L. @p—%% —E?—%s—@%%

on ala congruence
(142 Uym =0, (Mod. m).

Réciproquement, si U, est divisible par m, le nombre n est un multiple
quelconque d’un certain diviseur p de ¥(m).

Ce nombre u est, par extension, |’exposant auquel appartient a ou b par
rapport au module m; onretrouve le théoréme d’ EULER, en supposant b = 1.

Quant a la périodicité numérique des résidus, elle résulte des formules
d’'addition. On a d’abord, en faisant n = kw dans les formules (49),

2Um+kcu = Umvkw + Uka)vm1
2Vm+ka) = vakw + AUmukw ,

par conséquent, si o désigne le rang d arrivée du nombre premier p dans la
série des U,,, on a

2Um+kw EVko.)um '
(143) N, ZVLV, (Mod. p).

w 'm?
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Suppasons d'abord qu'il s’agisse des fonctions de premiére espéce, ou
lorsque A est résidu de p, des fonctions de deuxiéme & de troisiéme espéce;
déterminons le nombre k de tell e sorte que I’ on ait

Vi, =2, (Mod. p),
cequi alieu pour kw = p — 1, mais auss, dans la plupart des cas, pou un
certain diviseur  de p — 1 ; on aura dors, pou h entier et positif, mais quel-
conqgue, les formules

U

V,

m+kaw

U,
Vv (Mod. p).

m !

m+Kkw

(144)

Celles ci sont analogues aux formules qui donrent la périodicité des
fonctions circulaires ; leur application conduit, lorsque I'on remplace le
nombre premier p par un module quelconque m, et que |I’on tient compte de la
loi de répétition, a des formules nouvelles contenant la généralisation de ré-
sultats indiqués par ARNDT et SANCERY.’

Mais dans le ca des <ries de seconde & de troisieme espéceil n’en est
plus absolument de méme, lorsque A est non-résidu de p . En posant

w' =p+1,onadors;
Um+a)'E Um1
N } (Mod. p),

Vm+w' EQVm ’

et, plus généralement, pou k entier et positif,
Uik =QU

(145) e o } (Mod. p) ;
Vm+kw' EQVm '

par conséquent, si u désigne |’ exposant auquel appartient Q suivant le module
p, on aura

Unneuer =Unm » } (Mod. p)
Vm+k;1w' EVm ’

Ainsi dans ce dernier cas, |’amplitude de la période est égale auw’.

SECTION XXVII.

Su I'inversion duthéoréme de FERMAT et sur la vérification des grands nombres
premiers.

On sait que le théoréeme de WILSON qui consiste, pou p premier, dans la
congruence

1.2.3..... (p-D=-1, (Mod. p),

" Journal de Crelle, t. xxxi ; pag. 260 et suiv. 1846 — Bulletin de la Saiété Mathématique de
France, t. iv, pag. 17 et suiv. Paris, 1876
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s’applique exclusivement aux nombres premiers, et donne, par suite, un pro-
cédé théorique, mais illusoire dans la pratique, pour reconnaitre si un nombre
donnré est premier. Il n’en est pas de méme du théoréme de FERMAT. En dé-
signant par a un nombre inférieur ap ona

a’*=1, (Mod. p);

mais ce théoréme n’est pas restreint aux nombres premiers, et cette
congruence peut étre vérifiée pour des modules composés ; ainsi, on a, par
exemple,

28771 =1 (Mod. 37x73).

Cependant, on peut énoncer le théoréeme suivant que I'on doit considérer
comme la proposition réciproque de cdle de FERMAT.

THEOREME : Si @* — 1 est divisible par p, lorsque x= p — 1, et n’est pas
divisible par p, pour x inférieur a p— 1, le nombre p est premier.

On sait que, dans ce cas, a est une racine primitive de p ; de plus, il est
facile de voir que si p — 1 est égal a une puissance de puissance de 2, a est
non-résidu quadratique de p. Ce théoréme rentre dans le suivant, dont la dé-
monstration résulte immédiatement des propriétés des fonctions numériques
simplement périodiques, et s'applique aux trois espéces de séries :

THEOREME FONDAMENTAL : Si dans |'une des <ries récurrentes U, , le
terme U,_; est divisible par p, sans qu aucun des termes de la série dont le
rang est un diviseur de p — 1 le soit, le nombre p est premier ; de méme si
Up+1 est divisible par p, sans qu’ aucun des termes de |a série dont le rang est
un diviseur de p + 1 le soit, le nombre p est premier.

En effet, puisque p divise Uy, tous les termes divisibles par p ont un
rang égal a un multiple quelconque d'un certain diviseur de p + 1; d'autre
part, supposons p non premier et égal, par exemple, au produit de deux nom-
bres premiersr et s, on a

U, =0, (Mod.r), U, =0, (Mod.s),

et, par suite le terme dont le rang est (r £ 1)(s £ 1) est divisible par rs;
mais, par hypothése p divise le terme de rang rs + 1, et, par conséquent aus-
si, le terme dont le rang est égal a la diff érence des précéents, c’est-a-dire

(rx1)(sx1)-(rsx1),
ou hien
+tr+s+1+1.

Mais ce dernier nombre est évidemment plus petit que rs ; par conséquent, Si
p n'est pas premier, il divise unterme dont le rang est inférieur ap + 1| ; c’est
ce que ne suppose pas |’ énoncé.

On ohtiendrait le méme résultat en supposant p égal a un nombre impair
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guelconque, en faisant voir (Section XXV I, Théor. fond.) que
mz= 1 — y(m)
est plus petit que m + 1.

Dans |’ application de cethéoréme, oncalcule les termes dont le rang est
un diviseur quelconque de p = 1, au moyen des formules d’ addition et de mul -
tiplication des fonctions numériques, que nous avons exposées ci-dessus.
Nous donnerons d’abord un exemple numérique tres-simple.

EXEMPLE : Soit

2" -1 =127.

Pour savoir si 127 est premier, nous calculons U,3 dans la série de FIBONAC-
Cl ; on a dors les formules

V4n+2 =V22r1+1 +2 ’ V4n :V22;1 -2 ;

on forme ansi le tableau

Uy =U, (VM +2)=U,%3,

Ug =U,(V; —2) =U,x7,

U =Ug (\/42 —2)=Ugx47,

Uz =Us6 (Vg —2) =U,%2207,

Ug, =Us, (Vi3 —2) =U,,x4870847,

Uype =Usg, (V5 — 2) =U, x27325150497407.

Or 127 dvise le dernier facteur et ne divise aucun des précédents, ainsi
273251504 97407 = 127 X 18 68122 08641, par conséquent 127 est un nam-
bre premier. On simplifie considérablement le cdcul par la méthode des
congruences, en remplagant continuell ement les nombres V,, Vg4, Vg, .. . . par
leurs résidus suivant le module 127. En tenant compte de cedte observation, le
tableau précéent devient :

V,=8-2=7,
V, =77 -2=47,
V, =47-2=48, ¢ (Mod. 127.
V,, =48 -2=16,
V,, =16°-2=0. )

Cette méthode de vérification des grands nombres premiers, qui repose sur le
principe que nous venons de démontrer, est la seule méthode directe & prati-
gue, connue aduellement, pour résoudre le probléme en question; elle est
opposée, pour ainsi dire ala méthode de vérification d EULER, déduite de la
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considération des résidus potentiels. Dans celle-ci, on dvise le nombre soup-
conné premier, par des nombres inférieurs a sa racine carée, et qui appar-
tiennent a des formes linéares déterminées que |'on dat d’abord calculer ; le
dividende est constant, et le diviseur variable, mais inférieur, il est vrai, au
nombre essayé ; c’est |'insucceés de ces divisions dont le nombre est considé-
rable, malgré la forme linéaire du dviseur, qui condut a afirmer que le
nombre essayé est premier. Dans notre méthode, au contraire, on divise, par
le nombre soupgonné premier, des nombres d’un calcul facile, obtenus par la
multiplication des fonctions numériques ; ici le dividende est variable e le
diviseur constant ; par conséquent, on remplaceles divisions par de simples
soustractions, si |'’on a cdculé préaablement les dix premiers multi ples de ce
diviseur constant ; en outre, le nombre des opérations est peu considérable ;
c'est le succes de |'opération qu condut a a@firmer que le nombre essayé est
premier. Ainsi, en cas de réusste, notre méthode est affranchie de I'incerti-
tude des calculs numériques.

Pour vérifier la derniére assertion duP. MERSENNE, sur le nombre sup-
posé premier

2257 _ 1

et qui a soixante-dix-huit chiffres, il faudrait a I’ humanité tout entiére, for-
mée de mill e millions d'individus, calculant simultanément et sans interrup-
tion, untemps supérieur a un nombre de siecles représenté par un nombre de
vingt chiffres; par notre méthode, il suffit d effectuer successvement les
carrés de 250 nombres ayant 78 chiffres, au plus; cette opération ne deman-
derait pas, a deux calculateurs habiles contrélant leurs opérations, plus de
huit mois de travail. Nous appliquerons d'abord |e théoréme fondamental a la
vérification des grands nombres premiers de la série de FERMAT qui appar-
tiennent a la forme

p=2""%-1,

dans laquelle nous supposerons I’exposant 4q + 3 égal a un nombre premier
tel que 8q + 7 soit un nanbre composé. En effet, si 4q + 3 n'est pas premier
le nombre p est composé ; d'autre part, nous avons démontré (Section XX1I1)
que si 4q + 3 et 8q + 7 sont premiers, le nombre p est encore composeé.

En supposant p premier, on a immédiatement

A=2°-1, (Mod. 5 ;

donc, dans cette hypothése p est non-résidu de 5, et divise le terme dont rang
est égal ap+ 1 oual'un desdiviseursde p + 1, dans la série de FIBONACCI ;
mais tous ces diviseurs sont de la forme 2", et pour former les termes qui
correspondent a ces rangs, il suffit d'appliquer les formules de duplication
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des fonctions numériques. On a dors
_ _ 2 22
U2A+1_U2/\V2/\ et V2A+1_[V2/\] -2(-0)°,
et I’application duthéoréme fondamental donne le principe suivant :

THEOREME Il : Sdt le nombre p = 2" 2% _ 1 pour lequel 4q + 3 est
premier, et 8q + 7 composé ; on forme la sérier,

1, 3, 7, 47, 2207, . .. ..
par la relation, pour n> 1,

— 2 .
r re -2,

n+l —

le nombre p est premier lorsque le rang du premier terme, divisible par p,
occupe un rang compris entre 2qg + 1 et 4 + 2 ; le nombre p est composé, si
aucun des 4q + 2 premiers termes de la série n'est divisible par p ; enfin, si
a désigne le rang du pemier terme divisible par p, les diviseurs de p appa-
tiennent a la forme linéaire 2°K +1, combinée avec cdles des diviseurs de
X% =2y,

Dans la pratique, on calcule par congruences, en ne conservant que les
résidus suivant le module p, ainsi que nous l'avons montré précé&emment
pour le nombre p = 2 — 1 . Nous avons indiqué un autre procédé de cdcul,
qui repose sur |'emploi du systéme de numération hinaire, et qui condura la
construction dun mécanisme propre a la vérification des grands nombres
premiers.

Dans ce systéme de numération, la multiplication consiste simplement
dans le déplaceament longitudinal du multiplicande ; d'autre part, il est clair
que le reste de la division de 2™ par 2" — 1 est égal a 2", r désignant le reste
de la division de m par n; par conséquent dans |’essai de 2°' — 1, par exem-
ple, il suffira d opérer sur des nombres ayant, au plus, 31 chiffres. Le tableau
de la page 306 donre le cdcul du résidu de V26 déduit du résidu de V 2s sui -

vant le module 2*' — 1, par la formule

V26 =(V,55)* =2, (Mod. 2% -1);

les carrés noirs représentent les unités des diff érents ordres du systéme bi-
naire, et les carrés blancs représentent les zéros. La premiére ligne est le ré-
sidu de V5 ; les 31 premiéres lignes numérotées 0 — 30 figurent le caré de

Vs les 4 lignes numérotées 0, 1, 2, 3 du bs de la page indiquent I’ addition

des unités de chaque colonne, avec les reports ; on a retranché une unité de la
premiére colonne & gauche ; enfin la derniére ligne est le résidu de V26 -
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CALCUL DU RESIDU DE V_,; AU MOYEN DE V_,;SUIVANT LE MODULE 2311,

Le tableau de la page 307 contient I’ensemble de tous les résidus de V, ,

V29, V3 Suivant le module 2°" — 1. La derniére ligne, entie-

V22,V23,... .

rement composée de zéros, nous montre que 2°'— 1 est premier.
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DIAGRAMME DU NOMBRE PREMIER 23— 1.

Ce tableau est, en quelque sorte, un fragment du Canon Arithmeticus,

1+4/5
=

correspondant au nombre premier 2°'— 1 pour la racine primitive

On pourait ainsi construire les diagrammes des nombres premiers de la

forme 2*%3- 1. Nous donnors auss celui du nombre 2*°— 1 ; nous espérons

donrer ultérieurement ceux des nombres 2°7— 1 et 2%27— 1.
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DIAGRAMME DU NOMBRE PREMIER 2%°— 1.

Lorsque I'on aura, par |'application duthéoreme fondamental, a vérifier

n

. 3"+1 . .
de grands nombres premiers de la forme ETER on emploiera auss avec suc-

cés le systeme ternaire, dans lequel on se servira seulement des chiffres 0, 1
et 1, a caactéristiques positives on négatives. Pour la vérification des grands

n . . N , .
nombres de la forme 10° +1, on se servira facilement du systéme décimal,
pour le cdcul des résidus.

Lorsque le nombre essayé n’est pas premier, nous avons vu gqu on ne
trouvera aucun résidu nul. Soit, par exemple, le nombre p = 21 _1= 2047 ;
les résidus que nous considérons sont, dans ce cas,

1, 3,7, 47, 160, 1034, 620,— 438, — 576, 160, ... ..,
et se reproduisent périodiguement a partir de 160 suivant les cinq résidus
160, 1034, 620, — 438, — 576.

On peut donnrer une autre forme d’énoncé, au Théoréme |I, et aux sui-
vants, en tenant compte des formules qui concernent les radicaux continus
(Section XV) ; on a, par exemple :



Lucas, Théorie des Fonctions Numériques Simplement Périodiques. 309

THEOREME Il1 : Pour que le nombres p = 2%9"% — 1 soit premier, il faut
et il suffit que la congruence

m

3=2cos;, (Mod. p),
2 g+l

soit vérifiée, aprés la disparition successve des radicaux contenus dans la

valeur du cosinus.

Nous démontrerons ultérieurement que cete condition est nécessaire &
suffisante.

On observera encore que les nombres de la série
1, 3,7, 47, 2207, ... ..

appartiennent tous, a partir du troisiéme, a la forme linéaire 5q + 2 ; mais,
d’autre part (Section VIII, Théor. I1), les diviseurs de ces nombres appartien-
nent aux formes linéares

209+ 1, 3,7,9;

par conséquent, chacun des termes de la série précéente contient un diviseur
premier de la forme 5gq + 2; il en résulte immédiatement cette proposition :

THEOREME IV : Il y a une infinité de nombres premiers appatenant a la
forme linéaire 5q + 2.

On voit encore que les nombres de la série ont la forme 8h + 7 ; mais,
d’ autre part, la forme des diviseurs quadratiques indique que les diviseurs de
ces nombres sont de I'une des formes 8h + 1, ou 8h + 7 ; par conséquent,
chacun des nombres de la série contient au moins un diviseur de la forme
8h + 7, et, par suite :

THEOREME V : |1y a une infinité de nombres premiers appatenant a la
forme linéaire 8h + 7.

Les théoréemes auivants permettent d'arriver a un grand nombre de théo-
remes analogues, qui sont des cas particuliers du théoréme fondamental de
LEJEUNE-DIRICHLET, sur la progression arithmétique. Nous devons observer
cependant, que les nombres de la forme 5g + 2 ne sont pas tous compris dans
la série que nous considérons ici, et qu'il en est de méme dans tous les autres
cas. Ainsi les théoremes précé&ents différent, au fond, des cas analogues de
la progresson arithmétique. La méthode que nous employons sapplique
d’ aill eurs, trés-facilement, a la démonstration duthéoréme général suivant :

THEOREME VI — Si A et Q désignent deux nombres quelconques premiers
entre eux, la série

r01rl1 r21 r31' .o -rn,

dans laquelle on a



Lucas, Théorie des Fonctions Numériques Simplement Périodiques. 310

— — A2 — 2 _ 2n
r0 - A1 rl =A"+ ZQ! rr1+l - rn 2Q )
contient comme diviseurs, des nombres premiers tous différents.

Les formules de multiplication des fonctions numériques conduisent a
des résultats anal ogues.

Par des considérations smblables aux précédentes, on démontrera les
théorémes aivants.

THEOREME VI : Sait le nombrep = A.29-1, et

1°, gq=0, A=3, =9,
2°, (=1, A=7, =09,
3 q=2, (Mod. 4, et A=1 ou =7 (Mod. 10 ;
4°, Qq=3, A=1, =3,

on forme les q premiers termes de la série
rl1 r21 r31 r41 LR |
par larelation de récurrence r,,,=r>-2,

en prenant pour ry et r, les termes U, et Va, de la série de FIBONACCI. Le
nombre p est premier, lorsque le rang du premier terme divisible par p est
égal 4 q. 3 «a désignelerang du pemier terme divisible par p, les diviseurs
de p sont de la forme 2*.A.k £+ 1, combinée avec ceéle des diviseurs de

x? —=2y? et de x* - 2Ay”.

THEOREME VIII : On obtient un théoréme semblable en prenant
p=A.29+1,
avec les valeurs
1°, gq=0, A=5, =3,
2°, (=1, A=5, =0,
3 q=2, (Mod. 4, et A=5. ou =7 (Mod. 10 ;
4°, (=3, A=5, =1,

soit, par exemple, p = 3.2'" — 1 = 6143. On forme la série des résidus
4,18 322, — 749, 1986, 388 3110, 3016, 4614, 49, 0;

donc, p = 6143 est premier.

THEOREME IX : Sat e nombre

p=A39-1,
avecles valeurs
1°, q=0, A=4, =8,
2°, (=1, A=6, =8,
3 q=2, (Mod. 4, et A=2. ou =6, (Mod. 10 ;
4°, q=3, A=2, =4,
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on forme les q premiers termes de la série
ry, ro, g, . ...,
par la formule de récurrence
Fag=r>+3r2-3,
déduite des formules de triplication, avecles conditions initiales
=Y
= N
dans la série de FIBONACCI ; le nombre p est premier lorsque le rang du
premier terme divisible par p est égal a q; si a désigne le rang du pemier
terme divisible par p, les diviseurs de p sont de la forme 3*.A.k + 1 , combi-
née avec céle des diviseurs quadratiques correspondarts.
EXEMPLE : Pour p = 2.3'— 1, les résidus sont

2,17, 1404 0 ;

donc p = 4373 est un nombre premier, puisqu’il n"a pas de diviseur inférieur
asaracine carée

h=U,, n

THEOREME X : On a un théoréme analogue en supposant

p=A3%+1,
avecles valeurs
q=0, A=0, =8,
q=1, A=0, =6,
q=2, (Mod. 4, et A=0, ou =2 (Mod. 10 ;
q=3, A=0, =4,
et larelation de récurrence
ot = 1o =317 +3

EXEMPLE : Pour p = 2.3%°+ 1, on ales résidus
4,19 -57, 569, — 212, 0;

donc p = 1459 est premier.

THEOREME X : Saot le nombre

p=2A5%+1,
on forme la série limitéea qtermes, ro, r1, ro, 3, . ..,
par larelation de récurrence

Fo =F° +5r2 +5r,
et les conditions initiales
ro=Ua, r=Usa,

dans la série de FIBONACCI ; le nombre p est premier, lorsque le rang du
premier terme divisible par p est égal a q; il est composé, si aucun des q
termes n’est divisible par p; enfin, si a désigne le rang du gemier résidu
nul, les diviseurs premiers de p sont de I’ une des formes 2A.5%k+ 1.
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SECTION XXV III.

Su la division ggométrique de la circonférence en paties égales.

Dans la section précédente, nous n’avons considéré que la vérification
des nombres premiers par |'’emploi de la série de FIBONACCI ; il est clair que
toutes les autres ries donrent lieu a de semblables théorémes ; par suite de
["indétermination laissée ala somme P et au produit Q des deux racines de
I équation fondamentale, on poura toujours sassurer du mode de composi-
tion dun nombre p, lorsque |I'on connaitra I’une ou |’autre des décomposi-
tions de p + 1 ou de p — 1, en facteurs premiers. Nous donnerons encore
I"application duthéoréme fondamental, aux nombres premiers dans lesquels
on peut diviser géométriqguement la drconférence, en parties égales.

La théorie de la division géométrique de la drconférence, en parties
égales, a &é donnée par GAUSS, dans la derniére section des Disquisitiones
Arithmeticae. |l est convenu que cdte opération ne peut étre exécutée que des
trois maniéres suivantes : 1° par I'emploi simultané de la régle & du compas,
comme dans la oonstruction ordinaire du décagone régulier (EUCLIDE) ;
2° par I’emploi du compas sans la regle (MASCHERONI) ; 3° par |’emploi de
la double régle, sans compas, c'est-a-dire d’une régle plate dont les deux
bords sont rectilignes et parall éles. Cette idée ingénieuse est due a M. DE
COATPONT, colonel du génie.

GAUSS a démontré que, pou diviser. géométriquement la drconférence
en N parties égales, il faut et il suffit que
N=2“.ai.aj.ak. e,

u étant arbitraire, a; . a; . a . . . . des nombres premiers et différents, en
nombre quelconque, mais de la forme

On a, pou les premiéres valeurs de n,
=3, a;=5, a,=17, az; =257, as= 65537

mais as est divisible par 641 (Section XXVI), et ne peut étre compris dans
I’expresson de N. Il reste donc deux questions importantes a résoudre :
1° comment peut on s’assurer que a, est premier ? 2° existe-t-il une série
indéfinie de nombres premiers a, ? Nous ne répondrons, pour |'instant, qu' a
la premieére question.
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Si a, est premier, le nombre Q est résidu quadratique de a, ; donc, dans
la série de PELL, V-1 €st divisible par a, ; mais a, — 1 a pour diviseurs les

nombres,
2,22, 28 ... 2";

on a donc, par I'application duthéoréme fondamental, et par les formules de
duplication, le théoréme suivant :

. n -
THEOREME | : Sdt le nombre a, =2° +1 ; onforme la série des 2" — 1 termes,

6, 34, 1154, 13 31714, 17 73462 177%, ... .,

tels que chacun d eux est égal au carré du précé&ent diminué de deux unités ;
le nombre a, est premier, lorsque le premier terme divisible par a, est com-
pris entre les termes de rang 2" et 2"- 1 ; il est composé, si aucun des ter-
nies de la série n’est divisible par a,; enfin si a < 2" — 1 désigne le rang du
premier terme divisible par a,, les diviseurs premiers de a, appartiennent a
la forme linéaire

2n+1

2° .q+1.

On obtiendrait un théoréeme analogue pour |'essai des grands nombres
premiers de la forme

A2 +1.

Le savant P. PEPIN a présenté a I’Académie des Sciences de Paris
(Comptes rendus, 6 Ao(t 1877), un autre théoréme pour reconnaitre les nom-
bres premiers a,, qui rentre dans notre méthode générale. En effet, au lieu de
nous servir de la série de PELL, nous pouvons employer beaucoup d autres
séries récurrentes, et ainsi la série récurrente de premiere espece, dont les
termes sont donnés par |'expresson

r r

LJr :.Ei___El_ ,

a-b
dans laquelle a et b désignent deux nombres entiers arbitraires. En faisant
b= 1 et a quelconque, on obtiendra un théoréeme analogue au précéent ;
mais S, de plus, par laloi de réciprocité des résidus quadratiques, on choisit
pour a un non-résidu de a, supposé premier, a = 5, par exemple, il est clair
que le rang du premier résidu nu sera exactement égal a 2" — 1. De cdte fa-
con, la forme ambigie donrée al’énoncé de nos théorémes disparait, il est
vrai, et I’on obtient alors une condition nécessaire et suffisante pour que a,
soit premier. Il serait facile de tenir compte de cdte observation, et de don-
ner une série de théorémes analogues, dans la recherche de la condition né-
cessaire & suffisante pour qu’un nombre 2"ap + 1 soit premier, lorsque a dé-
signe un produit de facteurs premiers donnés, et p un nombre premier arbi-
traire. On a, par exemple, les théorémes suivants.
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THEOREME Il : Lorsque p = 10g + 7 ou p = 10g + 9 est un nombre
premier, le nombre 2p — 1 est premier si I’on a, dans la série de FIBONACCI,

U,=0, (Mod.2p-1),
et réciproquement.

THEOREME |Il : Lorsque p = 4 + 3 est un nombre premier, le nombre
2p + 1 est premier si I'’on a, dans |la série de FERMAT,

U,=0, (Mod.2p+1),
et réciproquement.

THEOREME |V : Lorsque p = 49 + 3 est un nombre premier, le nombre
2p — 1 est premier si I’on a, dans la série de PELL,

U,=0, (Mod.2p-1),

et réciproguement.

On doit cependant observer que si la méthode indiquée par le P. PEPIN,
conduit & une forme plus claire et plus précise de I’énoncé, qui devient ainsi
semblable a céui du théoréme de WILSON, il est préférable de s’en tenir,
dans I'application, a la forme que nous avons adoptée. En effet, |'application
de ces théorémes repose sur une hypothese, celle de considérer comme pre-
mier un nombre pris arbitrairement dans une certaine forme ; il est plus pro-
bable de supposer, au contraire, le nombre comme composé, ainsi que semble
I"indiquer |’assertion duP. MERSENNE. Par conséquent, au lieu de reculer la
vérification, jusqu’a |’ extréme limite, par |’emploi des non-résidus quadrati-
ques, il serait plus pratique, dans I’exemple, de se servir de I’un des @(2"™)
nombres qui appartiennent & I’ exposant 2"*, pour le module a, supposé pre-
mier ; mais cette recherche directe est fort difficile. On s’assurera cependant
que, par le théoreme I, il suffit, pour démontrer que a,, as, a4, sont premiers,
d’ exécuter respectivement 3, 6, 12, opérations au lieu dunombre 4, 8, 16, qui
lui correspond dans |’ autre méthode.

SECTION XXIX.

Su la véification del’assertion duP. MERSENNE.

Nous avons indiqué la marche a suivre pour les nombres de la, forme
293 _ 1: il nous reste aindiquer une marche analogue pour les nombres de
laforme p =2**'_1, tels que

28t 1 2% 1, ..., 2% 1,
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En supposant p premier, — 1 est non-résidu de p puisque p est de la forme
4k + 3, et 2 est résidu de p, puisque p est de la forme 8k + 7 ; donc — 2 est
non-résidu de p. Par conséquent, la série conjuguée de cdle de PELL, C’est-a-
dire la série provenant de |’ équation,
X2 =2x + 3,
dans laquelle
P=2, Q=-3, A=2*%X(-2),

est propre ala vérification des nombres premiers que nous considérons, puis-
que, si p est premier, U,., est divisible par p. Les diviseurs de p + 1 repré-
sentent toutes les puissances de 2 jusqu’'a |I’exposant 4q + 1 ; il suffira donc
de cdculer les résidus de

Ui, Voo Vo, Vi oo Vg

par les formules ordinaires de duplication.

Mais nous devons encore faire une observation importante, au point de
vue du calcul. Puisque I’on emploie la formule

A
Vo =(V) 2-2Q%

il est bon, si I'on effectue le cdcul des résidus dans le systeme de numéra-
tion décimale, de supposer Q = + 1, ou Q = + 10"; car sans cela, on double
la longueur des calculs, ainsi qu'il est facile de s'en apercevoir ; si |'on
opere dans le systeme de numération binaire, il sera commode de supposer Q
égal, en valeur absolue, al’unité ou a une puissance de 2.

Il est donc préférable d employer la série récurrente provenant de
|” équation
x> =4x -1,
dans laquell e a=2+\/§, b=2—\/§,
et p=4, Q=1 A=22X3.

En supposant que p = 2*9"* — 1 est un nombre premier, on a, par la loi de

réciprocité,
2
P 030
puisque p et 3 sont tous deux des multiples de 4 plus 3 ; d’autre part, par le
théoreme de FERMAT
2% —1=1, (Mod. 3) ;

donc 3 est non-résidu de p, supposé premier, et, dans ce ca, Up., est divisi-
ble par p. Les diviseurs de p + 1 sont égaux a toutes les puissances de 2
jusqu’a 4q + 1, et, de plus, Q = 1.
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Par conséquent, on formera la suite des résidus
4, 14, 194, 37634, .. ..

tels que chacun d eux est égal au carré du précéent diminué de deux unités.
EXEMPLE : Soit le nombre 2** —1 =8191 : ontrouve les résidus

4, 14, 194, 4870, 3953, 5970, 1857, 36, 1294, 3470, 128, 0;
donc le nombre 2'° — 1 est premier.

On a donc le théoréme suivant :
THEOREME : Sait le nombre p = 2*%**— 1 ; on forme la série des résidus

4, 14, 194, 37634, . ...,

tels que chacun d eux est égal au carré du précédent diminué de deux unités ;
le nombre p est composé, si aucun des 4q+ 1 premiers résidus n’est égal a
0; lenombre p est premier si le premier résidu nu occupe un rang compris
entre 2q et 4+ 1; silerang du pemier résidu est égal a « < 2q , les
diviseurs de p appartiennent a la forme linéaire

2"k + 1.
On aurait encore des théorémes analogues pour les nombres de la forme
A 2%t 1,

Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons observer que nous pensons
n'avoir qu’'effleuré le sujet qui nous occupe. Il reste atrouver, comme pour
les nombres premiers, un criterium des nombres composés, affranchi de
["incertitude des calculs numériques ; dans un grand nombre de cas, lorsque
le nombre essayé n’est pas premier, il se présente une période dans la suite
des résidus; mais, s'il est vrai, comme nous |'avons démontré (Section
XXV1), que cdte période existe, lorsque |I'’on considére |’ensemble des rési-
dus de tous les termes de la série récurrente, il n’est pas démontré que cete
période se manifestera, si I'on ne considére qu' un certain nombre d’entre
eux, dont les rangs sont en progresson géométrique. C'est |la un probléme
important a résoudre.

En second lieu, lorsque I'ensemble des calculs démontre que le nombre
essayé n’est pas premier, peut-on arriver facilement, par la connaissance de
la série des résidus calculés, a la décomposition du nonbre que |I’on avait
supposé premier ? Ces résidus forment, comme nous |’ avons dit, un fragment
d’'un Canon Arithmeticus généralisé, que |I’on peut comparer aux tables des
logarithmes des snus et des cosinus, ainsi que I’on compare le Canon Arith-
meticus lui-méme, aux tables des logarithmes des nombres. C'est la un se-
cond probléme arésoudre.
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Nous avons encore indiqué (Sections I X et XXI), une premiére générali-
sation de |'idée principale de cemémoire, dans I’ étude des <bries récurrentes
gui naissent des fonctions symétriques des racines des équations algébriques
du troisiéme @ du quatriéme degré, et, plus généralement, des racines des
équations de degré quelconque, a coefficients commensurables. On trouve en
particulier, dans |’ étude de la fonction.

dans laquelle a, b, c,....désignent les racines de |I'équation, et A(a, b, c,...)

la fonction aternée des racines, ou la racine carée du discriminant de
1'équation, la généralisation des principales formules contenues dans la pre-
miére partie de cetravail.

Enfin, il reste adévelopper la théorie de la division des fonctions numé-
riques, et son application a I’analyse indéterminée du second degré e des
degrés supérieurs ; c’'est une é&ude que nous espérons publier prochainement.
Nous donnons d'aill eurs, dans le dernier paragraphe qui suit, une autre géné-
ralisation des fonctions numériques périodiques, déduite de la considération
des fries ordonnées suivant les puissances de la variable.

SECTION XXX.

Su la périodicité numérique des coefficients différentiel s des fonctions rationnelles
d’ exponrentiell es.

L' étude des nombres premiers contenus dans les dénominateurs des
coefficients des puissances de la variable, dans les développements en séries,
lorsque I’on suppose ces coefficients réduits a leur plus smple expression, a
condut EISENSTEIN a la découverte d'un théoréeme remarquable. En effet, ce
théoréeme fournit un criterium qui permet de décider, a la seule inspection des
facteurs premiers du dénominateur, si la fonction qu représente la somme de
la série supposée @mnvergente, est algébrique ou transcendante.

On sait encore que |’ étude des facteurs premiers contenus dans les

n

3 o z L
numérateurs des coefficients By, derans le développement
.2.3...n
de o ou, en d autres termes, dans les numérateurs des nombres de
-e
BERNOULLI, a conduit CAUCHY, MM. GENOCCHI et KUMMER, a

d’'importants résultats sur la théorie des résidus quadratiques, et sur
celle de I' équation indéterminée

P+ yP+2"=0,
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dont FERMAT a affirmé |’impossbilité en nombres entiers, pour p > 2. Ainsi
M. KUMMER a démontré que cdte é&uation ne peut étre vérifiée par des nom-
bres entiers, lorsque p ne se trouve pas comme facteur dans les numérateurs
des nombres de BERNOULLI By, By, Bs, . . . Bpz .

En se plagant a un pant de vue différent, MM. CLAUSEN et STAUDT ont
donnré pour ces nombres cette expresson remarquable
1 1 1 1
By = Ay - - ... -,
2n AZn 2 a ﬁ /\
dans laquelle A, est un nombre entier, et les dénominateurs 2, a, 8, y, ....A,
tous les nombres premiers qui surpassent d’'une unité tous les diviseurs de
2n. Cette formule conduit au procédé le plus rapide pour le cdcul de ces
nombres; M. ADAMS vient de donner, par son emploi, les valeurs des 62
premiers nombres (British Association, — Plymouth, Ao(t 1877.)

Nous avons indiqué auss comment |'application combinée des théore-
mes de FERMAT et de STAUDT conduit & cete propriété que les nombres

a(a® -1) B, ,

sont entiers, quel que soit I'entier a. Nous allons montrer que |’ étude des

n

I X . . .
coefficients de 123 n dans le développement des fonctions rationnell es
.2.3...n

d’ exponentielles, ou, en d autres termes, les coefficients différentiels de ces
fonctions, pou x = 0, condut a des propriétés importantes.

On sait, en effet, que si |'on remplace x par les nombres entiers consé-
cutifs dans la fonction

¢p(x) = Aa* + Bb* + Cc*+ Dd* + . ...

dans laquelle A, B, C,D,. ... et a, b,c,d,....sontentiers, on a, pour p
premier et k entier quelconque, la congruence
(148) o[x+k(p-D]=p (¥ , (Mod. p).

Nous avons étendu cette propriété aux fonctions numériques U, et V,; il
est facile, de voir que cette proposition s’applique aux coefficients diff éren-
tiels d'une fonction entiére de € et de e™ . Il nous reste a montrer que cete

“Nous avons modifié les diverses notations qui concernent ces nombres. La présente notation se
préte beaucoup fdus fadlement aux développements que comporte la théorie de ces nombres. Voir, sur
ce sujet, les Notes insérées dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris (Septembre
1876), dans les Annali di Matematica (2° série, tome VII1), dans les Nouvelles Annales de Mathémati-
ques (2° série, tome XV I, pag. 157), dans la Nouvelle Correspondarce Mathématique (tome I1, pag. 328,
et tome Il , pag. 69), dans The Messenger of Mathematics, (Octobre 1877), etc.
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proposition s’applique encore aux coefficients différentiels d’ une fonction
rationnelle de € et de e™.

Soit d’abord
(149) séex =1+ a?+ax*+agx®+....;

M. SYLVESTER a appelé nombres Eulériens (Comptes rendus, t. LII,
pag. 161), les coefficients, pris en valeur absolue, déterminés par la relation

(150) Eon = ( - 1)n 1,2,3.... (2n) Q2n ;
on a, par le changement de x en x+-1, laformule symbolique
(151) u=%=eEx,

e’ +e

dans laquelle on remplacea, dans le développement du second membre les
exposants de E par desindices ; ainsi
n
d'u,

n n:

dx
En chassant les dénominateurs de |'identité (151), on obtient, par
I"identification des coefficients de x", laformule
(152 (E+ D"+ (E-1D)"=0,
gui permet de cdculer les nombres Eulériens par voie récurrente. On a auss
le déterminant

1 0 © 0
1 6 1 0 0

(153) E, =(-1)" 115 15 1 . . . . 0]
S 0
1 Ci Cj; CS5 . : : . CZ,

ce déterminant est formé par les lignes de rang pair et les colonnes de rang
impair du triangle aithmétique. Les nombres Eulériens sont entiers et im-
pairs ; SHERK a démontré qu’ils sont terminés alternativement par les chiffres
1et5. Ces propriétés sont des cas particuliers des suivantes.

En tenant compte des résultats obtenus (Section XX1), sur les congruen-
ces du triangle aithmétique, la formule (152) donne, pour p premier, et
n=p-1
(154) E,n+E,s+E,s+...+E,+E =0, (Mod. p);

on adonc cette proposition :

" Journal de Crelle, t. 79, pag. 67.
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THEOREME : Si p est un nombre premier, la somme des nombres Eul é-
riens, pris avecles dgnes alternés + et —, dont I'indice est plus petit que
p, est divisible par p.

Les premiéres valeurs de E sont donnés par les relations

E2 + Eo = 0,
Es+ 6E,+ Ep = 0,
= O,

Ee¢t+ 15E4+ 15E,+ Eo
on a ensuite, par congruence, a partir de E,.; pour le module premier p
Ep+1 + E0 = 01
Eps+ 3Ep +3E,+ B, =0,
E,.s + 10E,,; + 5E,,, + 5E, +10E, +E, = 0,

la comparaison des deux groupes de formules qui précéent, donne success -
vement
Ep+l = E2 ' (MOd p)!

E,s =Es4, !
Eps =Eo, "

(155)

On ohtient de méme, en général, pour k entier quelconque
(156) Eznik(p-) =E2n» (Mod. p) ,

et, par suite :

THEOREME : Les résidus des nombres Eulériens, suivant un module pre-
mier quelconque, se reproduisent périodiquement dans le méme ordre, comme
les résidus des puissances des nombres entiers.

Posons maintenant

2 n
u? = 2_ H=Ea0+Ea1§+Eazx—+...+EanX—+...
e +e™0 ' ~1 “1.2 71.2...n
ou, sous la forme symbolique
(157) U =e o

les coefficients E,, sont déterminés par la relation symbolique
(158) E.n.=[E'+ E"+ E”+....+E"“]",

dans le développement de laquelle on remplace les exposants de E', E"", ...
E® par des indices, et en supprimant les accents. On a auss la formule
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(159 Eun = [Eua + Ed]",

dans laquelle en remplaceles exposants de E,_; et de E;, par des sconds in-
dices. Ces nombres E, , que nous appellerons les nombres Eulériens d’ordre
a sont entiers pour a entier et positif ; on démontre, comme c-dessus, que
leurs résidus suivant un module premier se reproduisent périodiquement, et
gue I’on a encore

(160) E

a,n

= Ea,n+k(p—l) ' (MOd p) .

Ces considérations s appliquent, en général, aux coefficients différen-
tiels d’une fraction rationnelle de e*, mais, dans certaines conditions, comme
dans le cas de

@
p(e)
Cependant, lorsque ¢ (1) est nul, comme dans le développement de 1 1 — qui
-e

contient les nombres de BERNOULLI, ce théorérne ne se présente plus immé-
diatement, puisque les coefficients ne sont plus entiers, et contiennent en dé-
nominateur une série indéfinie de nombres premiers. Alors, on les multiplie
par d’autres fonctions telles que

a(@"-1)

afin de les rendre entiers, et d appliquer les résultats qui proviennent des
congruences du triangle arithmétique.

PARIs, Décanbre, 1877.



