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Zur Anzahl unitarer Faktoren abelscher Gruppen
von

PETER GEORG SCHMIDT (Marburg)

1. Einleitung. Beziglich des direkten Produktes ist die Menge A
der abstrakten endlichen abelschen Gruppen eine kommutative Halbgruppe
mit der Einheitsgruppe F als neutralem Element. Gp,Gs € A heiflen
teilerfremd, wenn nur E gemeinsamer direkter Faktor von G; und G5 ist.
In diesem Falle werden G1 und Gs unitdre Faktoren von G := G1 X Gs
genannt.

Die Rolle, die in vielen Belangen die Riemannsche Zetafunktion fir die
multiplikative Halbgruppe N der natiirlichen Zahlen spielt, iibernimmt fiir
A die Funktion (vgl. E. Cohen [2])

Z(s):= Y #G) ™ =][¢ws) (0:=Res>1),
GeA v=1

die durch das Produkt in die rechte Halbebene meromorph fortgesetzt ist.

Bezeichnet etwa t(n) die Anzahl der Zerlegungen von n € N in zwei teiler-

fremde Faktoren mi,n2 € N und, in Analogie dazu, t(G) die Anzahl der

unitéren Faktoren der Gruppe G € A, so gilt fiir o > 1 ([1], Remark 5.1)

i) () Q) Z(s)
W) 2w S 2 RGN = 20

Die Pole der in der rechten Halbebene meromorphen Funktion
(2) Z%(5)/Z(2s) = (*(s)¢(25) - (*(3s5)C(4s) - ..
liegen bei 1,1/2,1/3,... Ist fiir z > 2

2

. o Z%(s
(3) H(x) T —1 551/71 Z(28)

neN GeA

:L.S

e (Alogz + B)z + Cvr (1)

~—

und das Restglied A(z) durch

(Y) Wegen A, B, C siehe (15), (7) und [6], (13)-(15).
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(4) T(z):= Y HG)=H(z)+ A=)
GeA
#G<zx
gegeben, so zeigten E. Cohen [1], E. Kritzel [6], H. Menzer [7], Satz 7.5
Alz) < z/? log x, /20 log? z, 231/82 log? z .
Ziel dieser Arbeit ist der folgende
HAUPTSATZ. A(x) < 23/8log™? z (x> 2).

Der Beweis des Hauptsatzes wird in §3 gefiihrt. Die dortigen Sétze 1
und 2 reduzieren den Hauptsatz auf die Abschétzung der in (16) definierten
Summe S(z).

Satz 3 ist das Kernstiick der Arbeit: S(z) wird vermoge des “i)-e-
Satzes” (§2) durch die in (17) erklérten Exponentialsummen abgeschétzt, die
zunédchst einer van der Corputschen Transformation unterworfen werden
(vgl. (19)), wodurch folgende drei Mafinahmen, auf denen Satz 3 und somit
der Hauptsatz beruht, moglich und wirksam werden:

— Die Summenaufspaltung (25),

—die Zusammenfassung der Summationsvariablen n; und vy in (27) zu
m = nyvy in (28) auf Kosten eines Faktors 7(m), der Anzahl der Teiler von
m, und

—die Verwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung in (29), die unter
anderem den unangenehmen Faktor 7(m) beseitigt.

Die multiplikative Zusammenfassung zweier Summationsvariablen bei
der Abschéitzung dreidimensionaler Exponentialsummen habe ich erstmals
bei der Behandlung des Piltzschen Teilerproblems durch Yiih [13] gesehen.
Die beiden anderen Maflnahmen entsprechen in etwa einer Weylschen Schif-
tung.

Es verbleibt die Abschiitzung der in (31) definierten Summen S*. Dazu
benutze ich lediglich den einfachsten Satz der van der Corput-Methode,
namlich (32), um die Wirksamkeit obigen Vorgehens deutlich zu machen.
Hier liegt der Schliissel zur Verscharfung des Hauptsatzes, sofern das Rest-
glied in Satz 2 und die Abschétzungen (22) und (23) flankierend verbessert
werden. Ich vermute, da bei ertriglichem Aufwand A(z) < 2%/ (5/14 =
0.357...) erreichbar ist. Die Grenze der Methode diirfte bei A(z) < 20-3%4-
liegen.

2. Hilfssatze. Der “Restglied-Erhaltungssatz” umfafit viele in der
Literatur formulierte und bewiesene Spezialfalle. Ein Hilfssatz zur Partiellen
Summation wird bereitgestellt. Ein Spezialfall des auf J. D. Vaaler [11]
basierenden “i-e-Satzes” findet sich bei S. W. Graham, G. Kolesnik [4].
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RESTGLIED-ERHALTUNGSSATZ (vgl. [9], Hilfssatz 1, [5], Lemma 7.1).
Seien f,g: N — C zahlentheoretische Funktionen. v(s) := > g(n)n~*% habe
die Abszisse oy der absoluten Konvergenz. Sei © > oy und L ein Gebiet,
das die Halbebene o := Res > © umfafst. Die nicht bestindig divergente
Dirichletreihe o(s) := Y f(n)n~*% sei nach L meromorph fortsetzbar. Die
Menge §2 der Polstellen w von ¢(s)/s mit o := Rew > O sei endlich und
nicht leer. Fur x > 1 sei

(5) Ho(x) == ) Resp(s) =

und

Ferner sei h(zx) auf [1,00] positiv und stetig differenzierbar. Fir x — oo
strebe xh/(x)/h(x) — 0. Ist dann

(6) > fn ) + O{z%h()},
n<z
so gilt mit nur von f, g, h und © abhdngiger O-Konstanten
> f(m)g(n) = H(z) + O{zh(x)} .
mn<x

Bemerkungen. 1. Hat der Pol von ¢(s)/s bei w € §2 die Ordnung
ky, so hat dort ¢(s)x®/s das Residuum z* P,,(log x), worin P, ein (leicht zu
bestimmendes) Polynom des Grades k, — 1 bezeichnet, und ¢(s)y(s)z®/s
das Residuum

(¥)
(7) x g VI()P“(J )(log ) .
v>0 '

2. Oft ist h(x) := log®(z + 1) oder h(z) := exp(clog’ z) mit ¢ € R und
¥ €]0,1[; aber auch h(z) := exp(c(log x)? sinlog log ) wire moglich.

Beweis. Mit o
re= Y () a(2)loto)

n<x

gilt nach (6), (5) und Bemerkung 1

(8) S:= > f(m)yg ZH0< > ) + O(R)

mn<x n<x

—ZZ( >  (log 2 — log n)g(n) + O(R)

n<zr wes?
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= Z Z g(n ZP(”) log x) logn) +O(R).

wes? n<x v>0
Sei k := max{grad P, | w € 2} und

R, :xQZ‘gr(Lz)ylogkn (0:=Rew).

n>x

Dann folgt wegen (7)

9) S = Z x¥ Z Wpiy)(logx) + O(R+ Z Rw)

we R v>0 we
— H(z) +O<R+ 3 Rw> .
wesn

Ein festes u > 0 werde nun so gewahlt, dal @ — u > o( ist. Wegen
{z*h(z)} = z*  h(z){u + zh'(z)/h(x)} und zh'(z)/h(x) — O fir z — oo
gibt es ein festes x, > 1 derart, dal “h(x) fiir x > =z, monoton wéchst.
Sind die festen positiven Zahlen ¢ und C' Minimum und Maximum von
x*h(x) auf [1,z,], und ist die positive, auf [1, oo[ monoton wachsende Funk-
tion r durch r(z) := C fiir 1 < x < z,, und r(z) := Cc™lz"h(x) fir z > z,
definiert, so gilt z*h(x) < r(x) < Ce ta"h(z) fiir z > 1. Daher ist

(x/n)*h(x/n) <r(z/n) <r(z) < z"h(z) firl<n<z

und

x O—u
(10) R < z"h(x) Z (n> lg(n)| < 2®h(z).

SchlieBlich wahle man zu jedem w € 2 ein festes v € |p — O, 0 — 0p[. Dann
ist v >0 und o9 < o — v < O, und daher

(11) R, < 92( ) log n< 27" < 2%n(z).

Aus (8)—(11) folgt die Behauptung des Restglied-Erhaltungssatzes.

d-DIMENSIONALE PARTIELLE SUMMATION. Seien d, ni,...,nqg € N. Fir
0=1,...,dundvs =1,...,n5 setas1 > ... > a5n; > 0 und z,, ... ,, € C.

Setzt man

v1<my vg<mgq

Z = max ... max
mi1<n ma<ngq

)

so gilt

Sal,l...ad,l-Z.

‘ E E A1,pq -+ - Qdvg * Ruy,... v

v1<ny va<ng




Zur Anzahl unitarer Faktoren abelscher Gruppen 241

Beweis. Fiir d =1 folgt die Behauptung aus den Identitéiten

E Q1,02 = E (al,l/ - al,u—i—l) E Em + a1,m, E 2

v<ni v<ny n<v n<ny
E (@1, —a1,p41) + @1py, =011
v<ni

und fiir d > 1 durch vollstandige Induktion (vgl. den Beweis zu [10], Hilfs-
satz 8).

-e-SATZ (vgl. [8], (114)—(127), [4], §3, Lemma A ff; schwichere Fassung:
[10], Hilfssatz 3, [5], (1. 18)) Ist J eine nichtleere endliche Indexmenge,
uj € R firje J, u) :=u—[u —1/2 firu e R, K € Rt und N :=
{2 —1|v eN}, sogilt

1
‘Z¢ ‘ +1 + Z NNgIIJ\le’%CQN Z e(nuj)‘.
jeJ NeN N<n<N’
N<K jeJ

Beweis. Ist K < 1, so ist der Satz wegen || < 1/2 trivial. Sei nun
K > 1. Nach Vaaler [11], Theoreme 6 und 18 und den dortigen Formeln
(6.5) und (6.6), ist mit a, := [K + 1 —n]/[K + 1] fiir n = 0,...,[K];
g(t) == mwt(l —t)cot(mt) + ¢ fir 0 < t < 1; b, = g(n/[K + 1])/(7n) fir
n=1,...,[K] und

T*(u) == ag/2 + Z {an cos(2mnu) F by, sin(2mnu) }

n<K

(12) ap>...>ag >0;  a, <1/(4n) firn=1,... [K];
(13) b1 >...>bg)>0; b, <1/(mn) firn=1,... [K];
und wegen T+ (m) = 1/2 fiir m € Z

Pu) <TT(u), —Y(u)<T (u) firueR.
Hieraus folgt
£ (uy) <Y TH(uy)

= jeJ
K+1 + Z Z {aanos (2mnuj) F by Zsm 2mnu;) }
NGNn % jeJ jeJ

Wegen

cos
max E g (2mnu;)
N<N’'<2N < sin

max ‘E g nu]‘
N<N’<2N

n=N jeJ
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fir N € N liefert “1-dimensionale Partielle Summation”, sofern man (12)
und (13) beachtet,

J Y
‘ ZI/J(UJ)‘ < K#+ : + A;\/(a]v +bn) NSI?V&}%%N‘ Z Ze(nuj)‘
N<K

n=N jeJ

mit ay + by < 1/N, und der 1)-e-Satz ist bewiesen.

3. Beweis des Hauptsatzes. Die Abschitzung von A(x) kann als

unendlich-dimensionales Gitterpunktproblem aufgefafit werden; denn aus
(1), (2) und (4) folgt

(14) T(x) = #{(n1,n9,...) € N® | nynyn2 -nining - ... < z}.
Definiert man in Analogie zu (14), (3) und (4)

To(w) : = #{(n1,n2,n3) € N* | nyngn3 < z},
(15)  Ho(x): =Y Res (*(s)¢(25) "
= {C(2)(logz + 27 — 1) +2¢'(2)}x + (*(1/2)vz (%),

Ag(w) : =To(z) — Ho(z),

so wird vermoge des “Restglied-Erhaltungssatzes” (§2), wenn man dort

©(s) == C2(s)C(25), ¥(s) == C2(35)¢(4s) - ... und h(z) := log” (z + 1) setzt,
der Hauptsatz auf ein dreidimensionales Gitterpunktproblem reduziert:

SATz 1. Ist © > 2, und sind © > 1/3 und 9 feste reelle Zahlen, so folgt
Alx) < 2flog’z  aus  Ag(z) < 2°log’ x.

Es geniigt also, Ag(z) abzuschétzen. Wir beginnen mit einer Darstellung
von Ap(x) mittels der Summe

(16) s = % o5

nanz</x
ns<zl/4

mit ¥(u) :=u — [u] —1/2 fir u € R.
SATZ 2. Ag(x) = —2S(x) + O(z3/2log® x) (z > 2).

Beweis. Ausgangspunkt sei Krétzel [6], (9):
Ao(l’) = —251’1,2(3?) — 251’2,1(1’) — 2527171(.I) + O(a:l/4)

(?) ~: Buler-Mascheroni-Konstante.
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mit
Sapel@)i= D>, o({any"ng}e).
n¢ttnc<e

2 3=

n2>ng
Dies ist ein Spezialfall von Theorem 6.1 in Krétzels Monographie [5], dort
“basic formula” genannt. Einen ersten Beweis der Basisformel lieferte Dutt-
linger [3] aufgrund einer Idee des Verfassers ([9], Satz 1; vgl. auch [12]).
Setzt man noch

nan3 <z
ng>zt/*
so ist
Si12(x) + Si01(z) = S(x) + S*(x) + O(z'/*),
und daher

Ao(x) = =28 (x) — 25* () — 28211 (z) + O(z1/%).

Wie iiblich zerlege man S*(z) bzw. So11(x) in je O(log®x) Summen
S*(z; Na, N3) bzw. Sa 1 1(x; N2, N3), indem man fiir Ny, N3e N:={2" — 1|
v € N} in S*(z) bzw. S311(x) die Summationsbedingung (ng,ng) €
[N2,2Ns] x [N3,2N3] hinzufiigt und nur solche Ny, N3 zuldft, fir die die
entstehenden Teilsummen nicht leer sind.

S*(z; N2, N3) bzw. Sz11(z; Na, N3) wird nun durch [5], Theorem 2.16
abgeschatzt: Setzt man dort

D = [NQ,QNQ] X [N3,2N3],
fty,ta) == aty M52 baw. (wtytt; Y2,
D :={(t1,t2) € D' | 183 < z, ty > z'/*} baw.

{(t1,t2) € D' | 3ty <z, t1 >t}
A1 := f(N2,N3)/N2, Xy := f(Na, N3)/N2, r:=Ny/NZ,
so sind alle Voraussetzungen erfiillt, und mit der Abkiirzung A := f (N2, N3)
gilt
S*(z; N2, N3) bzw. Sa1 1(x; N2, N3)
< {(AN3N3)/2 + (N3 bzw. Ny) - [log(AN; ' N3 )| + A1 Ny N3} log .

Wegen A > N3 > N bzw. A > Ny > N3 majorisiert der erste Term der
geschweiften Klammer die beiden anderen. Man erhélt

S*(x; Ng, N3) < (N3 )2 logz,
52’171(17; NQ, Ng) < ($N2N3)1/4 logx .
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Da S*(x; No, N3) bzw. S11(x; No, N3) nicht leer sein soll, ist Ny ' <
22714 bzw. NyN3 < (2N3N3)1/2 < (22)1/2, also
S*(x; No, N3), So1.1(x; Nay N3) < 2*/8log
und folglich
S*(x), Soq1(z) < 23/8log’ z.
Damit ist Satz 2 bewiesen.
SATZ 3. Ag(z) < #3/8log™?z (x> 2).

Beweis. Ich zerlege S(z), definiert in (16), auf weniger {ibliche Art in
O(log? ) nichtleere Teilsummen

S = > w(xz) (N,Ns e N := {2 —1|veN}).
NSTLQTLSSQN,\/E
N3<nz<2Ng,z'/*
Hierin ist ny >< Ny := N/Nj3, und die Anzahl der Summanden ist
< NyN3 = N. Die Abschiatzung von S wird vermoge des “i-e-Satzes”
(§2) auf die Abschétzung der Exponentialsumme

(17) S = Z e(f) (Ny €[Ny, 2Ny]; f:= —zny/(nan3))
N1<n; <Ny
N§n2n3§2N,\/5
N3<nz<2Ns,z'/*

zuriickgefiihrt:
N 1
(18) S« + —  max  |Spl.
K+1 lee:/\/ Ni N1 <NJ<2N;
Ni<K

Wir schreiben Sy in der Form

S(): Z Z e(f)a

Ni<ni<Ny  Nng'<na<(2N,v/z)n; "
N3<n3<2N3,z'/*
und unterwerfen die innere Summe einer van der Corputschen Transfor-
mation in der Fassung [5], Theorem 2.9, die auf E. Phillips zuriickgeht.
Etwas Rechnung liefert, wenn man o := max{x/(2N)? 1}, 8 = x/N?,
F:= 2NNy, 'N;2 und ¢ := —2(xnivp)'/?ng ! setzt,

w = ¥ T T et

Ni1<ni<Nj any<va<fn;
N3<ns<2Ns,z'/*

+O(F~Y2N, +log(FN; ' +2) + F1/3)}
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-y S e i)

N1<n1<Nj N3<n3<2Ng,z'/4
omfgnl 12 Sﬁn%

+N,O(F7Y2N + N3{log(FN; ' 4 2) + F/3}).

Letztere Exponentialsumme vereinfachen wir durch “3-dimensionale Par-
tielle Summation” (§2). Wegen v >< BN; = sN72N; = FN;! ist
(znyvy *ng )4 >< F~Y/2N, und daher

(20)  So < F~Y2N,S8) 4+ Ny (F~Y2N + N3{log(FN; * +2) + F'/3})

51 = Z ’ Z e(—)

M/4§7’L11/2S4M NggnggNé
M = ﬂNf = xN_QNl2 = N;[FNQ_1 > 1 und geeignetem, von n; und vs
unabhingigem N} € [Nz, min(2N3, z1/4)].

Zur miihelosen Abschétzung des Restgliedes setze man in (18) im Hin-
blick auf die Behauptung des Satzes 3 K := 2 3/8N. Aus N = N, N3 < /z,
N3 < z'/* und N; < K folgt dann F = (y/z/N)?Ny Ny > N1 N, > 1, also
(21) log(FNy ' +2) < F'/3,

F-1/2N — (J:_lNl_lN?’Ng)l/Q < ($—1+o+3/2+1/4)1/2’ also

mit

(22) F7Y2N < 23/8
und FY/3N3 < (K Ny 'N3)V/3 = (5/8NF)L/3 < (¢5/8+2/4)1/3 also
(23) FY3Ng < 2%/8.

Verwendet man (21)—(23) in (20), so folgt
(24) Sy < F7Y2N, 8, + Nyz3/®
(25)  Sei 1 < 2v < Nj. Ich zerlege das Summationsintervall [N3, N3] in

O(N3/v) Teilintervalle der Form I := [N3, N4 mit Ny < N5 < N}
und N3 := min(N3 + v, N3).

Dann ist I C [N3, N3], I enthélt hochstens [v] + 1 < 2v ganze Zahlen, und
es gilt

N.
(26) 5 < =2 max Sy
U N3<N3<Ny

(27) Sp= Y ‘26(2{3:1111/2}1/271;1).

M/A<nivs<4M nz€l
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Setzt man njve = m, und bezeichnet 7(m) die Anzahl der Teiler von m, so
hat man

(28) Sy = Z 7(m)|Ss3| mit S3:= Z e(2{zm}*?*nz1),
M/4<m<4M ng€l

und die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung liefert

(29) 522 S Z Tz(m) . Z 5333

m<4M M/A<m<AM
CMlog*(M+1) 3, 3 elfem}ng — 75",
M/4<m<AM g, Toer

Setzt man h := n3 — ng, so ist h € Z und |h| < Kfé — Ng < v. Da n3 und
n3 =nz + h in [ liegen, ist
7 ~I ..
ngelh::{[]y?”N?’_}l] furhzo’
[N3 + |h|, N4]  fir b < 0.
Man beachte, da§ Iy = I ist, N3/2 < N3 —v <nz+h < N+ v < 3N3 gilt
und [, fiir |h| > N4 — N3 leer ist. Nach (29) ist

[v]
(30) 52 « Mlog®x - {M D1+ (15T + \S—|)}
ngy€l h=1
mit
(31) SEi= > e2h{zm}*{ns(ns £ h)}7).
M/4<m<4M
nz€lip

Van der Corput bewies (1921): Ist f : [a,b] — R zweimal stetig differen-
zierbar und || >< Fy, Fy > 0, so gilt (vgl. [5], Theorem 2.1)

(32) ST oe(fm) < (b—a+ 1)+ By
a<n<b
Diese Abschitzung liefert fiir 1 < h < v mit Fy := h(zM)/2N;2M 2
Z e(2h{zm}/?{ns(ns £ h)} 1)
M/4<m<4M
< MW (@aM)YANT M~ 4 b= Y2 (e M) VAN; M .
Summation tiber ng € Iy, C I ergibt wegen #(I NN) < v
ST < w{h (@ M)VANTY + B2 (T MY YANG Y

Z|Si|<<U2{U1/2($M)1/4N?:1—|—U_1/2(17_1M3)1/4N3}
h<v
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und schlieflich nach (30)
52 <« v®Mlogdz - {o™ M + v/ 2(aM)YANSY + o= V2 (7 M3 YANG )

Wiirde man 2v := (7 'M3N§)/6 = (xN;1)V/3N, Ny ' setzen, so hitten
die beiden ersten Terme der geschweiften Klammer dieselbe Grofienordnung
und eine der in (25) geforderten Bedingungen, namlich 2v < N3, wére wegen

20 < (xNg HY3KNy ! = x_1/24N32/3 < Nj erfiillt. Leider wére nicht immer
2v > 1. Wir setzen daher

20 := max{(zN; )/3N N1, 1}
Erster Fall:
(33) 20 = (zNg HY3N Nyt > 1.
Dann ist
52 < v?Mlog? z{v™*M + v /2 (x 71 M3)VANS}

= (v/N3)*{v""M>N3 + vMN3}log’ x.

(26), (24) und (33) ergeben unmittelbar
Sy < {v""M?N} + vMN2}Y'/?10g®? &

= (v NNy AN 2 4+ 0eNENG 2} 2 10g%/% &

und
NSy < {o ' e Ny Nyt + oNT NG N2V 2 10g®/ 2 2 4 23/3
< {2®N3 + N3} /0 log®? & + 2%/8
< {222 N3} /0 10g® % & + /%
Zweiter Fall: 2v=1. Dannist 35, ), |S%| =0, #(INN) < 1 und
(xNg D3NNyt <1 oder
(34) NNy ' < (27 EN3)Y3.
Aus (30), (26) und (24) folgt nun nacheinander
52 < M?log® z,
S1 < NsMlog/? x = eNEN; 2Nt log®? z:,
NSy < (&N{ Ny Y2 10g3/% & 4 2878
und mit (34)
NSy < (22N3)/6 log®? z + 2°/8 .
In jedem Falle gilt also
NSy < (22N3)/6 log/? x4 /8 .
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Verwendet man dies in (18), so erhilt man wegen N/(K +1) < 2%/8

S < (#2N3)/%10g®? x + 2*/®log x

und schlieflich

S(x) = Z S < (>0 10872 g = 23/ 10g % 1.
N,NseN

Damit ist Satz 3 bewiesen.

(10]
(11]

[12]
(13]

Der Hauptsatz folgt nun aus den Sétzen 1 und 3.
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