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RESUME.L'algorithmique des réseaux euclidiens est un outil frequemment utiliséfema-
tique et en mathématiques. Elle repose essentiellement sur la réductiaquliLést donc im-
portant de rendre aussi efficace que possible. Une approche indiégghnorr consiste a effec-
tuer des calculs approchés pour estimer les orthogonalisations de Gimidt sous-jacentes.
Sans approximations, ces calculs dominent le co(t de la réductionnfRéset, des outils clas-
siques d'analyse numérique ont été revisités et améliorés, pour explhigesystématiquement
I'idée de Schnorr et réduire les colts. Nous décrivons ces dévetapye, notamment comment
I'algorithmique en nombres flottants peut étre introduite & plusieurs niveansg la réduction.

ABSTRACTT he algorithmic facet of euclidean lattices is a frequent tool in computer sgiand
mathematics. It mainly relies on the LLL reduction, making worthwile effigiamprovements.
Schnorr proved that the LLL algorithm can be speeded up if one comppf@oximations to
the underlying Gram-Schmidt orthogonalisations. Without approximatibese computations
dominate the cost of the reduction. Recently, classical tools from the fieldnoérical anal-
ysis have been revisited and improved in order to strengthen Schragpi®ach, and further
reducing the costs. We describe these developments, and show kgpesiafloating-point
computations may be introduced at various levels in the reduction process
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1. Introduction

Un réseau euclidien est une grille de points régulieremgpd@es dans un espace
euclidien. Plus précisément, Isj, ..., b; € R™ sont linéairement indépendants, le
réseau qu'ils engendrent est I'ensemble de leurs combingigéaires entieres :

L[b17~-~>bd]:ZZbi: Zmibi,wieZ

i<d i<d

Dans une telle situation, les vectelrsforment une base du réseau et I'entieen

est la dimension. Sii > 2, alors tout réseau donné admet une infinité de bases,
lies entre elles par des transformations unimodulairest-a-dire linéaires a co-
efficients entiers et inversibles. SoieBt (respectivemen3’) la matrice deR™*¢
ayant pour colonnes les vecteurs linéairement indépesdant. . ,b, (respective-
mentb’,...,b). Les deux ensembles de vecteurs engendrent le méme réssau s
seulement s'il existe une matriée € Z4*? de déterminani-1 telle queB’ = B - U.
Trouver des bases intéressantes a partir de bases quedsoesfue paradigme de la
réduction de réseaux. Les réseaux euclidiens sont 'olgjeétayaux mathématiques
depuis plus d’'un siécle (Minkowski, 1896), et, depuis lagras point du célebre al-
gorithme LLL (Lenstreet al,, 1982) au début des années 1980, un effort important a
été consacré a leur algorithmique. Dans cet article, nous imééresserons principa-
lement a I'efficacité algorithmique de réductions de typd.LCelles-ci permettent
d’'obtenir efficacement — en temps polynomial en la taille aléldnnée — une base
constituée de vecteurs relativement orthogonaux etvetagnt courts (voir le Théo-
reme 2).

Depuis son invention, I'algorithme LLL a donné lieu a de mesnbreuses applica-
tions. Citons par exemple la factorisation des polyndmeéicients entiers (Lenstra
et al, 1982), améliorée récemment par van Hoeij (van Hoeij, 2@Qd3 par Novo-
cin dans sa thése de doctorat (Novocin, 2008); la résolutiéquations diophan-
tiennes (Hanrot, 2009) ; plusieurs cryptanalyses de v@sadu systeme de chiffre-
ment a clé publigue RSA (May, 2009). L'algorithme LLL est siugtilisé fréquem-
ment en théorie algorithmique des nombres (Cohen, 1995) #igorie des télécom-
munications (Mow, 1994; Hassilat al, 1998). Ainsi, toute amélioration algorith-
mique de LLL permet de résoudre plus efficacement de nomimebtémes.

Donnons un exemple concret et simple (mais assez inforriagptication de I'al-
gorithme LLL. Supposons que I'on disposedlaombres réels., . .., a4 entre les-
quels il existe une petite relation linéaire entieng &v; + ... + zqaq4 = 0, pour des
entiersxy, ..., xq petits (par exemple, plus petits qu'une certaine borne ¥ix@a
cherche a déterminer cette relation linéaire entiere. idérens le réseau engendré
par les vecteurb; = (C - «;,0,...,0,1,0,...,0)T, ol la coordonnée égalelzest
en positiori + 1, etC' est un treés grand nombre. Le vecteyb; + ... + x4bg appar-
tient au réseau engendré par les vectbyrst est inhabituellement court. En effet, sa
premiére coordonnée est nulle, alors qu’elle serait granties x; n'étaient pas une
petite relation linéaire entre les. Aussi, les autres coordonnées, égalesagysont
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petites. L'algorithme LLL permet de trouver un tel vecteaudt dans un réseau. Une
fois ce vecteur court trouvé, il suffit de lire les dans les coordonnées successives.
Lorsque lesy; sont les puissances successives d'un nombre algébridtestatégie
permet de trouver son polyndme minimal (voir notamment ¢iéaret al, 1984)).

Dans leur article historique, Arjen Lenstra, Hendrik Leaslr. et Laszlé Lovasz
ont montré qu'a partir d'une bads,...,b; € Z™ d'un réseau, l'algorithme LLL
finit en tempsO (dnlog || B|M(dlog||B])), ot || B| est le maximum des normes
euclidiennes des vecteubs et M(x) est le colt d’'une multiplication de deux en-
tiers dex bits chacun. Kaltofen (Kaltofen, 1983) a ensuite prouveé Igue finit en
fait en tempg (d*nlog® | B|M(d + log || B||)/(d + log || B|))). La contribution do-
minante dans le co(t total correspond aux calculs (ou plasterment mises a jour)
des orthogonalisations de Gram-Schmidt des bases sue®agiparaissant au cours
de I'exécution de Il'algorithme, en arithmétique ration@ePour accélérer I'algo-
rithme, il est donc naturel d’essayer de remplacer cesmagis par des approxi-
mations flottantes, dont la taille des mantisses est plidefajue celle des ration-
nels impliqués. Odlyzko a implanté cette idée au début de€es11980, de ma-
niére heuristique, dans le but de cryptanalyser le chiffrenasymétrique de Merkle
et Hellman (Merkleet al, 1978; Odlyzko, 1984). Schnorr (Schnorr, 1988) a été le
premier & apporter un fondement théorique a une telle gteatél décrit un algo-
rithme de type LLL reposant sur une orthogonalisation devG&hmidt approchée,
de complexité) (d*nlog || B||M(d + log || B||)). Le principal inconvénient de cet al-
gorithme est que les approximations réelles utiliséeseegput encoré(d+log || B||)
bits, rendant incontournable I'utilisation de multiprgion.

En 2005, Nguyen et Stehlé (Nguyehal,, 2005; Stehlé, 2005) ont apporté une
réponse a la fois rigoureuse et efficace en pratique a laiqoedé I'algorithme
LLL flottant. La précision requise dans les calculs de legodthme, 12, ne dé-
pend plus que de la dimensiah En particulier, en codant les approximations des
nombres rationnels par des nombres flottants, la précigiquise pour les calculs
flottants ne croit que linéairement dret est indépendante dl3||. Les flottants dis-
ponibles en machine semblent pouvoir étre exploités j@sqe’s dimensions rela-
tivement élevées (Nguyeet al, 2006). L'algorithme B admet une borne de com-
plexité O (d*nM(d) log || B||(d + log ||B|)). En notant3 = log||B|| et pour un
produit d’entiers «lent» etM(z) = O(z?) cela donneO(d°nB + d*n3?). Ceci
est par exemple meilleur dans un factéug || B|| que la borne donnée par Kalto-
fen (Kaltofen, 1983). Surtout, le colt dé& Ine fait pas apparaitre de terme cubique
enlog || B||, tel que le terme)(d3n33) présent pour Schnorr (Schnorr, 1988). A ce
jour, 'algorithme L2 semble étre le plus efficace pour obtenir une base LLL-réduit
en théorie et en pratique, plus particulierement quandille Zes entiers en entrée
est grande devant les dimensiahstn. L'algorithme L2 est intégré dans les biblio-
théques de calcul MAGMA (Cannoet al, 2008) et SAGE (Stein, 2009) Nous
pouvons d’autre part comparer les colts avec un produittidisnasymptotique-

1. Nous renvoyons le lecteur a (Stehlé, 2009) pour la mise en ceuvreugrdtid’algorithme E
de (Nguyeret al,, 2006).
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ment rapide emM(z) = O(xlogz loglog x) opérations binaires (voir (Schonhage
et al, 1971)), nous noterons aussif(z) = x'*¢. Lalgorithme L2 a un colt en
O(d**nB+ d*+n3?), avec donc le méme exposant tatajue celui des algorithmes
de Schnorr (Schnorr, 1988) ou Storjohann (Storjohann, 1996posséde cependant
l'avantage du comportement quadratigsfedevant les termes presque quadratiques
(32T¢ des autres approches.

Un des ingrédients principaux dans la preuve de correctol? cconsiste en une
analyse d’erreur de I'algorithme de Cholesky lorsque I'difise une arithmétique
flottante. Ainsi, a partir de la matrice (exacte) des pradsdalaires des vecteurs,
de bonnes approximations des coefficients de I'orthogsatidin de Gram-Schmidt
peuvent étre calculées en restreignant autant que pokssiskcision des calculs. L'al-
gorithme 12 introduit aussi des approximations de nombres rationrats ¢h phase
dite de proprification (voir en Section 6), et généralisesidintilisation des nombres
flottants dans le processus de réduction.

Dans le présent article, nous entreprenons de décrire cotndes techniques
d’analyse numérique interviennent pour élaborer des ilgoes efficaces de réduc-
tion de type LLL. Nous décrirons & un haut niveau le princip¢agorithme 2 ainsi
que les améliorations et extensions apportées depuis saamipoint. En particu-
lier, nous montrerons comment les calculs numériques appeopermettent de tester
rapidement et rigoureusement si une base donnée est Lliteélillard, 2007a).
Nous verrons aussi comment améliorer la qualité d’une baseréduite (Morelet
al., 2009a) pour un codt essentiellement indépendahtgdeB||. Ces travaux sont soit
récents soit en cours. Plutdt que nous attarder sur ledgitgtaehniques des preuves,
notre motivation est d’expliquer les principes généraunssacents. Il s'agit glo-
balement de restreindre et gérer la précision de calciudsnirétdiaires approchés en
nombres flottants, tout en conservant des résultats exacts.

Organisation de I'article. Dans la Section 2, nous présentons rapidement les réseaux
euclidiens et la réduction LLL. Ensuite, dans la Section @jsndécrivons le type

de techniques et de résultats d’analyse numérique qui peétre employés dans le
contexte de la réduction des réseaux. Dans la Section 4 pnéssntons un algorithme

de vérification qu’'une base donnée est LLL-réduite. Noustmas ensuite, dans la
Section 5, comment améliorer efficacement la qualité d'wasehk.LL-réduite. Enfin,
dans la Section 6, nous nous intéressons au calcul d'unelbhasetduite & partir
d'une base quelconque.

Travaux connexesDans (Koyet al, 2001b) et (Schnorr, 2006), Koy et Schnorr étu-
dient l'utilisation des algorithmes de Givens et de Housddroreposant sur I'arith-
métique flottante pour obtenir de bonnes approximationscdefficients de Gram-
Schmidt. Cependant, leurs résultats demeurent heurstiqRendre rigoureuses ces
stratégies est I'un des objectifs des travaux que nous salifgicrire. Par ailleurs,
d’'autres types d’améliorations algorithmiques de LLL ordt gproposées. Citons par
exemple (Schonhage, 1984; Storjohann, 1996; &iogl., 2001a). Notons que ces al-
gorithmes renvoient des bases de qualités (Iégeremendies par rapport a LLL
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pour obtenir des bornes de complexité meilleures. Le grasious-jacent consiste
a réduire le nombre d’opérations arithmétiques en tentartahsidérer autant que
possible des blocs de vecteurs consécutifs plutt que kabigse. Ces améliorations
ne sont pas du méme ordre que celles auxquelles nous noresBuAs ici. On peut
donc ainsi espérer pouvoir les combiner avec I'utilisatiercalculs approchés. Enfin,
de nombreux travaux (Schnorr, 1987; Schretral,, 1994; Schnorr, 2009; Garret
al., 2006; Gamat al,, 2008) améliorent I'algorithme LLL dans le sens ou la base re
voyée est de meilleure qualité (constituée de vecteurscpluigs et plus orthogonaux),
avec, en contre-partie, un codt plus élevé voire exporiektiee fois les techniques
d’analyse numérique bien intégrées dans I'algorithme LiLkera naturel d'essayer
de les adapter a ces extensions.

Notations. Tous les vecteurs seront en gras. Faute de contre-indi¢aib est un
vecteur, alors la notatiofib|| sera la norme euclidienne de Sib; eth, sont deux
vecteurs de méme dimension, alors nous notetbnd,) leur produit scalaire. 3
est un vecteur et un entier, nous noterorgk] la k-ieme coordonnée du vectelor
Si b est un vecteur de dimeniam et a et b sont deux entiers tels que < k; <
ko < d, alors la notatiom|[k; ..k-] fera référence au vecteur de dimensign- & + 1
constitué des coordonnées d'indiéesa ko du vecteub. Si B est une matrice (ou un
vecteur), alors sa transposée sera nétééPar défaut, la fonctiolvg correspondra au
logarithme en basg. Enfin, siz est un réel, alors la notatidn:| désignera un entier
le plus proche de (n'importe lequel s’il y a deux choix).

2. Introduction aux réseaux euclidiens

Dans cette section, nous introduisons la notion de LLL-c&édo d’'un réseau eu-
clidien. Les sections suivantes montreront comment véréraéliorer et atteindre une
LLL-réduction efficacement. Pour une introduction plusail&te aux réseaux eucli-
diens et a leurs problémes algorithmiques, nous renvoyansxemple le lecteur aux
premiers chapitres de I'ouvrage (Micciane@bal., 2002).

Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soientb,, ..., b; dansR™ linéairement indépendants. Le procédé de Gram-
Schmidt consiste a associer abxune famille de vecteurs orthogonabi définie
récursivement de la maniére suivante :

b,,b?
b7 = b, — 3" o b avec = od)
j

7<i

Nous appellerons coefficients de Gram-Schmidt des vectgutensemble deg; ;
(pouri > j) etdes|b}||%. Lorthogonalisation de Gram-Schmidt permet de quantifier
a quel point les vecteuts; sont orthogonaux : si les coefficierjjs; ;| sont petits, et
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si les longueurd|b?|| ne décroissent pas trop vite, alors les vectdyrsont plutot
orthogonaux.

Siles vecteurb; sont a coefficients entiers, alors les coefficients de Grahw®it
sont rationnels et peuvent étre calculés en temps polyhemid n etlog || B|| (voir
par exemple (Lenstret al., 1982) et (Erlingssoet al,, 1996)). Néanmoins, les numé-
rateurs et dénominateurs peuvent a priori étre des entiegs) de taille proportion-
nelle ad(log || B|| + log d). Ainsi, on préférera éviter autant que possible de calculer
exactement les coefficients de Gram-Schmidt.

\olume et minima d’un réseau

Soient L un réseau etq,...,by; € R"™ une base deL. La matrice de
GramG(by,...,b;) des vecteurd; est la matrice carrée de dimensidrdes pro-
duits scalaires deux a deux des: sii,j < d, on aG,; = (b;,b;). On définit le
déterminant du réseau pdt(L) = /det(G (b1, ..., b,)). Cette quantité ne dépend
pas du choix de la bade,...,b,; puisque les bases sont liées entre elles par des
transformations unimodulaires. Le déterminant est urriamdu réseau.

PuisqueL est discret, il existe un vecteur de\ {0} de norme euclidienne mi-
nimale. La norme d'un tel vecteur s’appelle le premier mimimdu réseau, et on la
note\; (L). On définit aussi les minima successifs du réseau :

Vi < d, (L) = min {R : dim(B(0, R) N L) > i}.

Alors que le déterminant du réseau peut étre calculé en t@migaomial, les
minima sont difficilement estimables précisément lorsqudiinension augmente :
approcher\; (L) & n'importe quelle constante prés est NP-difficile sous édsia-
tions randomisées (Khot, 2004). Le premier théoréme de dski fournit un lien
entre ces deux invariants du réseau. Le deuxiéme est unegigation impliquant les
minima successifs.

Théoréme 1 (Théoréemes de Minkowski)Soit L un réseau de dimensieh Alors :

d
ML) € V- (det L)Y et T[Ai(L) < Vd' - (det L),

i=1

La réduction LLL

La réduction LLL, du nom de ses inventeurs Arjen Lenstra,diiérienstra Jr. et
Laszlo Lovasz (Lenstrat al,, 1982), offre une alternative pratique aux théorémes de
Minkowski : une base LLL-réduitéb,,...,b,) peut étre obtenue en temps polyno-
mial, et les vecteurs la constituant satisfont des pragsigtoches des théorémes de
Minkowski.
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Soitd €]1/4,1]. Soientby, ..., b, € R™ des vecteurs linéairement indépendants.
On consideére leurs coefficients de Gram-Schmidt. Les veskgisontd-LLL-réduits
si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Pour tous > j, ona|u; ;| < 1/2.

2) Pour touti, on ad|[b7[|* < [Ib7y, [ + pfy ;107 1.
La premiére condition est appeléeclandition de propretéla deuxieme est laondi-
tion de Lovaszyui signifie qu’aprés projection sur I'orthogonal de I'espa&ngendré
parbq,...,b,_1, le vecteut; est quasiment plus court que le vectbyyr;. Ces deux

conditions impliquent que les longueljis; || ne peuvent pas décroitre arbitrairement
rapidement.

Théoréme 2 (Lenstraet al, 1982) Soientd €]1/4,1] et = 1/(6 —1/4).
Soit(by,...,bg) une basé-LLL-réduite d'un résead. Alors les propriétés suivantes
sont satisfaites :

1) Pour touti < d, on a||b}||? < a|b}, |

2) ||by|| < a®'(det L)'/

3) [ica llbill < o™ (det L).

Lenstra, Lenstra et Lovasz décrivent aussi un algorithme {lzenstrat al., 1982)
qui permet, a partir d'une base, ...,b; € R™ d’'un réseau, de déterminer une base
LLL-réduite de ce méme réseau. Cet algorithme, depuis édfmgorithme LLL,
s’exécute en temp® (d3nlog || B|M(dlog||B||)). L'algorithme de LLL-réduction
de Nguyen et Stehlé (Nguyen al., 2005), que I'on abordera en Section 6, admet une
borne de complexité d@ (d*nM (d)log || B||(d + log || B|)) (voir la discussion & ce
sujet en introduction).

3. Arithmétique flottante et analyse numérique

Nous introduisons ici les outils d’analyse numérique quisiseront utiles par la
suite. Grace au contexte d'arithmétique flottante stansi@edvoir (IEEE, 2008)), ces
outils sont rigoureux en ce sens que toutes les constartapparaissent peuvent étre
explicitées, et qu'ils donnent des majorations d'errewcéss. Pour des explications
plus détaillées, le lecteur intéressé pourra consultamiotent les chapitres 2, 4, 10
et 19 de I'ouvrage (Higham, 2002).

Une arithmétique flottante standardisée

Soitp > 0 un entier. Un nombre flottant de précisiprest un triplet(s, m,e)
ou le signes est dans{—1, 1}, la mantissen est un entier danfr—1 27 — 1] et
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I'exposante € Z est borné&. Le flottant représente le nombre réelm - 27, On
considére également gaest un flottant. La norme IEEE-754 a permis de standardiser
la représentation des flottants et les opérations aritlgunédtielémentaires sur ceux-ci,
pour deux précisions — la simple précision et la double préci— supportées par
une trés grande majorité de micro-processeurs. Dans leedasdibuble précision, le
triplet est représenté sur 64 bits, soit un ou deux mots macki la précisiop est

de 53 hits. On appelle doubles les flottants en double pofcigintre autres choses,
la norme spécifie que si le mode d’arrondi choisi est I'arrand plus proche, les
opérateurst, —, x, - sont conformes au modéle ci-dessous.

Modele flottant Si a et b sont deux doubles et si op {+, —, x, +}, alors la valeur
renvoyée par I'opération opb est le double le plus proche (celui de mantisse paire
en cas d’ambiguité) de la valeur exactepb. De méme, siz est un double, alors
I'opérateur,/a renvoie le flottant le plus proche de la valeur exagte

Pour distinguer I'opérateur flottant de I'opérateur exaotjs noterons op b pour
I'opération exacte et(a opb) pour I'opérateur flottant. Le modéle flottant s’étend
naturellement a toute précisign Nous appelerons ulpuit in last placg la quan-
tité 277, Siz est un nombre réel et que I'on connaft:), alors nous dirons que est
connu a l'ulp pres. La généralisation du modéle flottant detquécisionp est plus
contraignante que le modeéle suivant, trés utilisé en aaalysérique.

Modele numériqueSia etb sont deux flottants de précisipret si ope {+, —, x, +},
alors|o(a opb) — (aopd)| < 277 - |a opb|. De méme, on & (/a) — /a| < 277 .
Val.

Ces deux modeles sont définis rigoureusement et permettétédir des preuves
complétes de bornes d’erreurs. lls sont fidelement impbapét la plupart des pro-
cesseurs pour la double précision, et par plusieurs hiitdloptes pour des précisions
arbitraires, dont MPFR (Fouss¢al,, 2007).

Orthogonalisation de Gram-Schmidt et factorisation QR

Si I'on utilise une arithmétique rationnelle, I'algoritlent’orthogonalisation qui
dérive directement de la définition de I'orthogonalisatienGram-Schmidt de la Sec-
tion 2 fait intervenir des numérateurs et des dénominatéergrandes tailles. Afin
d’éviter de colteuses manipulations en multiprécisiopstlnaturel d’essayer de se
contenter d’'approcher les nombres rationnels en utilisaetarithmétique flottante,
si possible (suivant la taille de la base en entrée) avecubldgrécision. L'orthogo-
nalisation de Gram-Schmidt a été trés étudiée en analysénmue (Higham, 2002),
elle est en effet un passage incontournable pour résouslprddlémes de moindres
carrés.

2. Ici, pour simplifier, nous ne prendrons pas en compte le fait que dsamut soit borné, et
supposerons implicitement qu’aucun dépassement de capacitéwviénter
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L'orthogonalisation de vecteurs linéairement indépetslbn ..., b; € R™ cor-
respond a la factorisation QR de la matrice d dont les colonnes sont I&s. Soit B
une matricer x d de rangd. Cette matrice se décompose de maniére uniflee QR
avec@® € R™*? constituée de vecteurs colonnes orthonormauk et R4*¢ trian-
gulaire supérieure avec des coefficients diagonaux pmsités colonnes dé cor-
respondent aux vecteub$/||b; ||, on a aussj|b; || = R;; et u; ; = R;:/R; ; pour
tousi > j.

Pour calculer la factorisation QR d’'une matrice, on utiliselus fréquemment
les algorithmes de Householder, Givens ou Gram-Schmidififéo€es algorithmes
ont des propriétés numériques similaires. Nous donnon&iglee 1 une description
de lalgorithme de Householder. Quand l'algorithme ested@vec une précision
de calculp constante on not& I'approximation deR obtenue. Si I'on considére le
facteur R de la factorisation, ces algorithmes sont statdes le sens inverse. C’est-
a-dire I'approximationR calculée est le vrai facteur R d’'une matriBeproche de la
matrice B donnée en entrée. Par exemple, pour 'algorithme de la Eiguon a le
résultat suivant.

Théoréme 3 Soit B ¢ R"*< une matrice de rang donnée en entrée a I'algorithme
de la Figure 1. Supposons que les calculs soient flottantffeatteés avec une pre-
cisionp telle que30d(n + 9)277 < 1. Soit R € R¥* |a matrice renvoyée. Alors il
existe une matric€) €~R”Xd de colonnes orthonormales telle que les colonnes de la
matriceAB = B — QR satisfassent les relations suivantes :

Vj < d, ||Ab;|| < 30d(n + 9)277 - ||b;]|.

Pour ce théoréme classique le lecteur se référera par exemaprhéoreme 19.4
de (Higham, 2002). Les constantes sont calculées explieité dans (Changt al,,
2009). Surtout d'un point de vue pratique, elles permettienborner les erreurs trés
précisement. Des théorémes analogues peuvent étre @milnlile calcul du facteur R
par I'algorithme de Givens ou de Gram-Schmidt modifié.

Pour obtenir des termes explicites dans le Théoréme 3,vienide préciser exac-
tement comment les opérations flottantes sont effectuébétape 3 de I'algorithme,
on commence par calculer le carré de la norme du vecteurfectudnt la somme
des carrés des coordonnées du plus grand indice vers le gliis-goour réutiliser
I'avant-derniere somme de carrés a I'étape 4 — puis on peeratine du résultat. La
multiplication par le signe de[1] peut sembler anodine, mais elle est cruciale pour
garantir la stabilité inverse de I'algorithme. Le numéuatapparaissant a I'étape 4 a
été calculé a I'étape 3 : on réutilise cette valeur. A I'ét&pen commence par effec-
tuer le produit scalaire'r ;[i..n] (en calculant séquentiellement la somme impliquée),
puis le reste des calculs se fait coordonnée par coordonnée.

Pour justifier du fait que la matric& calculée soit proche du facteur R de la
matrice B donnée en entrée, le Théoreme 3 doit étre complété. Cetkapt® de
R et R n'est d'ailleurs en générale pas vraie : I'algorithme de s@holder n'est pas
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Entrée : Une matriceB € R™*<,
Sortie ; Une matriceR € R4*9,

1. R:=B. Pouri del ad, faire

2. r:=r4fi..n],v:=r.
3. s:=sign(r[1]) - Hry.
4. VA== 05T /() + 9).
5 vi=—=~_—.v
s-v[1]
6. Pourj dei ad, faire
7 r;[i.n] =r;[i.n] — (V'r;[i.n]) - v.
8. Renvoyer leg premiéres lignes d&.

Figure 1. L'algorithme de Householder.

stable dans le sens direct. Pour que ce soit le cas, il suffitagmatriceB soit « bien
conditionnée » vis-a-vis du facteur R. Cela signifie que & omatriceB’ est proche
de B, en un sens qui doit étre précisé, alors les facteurs R éeB’ sont proches.
Cette propriété est généralement établie par une étudertdeladion (voir (Higham,
2002, 819.2) et les références qui y sont données). ChaelléSit Villard (Chang
et al, 2009) montrent que si la matrid@ est LLL-réduite — méme pour une LLL-
réduction affaiblie, alors la propriété est vérifiée.

Théoréme 4 Soienty € [1/2,1[,6 € [0,1 — n[ ets €]n?,1[. Soit B € R"*4 de
rangd dont le facteur R satisfaji?; ;| < nR;;+0R; ; €t0R}, < R}, + R}, ;11
pour tousi < j. On considére > 0 tel que6nd>/2pt! . ¢ < 1 o0

p=1+n+0) (977+ \/(1+92)5—772)/(5—772)-

SiAB € R"*? est telle que pour touton ait ||Ab;|| < e- ||b;||, et siR + AR estle
facteur R de la matricé3 + AB, alors :

Vi <d, ||Ar;|| < 10ndp’e - R; ;.

Le théoreme exprime qu'une base LLL-réduite est bien cardite en ce sens
que la perte de précision qui résulte diirest essentiellement linéaire dnc’est-
a-dire indépendante deg || B||. Sous les conditions d’application du théoréme, on
obtient qu’une perturbation par colonnes de la matBaentraine une perturbation du
facteur R bornée par colonnes. Notons que le Théoréme 3 stabidité inverse de
I'algorithme de Householder affirme que la matrige- A B dont R est le facteur R est
une perturbation par colonnes de la matri¢€lonnée en entrée. Les deux théorémes
peuvent ainsi étre combinés pour fournir un résultat delgéabtans le sens direct.
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Dans (Changet al,, 2009), il est démontré que pour une base perturbée qui n'est
pas réduite, le nombre de bits de précision perdus lors duladl facteur R peut étre
de l'ordre de

R
d +log H %
j<d Jj+1,7+1

Rj ;> Rjy1,541

Cette propriété signifie qu'essentiellemésyg R; ; — log R;11 ;11 bits de précision
sont perdus a chaque fois que le coefficient diagonal dudfa&@écroit. Si la condi-
tion de Lovasz est satisfaite, on retrouve bien que le nohblats de précision perdus
estO(d).

En prenany = 0 ety = 1/2 on voit que I'hypothése du Théoréme 4 sur la ma-
trice B est plus faible qu’'une hypothése de LLL-réduction. Cetiblissement de
I'hypothése a été choisi pour donner une certaine cirdéla résultat : si la ma-
trice B satisfait les hypothéses avec des parametrést §, alors la matrice pertur-
béeB + AB satisfait les hypothéses pour des parameéjfes n + O(1)p%e, 0’ =
0 + O(1)pe etd’ = § — O(1)p%e. En prenant décroissant exponentiellement avec
la dimensiond — ce ce qui correspond a choisir une précision linéaird pour les
calculs flottants, alors cet affaiblissement des facteats gtre rendu arbitrairement
petit. Cette circularité du Théoréme 4 fournit notammerg notion de «réduction
numeérique » qui se conserve de maniere itérative.

Par ailleurs, une bade,...,b,; dont la matriceB correspondante satisfait les
hypothéses du Théoréme 4 a des propriétés semblables asxtdsréduites.

Théoréme 5 (Changet al, 2009)Soient) € [1/2,1[,6 € [0,1 — n[ etd €]n?, 1].
Soientby, ..., b; € R™ linéairement indépendants. Supposons que le facteur R cor-
respondant a la matrice dont les colonnes sonblesatisfasse les condition®; ;| <

nRi; + 0R;; etéR?, < R}, . + R?_, ., pour tousi < j. Nous dirons qu'une

1,0 =

telle base estd, n, 6)-LLL-réduite. Si on pose = 1 + /(1 + 62)5 — n2/(5 — n?),
alors :

1) Pour touti < d, on al|b}||* < oz||b;*+1||2_
2) [lby| < a1 (det L)1/,
3) [Lica lIbill < o™ det(L).

Nous illustrons la différence entre (&, n, 0)-LLL-réduction et la(d,, §)-LLL-
réduction a la Figure 2. Le dessin de gauche correspond aramptef nul, alors
que le dessin de droite correspond a un parangét@n-nul. Dans chaque dessin, le
vecteurb,; est fixé et la baséb,, b,) est réduite si et seulementtsi est dans une des
zones hachurées. Le Théoréme 5 (a comparer au Théoremenifiesigie du point
de vue des propriétés impliquées par les conditions de tiédud est suffisant de
s'intéresser & la notion affaiblie dé, n, 6)-LLL-réduction.
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Figure 2. Comparaison entréd, n, 0)-LLL-réduction et(d, n, §)-LLL-réduction.

.

/)

Orthogonalisation de Gram-Schmidt et factorisation de dhasky.

Soit G € R%*? une matrice symétrique définie positive. Alakss’écrit de ma-
niere unigue sous la form& = R'R avec R une matrice triangulaire supérieure
a coefficients diagonaux positifs. Cette décompositiopsde la factorisation de
Cholesky. Celle-ci est reliée a la factorisation QR, et darrthogonalisation de
Gram-Schmidt, de la maniére suivante. SBitc R"*¢ de rangd et B = QR sa
factorisationQR. Alors BB est symétrique définie positive et sa factorisation de
Cholesky esBB‘B = R'R. Ainsi, siby,...,b; € R™ sont linéairement indépendants,
leurs coefficients de Gram-Schmigt; et ||b; || peuvent s'obtenir par le calcul de la
factorisation de Cholesky de leur matrice de Gi@f,, ..., b,).

Dans (Nguyeret al, 2005), Nguyen et Stehlé utilisent I'algorithme de la Fey8r
pour calculer les coefficients d'orthogonalisation de Gi&echmidt a partir de la ma-
trice de Gram exacte. Notons qu’afin de ne pas introduire ciegaarrée, c'est en
fait une décompositiod.U de la matrice de Gram. De méme que pour l'algorithme
de Householder, il convient de lever les ambiguités lordqueutilise des opérations
flottantes. Dans ce cas, a I'étape 3, la somme est calcul@ersi@z]lement.

Le résultat suivant correspond a une analyse d’erreur @ssenks direct sous I'hy-
pothése que la base d’entrée $dity, 0)-LLL-réduite.

Théoréme 6 (Nguyenet al, 2005)Soientn € [1/2,1] etd €]n?, 1]. Soientd vec-
teurs linéairement indépendartts, ... by € R™ ety; ; les coefficients de leur or-
thogonalisation de Gram-Schmidt. Supposons que les vsdtesoient(d, n, 0)-LLL-
réduits, et que leur matrice de Gram soit connue a I'ulp pfgpposons également
que les calculs soient flottants avec une précigiajui satisfassel?~v?27776 < ¢,

avecy = “;fi):je ete €]0,1/2]. En notantA||b |2 et Ay, ; les différences entre les
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Entrée : Une matrice de Grart/(by, ..., b,) € R¥? (symétrique et définie positive).
Sortie : Des coefficientss; ; et ||bf||* pouri > j.

1. Pour; del ad, faire
2. Pourj del ai, faire :
3 ti =G — S0y ti kb k-
4. i =ti,j/tj;-
5 EiI:ti,i.

6. Renvoyer leg; ; et lest;.

Figure 3. L'orthogonalisation de Gram-Schmidt & partir de la matride Gram.

gquantités exactes et celles renvoyées par I'algorithmeadédure 3 en précisiomn,
alors on a pour toug < i :

Ab3[|* < 8dr727P - [|b}||* et |Ap; | < 32dy727P.

Le Théoréme 6 est analogue a la combinaison évoquée pludihdatéoreme 3 et
du Théoréme 4. Il pourrait étre formulé avec une propriétéicilarité semblable a
celle que nous avons observée pour le Théoréme 4. En pramaptécisiorp linéaire
en la dimensionl, on peut faire en sorte que les coefficients de Gram-Schraidt¢
Iés satisfassent les mémes propriétés de LLL-réductioragbase d’entrée, avec un
affaiblissement des parametres arbitrairement faibles@eérer la matrice de Gram
exacte dans le Théoréme 6 implique cependant une différprasgt a I'erreur directe
sur les coefficients de I'orthogonalisation. Nous allongde ci-dessous.

Comparaison entre I'approche factorisation QR et I'apptoe matrice de Gram

D’un point de vue général, les deux approches sont sinslalres algorithmes
en question sont stables dans le sens inverse, et le faieqummbkes données en en-
trée soient LLL-réduites garantit que le conditionnemeitttsorné indépendamment
de||B||. Relativement a ce dernier critere, les algorithmes sont dtables dans le
sens direct.

Concernant les entrées requises par les deux approchestdaigation de Cho-
lesky est appliquée a la matrice de Gram exacte de la baspoSams que la base
soit modifiée au cours de I'exécution d’un autre algorithomanme dans le cas d’'une
LLL-réduction, et que I'on ait besoin de calculer des codadffits de Gram-Schmidt
régulierement. Alors toute opération sur la matrice de kelmboit étre effectuée pa-
rallelement sur la matrice de Gram, et par exemple quandskaréconsidéré est a
coordonnées entieres, cela peut considérablement augmenodt de I'arithmétique
entiéere.

Pour ce qui est du nombre d’opérations effectuées, on peftievévoir (Higham,
2002, Chap. 19)) que I'algorithme de Householder fait ieair de I'ordre dend? —
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§d3 opérations flottantes, alors que I'algorithme de la Figues &ffectue de I'ordre
de %d?’. Ainsi, de ce point de vue, ce dernier est substantiellempegférable. En
contrepartie, la précision requise a priori (en appliqiesirhéorémes 4 et 6) par l'al-
gorithme de la Figure 3 est essentiellement le double de mdluise par I'algorithme
de Householder. En effet, observons les constgntsy des Théorémes 4 et 6. Les
précisions requises sont asymptotiquement linéaires dimlansiond, et les coeffi-
cients de proportionalité sohtg p etlog . Sile facteud du Théoréme 4 et le factear
du Théoréme 6 tendent tous les deux M@ralors on voit quey ~ p?. Cela signifie
que l'algorithme de la Figure 3 requiert une précision emvidouble de I'algorithme
de Householder. Schnorr arrive a la méme observation dahsi¢®&, 2006), pour en
déduire que I'algorithme de Householder est numériquempiérable. Cette diffé-
rence n'a pas d’importance en pratique pour les petitesrtbinas quand la double
précision n’induit pas ou peu de surco(t, mais cela peutrdes@nificatif quand la
dimension est telle que la double précision ne suffit pluschaix de I'approche QR
ou par matrice de Gram doit cependant tenir compte de toasfexts, et notamment
du point suivant.

Les deux approches difféerent structurellement du pointwede I'erreur directe
sur les coefficients de Gram-Schmidt. Dans les deux caseliesur le terméib; ||
est relative. Par contre, dans le cas de la factorisationhd#e8ky, I'erreur portant
sur p; ; est absolue, alors qu'avec la factorisation QR I'erreutgrarsuryu,; ; peut
étre proportionnelle &; ;/R; ; = [|b;||/||bj]|. Cela ne provient pas d'une faiblesse
de 'analyse, mais semble intrinseéque. Par exemple soit

1 1
pon=]11]

Pour e petit considérons la perturbatid suivante deB ainsi que sa décomposi-
tion QR

§:|:1 i}:éézé[é 1—|—T6:|_"_O(€2)7

€ r—e
ou I'elementR; » correspond a

_ (bi,ba) _ 14re
CHEE

2,1 =1+re+O(?).

On constate que le calcul du produit scala(ﬁe, 52> induit le terme d’erreure. En
choisissantr, ce terme peut étre rendu arbitrairement grand depant = 1. En
revanche, la matrice de Gram associge est

oot |1 1
G(bl,bg)—RR—|:1 1+T2:|’

et, méme avec une perturbation €raucun terme en ne sera impliqué dans le cal-
cul du terme hors diagonal lors de la factorisation de Clkgld<e fait que la matrice
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de Gram soit connue «exactement» (a l'ulp prés) — et par qoesé les produits
scalaires — dans les hypothéses du Théoréme 6 et dansitlafger.? (voir en Sec-
tion 6), est un élément important de I'analyse de Que I'erreur portant sur lgs; ;

ne soit pas absolue dans le cas de I'algorithme de Househiigdique que I'on ne
puisse pas toujours vérifier que la base &dit), 0)-LLL-réduite. C’est la raison pour
laquelle le facteur de réductigha été introduit au Théoréme 4. Pour autant que la
matrice de Gram soit connue avec une bonne qualité numétmuesultat du Théo-
réme 6 semble donc plus facilement exploitable dans le gtk la LLL-réduction.

4. Certifier gu'une base est réduite

Nous nous placons dans le contexte ou le calcul approchdikst dans un al-
gorithme pour calculer un résultat ou une propriété exaifie. d’'assurer que l'al-
gorithme soit correct, une précision suffisante pour lesutslpeut étre déterminée
a priori en fonction des dimensions et de la taille des estr€&st par exemple le
champ d'application des Théorémes 4 et 6.

Il existe cependant de nombreuses situations ou la préaséast pas compléte-
ment maitrisée. C'est bien sdr le cas du calcul purement riqo& C’est aussi le
cas ou — par souci d'efficacité — la précision est volontadneiniimitée, et que I'on
transforme un algorithme correct en heuristique. Nous néigsons par exemple aux
différents modes d’exécution dé (Stehlé, 2009). Cela peut étre le cas aussi quand on
cherche a déterminer une précision suffisante de manié@ndgne, en augmentant
progressivement la précision des calculs. Dans toutestoaiens se pose la question
de certifier un résultat ou une propriété, c’'est-a-direrd’@ertain que la précision uti-
lisée ait été suffisante. Le certificat doit étre rapide p@upas pénaliser I'algorithme
dans lequel il est appelé, ou I'heuristique qu'il compléte.

Cette certification — ou preuve — de quantités ou de proprigsé I'objet ducal-
cul auto-validanta la Rump (Rump, 2005) que nous appliquons ici au test de LLL-
réduction. La standardisation IEEE (voir Section 3) perdetiévelopper des certi-
ficats de propriétés ou des algorithmes de calcul de bormesedt qui utilisent uni-
quement le calcul flottant. Ces derniers peuvent se révélen@me ordre de co(t
que le calcul numérique, et donner des réponses satisiesspaur une large plage
d’entrées. Le lecteur pourra se référer par exemple a OidRump pour vérifier la
solution d’'un systéme linéaire (Oisht al, 2002), ou & Rump pour vérifier qu'une
matrice est définie positive (Rump, 2006).

Nous exposons ici les principes du certificat de LLL-rédutiproposé dans Vil-
lard (Villard, 2007a) qui s’exécute émd? + 12 d* + O(nd) opérations flottantes. Sui-
vantd etn, ce certificat ne colte donc qu’entre quatre et neuf fois glisn calcul
de R par factorisation QR numérique de type Householder, et anr@mps négli-
geable dans un algorithme de LLL-réduction. Si la base emtemst réduite alors le
certificat retourne « oui » en général. Sila base n’est pastegau si la précision flot-
tante utilisée par le certificat n’est pas suffisante redatignt aux dimensions et aux
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propriétés numériques de la base, alors le certificat netowdécision impossible ».
Ainsi, le certificat peut ne pas aboutir mais ne renvoie jardairéponse erronée. Nous
avons vu que la réduction se définit a partir des coefficiemt®dhogonalisation. Le
certificat se décompose en un calcul de bornes d’erreursesutlerniers, puis en la
combinaison de ces bornes pour prendre une décision.

Bornes d’erreur pour le facteur R de la factorisation QR

Etant donnée une matride ¢ R"*4 de rangd, et une matrice triangulaire supé-
rieure inversibleR € R?*<, on se pose la question de borner la distance éhttle
facteur R deB par le calcul d’'une matricél € R?*< qui vérifie|[R — R| < H|R|.
Les valeurs absolues et I'inégalité — ici et dans ce qui sadnt prises coefficient par
coefficient. La matricéd fournit donc une borne diteomponentwisqui, si R est le
résultat d'un algorithme approché de factorisation QR ndomne borne sur I'erreur
directe de l'algorithme. Lintérét de I'approche — c'estuwedu calcul auto-validant
— est de s’appliquer indépendamment de la fagon dast calculé€. Pour que la
borne d’erreur soit intéressante elle doit se fonder suanadyse de perturbation fine.
En étendant celle de Sun (Sun, 1992) nous arrivons au résuiant.

Théoreme 7 (Villard, 2007a)Soit B € R"*¢ de rangd et R € R?*? son facteur R.
SoitR € R**? une matrice triangulaire supérieure inversible et posons

G=|(R)'B'BR' — 1.

Alors, si le rayon spectrab(G) de G (plus grand module de valeur propre) vérifie
p(G) < 1l,ona:

|AR| = |R — R| < triu (G(I — G)™") |R|

outriu(M) d’'une matriceM est sa partie triangulaire supérieure.

Remarquons que ce théoréme donne une borne qui va dépermglet de la matrice?
effectivement calculée. Il va ainsi conduire en général aardsultats meilleurs que
ceux qui pourraient étre déduits des bornes de perturbatiguire et en norme des
Theoreme 4 et 6. Afin de développer un algorithme de calculedeeur a partir du
Théoréme 7 on voit qu'il faut aussi manipuler I'inversion matrices, puisqué—!
et(I — G)~!interviennent. En s’inspirant de Oishi et Rump (Oishal., 2002) nous
montrons que I'on peut se ramener au cas de l'inversion deaestde type — M.
Sip(M) < 1, alorsI — M est inversible et on peut utiliser que

IM]1%,

(= M) < T+ M|+ 1 2
1—|[M]|o

3. Voir les observations de Rump (Rump, 2005) quant a une analysetpamlles directe qui
serait trés peu productive dans notre contexte.
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aprés développement en série, et blest la matrice dont tous les coefficients
sont égaux al avec les dimensions appropriées (Villard, 2007a). Notons q
puisque p(M) < |M] pour n’importe quelle norme matricielle consistante
(voir (Higham, 2002, Chap. 6)), tester l'inversibilité de- M peut se faire en testant
Si || M|l < 1. Vérifier les hypothéses du Théoréme 7 et majorer I'erreuasene
ainsi essentiellement a majorer des additions, des pmduitdes normes infinies de
matrices.

Calcul des bornes d’erreur sous le standard IEEE

Grace au standard IEEE, on peut utiliser le changementaiidimpour majorer
des expressions arithmétiques en utilisant le calcul erbnesrflottants. Par exemple,
poura etb deux nombres flottants, une bornesur|a opb| ot op € {+, —, x, =}
peut se calculer a I'aide du (pseudo-)programme

fixer-arrondi(haut);
fixer-arrondi(bas);

7 :=o(a 0pb);

r:=o(aopbd); r:=max{|F,|r|};

ou linstruction fixer-arrondi détermine le mode d'arrondi pour toutes les ins-
tructions qui suivent jusqu’a un prochain appel. Powt b vus comme des réels, le
flottant — donc réel + est une borne rigoureuse sur le résultat de op. Cette déenarch
s’étend aux opérations scalaires et matricielles dont avoss besoin (Rump, 2005),
et, a partir du Théoréeme 7, nous permet obtenir un programenenajoration

de |AR| en calcul flottant. Son codt, étant donné@st R au format flottant, est
de6nd? + 4d® + O(nd) opérations (Villard, 2007a).

Certificat de LLL-réduction

Une basdb;, ..., by) par exemple dang™ dont on veut tester la LLL-réduction,
correspond une matride a coefficients flottants. Afin de prendre en compte la conver-
sion du domaine de la base vers les flottants, il faut intredum petit intervalle d’in-
certitude autour dés. Le certificat — alors purement numérique — consiste a : t&lcu
une approximationz du facteurR de B ; appliquer les résultats ci-dessus pour cal-
culer une matrice? telle de|R — R| < E; tester la réduction & partir des valeurs
approchées et de la borne d’erreur. Il nous reste a voir ceatgroint. Une valeur ap-
prochée et une borne d’erreur donnent un encadrement déela exacte inconnue.
On peut donc éventuellement certifier(fan, 6)-LLL-réduction en testant si les in-
égalités de la définition du Théoréme 5 sont vraies, a pasieticadrements calculés.
Par exemple, en se fondant & nouveau sur le changementmadada condition de
Lovasz

\/5 - (Ri,i+1/Ri,i)2 R < Riy1,i41
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peut s’écrire (en supposahflottant) :

fixer-arrondi(haut); ¢;:= O(Em + E;.);
fixer-arrondi(bas); ;41 := O(Eiﬂ,iﬂ —Eiy1i41);

ti=o (ool Riisa] — Eiisn)/ti)? = 8)
fixer-arrondi(haut); t:= —t; t:=o(\Vt xt;);

t < tipr?

De nombreuses questions doivent étre prises en compte tupranotamment pour
I'utilisation de fonctionnalités rapides en algébre linéaNéanmoins le surco(t par
rapport au calcul dé&” est avant tout celui d'une orthogonalisation, ce qui condui
un codt global d&nd? + 12d3 + O(nd).

Nous nous référons a (Villard, 2007a; Villard, 2007b) poas désultats expéri-
mentaux du calcul d’erreur et du certificat. En pouvant fiertia réduction de bases
pourd = n jusqu'a300 (de type sac a dos, voir (Nguyest al, 2006)) avec des
flottants double précisiorp(= 53 bits), nous montrons la pertinence de I'approche
en comparaison des bornes théoriques comme celles destfeor4 et 6. Etudier
de maniére plus générale, en fonction des dimensions, ¢isfre suffisante afin que
le certificat détecte systématiquement les bases rédaeits cependant une question
entiere.

5. Améliorer la réduction d’'une base réduite

La qualité d'une base LLL-réduite dépend de la valeur desmatres de réduction
choisis (voir Théoréme 5). Le factear— fonction ded, 7, etf — guide les longueurs
respectives des vecteurs et en particulier, plus la valetiedt proche dé, meilleure
est la réduction. Toutefois, I'analyse dans le pire casalgdrithme LLL indique que
choisir une valeur élevée podrrend le processus de réduction plus lent, le nombre
d'itérations depend en effet deg, , || B|| (Lenstraet al,, 1982). C'est pourquoi La-
Macchia (LaMacchia, 1991, p70), reprenant une idée de Dakalgroposé de pro-
céder a la réduction de maniére progressive. L'idée estedt®fer la majeure partie
de la réduction lors d’'un premier passage de l'algorithmé& Blec des parameétres
(00, 10, o) qui permettent une réduction rapide, mais n’assurent guiuralité mo-
dérée en sortie. Puis I'algorithme LLL est & nouveau empfayécette base, qui est
donc déja LLL-réduite, mais avec des parametres plus dgnamats(dy, 71,61). Les
paramétres$dy, 1o, 6) et (41,71, 61) définissent deux facteurs eta; dans le Théo-
reme 5, ety; < g signifie que la réduction est plus forte.

On s'intéresse ici au deuxieme passage de I'algorithmealtelé savoir que la
base en entrée du deuxieme appel a LLL est LLL-réduite domseirformations
sur le comportement des longueurs des orthogonalisés dm-&camidt qui per-
mettent d’accélérer la réduction. Nous présentons ici gardhme qui effectue cette
deuxiéme réduction, dont la borne de complexité, de mémesexy total que LLL,
dépend quasi-exclusivement de la dimensidgat donc moins de la tailllg || B|| des
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entrées). On noté(d, n, 3) le colt général de la réduction d’une baseldecteurs
deZ™ tels ques = log || B||, avec calcul de la matrice de transformation. Afin de sim-
plifier I'écriture de I'estimation de complexité, on supposici que le nombré de
vecteurs n'est pas trop petit devant savoir quel = Q(log n). Sans cette hypothese,
des termes ed + log n apparaissent.

Théoréme 8 (Morelet al,, 2009a)Soit B € Z"*¢ une basedy, 7, 6 )-LLL-réduite
avec comme premier jeu de parametres

no € [1/2,1], 6 € 0,27 D[, 5o €]nd, 1].
Pour 'amélioration de la qualité, soit le jeu de paramet@ble
m €]1/2+27°@D 1], 6, €]Q(1),1 —m], 61 €]n?, 1 — 279,

Alors il existe un algorithme qui calcule &L (d, n, d) + ndM(d)log || B||) opéra-
tions élémentaires une ba&®, 71, 61)-LLL-réduite du réseau engendré pBr

Nous allons voir que le colt donné pour I'ameélioration dedduction a partir
de B, correspond essentiellement au colt d’une réduction LLir pae bases telle
quelog || B|| = O(d) (donnant lieu au terme efi(d, n, d)), avec un produit addition-
nel deB par une matrice x d. Il est requis qué, soit raisonnablement petit afin de
pouvoir borner efficacement la norme de la transformatiaes&aire pour réduire la
base. Les parametres optimax = 1,7, = 1/2 etf; = 0) ne peuvent étre atteints
gu’avec une relaxation liée a la précision, linéaireieuntilisée dans I'algorithme. De
plus, la mise a I'échelle employée dansées généra{voir ci-dessous) rend nécessaire
de restreindre d’'avantage le champ des valeurs de

Description de I'algorithme

Sil'on tronque les données en entrée, nous avons vu quéysnde perturbation
de R donnée au Théoréme 4 indigue une perte de précision alin#aire end pour
une base initialement réduite. Cela nous permet d’applituprincipe suivant. On
approche la base d’'entr@® ((do, 70, 6o )-LLL réduite) par une bas® d’'un réseau
proche de celui représenté pAr en ne gardant que lé¢s= O(d) premiers bits de
chaque vecteur dB. C'est-a-dire que I'on a

b; = 2¢[27‘b; |, etdonc :||b; — b;|| < 27°@||b,]|.

Puis les colonnes de sont mises a I'échelle (voir ci-dessous), afin que les vestel
la baseB ainsi formée soient de normg8(?) (on rappelle I'hypothésé = Q(log n)).
L'algorithme LLL est alors appelé sur cette baBeavec des paramétrés, n, 0) lé-
gérement plus forts que les parametres cibdesn,, 01 ). L'utilisation de parametres
«plus forts » est nécessaire ici car la qualité de la rédustioétre affaiblie par I'uti-
lisation du Théoréme 4 pour revenir au réseau initial. Cid¢raiére étape s'effectue
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en rétablissant les differences d’échelle a partir de lesfaamation unimodulairé&’
qui correspond a LLL aveB en entrée. Cela fournit une matrice de transformation
qui est finalement appliquée a la base initiBle

Entrée : Une basddo, 1o, 6o )-LLL réduite B d'un réseau L
et des paramétres ciblés;, 71, 01).
Sortie : Une bas€di, 71, 61)-LLL réduite du réseau L.

1. Approcher les coefficients d@ pour former la basé.

2. Mettre a I'échelle les coefficients cﬁepour former la basé.

3. LLL((;’,,,@(E), dont calcul de la transformatidn, avecs > &1, 7 < 71 eté < 6.
4. Mettre a I'échelle les coefficients @épour obtenir la transformatiofi.

5. Renvoyer la basBU.

Figure 4. Algorithme améliorant la réduction d’une base réduite.

B troncature B mise a l'échelle E
(0, 10, Bo) (60, 770, 00 (80, 770, 00)
BU propagation EU mise a l'échelle é[/j

(517771’91) ((5,7],5) (577759)

Figure 5. Les différentes étapes de I'algorithme de la Figure 4

Mise a I'échelle

Dans le but de diminuer la contribution en la taille des esgr#u colt de la réduc-
tion, on ne conserve d'abord que B%d) bits les plus forts des vecteurs depour
former la matriceB. On remarque que la réduction n’est pas perdue &)Lqui est
(60, Mo, B0)-LLL-réduite. Comme on souhaite effectuer la réduction’é@pe 3 plus
rapidement que dans le cas général de la réduction, on erediite a une mise a
I'échelle des coefficients pour obtenir des entiers de lengQ(d). On distingue alors
deux cas : dans leas dit génériqueou tous les vecteurs sont de tailles similaires, plus
précisement

Wi bill > 279 - max |Ibl,

cette mise a I'échelle consiste a diviser tous les vectearsipe puissance decom-
mune pour obteniB possédant les mémes propriétés de réduction. Daraslgéné-
ral, il est nécessaire d'adapter la mise a I'échelle a |a tadkedifférents vecteurs tout
en conservant une structure de base similaire a celle dséadarigine.
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Cas générique

Dans le cas générique, tous les vecteursBdétant de méme magnitude, il est
possible d’effectuer une mise a I'échelle globale en divisaus les vecteurs par une
méme puissance de Il n'y a ainsi aucune perte d’information entfeet B. Puisque
maintenant on &g || B|| = O(d), le colt de la réduction dB, qui peut s’effectuer en
utilisant n'importe quelle variante de I'algorithme LLLerdépend que de la dimen-
siond. On peut établir que les coefficients de la transformatiagui en découle sont
de taille29(?) . Ce dernier point se fonde sur les propriétés données audinéd qui
permettent de majorer les coefficients de la base avant & &préduction. On peut
aussi remarquer que ces mémes propriétés permettent deemgaljgs efficacement
le nombre d’itérations effectuées par I'algorithme LLL sune base déja réduite. On
relie pour cela les longueurs des orthonogalisés, avaptrés aéduction, aux minima
successifs du réseau.

Comme tous les vecteurs dzont été divisés par une méme puissance geur
former B, utiliser U = U est suffisant pour qu&U soit (4,7, 0)-LLL réduite. La
transformatiorl/ est alors appliquée a la base initiale. La borne sur sa felimet de
prouver queBU et BU sont suffisamment proches pour que I'analyse de perturbatio
de la factorisation QR (Théoreme 4) permette de garantédaction deBU a partir
de celle deBU.

Cas général

Dans le cas général les magnitudes des différents vecteukept étre trés va-
riables. Il peut s’avérer impossible de diviser 'ensend®s vecteurs par une méme
puissance de, pour obtenir des vecteurs de norfé(?), tout en conservant suffi-
samment d’'information de réduction. Par exemple, il se rpaugue méme le rang ne
Soit pas conserve.

Toutefois, comme la bage fournie en entrée est LLL-réduite, on sait que les vec-
teurs de la base sont relativement proches en longueur tlesgjonalisés de Gram-
Schmidt. Or, dans une base LLL-réduite, on sait aussi quédeotssance de la lon-
gueur des orthogonalisés est bornée. Ainsi une grandeigari@dans les magnitudes
des vecteurs indique une croissance par paliers des lorgydes orthogonalisés. On
peut tirer parti de ce dernier aspect, puisque Bgscroissants vérifient la condition
de Lovéasz pour toute valeur de On repére les limites de ces paliers de croissance
des longueurs : les points a partir desquels les longuesrsrtieogonalisés ne redes-
cendent pas jusqu'au niveau qu’elles avaient atteint jdguFigure 6, a gauche).

Il est alors possible d’obteniB, qui conserve les propriétés de réductionRleen
divisant les vecteurs d'un méme palier par une puissan@ecdenmune, tout en pre-
servant la croissance des orthogonalisés entre les pddigtse 6, a droite). La bage
ainsi formée posséede la méme structure que la base intbaleen étant composée de
vecteurs de taill@(®,
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Figure 6. Mise a I'échelle avec trois paliers.

Une fois la transformatioy obtenue par réduction d8, il est nécessaire de Iui
appliquer une mise a I'échelle inverse afin de retrouver varesformation/ cohé-
rente vis-a-vis du réseau et de la base initiaux. L'étudadérlicture et de la taille de
cette transformation permet d'assurer, via I'analyse déugeation du Théoréme 4,
les propriétés de réduction sur la base firfalg.

6. Réduire plus efficacement

Dans cette section, nous expliquons comment exploiterlzilgé numérique de
la factorisation de Cholesky pour mettre au point un albari efficace de LLL-
réduction. Pour plus de détails, nous renvoyons le lectéNgayenet al, 2005).

Une réduction incrémentale

L'algorithme LLL fait se succéder des étapes de deux typiéérdnts. Les propri-
fications d’'un vecteub; de la base courante permettent de rendre les magnitudes des
coefficientsy; ; inférieures al /2 pourj < i. Elles conservent les vecteus$. Leur
réle est de garantir que les longueurs des vecteurs des t@sesites ne croissent
pas trop lors de I'exécution de I'algorithme. Les autrepésasont les échanges de
deux vecteurs consécutifs etb; ; de la base courante. Ce sont ces étapes qui per-
mettent des faire progresser la base courante vers unedshster Les échanges sont
effectués lorsque la condition de Lovag;||> < [|b],,||* + u7,, ,|[bj]|* est vio-

Iée. Clairement, si plus aucune telle étape n'est appkcadlbrs la base courante
est LLL-réduite. Par ailleurs, si un échange entre deuxewgsb; et b;,; qui vio-
laient la condition de Lovasz est effectué, alors la quaifibi ||, ..., ||b;||) décroit
pour I'ordre lexicographique. Cela garantit qu'on ne pggl@uer qu’'un nombre fini
de fois un échange. Dans (Lensthal, 1982), les auteurs observent qu’en fait la
quantitéA = [],., |Ib;||>¢=**1) est un entier et décroit d'un facterr § lors d’'un
échange. Avec la maitrise des tailles provenant des étapgogrification, cela leur
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a permis de montrer que l'algorithme LLL finit en temps polgmal en la taille de la
donnée.

Dans cette description informelle de I'algorithme LLL, $siipieurs échanges sont
possibles a un moment donné, le choix de I'échange a effeofaepas d’impor-
tance. Cela est vrai en arithmétique rationnelle, car tlg® quantités sont calculées
exactement et la quantitA décroit d’'un facteur minimum identique. Le choix de
I'’échange a effectuer prend de I'importance si I'on utilisss approximations, comme
par exemple en arithmétique flottante, pour I'orthogomdilis de Gram-Schmidt. Si
I'échange choisb; < b;,; n'est pas le premier possible, alors les vecteurs précé-
dentsb,...,b; ne sont pas LLL-réduits. Les longueufb; || = R;; pourl < i
peuvent donc décroitre assez vite, ce qui signifie que ldceates vecteurs, , . .., b;
peut étre mal conditionnée vis-a-vis du calcul des coefftside Gram-Schmidt (voir
la Section 3). Dans cette situation, rien ne garantit undcqugue correction des
coefficients de Gram-Schmidt si ceux-ci ont été calculés ane faible précision, ty-
piguement de 'ordre dé bits. Comme vu apres I'’énoncé du Théoreme 4, une borne
sur le nombre de bits de précision perdus est en effet

R
~ d+ log H %,
i+1,5+1
j<i G415+
Rj ;> Rjt1,5+1

ce qui peut étre de l'ordre dé+ log || B|| si la base n'est pas réduite. Dans les al-
gorithmes LLL flottants (Nguyemt al, 2005; Koyet al,, 2001b; Schnorr, 2006), les
auteurs choisissent le premier échange possible. Cedtégite incrémentale permet
de garantir que lorsque I'on considére le vectbumpour une proprification ou un
échange, les vecteubs, ..., b;_; sont LLL-réduits. L'algorithme LLL incrémental
est décrit informellement dans la Figure 7.

Entrée : Une basé,, ..., by d'unrésead., un facteur €]1/4, 1[.
Sortie : Une base LLL-réduite dé.

1.4:=2. Tant que < d,

2. Proprifierb; vis-a-vis deby, ..., b;—1.

3. Sib;_; etb; satisfont la condition de Lovasz pour le factéunlorsi:=i + 1.
4. Sinon, échangdy;_; etb;, eti:=max(2,7 — 1).

5. Renvoyeby, ..., bg.

Figure 7. L'algorithme LLL incrémental

Le correction de I'algorithme avec cette stratégie incnétale ne peut cependant
pas reposer uniqguement sur une analyse d’erreur des ceefficle Gram-Schmidt
pour une base LLL-réduite. En effet, pour I'indice de boucle vecteub; considéré
peut ne pas étre LLL-réduit vis-a-vis des précédents. Didgayenet al., 2005), les
auteurs donnent une généralisation du Théoréme 6 pour tiecaesteurs LLL-réduits
sauf le dernier.
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Théoreme 9 (Nguyeret al, 2005)Soientn € [1/2,1] et§ €]n?, 1[. Soientd vec-
teurs linéairement indépendarits, ..., by € R™ et y; ; les coefficients de leur or-
thogonalisation de Gram-Schmidt. Soit< d. Supposons que les vecteuls);;
soient (4,7, 0)-LLL-réduits, et que leur matrice de Gram soit connue a I'phgs.
Supposons également que les calculs soient flottants aeeprénisionp qui satis-
fassed?y?27P> < ¢, avecy = % ete €]0,1/2]. En notantAy; ; les diffé-
rences entre les quantités exactes et celles renvoyée&jgorithme de la Figure 3
en précisiorp, alors on a pour tougj < i :

| Api | < 32dy'277 - max [ 5]
i<t

Une proprification paresseuse

Le Théoreme 9 affirme que si I'on effectue des calculs flogtamiec une
précisionc - d pour une constante suffisamment grande, alors une approxima-
tion (i 1, - - ., fi,i—1) pertinente du vecteuys; 1, . . ., i ;—1) €St connue. En connais-
sant les bits de poids fort des ;, on peut essayer de proprifier le vecteyrL'algo-
rithme idéal de proprification est décrit a la Figure 8.

Entrée : Des vecteur$,...,b; linéairement indépendants.
Sortie: b, =b; — Z x;b; avec des; entiers eb; propre par rapportby, ..., b;_1.
7<i

1.Pourjdei—1al

2. wy=|payl-

3. blzbz — ijj.

4 Pourk del a], Wi e =ik — Tjlbj k-
5. Renvoyer le vectels; courant.

Figure 8. Proprification du vecteub;

Si cet algorithme idéal de proprification est appliqué aeecbefficients de Gram-
Schmidt approchég; ;, alors les bits les plus significatifs des entierssont cor-
rects. Ainsi, au lieu d'« annuler » les parties entieres defficientsy; ;, I'algorithme
flottant a seulement rendu les ; plus petits. Plus précisément, supposons les vec-
teursby, ..., b;_1 LLL-réduits, que la précision des calculs estcdel bits pour une
grande constante et si les coefficients de Gram-Schmidt ont été calculés dakc |
gorithme de factorisation de Cholesky (c’est-a-dire papgiroche de la matrice de
Gram exacte). Alor§)(d) bits significatifs du vecteufu; 1, . . ., p;,—1) Sont connus,
et la version flottante (avec une précisionddel bits) de I'algorithme de la Figure 8
permet de diminuer la magnitude maximalé desy; ; de Q(min(d, log(M + 1))
bits. Pour obtenir une proprification complete, il suffit @ealculer degi; ; pour le
nouveau vecteur;, et de recommencer I'application de la proprification flotégjus-
gu’a rendre les magnitudes des; suffisamment petites. 3if borne les magnitudes
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initiales, comme I'on gagn@(d) bits & chaque itération, il suffit d’appliquer la pro-
prification flottanteO (1 + (log M) /d) fois. Il s'agit d’un algorithme paresseux de
proprification car on se contente d’approcher dgs avecd bits de précision, et on
proprifie autant que I'on peut avec ces approximations. @ @essi interpréter cette
proprification paresseuse comme un procédé auto-corredéspremiers:; calculés
sont faux, alors on les corrige progressivement en réitéagoroprification flottante.
L'algorithme de proprification paresseuse est décrit mfllement a la Figure 9.

Entrée : Des vecteur$s,...,b; linéairement indépendants.
Leur matrice de Gram exacte. Un paramétre- 1/2.
Sortie: b, =b; — Z z;b; avec des; entiers ebj propre par rapportby, ..., b;_1.
7<i

1. Calculer des approximatiofs, , avec I'algorithme de Cholesky (pokr< j < ),
a partir de la matrice de Gram.
2. Simax;<; |{1:,;] > 7', faire

Pourk del éj, ﬁi,k:: < (ﬁz,k — O(l‘jﬁj,k)).
Mettre a jour la matrice de Gram, et retourner a I'étape 2.
8. Tant que I'un des; calculés est non-nul.
9. Renvoyer le vectels; courant.

3. Pourjdei—1a1l
4. wj=[pi]

5. bi::bi — ij]'.
6.

7.

Figure 9. Proprification paresseuse du vectdyr

Il est important d’introduire un parametré > 1/2 dans la proprification pares-
seuse, pour se prémunir de boucles infinies. En effet, cufestique cela n’aurait pas
de sens numériquement, si I'on prenld= 1/2, alors on peut alterner indéfiniment
entre deux itérations ou yp; ;| est proche de /2 et est successivement surestimé et
sous-estimé. Si I'on veut obtenir upeproprification (c’est-a-diréyu; ;| < ), alors il
convient de fixem’ < n pour prendre en compte l'incertitude portant sur les coeffi-
cientsy; ;.

La proprification paresseuse est plus efficace!

A premiére vue, il pourrait sembler qu'il soit plus cher d&tuer une proprifi-
cation paresseuse en plusieurs étapes que d'effectueopaiffmation en une seule
fois avec une précision suffisante. En fait, le gain providmtfait que la propri-
fication paresseuse permet de n’exiger @ugl) bits de précision sur les coeffi-
cients de Gram-Schmidt des vecteurs précédents, alorsigoe & pourrait fal-
loir 2(d+log || B||) bits de pécision. On peut montrer que la proprification prase
colte O (nM(d) (1 + (log M)/d) (d + log || B||)) opérations élémentaires. Dans le
cas le pire, on dog M = log || B||, mais cette situation ne peut se reproduire pour
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un nombre arbitraire d'itérations de boucle successivesr Hrer parti de cela, il
convient d’effectuer une analyse amortie, en regroupasitdetions de boucle.

L'algorithme L2 de (Nguyeret al., 2005) consiste essentiellement a remplacer les
proprifications rationnelles de I'algorithme LLL par de®prifications paresseuses.
Par rapport a la description de la Figure 7, il convient adssemplacer le factedrde
I'étape 3 par un facteuy’ €|d, 1] plus fort que le facteuf exigé pour la base de sortie,
pour prendre en compte I'inexactitude des coefficients derE8chmidt approchés
utilisés pour tester la condition de Lovasz.

Finalement, pour obtenir la borne de complex@®d?nM d)log ||B|/(d +
log ||B||)), il convient de sommer les colts des proprifications pausesede toutes
les itérations de la boucle principale de I'algorithme.tSde nombre d'itérations de
I'algorithme, etM (t) la quantitémax; ;) |1k (1),s| @ l'itérationt de la boucle. Alors
le codt de I'algorithme B est borné par :

CnM(d)(d +log | B]) - Y (1 N k)gM(t)) |

d
t<t

pour une certaine constanté Le nombre d'itérations de boucle est classiquement
borné parO(d? log || B||) (voir (Lenstraet al, 1982) par exemple), ce qui donne la
borne suivante pour le colt dé L

1
CnM(d)(d + log||B]|) | d?log B + y > log M(t)

t<t

Borner la quantit® _,__log M(t) est plus compliqué. La preuve de (Nguyeral,
2005) est une généralisation de I'analyse de complexitéadgotithme d’Euclide
pour calculer le pgcd.

7. Conclusion

Pour certifier et améliorer une LLL-réduction, ainsi que ipaaceélérer 'algo-
rithme LLL, il est utile de remplacer les valeurs rationaslexactes de I'orthogonali-
sation de Gram-Schmidt par des approximations flottantasalyse de la correction
des algorithmes reposant sur de telles approximationsnseng a des analyses de
perturbation et de stabilité liées aux factorisations del€ky et QR de matrices. Ces
études sont classiques en analyse numérique, mais il isitei’utiliser directement
les résultats généraux, aussi est-il nécessaire de lemaen@lour le cas spécifique de
la réduction LLL.

De nombreuses questions restent ouvertes dans la coétides travaux que
nous avons décrits dans cet article. Tout d’abord, commeé&égpar Schnorr
dans (Schnorr, 2006; Schnorr, 2009), il serait intéresdanfaire reposer I'algo-
rithme L2 sur la factorisation QR plutdt que sur la factorisation del€sky. En effet,
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les Théoremes 4 et 6 invitent a penser que la précision rgaisrrait étre diminuée
d'un facteur 2. Cela permettrait de réduire des réseaux merdiion double pour
toute précision fixée. Des premiers éléments de réponsdédapportés récemment
par (Morelet al,, 2009b).

Par ailleurs, les techniques développées pour la rédutlibnpourraient étre
adaptées aux autres algorithmes de réduction de réseau alderithmes ac-
célérant LLL (comme par exemple (Schénhage, 1984; Stanjohd996; Koy et
al., 2001a)), ou les algorithmes renvoyant des bases de meiltpLalité que celles
renvoyées par LLL (par exemple ceux décrits dans (Schetoal, 1994; Schnorr,
2006; Gameet al, 2006; Gameet al,, 2008)). Dans cette derniére direction, nous
mentionnons le récent résultat de Pujol et Stehlé (Raijal., 2008), sur I'énuméra-
tion flottante des vecteurs les plus courts d’un réseaudienl|iqui est au cceur des
algorithmes réduisant plus fortement que LLL.

Un autre probléme lié aux techniques que nous avons déestda stabilité de
I'algorithme LLL lui-méme : si deux bases sont proches, al guint I'algorithme
LLL se comporte-t-il de maniére similaire ? Cette questionlavée pour la premiére
fois par Buchmann (Buchmann, 1994) est importante quaréskau a réduire ne peut
étre connu qu'approximativement. Cela est le cas par exeempthéorie des commu-
nications (Mow, 1994; Hassikdt al., 1998), mais aussi pour certains problémes en
théorie algorithmique des nombres, dont le calcul du gralgeeunités de I'anneau
des entiers d’'un corps de nombre (Fiekeal., 2006).
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