CONSTRUCTII GEOMETRICE CU RIGLA, COMPASUL
SI TRISECTORUL

_ DE
TUDOR I ZAMFIRESCU

§ 1. CRITERII DE CONSTRUCTIBILITATE

Dupii cum sugereazd §i numele, trisectorul este un instrument cu
care se poate divide un unghi oarecare in trei pirfi egale.

S% ne amintim ¢ orice extindere algebric generatd a corpului ¢
al numerelor rationale este un spatiu vectorial peste @ si sd observam cd
.orice element al ei este construibil eu rigla si compasul dacd acest lucru
este posibil pentru o bazi a spatiului. In adeviir, un element arbitrar «

n
se scrie in raport cu baza B, ..., B, ca 0 combinatie liniard « = Y] £,B; cu
i=1
£, € Q, construibild cu rigla §i compasul. Un corp ale cirui elemente pot
fi construite cu rigla, compasul si trisectorul il vom denumi construibil.
TEOREMA 1. Fie corpul construibil K si ecuafia

oy 3+ g &% 4 oy @ + g =0

0w o=~ 0 dreductibild peste K. Conditia necesard si suficientd ca cel putin o
rdddcindg a ei sd fie construibild cu rigla, compasul §i trisectorul este ca toaie
rdddcinile sd fie reale st distincte.

Demonstratie. Simplificind ecuatia cu o,, gisim

28 4 aw? + b + ¢ =0, : 1)
~unde a= 3“3, — -E/ll—, ¢ = 22. Facem translatia © = @’ — 4 si aflam
o3 oy oty 3

2wl (2)
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2 3
unde p = b — —Z— sig = 224;— __a?b + ¢. Transformarea #’ = BX ne di
4X3 — 83X = «, (3)

—4p .
undeB=V 3p§1m =il.
pp

Pentru demonstrarea suficientei conditiei din enunt, si presupunem
cd radicinile @,,4 ale ecuatiei date sint reale si distincte. Rezultd cf si

ridécinile @53 = %155 + % ale ecuatiei (2) sint reale §i distincte. Aceasta

are loc, dupd cum stim, dacd diseriminantul ecuatiei (2) satisface inega-

2 3
litateai-+§—7 < 0 §i numai in acest caz. Deci p < 0. De asemenea

rezultd ¢ — 1 < « < 1. Intr-adevir,
9¢% < p? - =P sau |3¢| <—p]/__411 san — 1<~3—q~ =l
3 3 »p
Hvident, cu ajutorul mérimilor date o005, se pot construi cu
rigla §i compasul a,b, ¢, apoi p,q si B, «. Gésim cu trisectorul unghiul
arc cos o

3

- Afldm cu rigla §i compasul X; = cos o, X,5 = cos (2?” = m)
care sint cele trei rddicini reale ale ecuatiei (3). Aflim apoi ;.5 = X,

B W0 = Wiog — % cu ajutorul riglei si compasului. Astfel, dacs conditia

este satisfdcutd, putem gisi chiar toate cele trei ridicini reale ale ecuatiei
date, cu ajutorul riglei, compasului §i trisectorului.

S& dovedim necesitatea conditiei enuntate. Notdm cu f(«) polinomul
din membrul intii al ecuatiel date. S& presupunem ci f (x) are cel putin dous

% 2 3
raddcini confundate. Discriminantul ecuatiei (2) este nul: %— + ‘57- = 0%

Rezulta cég—g = +41,adica a=-41gi =+ of Ecuatia (3) admite in a-
P P

SN . : : 22 3 :
cest caz o raddend -+ 1. Deci ecuatia (2) se anuleazd in -+ _27 prin

urmare este reductibili peste K, ceea ce atrage reductibilitatea ecuatiei
date peste K, absurd. Deci riddacinile sint distinete. S§ presupunem ci
f (@) are doud ridicini nereale §i una reald p, pe care reusim si o
construim cu instrumentele date. Avem [K (o): K] = 3. Dupd cum se
vede indatd, p nu poate fi construit numai cu rigla $i compasul. Neapsrat
s-a folosit deci trisectorul, cu care s-a rezolvat o ecuatie ireductibily P, (#) =
=42° — 32 — ¢ = 0 cu a €K, determinindu-se riddcina r,. De aici ur-
meazd cd [K (r,): K] = 3. Prin urmare p € K (r,). Stim ci oricare ar fi
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« e Keu|«| <1, P, (x) are trei rddécini reale r,, 7/, r”’. De asemenea se
‘stie ¢ avem K (r,) = {B; existd polinomul g(x) cu coeficienti in K astfel
‘ca B = g (r,)}. Polinoamele minimale ale lui 7, §i p sint P, (2) si f ().
\Fie g, (#) un polinom de gradul al doilea cu proprietatea cd g, (r.) = e.
{Avem f (g, (74)) = 0 §i P, (r,) = 0. Cum P, (#) este polinom minimal, el il
'divide pe (fo o) (#). Ridacinile 7/, 7"" ale lui P, (#) vor anula si pe (fog,) (@),
deci, notind o’ = g, (#') 8i o” = g, ("), rezultd f(p') = f(p"") = 0, unde
¢, ¢ € R, corpul numerelor reale. Radéacinile 7,, 7', 7'’ sint distincte cici
ldacd dou# dintre ele ar fi egale, discriminantul ecuatiei P, (x) = 0 ar
2 :
trebui 84 fie nul : 1—3 —41—3 =0, deci P, nu ar fi ireductibil. Cum nu
} se poate ca polinomul ¢,, de gradul al doilea, s& ia aceeasi valoare pentru
l7,, 7', 7" distincte, rezultd céa existd cel putin doud numere distinete printre
Lo, 00" Deci am gisit cel putin incd o ridicing reald o’ sau o” pentru
If (), in afard de o, ceea ce contrazice ipoteza facutd. Prin urmare f(2)
lare neapdrat trei radicini reale §i distincte.
i Exprimatd sub o altd forméd teorema anterioard devine
; TEOREMA 2. Condifia necesard st suficientd ca cel pufin o rdddcind
' a ecuatiei o, @+ o @ 4 oy ® 4 00y = 0 cu ag==0, ireductibild peste corpul
| construthil K, sd fie construtbild cu rigla, compasul st trisectorul este ca

18 og o oty otg — 4 otg 0 — 27 0§ 0 + of of — 4 af a3 > 0.

| Demonstragie. Am vizut ci, relativ la coeficientii ecuatiei (2), am gisit

| 2 3

| conditia necesars §i suficientd : % L % < 0. Inlocuind aici p si ¢ prin

lexpresiile lor folosind coeficientii ecuatiei (1) si apoi inlocuindu-i pe ‘

| acestia utilizind numerele g, %, o, o3, gisim conditia din enunt.

? Rezultd ca o conditie necesars, dar nu suficients, existenta lantului

lde corpuri Ay C A, C ..o A, ‘astfel ca A, DG idar [A,: Ay ] =

| =2 sau3 (m = 1,...,n), unde s-au notat cu A, cel mai mic corp numeric
care include multimea F a coordonatelor punctelor esentiale date §i cu
G multimea coordonatelor punctelor esentiale cerute. Pentru a asigura §i
suficienta, adiugim conditia ca pentru orice extindere A, D A,,_, de grad
trei, si existe elementul 1, € A,, astfel ca polinomul sdu minimal relativ
la A,,_; si fie de tipul celor din teoremele 1 sau 2. «

§ 2. APLICATIE LA POLIGOANELE REGULATE

Problema pe care ne-o punem constd in a construi cu rigla, compasul
si trisectorul un poligon regulat cu un numdr dat n de laturi, inseris
intr-un cerc dat.

Si considerim un sistem 20y de axe rectangulare ale cérui origine
si unitate de misurd coincid cu eentrul §i raza cercului dat. Fie (1, 0)
un virf al poligonului. Atunci intreaga problemd se reduce la construirea
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punetului( cos 2—“, 0), intrucit un virf aldturat lui (1,0) este o intersectie
n ‘

a perpendicularei in (cos z—n, 0) pe Oz cu cercul dat, iar celelalte se obtin
7

imediat.
Fie N multimea numerelor naturale iar Z, = N {J {0}.
In cele ce urmeazs vom folosi functia ¢ a lui Euler, despre care

amintim c&, dacd n = pi* - pat- ... p;" este descompunerea lui n in
factori primi distineti, atuneci
e (n) =ppt(p—1) - ... - p~* (p,—1).

Fie polinomul 2* — 1 peste corpul C al numerelor complexe. Conform:
scopului urmirit, vom lua » > 3. Stim ¢4 acest polinom posedsd n radécini
complexe distincte i

j S ;
a,-=cosgj—n+zsmﬂ ; (1=0,1,...;m —1)
n 7

dintre care g, = 1, numite radacinile de ordin » ale unitatii §i ca acestea
formeazd un subgrup al grupului multiplicativ C —{0}.
Cunoagtem ci gradul extinderii @ (e) D @ este ¢ (n). Pentru cid
g + ert = 2 cos ks gl g eyt =1, avem @ (g) D¢ (cos —22) iar gradul
n n

extinderii este doi. Rezultd ci

Jofor2) o] 22

TEOREMA 3. Pentru ca un poligon requlat cu n laturi. sd poatd fi
construit cu rigla, compasul si trisectorul este necesar st suficient ca

o, op
N=2"-3 P, .o P,
unde oq, gy ¥ € Zy 1ar Pg, - - -, P, Sint numere prime distincte de forma
p=2%.3" 41
cuB; €N, v, € Z,n

Demonstratie. Vom ardta mai intii necesitatea conditiei. Din cele
prezentate in § 1 rezultd ci o conditie necesarda pentru constructibilitatea

D 27 R : :
lui cos—, deci §i a poligonuluil, este ca
n

[Q (cos 270_7:) : Q] = -A33,

unde m,s € Z,, ceea ce revine la
¢ () = 2m*% - 3%
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sau
c—1=9Mp
de unde ¢ = 1 sau ¢ = p — 1. Se stie cd oricare ar fi numérul prim p,
existd un intreg a astfel incit a®, a?, . . ., a? 2 sd epuizeze modulo p multimea
p—1 p—1 !
T : TR b
{1,...,p —1}. Rezulti ci a * = — 1 céci altfel a°,...,a *  ar fires-
p—1 |
pectiv congruente cu @ * , ..., a?72. Prin urmare o = — a' dacd

r— gl ="
2

Notind e = ¢, riddcinile ¢y, &, - - ., £,_; ale ecuatiei 22 —1 =0 devin
e, ...,¢?"1, Vom aranja ultimele p —1 rdddcini in urmitorul mod :

(Ro) s"o, a“l, g £ 2, unde @ are semnificatia anterioari. Notdm ecu |
(Pr-1+) multimea ordonatd a radicinilor din (P;') luate din treiin trei in-
cepind cuai—a (i = 1,2,3), eind » ia perind valorile 0,1,.. ., y. In conti-
nuare, notdm cu (P37%~Y"Y) multimea ordonatd a rddacinilor din (P7)
luate din dou# in doud incepind cu a j —a (j =1,2) cind » ia va-
lorile ¥ +1, ..., v+ p —1. Sumele A" ale ridicinilor din (P}) se
numesc perioadele lui Gauss. Este usor de observat cd orice A} € F,

A A v T - > . Q
intrucit o dat# cu un termen &, perioada contine si unul de forma &’

cu |[r — q| =l ; L eorer— a”“q, adics ¥ §i ¢ sint simetrice fatd de
axa reali. Considerdm corpurile L™ = @ (A*) si A, = L. In particular
a0 329_1‘ 8Y i
Aa+y_1 :Llﬁ+Y—1=Q()\é+~(—1)=Q(s e L ) =0Q(+et) =

“ofet)

Se stie ¢ A7-A™ este o combinatie liniard de perioade cu indice in-
ferior n (vezi [2]). Asadar L7 = Lp'. De asemenea, nigte ecuatil
aritmetice cu congruente care se serin imediat, aratd cd pentru n <y
putem serie AL -+ 22 4+ A3, A2 22 4 A3 A3+ A3 AL si A AR AY ca niste com-
binatii liniare de perioade de indice inferior » — 1, iar pentru » > y se
pot scrie in acelagi fel A} + A2 i Ay A%, dar nu pot fi astfel serise si
insesi perioadele de indice inferior n. Rezultd ci [A,: A,_;] este 3 pentru
n >y si 2 pentru n < y, dupid gradele polinoamelor minimale ale Iui A3
puse in evident#. S& remarcidm gicd aceste polinoame au toate ridacinile
reale, deci se conformeazi conditiilor puse in §1. Prin urmare am pus in

2
evidentsd lantul de extinderi @ = A C A C ... C Agyy_ 1 =@ (cos ‘“—73),
N

satisficind conditia necesard si suficientd ca poligonul s& poatd fi construit.

Oonstructibilitatea poligoanelor regulate cu p si p’ laturi, unde p si
p’ sint prime intre ele, atrage dupid cum se gtie constructibilitatea poli-
gonului regulat cu pp’ laturi si, avind in vedere cd poligoanele regulate
cu 2% si 3% laturi se pot ugor construi, rezultd c# suficienta conditiei enun-
tate este doveditd.






