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NOTE SUR LES HYPERPLANS ISOGONAUX
D’UN SIMPLEXE

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU (Bucarest)

1. Introduction

Cette note a été écrite pour mettre en évidence quelques propriétés
relatives aux involutions d’hyperplans isogonaux dans un simplexe de
Pespace euclidien a » dimensions E".

Soient [Py Pas - - -» Pu-1s Pn] 'enveloppe convexe de I’ensemble des
POINtS Py, Day- -2 Pr-1y Pu€ B" €6 (P1s Pay- - -3 Pu-1y Pu) 13 variété linéaire
déterminée par ces points.

Définition 1. On appelle simplexe dans E" un ensemble
[@1y Tgyeeey Ty xn+1]’ tel que (wly Loy evy Doy wn+1) = E".

Définition 2. Deux hyperplans sont appelés isogonaux dans
le simplexe [®y, Xgy. ..y Tyy T,sq1] S'0l8 SONE symétriques par rapport & chacun
des hyperplans bissecteurs de Uangle déterminé par deux faces & nm sommets,
[@1) Taye ooy Bias Tiay Bizas Tivgse s Tny Bpiq] €8 [@yy Boyev oy Byony Tjoqy
Bisay Livgss s in By Bpy | OV ORC 3 S o4 2.

Nous allons noter par pM la mesure de LEBESGUE p-dimension-
nelle de MCE", o p est la dimension de la variété linéaire déterminée
par M.

2. Une propriété métrique

Propriété 1. Si une paire d’hyperplans isogonans du simplexe
(@1 @y - -5 By By QUL passent par [Xs, Ty« «y Tyy Tys1]y TENCONETENT (215 @)
en Uy, Y, respectivement, alors
wlye, @] wyss o] o P20y @gye ooy Bpy Lpial
wlvr, 2] ey, 2] w2[@yy B3y. oy Buy Tisal

Démonstration. Soit 2 la projection de x; sur (23, Z,. - -
@,, ¥,.,). Le plan P> @, orthogonal & (&g, @4;.--; %, T, +1) D'est pas parallele
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a (@, @3,...,x, %,.1), parceque
4e P (2, 2,,.. s @y Lyiq).

Done le plan P et Phyperplan (z,, x,.. <y T,y %,.1) ont une droite
(21, v) commune. Le \plan (23, 21, v) et la variété linéaire (Fss Tayonns &5 8,1 5)
ne sont pas paralléles, car

2 €(®y, 2, v)N (@5, Layevny Byy Byoq)y

done, en faisant partie du méme hyperplan (x,, Lgyeeny Xyy T,0q)y ONG Une
droite D commune. Considérons le point we D tel que w2z et (2, w) N
N (2, v) 5= 6. Alors, soit

U = (23, w) N (%5 ).
Notons aussi
= (¥: 5 25, Byyeeoey Tyy Zoiq) N (24, u), (¢ = 1,2).
11 est connu que dans le triangle [2,, , 2,] on a
vy, @] : elyz, o] = iy, 2]
wly, ] Yz, u] w2lu, 2]
et aussi, dans [z, a,, w],
wly:, »] . wlw, z,] : wlyi, u] 2
wl¥iy ] plw,u]  uly, o]

1L, (i=1,2),

done

wiyy, o] o blYs, 2] 3 wilw, 2] pila, %]

vy, 2,] ©[Ys, 5] wilw, ] w2lu, 2]
Soit z, la projection de x, sur ( Y3y Lyy«ovy @,y T,54). On peut écrire

wlw, x,] = plo,, 22]‘

wlw, ] ulw, 2]

done
wly, 2] . klys, 2] = w2, Zl
wlys 2] ply,, %y ] wilw,, 2,]
On a, pour i = 1, 2,

1
wle; , o3, Layeooy Lyy Byiq] Zzﬂ[msy Tyge ooy By Bypq] » plm;, 2].

Par conséquent,

ey, 2] Y, o] L ¥, @, @4,.. ., Zny Tpiq]

iy, v,1 2[Yg, 5] wi@y, wg,.. 9 Ly Byyq]
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Il résulte tout de suite le suivant
Corollaire. 8i Py, 23[003, Lyye ooy By Ln:1) SONE des hyperplans
bissecteurs dans le simplexe (%1, Zay- -y Ty mn alet PN (@, 2) = ¥, alors
el B _ el Bsy Bareeer By Do .
y %1 P-[ 19 Y3y Xay- ’ 1], =1, 2%
wlyis 2l @iy, Bgye s Tay Tasal

3. Une propriété de eoncurrence

Propriété 2. Les hyperplans isogonaur (n;—l‘) hyperplans

concurrents qui passent par les faces & n—1 sommets d’un simplexe, sont, ewx
ausst, CONCUrrents.
Démonstration. Soient IL;, I . H( 1 les hyperplans con-

currents considérés et II, I, ..., (,n_ 41y les hyperplans isogonaux,
tels que
L@y Tgy Tsye-cy Lny w1 € W N I,

. [@yy ®gy Tgye-5 Tny 2,11 C I3 N I1;
e
[.773, 9347"'7 wn’ wn—i—l]c HS ﬂ H;-

n+1

Sowntp—ﬂH et q-ﬂ II; .

Démontrons que ¢ € II].
Soient
P = (Lyy Fsyevvy Ly Tyt p) N (2, %3, Z3),

q = (Lyy T55--+9 Loy Tar1y Q) N (21, @25 ),

v = 113 N (g, -”3)7 yr =1 N (23, ),

Yy = I, N (@3, 21), ye =TI N (25, @),

o= L ) (g G o6 55— T (1 (B )
(

Alors (@, Py 41) (2, Py Yoy (22, € 92); (%) P’y ys) et (@5, 45 Ys)
sont des droites.
'Selon la propriété 1,

[, @y] wlyi, 221 _ w21y Loy Tay Tsy- -5 Tny Lyl ;

wlyr, 23] wlyi, 5] i@y, T3y Xaye ooy Lus By}
Y2y 7] ji[yé, Tg] _ P2y, ®gye -y Ty 7_"_’7:_@____,
wlye, #]  plye, @l W[ @yy Tgy Xy Byevvs vo Tl
wlys, ] elys, @] _ @y, Ty By os Tuy m:H—l]

e[Ys, X5 ] : P'[yzlh 2] l—Lﬂ[xza Lyyeony Lyy & @yi1]
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d’ou

wly, %] wlyi, 2] L[y, @] o klys, Za] . wlys, 2] L klys, o] e
wlyy, @3] wlyr, 5] Y, 2] wlyz, 4] ©[Ys, 2,] wlys, ]

Mais

“lY1, 2] . 1Y, @] . blys, ] 1
=1,
Y1, 25] [Yss 2] [Ys, @,]
done

wlyi, a,] ) wlys, %] i wlys, 2] 7
e[y, 5] wlys, 2] wlys, %]

Par conséquent, 9 € (2, y)) C II,. Mais (Darles o oy ilon B0 )
C IIj, done g € (04, @5, ... » Ty Turyy @) C I

On prouve d’une maniére analogue I’appartenance de q aux hyper-
plans IIj(j = n L St B0y (1)

Dong, & tout point p de Vespace E"™\{ U (;,, @;,, . .. s ) << 41
(h < 4), ¢ < m}, il correspond un point ¢ du méme espace, y compris les
points a linfini. (’est une correspondance involutive qui a comme points
fixes les centres des hypersphéres inserite et exinscrites au simplexe.

Recu le 19.X1.1965



