SUR QUELQUES THEOREMES DE G. SZEKERES
ET S. MARCUS CONCERNANT LES FONCTIONS
MONOTONES ET CONVEXES

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU

. Dans ce travail on apporte des améliorations et on donne des généralisations
des résultats contenus dans les travaux [1], [2], concernant la représentation d’une
fonction comme superposition de deux fonctions monotones, l’'une convexe,
1’autre concave.

1. INTRODUCTION

G. Szekeres a donné il y a huit ans un théoréme relatif aux fonctions
appelées par S. Marcus du type K. Il s’agit des fonctions f réelles, défi-
nies sur un intervalle (a, b) (— co < @ < b < o0), telles qu’on ait f(z) =
= Y(¢p(x) ), ou ¢ est une fonction réelle, définie, convexe et strictement
croissante sur (a, b), ¢ est une fonection réelle, définie, concave et stric-
tement croissante sur (¢ (@), o(b)) et € (a, b). Si nous remplacons ci-dessus
la convexité (concavité) par la convexité Jensen (concavité (J)), on ne
change rien, car une fonction monotone admet des points de continuité,
c.-a-d. qu’on a I’équivalence des convexités Jensen et proprement dite.

G. Szekeres [1] a obtenu le résultat suivant :

Si f est une fonction réelle, définie, strictement croissante et ayant
la deuxiéme dérivée continue sur (a,b) (—oo L a < b < o), alors il
existe une fonction réelle ¢ définie et strictement croissante sur (a, b)
et une fonction réelle ¢, définie et strictement croissante sur (¢ (@), «(b) ),
telles que ¢''(#) > 0 pour a < x < b, ¢"(u) <0 pour g¢(a) < u < @ (b)
et f(x) = ¢ (o(x) ) pour a < @ < b.

Plus récemment, S. Marcus [2] a apporté une correction *) et une
amélioration au théoreme donné par G. Szekeres et il a établi des condi-

*) On demande nolamment que > 0 partout.
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tions nécessaires afin qu’une fonction soit du type K. Nous présentons
ici son théoreme de suffisance :

Soit f une fonction réelle définie sur (a, b) (— oo < a < b < o0).
Supposons que f est dérivable sur (a, b) et que f'(#) > 0 pour a < x < b.
Supposons encore que f'/(#) existe, finie, en chaque point de (a, b) et que
f"" est sommable sur chaque intervalle compact contenu dans (a, b). Alors,
f est, sur (@, b), une fonction du type K.

Nous allons donner une nouvelle amélioration des théorémes
ci-dessus, amélioration qui concerne la dérivabilité. Les conditions du théo-
reme de suffisance deviendront encore plus proches des conditions néces-
saires. On obtiendra une méthode effective de construction et, plus encore,
dans les conditions du théoréme nous pourrons établir, tout entiérement,
les classes des fonctions ¢ et .

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Désignons par f"(xz) et f~(z) les dérivées a droite et & gauche de la
fonction f, quand elles existent et sont finies, dans le point 2. Notons
M’ Vensemble dérivé d’un ensemble # quelconque et ), ’ensemble des
points de discontinuité et d’extréme relatif strict d’une fonetion f. Appelons
points de croissance (décroissance) les points de discontinuité de premicre
espéce d'une fonction quelconque, ot la limite & gauche est inférieure (su-
périeure) & celle & droite. Comprenons par points (+, ) (ou(+, —),
(—, +), (—, —))les points 2 de discontinuité d’une fonction pour les-
quels il y a un voisinage (v,,%,) tel que la fonction soit croissante sur
(Y, ) et sur (o, 2,) (ou croissante sur (y,, #) et décroissante sar (z, 2,), ete.).

3. CONDITIONS SUFFISANTES

THEOREME 1. Pour que la fonction f: (a, by — R soit du type K,
il suffit que les quatre conditions suivantes soient remplies :

1° f est continue sur (a, b):

2° f* (f~) est définie sur (a, b) et & variation bornée sur chaque [o, B]
C(a, b); :

3° la borne inférieure de f* (f) est strictement positive sur chaque
(o B]1C (a, b); ,

1 D}l C {a, B} (D1C {a, ).

Remarque. Parmi ces conditions les trois premiéres sont aussi
nécessaires, [2].

Démonstration. La fonction f est strictement croissante sur (a, b)
car ft> 0. I’image d’un intervalle par f est aussi un intervalle. Notons
(¢, d) = f((a, b)) (—oo < ¢<d< o0). Les points de discontinuité d, de
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f* sont de la premiére espéce, f© étant a variation bornée sur les [, 8,]
tels que d, € [«,, B,] C (a, b). La fonction f transforme les points de dis-
continuité et d’extréme pour f* en points de méme espece pour (f~1)*, car

Sy — L
on & () (fleh= =
ou de type (-4, +)et (4, —)setransforment en points de minimum, de
décroissance ou de type (—, —) et (—, +) et réciproquement. Laissons
au lecteur la tiche de prouver que /4. C {e, d}.

Soit une partition de (¢, d) :

mais les points de maximum, de croissance

s b e e R S R e et e e

telle que chaque intervalle (z;, #; ;) contient un point unique y; d’accumu-
lation de points de discontinuité ou d’extréme relatif strict de (f~*)". Nous
ferons attention & Dintervalle (x;, #;), ou 7 est arbitraire, auquel nous
attacherons une fonction g;. Notons par {z}} la suite croissante des points
de discontinuité ou d’extréme relatif strict pour (f~1)*, situés dans (@;, y;)-
Prenons aussi 2 = ;. Nous avons lim 2! = y,.
-0
Notons provisoirement M, (M,,) ’ensemble des points de maximum
(minimum) relatif strict et, en méme temps, de continuité pour (f~1)* sur
(@i Y:)y MET, MF—, ete. (M7, Mi~, ete.) les ensembles des points de
croissance (décroissance) et de type (4, +), (+, —), ete. Allons cons-
truire la fonetion g¢;: [#;, y;) — R ainsi

{ k¥ >0 SE 0 —

g (2" —0) si af'e My UM~ UMz~
gi(2"—0)- (1) " (@)
(F 2 ap)

g2 —0)-(f 1) (=)
(J7Y)*(ap—0)

9@ —0)-(f 7)™ («")
(F1* (—0)

si affe MuUME+H UM

g:(®) =

o
-

.CU;”E,”{:”{— U J/ZO_+

: S e
S are it L,

ou 2 —max {2; v 1t
i (3 VRS
. n

Nous construirons d'une maniere analogue la fonetion k; () : (y;_1,
x;] — R. Pour ca, notons d’abord par {z}} la suite décroissante des points
de discontinuité ou d’extréme relatif strict pour (f7)* situés dans (y;_;,
x;) et ) = x; (nous avons abandonné les notations utilisées pour définir
gi(x) ; retenons pourtant les significations des ensembles My, My MFT,
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etic., en changeant seulement l’intervalle [x;, ¥;) par (¥;_,, #;]). Définis-
sons :

( by >0 si v =ua
hy () sioalte My UMzt U My
((f) (ﬂ:(aﬁm, sial'e My U MU M
h; (2)=
h (") (f ol % ‘ %
S ';n ﬂf*T ﬂ+
f—l) 0) 81 & e ol d
\ h’z (m:")'(f )- (w'z"— 0) Si w;ﬂ = J”(:— 2k U ~”’; =

(P Y5 ()
ol # = min {x}; af > x}.
k)

Nous avons tenu compte, aux deux construetions, que (f~1)F(al') =
= (fY* (aP + 0).

Ainsi construites, les fonctions ¢; et A; sont croissantes et tous leurs
points de discontinuité sont de croissance et coincident aux points de
croissance de (f~1)*. Nous avons maintenant ’intention de raccorder toutes
les fonctions g¢; et h;. Il faut superposer ces deux familles de fonetions
dans x; et les prolonger par continuité dans ;.

Démontrons que si lj = llm g; (z) (g; étant définie sur [x;, v,),
LY

le passage a la limite est fait par @ < 1,), alors 0 < l; < co. L’existence
de la limite (finie ou infinie) est assurée par la monotonie de g;. L’iné-
galité I; > 0 est évidente, car I > k" > 0. Pour montrer que g; () tend
vers une limite finie quand n—>co, extrayons la suite partielle {g; (#'m)}
ol (am, xPm) sont les 1ntervalles de congstance ou #!w = xFn les points
de discontinuité¢ de g;,. I’étude de la construction de g; nous procure la
relation de récurrence

gi (wim-1)- (f1)* (2m)

9 (mi'm) =5 (f_l)J‘_(-T?“'*l L 0)
ou
(f 1) ( Pm—1 - 0) = min { J”n.~1 = 0); (f-1)+(.{v§’m-1+ 0)}7
done
g; (xim) = gi () (F 1) T (ai2) - . o (fTH () .
’ (F7)* (@ £ 0)-(f ) (@£ 0)- ...+ (F ) (aPu-1k 0)
Notons

() (@imer) — (F7H)* (@ln £ 0) = ay,.
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Alors
g (@) = gi (o) [(f )@l £ 0) + ay]- ... - [([H)T(2Pm—1 £ 0) + @p_,]
: (f* (@f £ 0)- .. . (f~Y)* (aPm-2-£0)
ou
(@) = go (@) - |1 <l }[1 -1 ]
ge (@) — g (@) [ s Bl

Comme on le sait, le produit infini ¢; (2= ) est convergent sila série

o0 . oy
Y ! , dont les termes sont tous positifs, est convergente.

i=1 (fY)H(afs £ 0)

Choisissons Dintervalle [«, f] compact, tel que (&;, y;) C [«, B] C(a, b).
Sur [«, £], (f~1)Test a variation bornée, parce que f+ a la borne inférieure
strictement positive et est & variation bornée. f* est bornée, done (f~1)* a
la borne inférieure b > 0. La série que nous avons trouvée est majorée

«©

1 F e e
par — Y, @; qui est convergente grace & la variation bornée de (f~1)*.

j=1
Donc {g; ()} est convergente vers I; < oo.
Démontrons maintenant que si §" = lim h;, (%) (b4, étant definie
B>y,

sur (¥;, @11, on déduit #> y;), alors 0 <l < oco. Hvidemment, I;7 < oo
car i < ki 4. Il nous reste & montrer que la limite de la suite {h; (2f)}
est strictement positive (nous avons remplacé ¢ + 1 par ¢). Extrayons, de
la méme facon, la suite partielle {&; (#!=)}. Nous avons :

Iy (@ms)- (f)* (Pm)
(F)* (@fn-a) & 0)

hi(2fm) =

donc
e (atw) = (BB (F2 (@) (Y (o)
e (F (@ £ 0)- ... +(f 1) " (afms40)

Nous prouvons d’une maniére analogue que { } tend vers

b (am)
une limite finie, donc {h; (2'=)} est convergente vers It > 0.
On voit facilement que I; (") est proportionnel & ;" (k;;,) parce que

ki ou
g; (i) =[ Ef-(f YT (2p) .

(f* (@)
(de méme pour h(xM)).

Choisissons kg = k, arbitraire. Aprés la construction de g, et hy,
nous obtenons I, et I*,. Sila construction déja montrée pour g_, et i, nous
conduit, en choisissarf: r‘ispectivement ok et ki, &17; et Iy, nous rempla-
cons k'Y par kt;= ﬁl%_—lil— et k; par &k = ll’; 0, pour lesquels nous som-

-1 0
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mes conduits & I—; =17, et I =I; . On peut prolonger ainsi le raccordage sur
Pintervalle (¢, d) entier. On a obtenu la fonction Fy : (¢, d) — R croissante
sur (¢, d) et proportionnelle & k. Evidemment, Pintégrale Riemann @ (z)=

= g F(t)dt (< (¢, d)) existe et on a @ = F; sur tout intervalle de conti-

<%
nuité de F,. La fonction ® est strictement croissante et continue, donc
inversable. Posons ¢ = ®~1 8i o’ =lim ®(x) et b’ =lim D (x) (—oo K
w=pd

o 34
L a <b L oo) alors ¢ (ay b)—>(c, d). La fonction ¢ est strictement
1

: : oY)  F(Ya)
est définie et déeroissante sur la réunion des intervalles de continuité de
F, (Y (2)). Construisons la fonction ¢ () = @ (f (»)). Cette fonction,
o :(a, b) —(a’,b'), est continue (de méme que f et @) et strictement croissan-
te; démontrons qu’elle est convexe. En effet, la construction de Fj a
F,

=7

croissante et concave car ¢ est continue et ¢’ (z) =

été faite ainsi que la fonction soit croissante sur tout 1’ensemble

de définition — la réunion des intervalles de coutinuité de (f~')". Done

Ty, (f(2))
(F~1 (f())

est croissante sur Pimage de la réunion précitée par f~'. On déduit la
convexité de ¢ sur (a, b).

Nous avons ainsi construit les fonetions ¢ convexe et strictement
croissante, ¢ concave et strictement croissante, telles que Y (@(x) =
= O~ Y® (f(x)) = f (), donc f est du type K.

En faisant remarquer qu’on pourrait procéder d’une maniére ana-
logue si on utilisait f~ & la place de f, la démonstration du théoreme
est finie.

- 9'(2) = O'(f(@)-f (2) =

4, EXEMPLE

Nous croyons utile de donner un exemple, peut-étre le plus simple
possible, de fonction qui satisfait 4 nos conditions, done qui est du type
K, mais qui ne satisfait pas aux conditions imposées dans les théorémes
de G. Szekeres et S. Marcus.

Une telle fonction est f: (a,b) — R, définie par :
£) i 28
my(2—E) si x> &,

f(w):{

ot a < E<bet 0<m <my<oo.En effet, on voit facilement que f
répond aux demandes du théoréme 1, mais f’ n’est pas définie dans £, donc
f'" n’existe pas dans ce point.
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~l

5. LES CLASSES DES FONCTIONS ¢ ET ¢

Comme nous ’avons déja promis, nous allons préciser les ensembles
des fonctions ¢ et ¢ ;il n’y a pas seulement les classes restreintes, mises en
évidence par la démonstration constructive du théoréme précédent.

Notations. Dés maintenant, les significations des fonctions ¢ et ¢
seront celles contenues dans la définition de 1’appartenance au type K.
Considérons la fonetion #,, dont on parle dans la démonstration précédente
et la fonetion croissante et strictement positive & : (¢, d) — R, autrement

. :

arbitraire. Notons W¥(z) =§ F.(t)-h (1) dt + Cou zj,xe(c,d) et C est

. @
une constante arbitraire. L’intégrale Riemann utilisée existe grace a la
monotonie de F-h.
THEOREME 2. 8¢ les conditions du théoréme 1 sont remplies pour
la fonction f: (a, b) — (¢, d), donc elle est du type K, alors

¢ (@) ="F(f(x) et ¢ () ="T"Ya).

Remarque. I1 faut noter avant de donner la démonstration, afin
que le théoréme ait du sens, le fait assez simple, mais indispensable, que
le résultat de ce théoréme ne dépend pas du choix de %, parce que la
classe des fonctions F, -k coincide a la classe des fonctions Fi - h car Fy-h=

k
= F Rt 70—, 5 h.

Démonstration. Prouvons d’abord que les deux fonctions ¢ et ¢,
construites dans 1’énoneé, sont vraiment, 1’une convexe et ’autre concave.
En répétant le raisonnement fait & ’occasion de la démonstration du
théoreme 1, nous remarquons qu’on a:

Fi(f(w))-h(f ()
(f7H'(f (2))
sur intervalle (@, b), sauf ’ensemble dénombrable des points dont les

images par f sont les discontinuités de (f~')* ou h, donc ¢’ est croissante
sur cet ensemble et ¢ est convexe. D’autre part, on a

o'(w) = W'(f(x) f(a) =

6. 1
T(d(@) Fp(d(@) h(y()

sur la réunion des intervalles de continuité de F, ({(#)), sauf les discon-
tinuités de h ({Y(z)), donc ¢’ est décroissante sur le méme ensemble et
{ est concave partout sur (e¢,d). Le fait que ¢ et ¢ sont strictement crois-
santes et que f = ¢ (@(x)) est évident.

Démontrons maintenant que les deux formes dont il s’agit épui-
sent toutes les fonctions ¢ et ¢ possibles. Supposons que ¢ (2) = ¥ (f(2)).
On peut alors écrire ¢ (2) = ¥ (f (2)). Il suit immédiatement que ¥ est
continue et convexe sur (¢,d). Done ¥ est presque partout dérivable et

Y'(x) =
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5 =2 Bps =
¥+ existe partout. On peut écrire que ¥(x )—S ¥+ (t)dt + €', ou

x4, @< (¢, d) pour une constante €’ convenable, car sur ensemble (¢,d)—E
(ot B est un ensemble dénombrable) des points de continuité de ¥+, ona

(g T+ (1) dt) = ¥H+(w) = P'(x), donc Dintégrale et W (z) different

par une constante sur (¢, d).

De ce que nous avons supposé, il s’ensuit que ¥+ (1) ;él’h( x)-h(xz).
Mais nous pouvons trouver la fonction h telle que ‘I”(w) . (2)-h (),
parce que I, >0. Il y a deux points /, #” € (¢, d), 2’ < &’ tels que h(z') >
S-Bilz): =

Comme ¥+ n’a pas de points de décroissance, la fonetion h est sus-
ceptlble d’en possédel seulement dans le point 2w de discontinuité
de (f~1)*, mais, si ¢’était vrai, alors on aurait

Fk(-’.v,,;m == 0) h(a;”m—— 0) _lﬂk(x“n)'h((v?%—‘}—())’
(f™)* (aim — 0) (FH 7 (aim)

donc Tt (0w — 0)-f* (£ (afm — 0)) > W+ (@i + 0)-f+ (f71(an)), Aol
ot (f1(#)) posséderait le point de décroissance zim et o ne serait pas con-

vexe sur (a, b).
On conclut que h n’a pas de points de docromsance (de méme que

‘I’+) done, il y a dans un intervalle (zfm, 2fn) ou (2fm, #ln+1) (ici nous
avons utilisé des notatlons 1ntrodu1teb au cours de la démonstration du
théoréme 1), les points ¥’ et y", y" < y"', tels que k(y)> R (y"). Siy',
y'" € (x'm, xPm), nOUS obtenons ’absurdité sl ‘1"+(y") Siy, y'e
€ (#Pm, 'mi1), alors

B ')k () o B (y)-R (y")

=t () 588 6
ou
N FF YY) > T -f (YY),
done
o ) =l e o f RNy < 45T,

ce qui est absurde.
Il résulte que ¢ (#) = ¥ (f (#)). D’une maniére semblable, on prouve

qu'on a ¢ (2) = YY) ; le théoreme est démontré.

6. UNE PROPRIETE DE LA FONCTION ¢

Notations. Posons @ et { les fonctions utilisées a la définition du
type K et faisant partle de la classe restreinte, comme nous l’avons déja
qualifié, construite # la démonstration du théoréme 1. Soit B = {ve
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(c,d.) il y a we (ay, by), y € (ag, bp) tels que U (w) = ¢ (y) = vet PF(x) =
=¢* (y); ou (ay, by) = 47 (¢, ) et (ag, by) = 7 ((e, d)).

THEOREME 3. L’ensemble E est vide ou formé d’un intervalle fermé
a gauche, réduit peut-éire a un point.

Remarque. On pourrait donner un théoréme semblable si on chan-
geait B par un ensemble analogue, défini & ’aide des 4~ et {7, et le
mot «gauche » par «droite ».

qe=
———— est croissante sur (e, d)
: @1
car la fonction h, dont on parle avant le théoreme 2, et b’ coincident sur
(e, d) sauf Pensemble des points § de discontinuité, out & (3) =1i1181 kb (z).
z=

Démonstration. La fonetion b =

>3
Alors B* == 1 (¢’est possible méme quand il y a A, pe(e,d) ou &' (A) <
<1 < W (p), car h* n’a pas la propriété de Darboux) ou A* =1
dans un point ou sur un (seul) intervalle (£,7). Mais I (&) = ling h(z) =
(S
&>
=1, donc A* =1 sur [&,7). Si * est continue (ou discontinue) dans 7,
alors ’ensemble E*, ou A* =1, est [£,1] (ou [£,7)). C’est ’ensemble F
parce qu’il y a pour tout1 :-EE*’ x= Y71 (v)et y =70 1(v) tels que
s L+ 0~ v
bio)=F () et LD
S0l ()
G (Y7 (v) F () pour ve B .
Laissons au lecteur 1’établissement d’un théoreme analogue au
théoréme 3, concernant les fonctions ¢ et @ a la place de ¢ et J.

1; réciproquement, on voit que

7. NOUVELLE PRECISION DES FONCTIONS o ET ¢

" Etant donnée une fonction ¢, remarquons qu’il y a toujours une
fonction - telle que (™) *=({; )" dans un 7 € (¢, d) arbitrairement choisi,
parce que ({')* = F, et on peut changer éventuellement ’indice %.

THEOREME 4. Dans les conditions du théoréme 1, la classe des jonctions
{ coincide ¢ celle des fonctions ¢ telles que (V*~1)" existe et, pour chaque
Te(e d), si ($* )F(5) = (@217 (1), aors (¢ ) (v) < (@) (v) pour
v < 7 (e (U YH(v) > [@7)H() pour v> 7).

Remarque. De ce théoreme on déduit immédiatement que la fonction
sign[($* )+ (2)—(P7 1) (#)] est croissante sur (e, d). Cette condition
est aussi nécessaire et suffisante pour I’équivalence des classes des fone-
tions ¢ et ¢*.

-1)+
Démonstration. Soit une fonction ¢. Rappelons que h* = %
~1)+
est croissante ; alors h, = ((:p_1)+ est aussi croissante et 2. (r) =1. On
déduit-les relations de D’énoncé et que sign[($~L)* (#) — I3 Y)* (@)] est

croissante sur (¢, d).
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Réciproquement, considérons une fonction v* jouissant de la pro-
priété énoncée. Démontrons qu’elle est une ¢. Supposons que h* =
(Y

T-1y+
h*(&) > h*(%). En suivant Pobservation qui précede le théoréme 3, on
peut décider qu’il existe J, telle que ()T (Z) = ($* 1)* (Z). 1 §%n-

* —1)+

——— » hous avons k; (£)>h;( §) =1,

done (* “N)* (&) > () (&), ce qui coﬁt-redit I’hypothese.

On pourrait démontrer de la méme maniére le théoréme suivant
concernant la fonction ¢ :

THEOREME 4'. Supposons que les conditions du théoréme 1 sont
remplies. Les fonctions o coincident aux Sfonctions dérivables & droite
¢ (@, b)— R, telles que pour chaque pe(a, b), si ¢* t(p) = @*(p), alors
o't (1) B (pour « < p (et o + (1) > B (1) pour 1 >p).

Mais laissons aussi au lecteur le soin de faire la démonstration
détaillée.

Nous finissons en faisant remarquer que ce sujet-ci est trés loin
d’étre épuisé et que ’établissement d’un théoreme de nécessité et suffi-

- sance pour 'appartenance au type K constituerait, par exemple, un pro-
gres réel.

n’est pas croissante. Alors il y a £, Le (¢, d) tels que & < ¢ et

suit que, pour la fonction h; =

Manuserit recu a la rédaction le 17 avril 1964.

Faculté de Mathématiques et Mécanique
de UUniversité de Bucarest
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