DESPRE PREDAREA ASEMANARII TRIUNGHIURILOR
T. ZAMFIRESCU si D. PAPADOPOL

Este stiut ci, dupid ce elevii gi-au format o idee intuitivd, vagd,
despre un anumit obiect matematic, stabilirea unei definifii pentru acesta
ridici, probleme delicate pentru profesori si autorii de manuale. Desigur
ci la nivelul unei mai inalte tinute matematice, aceste probleme dispar,
intrucit a cunoaste obiectul nu va insemna altceva decit a fi in posesia
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unei definitii a lui ; insi, in faza de inceput a dezvoltirii gindirii matematice
a elevilor, intins# pe o insemnati parte a anilor de gcoald, este indiscutabil
util 84 se foloseascd ideile care existd deja in mintea elevilor, cirora si li
se dea apoi o formid matematici abstracti.

Dar formularea riguroasi a definitiei, precedats de stipinirea intui-
tivd, senzoriald, trebuie ficutd intr-un adevirat spirit matematic, fird
ambiguitatfi si fira repetitii; ea trebuie s serveascd, drept model in acest
sens. Reamintim, cdci nu este pentru prima oari cind se di acest exem-
plu, ci oricine pricepe imediat ce inseamni, de pildi, o linie frintd, parcur-
gind rapid faza intuirii obiectului’). Dacd definitia care urmeazi a i se da
nu este pe deplin riguroasi, ea devine cu totul de prisos.

Se stie ci, prin intermediul unor teoreme de necesitate gi suficienti,
pot fi obtinute definitii echivalente cu o definitie daté, iar prin intermediul
unor teoreme de necesitate se obtin insusiri ale obiectului definit. Daci,
sub titlul de definitie, sint inglobate, pe lingi o definifie a unui obiect
matematic, §i alte definitii echivalente, precum gi diverse insusiri ale obiec-
tului respectiv, e obtfine, desigur, tot o definitie echivalenti cu prima.
Dar este nelogic, cel putin din motive economice, si se inglobeze intr-o
definitie mai mult decit strictul necesar. Repetim, acest strict necesar
nu este unic §i doar motive pedagogice, estetice sau de altd naturi,
in orice caz nu pur matematice, ne pot face s#-1 preferim in locul unei
alte definitii echivalente, restrinsi si ea la minimum.

In privinta triunghiurilor asemenea, manualele noastre dau urmi-
toarea definitie :

Doui triunghiuri sint asemenea dacd unghiurile unuia din ele sint
respectiv egale cu unghiurile celuilalt, iar laturile lor omoloage sint pro-
portionale.

Este limpede ci definitia aceasta cuprinde mai mult decit strictul
necesar pentru definirea triunghiurilor asemenea. Anume, sint reunite
trei definitii echivalente intr-o singuri exprimare. Desigur ci autorii au
compus in acest fel definitia despre care este vorba cu grija de a pistra
analogia cu cazul poligoanelor oarecare. Dorinta de a pistra aceasti ana-
logie, care de altfel nu se poate intinde prea departe, poate determina
complicarea definitiei in cazul triunghiurilor?

Ar fi poate preferabil ca aseménarea triunghiurilor si fie tratatd in
urma asem#ndrii poligoanelor oarecare, din pricina acelui ,,serios deza-
vantaj’’ ci ,,aseminarea triunghiurilor poate fi stabilitd prin simple consi-
deratii asupra unghiurilor” **), ins#, daecid se incepe totusi cu aseméinarea
triunghiurilor, lucrurile se schimbi §i dezavantajul de mai sus se schimba
intr-un avantaj, anume acela al trecerii treptate de la particular la general,
de la mai simplu la mai complicat.

Expunem in cele ce urmeazi un mod de prezentare a inceputului
capitolului consacrat triunghiurilor asemenea.

Omitem de a face aici introducerea — desigur necesari — pe o
cale cit mai intuitiva, a figurilor si apoi a triunghiurilor asemenea.

Definitie. Doud, triunghiuri sint asemenea daci au unghiurile res-
pectiv egale.

*) vezi A, Hollinger, ,,Definitia poligoanelor asemenea”, G.M.-A, nr. 7/1964.
**) vezi H. Frendenthal, ,,Initierea in geometrie, II”’, G.M.-A, nr. 3/1958.



Pentru a ugura scrierea, introducem urméatoarea notatie : ,,triun-
ghiul ABC este asemenea cu triunghiul A’B’C’’ se va scrie :
AABC ~ AA'B'C'. :

Teoremd. Dacé doud triunghiuri sint asemenea, atunci ele au latu-
rile omoloage proportionale’).

Demonstratie. Fie AABC ~ AA B’ C’ Din definitia data rezultd ci

A A’ B=R §i ¢ = (. Purtsm pe
A A AB un segment "AM = A'B’. Ducem
din M o paraleli la BC gi notim cu N
punctul ei de intersectie cu latura AC.
Conform teoremei lui Tales,

M 8’ A AM AN
/ AR Al -
V.4 0

Avem prin ipotezi o A' iar prin
constructie AM = A’'B’. In acela,§1 timp,

N\ A
din egalititile AMN = B (ca unghiuri corespondente) si B=F (prin
P

ipotezi) rezulti ca AMN = B’. Conform cazului II de egalitate a triun-
ghiurilor, AAMN = AA'B'C’, deci AN = A'C'".

Prin urmare

= (1)
AB AC
In mod analog,
y o4 e o
AC BC

Din relatiile (1) si (2), obtfinem :
A’ B’ B C’ c'A’
AB BC

s Je.e.t.d.

Raportul a dous laturi omoloage din doud triunghiuri asemenea se
numeste raport de aseminare.

Urmitoarele trei propozitii, care dau conditii suficiente pentru asge-
méinare sint cunoscute sub numele de cazuri de aseminare *’).

Cazul I. Daci doui triunghiuri au cite doui unghiuri respectiv
egale, atunci ele sint asemenea.

*) In expunerea clasica aceastd teoremi se demonstreazi in cadrul cazu]m I de ase-
manare.

**) Datorita faptului ci am dat o alti definitie triunghiurilor asemenea, teorema funda-
mentald a asemdindrii (o paraleld la una din laturile unui tnunghl determind un triunghi ase-
menea cu cel dat) devine banali.

De asemenea, cele trei cazuri de aseminare vor avea ‘demonstratii diferite de cele din
manuale.
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Demonstrafia este imediati. Fie AABC, AA'B'(C", B — B' i ¢ = (.
Stiind ci suma unghiurilor unui triunghi este de 180°, obtinem 4 = A’ si,
conform definitiei, AABC ~ AA'B'(", c.c.t.d.

Cazul I1. Daci doud triunghiuri au cite douit laturi respectiv propor-
tionale, iar unghiurile dintre ele egale, atunci ele sint asemenea.

Demonstragie. Considerim AABC si AA'B'C’ si fie 4 = A" i
A'B" A'C
AB. - - AQ
in A, iar B’ in M. Pentru ci A = A’, latura 4’0’ se va supra-
pune pe AC, punctul €’ venind in N. Inlocuind in relatia dati in
ipotezd, A'B" prin AM i A'C’ prin AN, obtinem '

AM _ AN
AdB. A0
Conform reciprocei teoremei lui Tales, dreptele MN si BC sint pa-

AN A N A
ralele si atunci AMN = B i ANM = C, ca unghiuri corespondente. Dar,
pe baza cazului I de egalitate a triunghiurilor, AAMN = AA'B'¢’ $i

N A N\ A A A A A
deci AMN = B’ §i ANM = ('. Deci B = B’ §i C = ("; atunci din defi-
nitia asemindrii triunghiurilor rezulty ci AABC ~ AA'B'(’, c.c.t.d.
Cazul ITI. Daci doud triunghiuri au laturile respectiv proportio-
nale, ele sint asemenea. : -
Demonstrafie. Fie din nou AABC gi AA'B'C', de aceasti dati
satisficind egalititile : :

- Agezdm latura A’'B’ peste latura A B, virful 4’ venind

AIB' S BICI 2ok OIAI‘.
AB= B0 O
Purtim pe AB un segment AM = A’'B’; prin M ducem o paraleli
la BC si notim cu N punctul ei de intersectie cu AC.
Conform teoremei lui Tales are loc relatia

i Aol (3)

Se observi ci AAMN si AABC, avind unghiul 4 comun si doui
laturi respectiv proportionale (relatia (3)), sint, conform ecazului II de
asemanare, triunghiuri asemenea. Egalind rapoartele intre laturicon-
form teoremei anterioare, si tinind seama ci AM = A’B’, obtinem

AR AN CMN
A8 %A TBp
Comparind egalititile (4) cu cele din ipotezi, rezultd ¢y AN — A'C’
§i MN =B'C’". In baza cazului III de egalitate a triunghiurilor, AA MN =
= AA'B'C'; dar AAMN ~ AABC, deci AABC ~ AA'B'C’, c.c.t.d.
Toate cele trei cazuri de aseminare furnizeazs totodats si conditii

necesare pentru asemdinare, primul in mod evident, iar celelalte doui in
virtutea teoremei anterioare. ;

(4)



