CONSTRUCTIBILITATEA CU RIGLA, COMPASUL SI TRISECTORUL
TUDOR ZAMFIRESCU e

§0. Introducere

Existd doud mari categorii de probleme in geometria elementars :
cele care cer demonstrarea unui fapt geometric gi cele care cer constructia
unei figuri geometrice.

Referindu-ne la prima categorie, s-au strins in lungul timpurilor nu-
meroase probleme particulare ale céror demonstratii erau foarte variate,
lipsite de o metodd comuné, general aplicabild. In 1736, Descartes ne di o
astfel de metodd prin crearea geometriei analitice — jonctiune a geometriei
cu algebra. Aparitia unei asemenea metode, dupa diversele rezolviri parti-
culare seamind cu aparitia intr-o stiin{d a naturii a unei teorii generale
— fruct al diverselor experiente care o preced si sprijin pentru cele
viitoare. In cadrul celei de-a doua categorii au aparut deja o serie intreaga
de probleme, rezolvate in chipurile cele mai diverse. Multe dintre aceste
probleme au fost puse in fata oamenilor de citre tehnici ; unele dintre ele
nu au putut fi rezolvate. Se pune deci §i problema mai generald a rezolu-
bilitdtii problemelor de constructii. Toate aceste probleme particulare au
impus clddirea unei teorii generale relative la problemele incluse in a doua
categorie. Vom prezenta aici unele aspecte ale acestei teorii.

In rezolvarea unei probleme de constructii se parcurg trei etape :
prima, in care trebuie precizat de ce instrumente avem dreptul si ne
servim gi ce anume operatii se pot executa cu aceste instrumente, apoi
aceea in care cercetam rezolubilitatea problemei §i, desigur doar dacd ne-am
convins in a doua etapa de posibilitatea constructiei, se trece la cea de-a
treia, in care efectudm aceastd constructie.

§ 1. Construetii eu rigla si compasul

Fie datd configuratia geometrica pland (F si relatiile R dintre (7
si configuratia de construit £. Dorim sa realizam algebrizarea problemei
adica inlocuirea figurilor (7 §i € prin multimile de numere I §i G, care le
caracterizeazi, si algebrizarea lui :. Trebuie ales in acest scop, un sistem
de referintd, de pildd cel cartezian. Intre punctele ce compun configuratiile
(F 814 i perechile de numere reale reprezentind coordonatele lor se sta- -
bileste o corespondentéd biuniveca. Dar, pind §i in cele mai simple cazuri,
bunaoard dacd (F este o dreapta, gisim multimi infinite de perechi de nu-
mere asociate. Putem alege atunci numai atitea puncte ale lui (£ i G
cite sint strict necesare ca ele si fie perfect determinate? Imperfectiunea
instrumentelor de care ne servim, in sensul ¢ii, de exemplu, cu rigla nu
putem duece nici un arc de cerc, ne determing $i ne multumim cu deter-
minarea atitor puncte din & cite am stabilit ca sint necesare. Dar daca
sint date gata trasate curbele din (£ (aflindu-se printre ele si curbenetra-
sabile cu instrumentul dat), aceasta — desi departe de a echivala cu cunoas-
terea infinitatii de perechi de numere despre care am vorbit — reprezinta
totugi mai mult decit cunoasterea doar a unor puncte ce determinad (. In
lucrarea de fatd nu ne vom ocupa insd, decit in mod exceptional (teorema
4, § 1) de cazul acesta asa ci ne limitdm la considerarea problemelor in
care (F este datd prin o mulfime de curbe trasabile cu instrumentele date.
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Deci, rispunsul la intrebare este (in cazul acesta) afirmativ. Metodele infi-
tisate in continuare nu subsistd in general, decit dacd mulfimile de numere
F i @ sint finite. latd de ce nu vom lua in considerare decit configura-
tiile (7 §i G alciituite dintr-un numir finit de curbe algebrice de grad finit.

Teorema 1. Dacd (F (saw G) este alcdtuitd din a, puncte, a, dreple,. ..
., a, curbe de gradul n, atunci puterea multimii de numere F' (sau G) este cel

n
mult 2ay + Y §(J + 3)a;.
i=1

Demonstratie. Cele a, puncte corespund biunivoce la @, perechi de nume-
re, iar o-curbi algebricit de grad m este determinatd de fﬂ%ﬂ -conditii
independente, de pildd acelea de a trece prin tot atitea puncte, cdrora
le corespund m (m - 3) numere. Se insumeazi pentru toate punctele si
curbele figurii. Dac# toate numerele obfinute mai sus sint distincte,
atunci avem egalitate. In caz contrar, deoarece in F sau G numerele nu se
repetd, avem inegalitate. 7

Infelegem prin rigld, un instrament cu ajutorul ciruia doud puncte
pot fi unite printr-o linie dreapti, iar prin compas, acel instrument cu
care se poate trasa un cerc cu centrul intr-un punct dat gi cu raza cit
distanta intre doud puncte date. ; 4

Convenim si considerim cunoscute punctele de intersectie sau tan-
gentd a doudl curbe date ori construite, trasate continuu. _ “

Considersim o problem# de constructie cu rigla si copasul ce satistace
ipotezele teoremei precedente. Construim cu cele doud instrumente, in
planul figurii date, sistemul cartezian de coordonate. Cele patru grade de
libertate pe care le avem la dispozifie (trei grade pentru cele doud axe
rectangulare i un grad pentru unitate) permit si inlocuim doud puncte
esentiale ale Iui (Z prin (0,0) §i (1,0). Dar cu rigla si compasul nu se pot
face misuritori. Dac# (£ contine mai mult decit doud puncte esentiale,
unele numere din ¥ rimin necunoscute. In functie de ele se pot calcula
ins#, numerele din &, in baza relatiilor %, transpuse algebric.

S% insemnim: prin A, cel mai mic corp numeric ce include mul-

timea F, cu alte cuvinte corpul obfinut prin adjuncfia numerelor din ¥
la corpul @ al numesrelor rafionale.'{.

Teorema 2. Conditia necesard si suficientd ca o problemd si fie rezo-
lubili ou rigla §i compasul este existenfa lantuluwi de extinderi

Al e o S e S
asifel incit

A DG iar AN 1 =—2(m =1, .. ;0)[L}

Demonstratie. S3 demonstrim necesitatea condifiei. Considerdm folo-,
sirea riglei. Cu ea se unesc doud puncte cunoscute (a,, b,), (@, b,) printr-o
dreapt# ai ciirei coeficienti se afld, evident, in @ (ay, by, @y, b,). S& conside-
rim fologirea compasului. Cu acesta se traseazd un cerc de razd egald cu
distanta dintre dou# puncte cunoscute (@, b,), (@, b,) §i cu centrul in-
tr-un punct cunoscut (as;, bs). Ecuatia cercului este (z—a,)® 4 (y —b;3)* =
—=(a; — @,)% + (b, — b,)?, deci are coeficientii in Q (ay, by, ay, by, a5, bs).
Prin astfel de trasiri de drepte gi cercuri se obtin puncte de intersecfie
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ale ciror coordonate sint solutiile sistemelor de cite dous ecuatii repre-
zentind curbele concurente. Intersectind dous drepte rezolvim un sistem
de ecuatii liniare cu corpul coeficientilor €, si solutia (a, b) ; avem a,b e (.
Prin interectia unei drepte cu un cerc, dacd corpul coeficientilor este O,
gasim solutiile (a, b), (@', b’), cu a b, a', b € O, sau cu [Cya, b,a’, ') :
: 03] = 2. Intersectiile a dou# cercuri cu coeficienti in €, coincid cu inter-
sectiile unuia dintre ele cu axa radicald, ai cdrei coeficienti sint tot in C,,
problema reducindu-se astfel, la cazul precedent. Deci, dacé constructia
este posibild, inseamn# cd existi un lant de extinderi

AT .. CA,,uGC Al A, ] =2(m=1,,. o).

Trecem la demonstrarea suficienfei conditiei. Pentru aceasta si
ne amintim mai intii e orice extindere algebric generatdi a lui () este un
spatiu vectorial peste cimpul @ si 3 demonstrim apoi cd orice element al
el este constructibil cu rigla si compasul dacd i se cunoaste o bazi. In

adevir, un element arbitrar « se scrie in raport cu baza (B,...,8,) ca o
n

combinatie liniard o — Y ¢ B (¢;€ Q) constructibild cu rigla §i com-
t=1

pasul. Un corp ale cirui elemente pot fi construite cu instrumentele consi-

derate il vom denumi constructibil. Fie corpul constructibil P si extinderea

sa P* O P, astfel ca [P : P] — 2. S& dovedim ci §1 P* este construc-

tibil. In adevir, fie 8 un element oarecare al Iui P . El are cel mult gradul

2 peste P; deci, existd a,, a5, a, € P astfel ineit ay + @ B+ a, B2 =0,

de unde
Gl a; 4 Va% —4da.a,
2a,

sau B = b, -+ b, [b,, unde by, by, by & P sint constructibile, deei 81 B este
constructibil. Prin urmare, corpul P+ este constructibil. Din cele aritate
mai sus urmeazi cd intreg corpul A, este constructibil, la fel ca intreg lantul
de supracorpuri A, A,,..., A,. Rezulti ci §i numerele din G C A, sint
constructibile cu rigla §i compasul.

Nu trecem mai departe inainte de a aminti i orice problems
rezolubilid cu rigla §i compasul poate fi rezolvatd cu compasul singur [47].
Evident, ne vom multumi cu aflarea a doui puncte de pe o dreaptd in
locul determinirii intregii drepte, daci se cere aceasta. in demonstratie
se utilizeazd o transformare prin inversiunne.

Vom ardta acum, ci dac#i in plan este dat un cere (trasat in intre-
gime) i centrul sau, atunci se pot rezolva doar cu rigla problemele rezolu-
bile cu rigla §i compasul. Pentru aceasta vom demonstra mai intii

Teorema 3. Daci (F contine un paralelogram, atunci putem rezolva
cu rigla orice ecuatie de gradul T fatd de un reper cartezian oblic [2].
i Demonstratie. Fie (fig. 1) paralelogramul dat ABCD, dreapta A
gi punctul P." Notim intersectiile M — (AB, A}, N —(CD, A), T—=
= (40, BD). Algem arbitrare punctul R in plan (nesituat pe BD) si
dreapta § trecind prin ¢, dar nu gi prin B. Notdim 7T = (RB, 3), U =
= (RI, 3), V = (RD, 3). Se poate ardta ugor c¢d TM si VN sint concu-
rente intr-un punct §. Intersectia J — (SU , A) este mijlocul lui MN,
cdei birapoartele (QBID) si (QMJN) sint egale, fiind ambele egale cu
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(QTUYV), iar QB=0QD :QB=QN : QM. Apoise gtie ci, doar curigla, putem
completa cu o dreaptd Pp razele PM, PJ, PN astfel ca fascicolul P(M,J,
N, p) si fie armonic. Dreapta Pp construitd este paraleld ecu A; deci, in
conditiile teoremei poate fi dusid L el
printr-un punct dat o paraleld
la o dreaptd dati.

Fie ecuatia ax -+ b = 0.
Numerele @ §i b reprezintd doud
coordonate ale unor punecte date.
Datoritd posibilitafii trasirii
de paralele din aceste puncte
la axele de coordonate, putem
stabili pe axe doud puncte cu
coordonatele nenule a si b. Si
analizdm situatia 4 (e, 0),
B (b, 0y Remarcind cd dacd se Fig. 1
cunoaste punctul ¥, (n, 0) atunci
se poate construi N, (0, n) si reciproc (intersecfia paralelei din XN,
respectiv N,, la dreapta') E,E, cu Oy, respectiv Oz), nu se 1hai impune

studierea altor situatii. Va trebui si construim z = — — - ‘Avem evi-
a

dent, v :.ﬂ, iar # va fi aflat pe Oy. Punctul 4’ ( — a, 0) poate fi

e —a : ‘ ;
const.ru%t ?), Intersectia paralelei din B la A'E, cu axa ordonatelor ne
di punctul X, (0, @), apoi putem construi si X,(#,0). Teorema este
demonstratd. e

Observam cé in conditiile teoremei 3 nu putem duce numai eu rigla
o perpendicularii dintr-un punct dat pe o dreaptd datd, in general. Aceasta
nu poate constitui o surprizi avind in vedere ci, in axe oblice, eonstructia
aceasta nu revine la rezolvarea unei ecuatii de gradul I.

Corolarul 1. In eonditiile teoremei 1, date fiind a gi b, putem construi
produsul ab.

Demonstratie. Rezolvam sistemul
: { ay — 1 =0,
xy —b =0,

inlocuind pe ¥ — & din prima in a doua ecuatie : x = ab.

Corolarul 2. Dacd (F confine un pdtrat, atunci putem rezolva doar cu
rigla, orice ecuatie de gradul I fatd de un sistem de coordonate rectangular
cu unitdti egale pe cele doud axe.

Demonstratie. Dat fiind patratul 4 BOD, putem lua ca axe pe BA si
B0, iar ca unitate latura patratului ; putem insd construi si alte sisteme de
referintid carteziene rectangulare, eventual mai comode. Observind cé teo-

') Notidm e, unitatea de pe axa absciselor, e, cea d¢ pe axa ordondtglor, E; (e, 0) si
E; (e, "9). : 2 ‘ ]

2) Luiim punctul P arbitrar pe Oy, diferit de originea O. Paralela din O la AP taie
paralela din P la Ox in Q iar paralela din Q la Oy taie pe Ox in 4’. In mod asemanitor pulem
construi si suma a -+ b daca a si b sint cunoscute. %
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rema 2 ge aplicd gi caznlui cind sistemul de referin{id este cel enuntat, coro-
larul este demonstrat. B 3 : :

Ca aplicafie, cititorul va putea veritica posibilitatea coboririi unei
perpendiculare dintr-un punct dat pe o dreaptd daté, in conditiile corola-
rului 2. ,

Teorema 4. Dacd (F contine un cerc §1 centrul sdu, atunci se poate
rezolva cu rigla orice problemd rezolubild cu rigla si compasul [2].

Demonstratie. Fie (Q) cercul dat (fig. 2). Ducem arbitrar diametrii
AC§i BD. Ducem QF si QG respectiv paralele cu AB si BC'; completim

A 0
0
G
Vo4 7
Fig. 2 ] Fig. 3

patratul QFQG. Ca urmare, putem rezolva orice ecuatie de gradul I
fatd de un sistem de coordonate rectangulare cu unititi egale pe cele
doud axe. ‘ : 5 : :

. Se-pat-afla doar cu rigla intersectiile unei drepte 5 cu un cerc dat
prin punctele o, o, B, centrul fiind ©, lar raza distanta dintre « si B (tig. 3).
1n adevir, §4 completam intr-un fel, prin punctul v, paralelogramul o o@y.
Noul virf va, apartine cercului (v), Fie = intersectia (3, o y). Paralela
din Q 13 oy taie cercul dat in doud puncte dintre care pe cel aflat de
aceeagi parte alui Q o ca §i v il notim cu I'. Aflam centrul O de omo-
tetie directd a celor douid cercuri intersectind dreptele Qo si I'y. Gésim
apoi omologul ¥ al lui ¢ intersectind pe QI' cu O=. Paralela A din F
la 3 va corespunde in aceastd omotetie dreptei 3. Fie Z i H intersectiile
lui A cu cercul (Q). Evident, solutiile problemei sint omoloagele punctelor
Z si H adicd intersectiile £ si v ale lui 0Z si OH cu 3.

Afirmdm cd putem rezolva orice ecuatie de gradul IT fatd de un
sistem cartezian rectangular de coordonate cu unitdti egale pe cele doud
axe. In adevir, fie ecuatia az?+-bz+c = 0, cu a, b, ¢, cunoscute. Solutiile
ei sint : ' ;

—b 4-)b2 — 4ae
Ty = :Hé a ®

Corolarul 1 a deseris calcularea lui n — b2 — 4ac. S gisim acum
m = |/ m. Pentru aceasta, dacd am gésit punctul N (n, 0), construim punc-
tul E (— 1,0), gésim apoi mijlocul P al segmentului EN (problem# de
gradul intii) §i, conform celor demonstrate mai sus, aflim intersectia M
w axel Oy cu cercul de diametru EN. Avem OM — m. Calculim apoi
+m —b :

2

Hr0=
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Asadar am dovedit ci rigla singurd poate inlocui rigla §i compasul in
conditiile teoremei 4, bineinteles exceptind trasarea continud a cereurilor.

§2. Construetii eu rigla, compasul si trisectorul

Dup# cum sugereazd §i numele, trisectorul este un instrument cu
care se poate divide un unghi oarecare in trei pirfi egale.
Teorema 1. Putem rezolva,cu rigla st trisectorul, orice ecuagie de gradul

> : : . 1O E ST e NEr
I fatd deZun sistem de axe de coordonate ou _unghml—s—int're ele si unitdge

egale pe ele sau fald de un sistem de axe rectangulare cu wnitdti diferite.
‘ Demonstratie.  Ducem dreapta AB gi, trisectind cite un unghi de
mirime = din A i B, ebfinem triunghiurile echilaterale ABC; si ABC
si rombul AC;BC,. Cele doud sisteme pot fi luate astfel : perechea de axe
C,A, 0,B cu unititile egale cu latura triunghiului echilateral i perechea
de axe A B, (,0,. Existenta rombului asigurd — conform teoremei 3, §1—
rezolubilitatea de demonstrat. =
Putem duce perpendiculara dintr-un punct dat P pe o dreaptd
datd A, construind ca in teorema 1 rombul AC,BC, cu A §i B pe Asi
ducind paralela din P la C,C,, care poate fi construitd conform teoremei 1.
Corolar. Dacd configuratia datd (F contine circumferinie wunui cerc,
atunci se poate rezolva cu rigla gi trisectorul orice problemd rezolubild cu rigla,
compasul si trisectorul. '
Demonstatie. Ducem printr-un punct arbitrar al circumferintei date
douii drepte perpendiculare, conform celor mentionate mai sus. Acestea
determinid un diametru al cercului, a cirui intersectie cu un alt diametru
construit analog este centrul cercului. Conform teoremei 4, §1, rigla sin-
guri inlocuieste mai departe compasul si teorema este demonstrata.
Teorema 2. Fie ecuatia oz 3° -+ ay 4% + o & + x, = 0 cu coeficienti
constructibili §i oy 5= 0. Pentru ca rdddcinile ei sd fie consiructibile cu
rigla, compasul si trisectorul este suficient ca ele sd fie reale. :

Demonstratie. Punind a = e g2 e, apoi translatind
%3 %3 U3
a
€Ti— ‘J)’ = ':—3“ a:flérm
% +px' +q=0 (1)
a? 2a®  ab A
unde =bh — — sl =g
- 3 ’ 1 27 3
Transformarea ' = ZV__ g_X ne di 4X3% —3X =« (2)

unde « _-% 518 =2 V = % . Dacé ecuatia datd are doumd ,ridicini
p

confundate, atunci polinomul din membrul ei sting este reductibil. Prin

urmare ecuatia poate fi rezolvatd doar cu rigla §i compasul. Daed ecuatia
2 3

datd are rddicinile reale si distincte deducem ugor din—i—_+,p— <0
A o 7

¢ —1 < a << 1. Evident, cu ajutorul mirimilor date o, o, %y, o3 S€ pot
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construi cu rigla si compasul a, b, ¢, apoi P, q 8 B, a. Gdsim cu trisectorul
arc cos o
&

3
=08 (&3_7: -+ m) care sint cele trei rididcini reale ale ecuatie (2). Rezults

unghiului o = . Aflim cu rigla si compasul X, = cos w, A=

apoi imediat i riddcinile ecuatiei date. _

Mai mult, se poate demonstra [5] urmitoarea teorems de necesitate
si suficientd :

Teorema 3.  Fie corpul constructibil K $1 ecuatia oz X3 - o, X2 |
+ o X 4 a0y =0, cu og==0, ireductibild peste K. Conditia necesard $i
suficientd ca cel putin o raddicind a ei sd fie constructibild cu rigla, compasul
st trisectorul este ca toate viddcinile sd fie reale.

Aceastd teoremii cu aspect calitativ poate fi pusi §i sub o altd formi,
al cdrei caracter cantitativ o face mai utild in multe aplicatii :

Teorema 4. Conditia necesard si suficientd ca cel putin o rdaddcindg a
ecuaiei oz X3 4oty X2 4 0y X 4 g = 0, cu o 5= 0, dreductibild peste
corpul constructibil K, si fie constructibild cu rigla, compasul si trisec-
torul este ca 5

18 opmyogag — 4 apaf — 27 wgod + a0l — 4 afay < 0.

Demonstratie. Conditia necesard sisuficientd pentru constructibiljtatea
a cel pufin unei ridicini, datd de teorema 3, se scrie ¢%:4-}p3:27<0.
Exprimind p, ¢ prin «,, o, s, o, se obfine inegalitatea din enunt.

Reunind rezultatele obtinute mai sus, se poate cu usurintd demonstra

Teorema 5. Conditia necesard si suficientd ca numerele din G sd
poatd fi construite cu rigla, compasul gi trisectorul, cunoscindu-se cele din
F, este ca sd ewxiste corpurile

Ay CApE o Gl i,

astfel ca A, = | I A, (A, corpuri); A, DG; [A,: A, ]=2 sau 3
ADeUr

(m =1,2,...,n) gi sd ewiste A, A, astfel ca Ax, C R, unde R este

corpul numerelor reale, iar Ak, este corpul de descompunere al polinomului

minimal al lui A, relativ la A,,_,.

§ 3. Problemele eclasice

Se spune cd pe vremea geometrului grec Platon, pe insula Delos
a izbuenit o epidemie de ciumd. Un oracol, pretins purtitor de cuvint al
zeului Apollo, a poruncit pdmintenilor si dubleze altarul zeului, care avea
§i urma si aibd o form# cubicid. Locuitorii insulei s-au adresat geometrilor
timpului §i in primul rind lui Platon. Acesta nu a reusit sd o rezolve folo-
sind rigla si compasul si nici altcineva dupi el nu a avut vreodatd succes.
Ulterior s-a demonstrat irezolubilitatea problemei. Mai mult, vom da acum

Teorema 1. Nu se poate construi cu ajutorul riglei, compasului gt
trisectorului muchia cubului de volum dublu fatd de wn cub dat.
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Demonstratie. Construim dou#l axe rectangulare eu unitdti egale eu
muchia cubului dat. Trebuie cercetatds posibilitatea constructiei unui
3

segment de lungime V2. Considerdm corpul constructibil @ *) si ecuatia

2% — 2 — 0 ireductibild! peste Q. Aplicind teorema 4, §2 eazului particu-

lar cind o = o, = 0, corespunzitor unei ecuatii binome, gésim e
3

27 o2 «f < 0, deci nici o ridicind a ecuatiei considerate, inclusiv V2, nu
este constructibild. Imposibilitatea constructiei subsistd deci oricarear
a

fi g € Q cule, & Q.

O altd problemi clasicd irezolubild curigla si compasul este trisec-
tiunea unui unghi arbitrar. Merité atentie cuvintul ,arbitrar”’ datoritd
celor ce urmeazi. Dat fiind un unghi — spune problema — s se afle
unghiul de trei ori mai mie. Am spus cd problema este irezolubild cu rigla
si compasul §i vom demonstra aceasta. Dar exista unghiuri (de exemplu :
180°; 90° ; 72°; etc.) a ciiror trisectare este posibild ? Aceasta inseamni ed
rispunsul la problemi este ci in general constructia este imposibild dar in
unele cazuri particulare ea ar fi totugi posibild. Unghiul ne este dat geo-
metric, fird si-1 putem méisura, deci chiar daca s-ar intimpla ca el sd aiba
792° de exemplu, noi am putea cunoaste aceasta? Réspunsul este arir-
mativ dacd si numai dacd admitem cé se poate decide dacd un punct
dat i altul construit sint distincte sau confundate, or este la libera noastra
alegere daci postuldm posibilitatea acestei deciziunisau imposibilitatea ei. In
primul caz, si acesta va fi luat in considerare mereu de acum inainte, am
vizut ci putem giisi valori care ar putea fi atribuite unghiului dat
astfel ca el s% poatd fi trisectat cu cele doudi instrumente, dar existenta
unei infinitéiti de astfel de valori (atestatd de teorema 3, § 3) care ar
trebui incercate dovedeste, in virtutea necesitdfii parcurgerii doar a
unui numér finit de pasi in constructie, imposibilitatea uneiatari verificari.

Unghiul dat fiind A, relafia trigonometricd cos 4 = 4 cos?

<

A Geris :
—3 cos;— aratd cd ecuatia de rezolvat este

4723 — 302 —a =0 (1)

unde @ = cos A este dat geometric. Aceastid ecuatie este irezolubild en
rigla §i compasul deoarece nu-1 cunoagtem numeric pe @ §i dacd, de exem-

plu, am avea a = —’z.-atunci polinomul 1642 — 122 — 3 ar fi ireductibil

.

peste Q (conform criteriului lui Eisenstein), deci lQ (cos

‘:‘): Q (cos A)} =
— 3. Am demonstrat astfel

Teorema 2. Problema itrisectiunii unghiului este irezolubilé cu rigla
st compasul [1].

1) S-a notat in §1 cu @ corpul numerelor rationale.
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Evident, folosind trisectorul, prin definitie problema Se rezolva ;
de altfel este clar ¢ toemai problema clasic de care ne ocupidm a condus
la introducerea acestui instrument.

Este interesant de studiat, in cazul cind avem informatii despre ma-
rimea lui A, mulfimile de valori ale lui A pentru care constructia cu rigla
#1 compasul este sau nu posibili.

Teorema 3. Multimea valorilor unghiului A pentru care constructia

unghiului i cu rigla gi compasul se poate realiza este numdarabild (infinitd)

tar cea a valovilor pentru care constructia nw este posibild are puterca
continuului.

Demonstratie. Vom demonstra prima parte a teoremei, care implica,
evident, si pe cea de a doma. Doud criterii de censtructibilitate, unul
necesar §i altul suficient, vor servi la demonstratie.

Criteriul 1. Peniru ca trisecfiunea unghiului A sd fie realizabild cu
rigla si compasul este necesar ca a — cos A si Jie algebric peste Q.

Demonstratie. S& presupunem i a ar fi transcendent peste ().
Dacé, in acest caz, trisectiunea ar fi posibild cu rigla §i compasul, atuneci

- S e oy Skl a
ecuatia 4o® — 31 = a = 0 ar fi verificatd de un elementg(—)) € @(a), unde p

a
§i ¢ sint doud polinoame cu coeficienti rationali, prin urmare am avea
4p¥(a) — 3(a)q*(a) — ag® (a) = 0, ceea ce contrazice nealgebricitatea lui a.
Constructia este deci imposibild pentru @ transcendent,
Criteriul 2. Pentru ca trisectiunea unghiulului A s@ fie realizabili

; : 3T 2% s
cu rigla si compasul este suficient ca A = ==, ynde n este un, numar natural

n
nedivizibil prin 3.
Demonstragie. Intrucit n si 3 sint prime intre ele, ecvatia diofan-
ticd nx 4 3y = 1 admite o solutie (20y Y0o), deci '
2 Ajf
'3—‘ Ly + A 0 "—:ES

si unghiul—;ii— poate fi construit.

Pentru demonstrarea teoremei antericare ne mai rimine doar si
observim c# din criteriul 2 rezultdi posibilitatea constructiei pentru o
infinitate de valori atribuite unghiului dat iar criteriul 1 precizeazi
¢d aceastd infinitate este numirabili (ceea ce rezultd din numirabilita-
tea numerelor algebrice peste Q).

Cea de a treia problem# celebri —tot irezolubili cu rigla §i compasul —
este cea a cuadraturii cercului. Ea constd deci in a construi cu cele doui
instrumente un pétrat echivalent (avind aceeagl arie) cu un cerc dat.
Mai departe vom extinde studiul asupra cuadraturii conicelor.

Teorema 4. Cuadratura cercului esie irealizabild cu rigla, compasul
st trisectorul.

Demonstragie. Cercul ne este dat prin raza lui, pe care o alegem ca
unitate. Rezolvarea problemei coincide cu cea a ecuatiei 22 — © = 0. Cum
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ridicina ei pozitiva J/= este transcendentd peste @ rezulti c¢# extin-
derea lui Q generatit de | =nu este algebricd, deci constructia este imposibili.
Obtinem imediat §i urmatorul :
‘Corolar. Nu se poate construi cu rigla, compasul si trisectorul un patrat
echivalent cu un seqgment de elipsd dat (pentru ¢ altfel s-ar realiza in parti-
cular cuadratura cercului).

Teorema 5. Nu se poate construi cu rigla, compasul i trisectorul un
patrat echivalent cu un segment de hiperbold dat.

Demonstratie. Asa cum se ardta in § 1, presupunem datd hiperbola
prin cinei puncte ale sale gi ne propunem s4 realizdm cuadratura segmen-
tului de hiperboli determinat de doud dintre aceste cinei puncte. Din
teoria privind reducerea conicelor se deduce ci putem construi cu rigla si
compasul asimptotele hiperbolei. Notind cu ¢ unghiul dintre ele si cu k
constanta relativi a hiperbolei 2), ecuatia acesteia este xy = k cosec ¢ fata
de asimptote. Dacl x,, , sint abscisele punctelor ce determind segmentul
de hiperbold considerat, atunci aria lui este diferenta intre aria S; usor
construibild a unui trapez si aria

2 |k cosec @

S, = Sincp& do = kIn 2.
oy & &Ly

Cum insd S, deci §i 8, —8,, nu pot fi construite cu rigla, compasul
51 trisectorul, teorema este demonstratd.

Contrar celor ce se petrec la conicele cu centru, pentru para-
bold avem

Teorema 6. Se poate construi cu rigla si compasul pdtratul echiva-
lent cu un segment de parabold dati [2].

‘ Demonstragie. Ni se dau patru puncte ale parabolei dintre care doud
determini segmentul de parabold considerat. Coeficientii parabolei pot fi
construiti, deeci §i tangentele in cele doua puncte. Conform unei teoreme a

“lui Arhimede, aria segmentului de parabold este egald cu 2/3 din cea a tri-
unghiului determinat de tangente si coarda ce mdrgineste segmentul de
parabold. Prin urmare cuadratura segmentului de parabold este realiza-
bild cu rigla si compasul.

#
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: 2) Constanta relativd a hiperbolei este aria paralelogramului cu un virf pe hiperboli si
taturile nealiturale pe asimptote [2].




