UN PROBLEME VARIATIONNEL DANS L’ESPACE
DE RIEMANNY)

PAR

TOMA ALBU et TUDOR ZAMFIRESCU

Dans ce travail, on 6étudie quelques propriétés des géodésiques d’une variété
non-différentiable V dans les points ou ces géodésiques rencontrent les sous-
variétés différentiables sur lesquelles ¥ n’est pas différentiable et, aussi, d’autres
problémes dérivés,

Le phénoméne physique de la réflexion des rayons de lumiere suit
des lois gouvernées par le principe de Fermat, dont Iaspect géométrique
nous a suggéré quelques extensions naturelles pour les espaces euclidiens
4 plusieurs dimensions et, plus généralement, pour les espaces riemanniens.

1. Soient =7 (t) o te [, B] C R l'équation vectorielle d'une
courbe (C) réguliére et A (Z), B (3) deux points dans l’espace euclidien

R", non situés sur (C). Si M (_; (t)) est un point arbitraire de la courbe
(0), nous allons considérer les distances de A et de B a M et la fonetion-
somme de ces distances, dépendant de la position de M sur (C):

FO) =17 —al+Ir@—0bl.

La fonction f, définie sur [«, B] est continue, donc elle possede au moins
deux points #;, t,€ [«, B] d’extrémum absolu (I'un de minimum et 'autre
de maximum). Supposons que la fonction f n’est pas strictement mono-
tone, donec qu’il y a au moins un point #, € («, ) d’extrémum relatit
pour f. Suivant le théoréme de Fermat,

S a =
=g 0

*) Travail présenté au ¢ Colloque de géométrie différentielle globale», Bucarest, 30
juin — 4 juillet 1964.
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done i i
-+ - d -+ -
Gt~ ) () (% (o) — B) - % (to)

|7 (to) — a| |7 () — b]

ou, puisque % =£0,

- ; -+
(7 (tg) — @) - % Lo ( (1) — b) - %(to
|7 (1) —a]- %(to) |7(t) — b] %(ta

donc les angles déterminés par la tangente en M, = M (;(to)) 2 (0) et
= —>
chacun des vecteurs 4 M, et BM, sont égaux, c.-a-d.,

—> —>

THEOREME 1. Les vecteurs AM, et BM, sont également inclinés sur
la courbe (O).

Considérons les cOnes ayant comme sommets les points A et B
et comme courbe directrice la courbe (C). Soit () la surface constituée
par la réunion des portions des deux cones comprises entre (C) et chacun
des sommets 4 et B. Du théoréme 1, on déduit facilement que

THEOREME 1'. Toute géodésique sur (X)) qui joint les points A et B
posséde la propriété du théoréme 1 au point de singularité appartenant &
(0), si ce point ne coincide pas & une extrémité de (0).

._)
2. Soit, maintenant, la variété réguliere (S) r=r g 53 1e i)
dans B", ol 1 < p < n et la fonction r est définie sur la fermeture d’un

domaine borné D C R”. Considérons encore les points A (Z) et B (I_;)
de R". La fonction

Ex > > >
F (g ooy ®p) =7 (ugy oo oyw,) — @4 |7 (uy, ...pu,) — b

atteint ses valeurs extrémes dans D, mais supposons qu’il existe un point
d’extrémum relatif (uf, ..., u3)e D. Il en résulte que ce point est sta-
tionnaire, done

%)

0,
dans (u3, ..., 43), ou

=0 1<ae<p)

i . B aor i >
(r(ug, ... up)—a). — (ul,...,ul) (r(uiy...,ud)— b)-— (ul,..., ul)
du 0ty

o] —
>

i 0 0 = 2 0 0 e
Ilr(ul’-"’up) _>a| ]7’(u17"°7up)—bl
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d’ot1 ’on obtient immédiatement

P P or
(r(udy, ... ud) —a) ¥ A— (ud,...,up)
a=1 Uy i
s g > 6’;
7 (uly ..., u)) — a - Ry —— (U2 yoiv oy Up)
a=1 6ua
IS 0 B or: 0
(r (ugy o ooy Up) — b)z Ay = (w1, ""7’“’17)
et a=1 U
Baitn phey - ol 0y |-
lr (ud,y. . .yup) —b]« |} A (U3, - - -5 %)
L Ol

quelles que soient les constantes A,.

.ﬁ —
L’hyperplan orthogonal & A M, passant par M, = M (r (u3, ..., up))
coupe la variété linéaire tangente en M, & (S) suivant une variété L-

néaire (p — 1)-dimensionnelle V?-1. Soit {;;1, ...,Zp_,} une base de

ﬁ
V71, Mais les vecteurs { o e ﬁ} , calculés en M,, forment une base
: Uy : :
de la variété tangente, grice & la régularité de (8). En pouvant écrire
s 10 G By ,
v =Y X Wy oooymg) (J=1,...,p—1)
a=1 0 Uy

il §’ensuit que les angles déterminés par ?;; (pour un j < p — 1 arbitraire)
e —
et chacun des vecteurs AM, et BM, sont égaux, donc Zj (= v

b —> :
..., p — 1) sont orthogonaux aux vecteurs AM, et BM,. D’ou, le ré-
sultat suivant :

—> —>

THROREME 2. Les vecteurs AM, et BM, font partic de la méme
variété linéaire (n — p + 1)-dimensionmelle V"~ **1 que la wvariété
(n — p)-dimensionnelle normale & (S) en M,.

Dans le cas ol p =1 (et seulement dans ce cas), ce théoréme
nous conduit & une banalité. O’est la raison pour laquelle nous ne 'avons
pas signalé au point 1.

Prenons la droite d’intersection de la variété linéaire tangente avec

=
la variété V"-?%1 Te verseur w de cette droite s’écrit

-

FRhid ar 2 o
w—ZK’-a (U2 5.« vy Up)y
a=1 0 Uy,

o s )
done, il fait des angles égaux & chacun des vecteurs A M, et BM,. Arri-
vons done au suivant
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1 —> —>
THEOREME 3. Les vecteurs AM, et BM, sont également inclinés
sur la variété (S).

3. Soient dans R" la famille {W,, ..., W,} de variétés courbes 3
dimensions quelconques, analogues & celle précédente et les points
A, Be R". Considérons la fonction-longueur de la ligne brisée Ay ..
-..M,B, ou M;eW, (i=1,...,m), dépendant du choix des points
M, ..., M,. Supposons qu’elle atteint un extrémum relatif dans I'inté-
rieur de l’ensemble ol elle est définie. Notons Mo =1, ..., m) les
points correspondant & ce cas.

THEOREME 4. Les résultats des théorémes 2 et 3 restent vrais pour

chaque variété W, et pour chaque paire de segments {MP_, M?, M9 M, ,
(de méme pour W et {A M?, MY M3} et pour W,, et {M}_, MY, MY B}).

En effet, supposant M?_; et MY, fixes, la fonction-somme des dis-
tances de M; a M) , et MY , atteint un extrémum relatif dans M?, qui
correspond a un point de l’intérieur de ’ensemble de définition. Alors,
les théoremes 2 et 3 peuvent étre appliqués, done le théoréme 4 est
vérifié. :

" 4. Enfin, nous allons pbasser aux espaces de Riemann. Les moyens
élémentaires utilisés jusqu’ici vont céder la place aux méthodes de re-
cherche caractéristiques au calcul des variations.

Soient (V,) et (V,) deux espaces de Riemann, ayant respectivement
les métriques *)

ds? = g;; (4, ..., 2" do' do/,

ds? =g, (xl,... 5 z")dztdz,
supposées positivement définies. Postulons Dexistence d’une courbe ré-
guliere (C) dans (V,), d’équation

o' =o' (f), tel[a, P]

ef d’une courbe réguliére (C) dans (V,) , d’équation
_ z = 3 (1), tela, B],
telles qu’on ait, pour tout te [a, B],
() gy (2 @)y o 9" () 1 () 97 (1) = Gy (B (1), ..., 3" ()% (1) ¥ (1),

Grace a 1'égalité (*), pour toute paire de points t,, & € [«, B],
les distances de P, & P, et de P; & P,, caleulées au long de (C), respec-
tivement (C), sont égales, P, et P, étant les points de (C) et (C) corres-
pondant a ¥; (¢ =1, 2).

*) Nous utiliserons dorénavant la convention d’Einstein.
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Soient Ae(V,) et Ae(V,) deux points donnés. Nous nous propo-
sons de trouver un point M € (C) tel que, si le point M & (C) correspondant
& M est identifié avee celui-ci, la somme

J(AM) + J (AM)
soit minimum ou maximum, J (4 M) (J (AM)) étant la distance géo-
désique entre A (4A) et M caleulée dans (V) ((V,))-

Si o' = &' (1) (respectivement Z' = T'(f)) sont les équations de la
géodésique (T') ((T)) qui joint les points A et M (respectivement A et
M), alors

I[a (1), % ()] =J (AM) + J (AM) =

to : by Sr
= S Vgif (@ ..., a") &' @ dt + R vgii (=, ..., z") z'z’ dt,
b oh

les points 4, A, M correspondant aux valeurs ?;, t,, t, du parameétre ¢
et

@' (to) = o' (L),
z' (ty) = @ (1)
La condition d’extrémum
3L = 8J + 3T =0

= [(E = g—éia—fi)m = br]
: 07

¢ ozt

8’écrit
[ - #2234 o]
ox*) oxt

ot L=Vg,dd et L= V'g‘ﬁi'i? . Cela devient

17 ty

?

t1

7 i
Gii & 2 :

o hg*'ii;m.j gfﬂi]to
Vg'ii' @@’ l :

/ Vg, z = 3
Mais  Sa'—iob () 81 © 5T — T (1) 51 6br St (1) = St (Fy) =0,
done

gis (2" (19)) 9 (o) @' (o) s, Gis (T*(t0)) §' (to) ' (1)
V gis (0% (20)) @* (%) & (to) ng' (T (tg)) = (to) 2 (%) o
ot @ (1,) et T (t,) désignent respectivement @ (ty), . . ., & (o) et T (to); - - -
il el
' En toenant compte de la régularité des courbes (C) et (C) et de la

relation (*), nous avons
9 (2F (25)) o (1) @’ (to) Gt
Vg (@F (20)) @ (to) 47 (To) V gis (9 (o)) & (o) &' (fo)
i G (T° (1)) 3 (to) 2 (fo) :
VG5 (& (f) 7 (o) @ (to) Vi BF (%) §° (o) & (%)
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Cette égalité exprime le suivant fait géométrique

THEOREME 5. Les deux géodésiques (T') et (') font en M des
angles égoux aux deux courbes, (C) et (C).

Le point #, et les 4n constantes qui figurent dans les équations des
géodésiques peuvent étre déterminées en utilisant les 4w -~ 1 relations
suivantes :

942" (b)) ¢° (B) @ (to) _ _ Giy (Z* (4)) & (o) & (f)
Vais (2 (20)) &7 (1) &7 (76) Vai,(@* (o) 2 (1) 2 (4)
@' (foy €1y vnny Can) = 9 (b),

z to, Eu si% ey Eau) = @ (to);

8

i

X

(
BT
iaiCy a1 e ) =@,
ol a' et @' (1 < i< n) sont les coordonnées de A et A.

5. Au lieu des courbes (C) et ( ) considérons maintenant deux
variétés p-dimensionnelles réguliéres

(%) o e=ml (Ul s et
(S_p)afizcﬁi (uly ---7up) (1<p <n)7

définies sur la fermeture du méme domaine DC R’, satisfaisant les P
égalités suivantes :

d ¢! 0o’
(%) Gur (@F (0 oo, w?) = (it L., w?) 28 (g1 Ly =
ou® ou®
a.. (D% (1 P 0%* 1 D 6¢j 1 ?
=0 (?P° (0, ..., u”)) (uly ...y w?) (uly .., u?)

ou* ou*
(sans somme aprés o« =1, ..., p)
dans chaque point (u!, ..., u?)e D. ‘
Nous nous proposons de résoudre le probléme analogue & celui de 4.
Dans ce but, on obtient de la méme maniére, pour chaque indice o,

0

0ot 5 ol Qb i
9. (2" (1)) 2 (W5 wisis 5 B) (t) Gii (T* (%)) (UGy «ov yuB) 5 (t)
ou” ou*

= — £)

Vgii (2% (20)) @7 (20) 27 (2) - VGu @) Z () 7 (@)

ol
@t (to) = CPi (ué y oo e UB),

Z (fo) = P (ugy + v .y uB).
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EnA vertu de la régularité des variétés (S?) et (S?) et de (**), on a,

D
pour toutes constantes A%, ..., A" avec Y | A% |> 0, la relation (***):
§=1
2ot L e
Gis (aF (1) 2% =2 (uby ... ., ub) &' (to)
ou
Y % " i % w090 P ﬁ"‘Pj 1 p_
i (" (1)) x* (1) @' (@) i (2° (fo)) X Tu (Ugy- - -y UG) K Wg(uo’- -y Ug)

s 0Pt o
G (TF (£)) 2 E{;‘ (Uhp - - » W) T (%)

e R e 0P 0P
Vgii [z (to))f(to)'f’(xo)]/gii(xk (to))NxW (Ugy~ - oy UB) AR DUl (Ugy- -y )

L’hyperplan passant par M,, orthogonal & la tangente en M, ala
géodésique (T') coupe la variété linéaire (17) tangente en M, a (S?) sui-

vant une variété (p — 1)-dimensionnelle (V?~1). Soit {;;1, oie 5 1;;_1} une
. - > -
base de (V?71). Mais les vecteurs e s ,—al] ol g
out ou? ou®
d¢t do" S
=22, ..., =], calculés en M, forment une base de la variété (z)
du® du* :
donc il v a p (p — 1) constantes A}, telles que
-+
= or ;
v; = A S Udy .. yud), 1<i<p — 1,1 <a<P)

Soient, dans (V,), les vecteurs

= s
= or . or 0Pt op"
'u,~=)\§?‘——(u3,...,ug),ou——:( e )
ou® ou ou* du*

2 o i
{v1, ...y Vy_1} est une base d’une variété (V?71) (p — 1)-dimensionnelle.

En effet, si

3
ie, =07 (T gy 1)
alors
w A o7 (ugy -+ -y ug) =0
ou”
et, puisque la variété (S?) est réguliére, on a

E"i A =0,
mais rang || 24| = p — 1, done @’ = 0.
La relation (***) montre que (V?2) est orthogonale sur la tangente
en M, i (T). Par conséquent, les variétés linéaires (V"~2*1) et (V"~7™),
sommes directes des vecteurs tangents en M, & (I') et (T') avec les va-
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riétés linéaires (n — p)-dimensionnelles normales 3 (8?) et, respective-
ment, & (S?) sont correspondantes, de sorte que ( iy (Vr-2t1),

Considérons la droite d’intersection de la variété (77) avee Ia
variété (V"-7+1), de vecteur directeur

B

Jdu*
En vertu de la correspondance des variétés linéaires (V"-2t1) gf
(v i,

> £
w = u* (Ugy « - .y uf).

-

- ar
W= p*— (ud, ..., u?
@ (’)u“( 09 » Up)
est le vecteur directeur de la droite d’intersection des variétés linéaires
T?) et (V"~?*1), Nous avons donc g
THEOREME 6. Les géodésiques (T') et (T') sont également inclinées
sur les variétés (S?) et, respectivement, (S?).
Pour déterminer les points b et (uj, ..., u2) et les 4n constantes
des géodésiques, éerivons

wf(tor O1s «vny Can) e ‘Pi (“37'-" '“op),
f‘i(tw El} saskly Ezn)zg_oi(u}” O ug)’
2ty ¢, ..., Can) = @',
.Ei(tl, Crigtits Can) == a4
do? o S 9% 12
9ii (2" (1)) % (Ugy =0y ug) @ (ty) gia‘(xk(to))éu_a Wiyt ug) 2’(t,)
V 9.5 (2% (b)) @7 (7) 47 (2,) Vau(@* (1)) 7(ko) (k)

Mais ces relations ne suffisent bas puisque pour 4n + p + 1 incon-
nues, il n’y a que 4w + p relations 3 notre portée. Les lagrangiens

Va,ata et Vgi,.j’,f’ sont positivement homogeénes, done on a perdu une rela-
tion, mais, justement dii & la positive-homogénéité de ces lagrangiens, on
peut choisir, par exemple, ¢ = 4!, Pégalité t, = u} pouvant étre ajoutée
aux relations ci-dessus. Aingi, toutes les inconnues seront déterminées.
_ Aux points 4 et 5, nous avons considéré deux espaces de Riemann (Vo)
et (V,) n-dimensionnels. On observe facilement que les résultats obtenus
subsistent pour deux espaces de Riemann & dimensions différentes.

I1 nous semble intéressant d’appliquer les résultats précédents au
cas ou (V,) et (V,) sont deux variétés réguliéres dans un méme espace
B? (p > m, n). En Supposant que Dl'intersection des deux variétés n’est
pas vide, on peut particulariser les résultats de 5. Aussi, les conclusions
du théoréme 2 restent-elles vraies relativement aux tangentes aux deux.
portions de géodésique, dans leur point de rencontre.

Ainsi, les résultats mentionnés s’appliquent sans difficulté & 1’étude
des géodésiques sur une variété de R” réguliere seulement sur des portions.

Facullé de Mathématiques
et Mécanique de 'Université de Bucarest



