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SUR LES CORPS ASSOCIES A UN CORPS CONVEXE

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU

Nous allons faire dans cet ouvrage quelques précisions sur les corps associés de
Hammer ainsi qu’une généralisation de I’inégalité de Neumann et de la notion
de réductibilité aux corps convexes non bornés.

§ 1. INTRODUCTION

Envisageons 'espace euclidien & n dimensions E" et le corps convexe
n-dimensionnel borné et topologiquement fermé C C E". Considérons le
corps C,(r) homothétique & C, le rapport d’homothétie étant r et le
centre un point b sur la frontiére B de C. M. Preston C. Hammer a
introduit, en 1951, les corps associés

Y Oytry s r LTy
C(’r) s beB :
W GOy(r) si r>1,
bEB
dont il a démontré la convexité (la propriété 1 du théoréme 5 de [4]).
M. Hammer a trouvé aussi (le théoréme 7 de [4]) qu’il existe un nombre
r,e[1/2, 1] tel que

C=(0Mm)(r/(2r —1)) sir>r,
mais
COC(M) (rf(2r — 1)V sir <.

On dit [4] que C est réductible (jusqu’a C(r;)) si r; < 1, com-
plétement réductible si r; = 1/2 et irréductible si r, = 1. Le nombre 7;

1) Nous utilisons les signes 5;,'2 pour les inclusions non strictes et <, 2D pour celles
strictes. :
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et le corps associé O (r,) sont appelés [7] respectivement le nombre et le
corps de réductibilité du corps convexe (.

On définit une relation d’équivalence entre les éléments de ’ensem-
ble & des corps convexes bornés de E”, ainsi que I’'on partage & en classes
d’équivalence dénommées classes de réductibilité [8]. A savoir, deux corps
convexes sont équivalents si chacun d’entre eux est un corps associé
de P’autre.

On a aussi introduit, pour un corps convexe borné le rapport cri-
tique, noté par »*. Nous allons indiquer ici comment on peut définir ce
nombre pour un corps convexe quelconque. Considérons donc un tel
corps C. Désignons par E (z, y) le segment A2 -+ py (A 4 p=1; X, p.>0)
et par L (z, y) la droite contenant F (z, y) [1]. Pour chaque corde ¢ — B (a, b)

de C et point # L (a,b),soient

_max {|le — af|, |5 — ||}

o i la—b]

Sup r(z, ¢) sized,

(4

r(z) ={. :
inf (2, ¢) sizeC

et .
r* = infr (z).

n .

Donc le nombre r (z) est, lui aussi, introduit pour tous les points
2 de Pespace et non seulement pour ceux intérieurs & C.

Nous comprendrons par v (p) I'image sphérique sur la sphére uni-
taire 8§ ={a;| 2|l =1} d’un point p de la frontiére d’un corps convexe
[1] et par p (g) 'image inverse sur cette frontiére du point ge § [7]. Si
M C 8 alors JM désigne lintérieur de M relatif & la topologie de la
sphére de la plus petite dimension contenant M.

§ 2. CARACTERISATIONS DES CORPS ASSOCIES

Nous avons déja rappelé que les corps C (r) associés & un corps
convexe (' sont tous convexes. Mais la démonstration donnée en [4]
pour le cas du plan emploie des diamétres essentiels, définis seulement
dans le plan. Done la généralisation pour I’espace euclidien n-dimension-
nel n’est pas évidente et nous allons la faire ici.

THEOREME 1. Les corps C (r) associés & un corps convexe borné n-di-
mensionnel C sont, pour r > r*, bornés et convewes.

Démonstration. Si r <1, C(r) est convexe et borné, comme inter-
section de corps convexes et bornés. Soit r > 1. Considérons la famille
D des diametres de C et I’ensemble

C, ={a;r (0 <r,e e@}
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Les ensembles U, et C (r) sont égaux; en effet,siwe C,, soit Z (a, b)
le diametre donné par la définition de C, ; alors I'un des corps O, (7) et
O, (r) homothétiques a C contient 2, donec 2z C (r)et C,C C (r). Size O (r),
alors il existe le corps C, (7) tel que z< €, (r). Supposons que z & C. Soit
d=E(@b, 2)NC.0Onar>r(xz, d >r(x). Il existe un diamétre 5 de C
tel que 7 (#) = » (®, J) (voir la démonstration du théoréeme 1 de [4]),
d’our (z, 8)Lr,done z< C,. Si e C alors évidemment < (,. En tout
cas, O (r) C C,.1l suit que C, = C (r). Selon le lemme 1 de [4] qui 8’é-.
tend immédiatement pour £", il y a pour chaque point y de la fron-
tiere de C (r) le plan d’appui H,>y. Done, en vertu du théoréeme 9 de
[2], O (r) est convexe. , est borné, donc C (r) 'est également.

Dans la démonstration ci-dessus, on a prouvé aussi, dans le cas
de I’espace n-dimensionnel, que ¢, = O (r), c.-a-d. la propriété 8 du théo-
reme 5 de [4], démontrée elle aussi seulement pour le plan dans [4],
en utilisant des diametres essentiels.

Démontrons maintenant une généralisation naturelle de la propriété
6 du théoreme 5 de [4], pour r >1. ‘

THEOREME 2. 8i r >7*, alors Vintérieur, la frontiére et Uextérieur
de O (r) contiennent précisément les points x pour lesquels r () <r, r (z) =7
et, respectivement, r () > r.

Démonstration. Démontrons, par exemple, que la frontiére de C (r)
et Pensemble B, ={ x; r () = r} coincident. En effet, pour r < 1, affir-
mation est vraie (la propriété 6 du théoreme 5 de [4]). Sir > 1, soit
un point sur la frontiere de C (r). Selon la propriété 8 du théoréme 5 de
[4] dont nous venons de parler, il existe un diameétre d de C, tel que
r (2, d) = r. Mais r (@) = r (2, d) (voir la démonstration du théoréme 1
de [4]), donc xe B,. Inversement, si < B,, alors il existe le diameétre
d de C, dont le prolongement passe par z, tel que r (z) = r (2, d), donc
7 (2, d) = r et x appartient & la frontiére de C (r). Les autres assertions
du théoréme se déduisent maintenant facilement. _

Soient d € D et »;, ¥, les deux points pour lesquels r (z;, d)=r (¢ = 1,2).
Considérons les hyperplans H, qui passent par ; ou &, et sont paralleles
aux plans d’appui menés par l’extrémité de d plus proche de z,, res-
pectivement z,, ot tel; et card I; = 2 ou c. Soit R, le demi-espace to-
pologiquement fermé, contenant le milieu de d et dont la frontiére est H,.

THEOREME 3. St r > r*, alors

=11 R.

lEd

acP)

Démonstration. Soicnt H, la frontiére d’un demi-espace R, et B (a, b)
le diamétre 1nd1que 3 la définition de H, tel que ||z, —al|/| & — b|| =17,
ou v, €l (a, b)) H,. L’hyperplan parallele a H, qui passe par b étant
un plan d’appui pour C, H, I’est aussi pour C, (r). Done C, (r) C R,. 11
résulte que, si ze C (r), a-lors ze 0, (r) et weRL. Done

c(r)c M R.

lEId

der))
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‘ Réciproquement, selon le théoréeme 2, la frontiére de C(r) est
Pensemble {z; r(x) = 7}. Pour chaque point # de cet ensemble, il Yy a
au moins un diameétre d, tel que 7(®, d) = r. Selon la propriété 7 du
théoréme 5 et le lemme 1 de [4], & chaque paire de plans d’appui paral-
léles passant par les extrémités de d il Yy @ un plan d’appui de O (r)
passant par x. Soit I} I’ensemble des indices ¢ des hyperplans ainsi ob-
tenus. On constate que I} C I, et card I? e {0, 1, 2, c}. Alors, il est bien
eonnu que : '

0(1") = n R,.
lEI(;
ae )

Mais
n R(; m Rn
I.EI; relg
ae) asP
done '

Gim Do) B
ve Ig
i)

En remarquant que nous avons aussi trouvé I’inclusion contraire,
Ie théoréme est démontré.

§ 3. LES IMAGES SPHERIQUES DES HYPERSURFACES FRONTIERES

Démontrons d’abord une propriété de la frontiére d’un corps con-
vexe réductible, qui aide &4 mieux connaitre Paspect de ces corps.

THEOREME 4. Pour chaque point de la frontiére dun corps conwexe
réductible, on y trouve un autre tel que leurs images sphériques soient symé-
iriques.

Démonstration. Soient B la frontiére dun corps convexe réductible
et p e B. Trouvons le point p’ satisfaisant & Ia propriété demandée. Consi-
dérons ’image sphérique v(p) de p, le point geJ (— v(p)) et ’image
inverse w(g) de g. On peut choisir arbitrairement p’ parmi les points
de p.(g).

En effet, nous avons v(p’) > ¢. L’ensemble v(p’) C 8 est convexe (le
théoréme 4.4 de [1]). Soit xeJv(p’). Alors tous les points de I, D’are
de cercle de longueur minimum joignant q et z, exceptant éventuelle-
ment Pextrémité ¢, appartiennent i I v(p') (le théoréme 3 de [2]). Soit
VC J(— v(p)) un voisinage de g. Evidemment, V N II' = &. Mais
I Iv(p’), done

(=) N Iv(p) + 2.

Selon le théoréme 4 de [7], —v(p) =v(p’) c.-a-d. les images sphé-
riques v(p) et v(p’) des points p, p’e B sont symétriques.
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En particulier, si B est différentiable en p, elle I’est aussi en p’.

Done, la représentation sphérique d’une hypersurface convexe,
frontiere d’'un corps réductible, jouit d’une symétrie remarquable, i
savoir I’hypersphére S est partagée en paires d’ensembles convexes (la
convexité concue sur S) symétriques, éventuellement réduits a des points
— les images sphériques des points diamétralement opposés de I’hyper-
surface convexe envisagée.

THEOREME 5. 8¢ deux corps convexes réductibles appartiennent @
une méme classe de réductibilité, alors il y a une application bijective entre
leurs frontieres telle que, pour chaque paire de points correspondants p,,
Pay 0N ait v(Py) = v(Dy).

Démonstration. Soient C et C(r)(r > 1) les deux corps équivalents.
D’apres la propriété 8 du théoreme 5 de [4], si H(a, b) est un diamétre
de C, alors L(a, b) N C = E(a,, b,) est un diameétre de C(r), |a,—b,[ =
= (2r—1)fj@a —b| et a, + b, = a + b. En outre, on obtient ainsi tous
les diametres de O (r). Considérons, pour chaque telle paire de diamétres,
que Dl’inégalité |a, — a| < @ — b,| est satisfaite. Si a, correspond &
un seul point a, s0it ¢ (a) = a,. Dans le cas contraire, les cardinaux des
ensembles maximaux A4 et 4,, contenant respectivement a et a,, tels
que chaque b, € A, correspond a plusieurs points de 4, sont égaux; soit
¢: A - A, une application bijective et choisissons ¢ (a) = ¢ (a). Alors ¢
est 1’application bijective cherchée. En effet, si ¢ est définie & D’aide
des applications ¢, l'assertion est évidente. Dans l’autre cas, selon le
lemme 1 de [4], v(a) C v(a,). Considérons les ensembles R,, I; et @D de
C(r). Puisque r > 1, C = (O (r)) (r/(2r — 1)). Alors, on peut utiliser le
théoréme 3 :

=SV ER
vely
aef)
Done CC (M) Ry e-ad v(a)D via,).

LE Igq,, by)

Par conséquent,

et le théoréme est prouvé.

En particulier, sila frontiére d’un corps convexe réductible est diffé-
rentiable, alors les frontiéres de tous les corps réductibles de sa classe
de réductibilité sont différentiables.

On remarque aussi, & ’aide des théoremes 4 et 5, ‘que la connaissance
d’une hémisphere de I’'image sphérique de la frontiére d’un corps réduc-
tible appartenant a une certaine classe de réductibilité suffit pour con-
naitre les images sphériques des frontiéres de tous les corps réductibles
de la classe.

Nous laisserons la démonstration du théoreme suivant & la charge
du lecteur, car elle suit le modéle des raisonnements précédents.

THEOREME 6. 8¢ r < 1, alors pour chaque point p de la frontiére de
C il y a sur la frontiére de C(r) un autre point p’ tel que v(p)C-v(p’).
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Maintenant, présentons la généralisation pour I’espace euclidien 3
n dimensions du théoréme 9 de [7].

THEOREME 7. 8i on considére un corps convexe réductible, alors
w(p) et w(—p) ont le méme cardinal, pour tout point pe S.

Démonstration. Supposons que u(p) est un point, mais u(—p) contient
un segment non dégénéré s. Soient H et H' deux plans d’appui paralléles
contenant respectivement u(p) et w(—p), VC H' une variété linéaire 3
n—2 dimensions non paralléle & s, II un plan orthogonal sur V et C} la
projection de ¢ sur II. Selon le théoréme 3 de [7], O} est réductible. La
projection du segment s est un segment ¢ non dégénéré appartenant i la
frontiére de C} et la projection de (p) est un point = sur cette frontiére.
Si on considére la représentation circulaire de la frontiére de O} sur le
grand cercle I' de S dont le plan est paralléle & II et les images inverses
' (q) des points g e I sur la frontiére de Oy, alors p, —pel'; u/(p) = {=};
'(—p) 2 0. Mais cela est impossible en vertu du théoréme 9 de [7]. Done
les cardinaux de p(p) et u(— p) sont égaux.

§ 4. GENERALISATION DE L’INEGALITE DE NEUMANN
AU CORPS CONVEXES NON BORNES

I’inégalité établie par B. H. Neumann [5] pour les corps convexes
plans ayant pour frontiéres des courbes fermées et étendues par W. Siiss
[6] et P. Hammer [3]%) pour les corps convexes de " ayant pour frontiéres
des hypersurfaces fermées peut étre encore généralisée en envisageant tous
les corps convexes de E".

Soit 3" la sphére m-dimensionnelle {x; |z| = 1} C E"+1, L’hyper-
surface frontiére B d’'un corps convexe € arbitraire est soit fermée (ho-
méomorphe & Y"-1), soit ouverte (homéomorphe & E"-1), soit cylindrique
(homéomorphe & B x Y"1 ol 1 <7r < n — 2), soit formée de deux
hyperplans paralléles [1].

Nous allons considérer dans ce paragraphe, ainsi que dans le reste
du travail, des corps convexes topologiquement fermés.

THEOREME 8. 8@ Uhypersurface convexe B est cylindrique et homéo-
morphe a B X ¥"-"-1, qlors

1 n —r

B = el

Démonstration. 11 est connu que v(B) est une sphére (n —r — 1)-
dimensionnelle 8’ sur 8. Soit V la variété lindaire & n — 7 dimensions
contenant S'. La variété courbe B’ = VB est homéomorphe & »*-7-1,

Soit x€ B" et K (a, b) un diamétre du corps convexe considéré, tel
que ze L(a, b). Soit z’, a’, b’ les projections de z, a, b sur V. On a

r(x, B(a, b)) = r(z', B(a, b))

1) A. Pli§ et A. Turowicz ont retrouvé dans leur travail « On Chords of Convex
Bodies», Collog. Math., vol. XII. 1954, fasc. 1, des résultats de [3].
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et a'y b’ e B'. Puisque B’ est une variété courbe fermée, P’inégalité de
Neumann nous donne \ .

S poiiag [1 n —r
r*=rpe|— ———— |,
2 n—r-+1

ou 7, est le rapport critique du corps convexe de V borné par B’

[6], [3]-

THEOREME 9. Pour un corps convexe arbitraire de B,

[1
T e li=—n
1

Démonstration. Si la frontiére B du corps convexe ( envisagé est

1] U

fermée, alors, évidemment, r* appartient & l’intervalle fermé [—;— j—lJ
n
[6], [3]. Si B est une hypersurface cylindrique, alors, selon le théoréme 8,

1 n—r n
__\<fr* <

2 i n—r+1 nt+1

(n>3; 1Lr<n—2).8i B est ouverte, alors il y a, pour chaque
pomt me O, une droite qui ne rencontre B qu’une seule fois et encore
une qui la rencontre en deux points. Il suit que

r(x) =sup r (@, ¢c) =1

pour chaque v C. Si e« C, alors r (x, ¢) > 1, quel que soit ¢, donec
r (#)>1. Par conséquent, »* = 1. Enfin, si C est borné par deux hyper-
plans paralleles, alors il est complétement réductible et la démonstration
est achevée.

§ 5. LA REDUCTIBILITE DES CORPS CONVEXES NON BORNES

Considérons maintenant la question de la réductibilité des corps
convexes non bornés. Définigsons d’abord les corps associés et le nombre
de réductibilité par les mémes relations que pour les corps bornés. I1
est trés facile de voir que les deux notions ont un sens bien clair pour
les corps convexes admettant comme frontiéres des hypersurfaces cylin-
driques.

Quant aux autres corps convexes non bornés, ont peut établir le

THEOREME 10. Soit € un corps convexe de E* avec Vhypersurface
frontiére owverte. Si r <1, alors C(r) = ; C (1) = C; st r>1 alors
C(r) est soit Vespace entier E* , soit connexe et borné par dewx hyperplans
paralleles, soit un corps convemwe & hypersurface cylindrique.
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Démonstration. On constate facilement que les raisonnements. qui
établissent les égalités ¢ (1)=0C et C(r) =@ pour r<<r* (la propriété
3 du théoréme 5 de [4]) pour un corps convexe borné, subsistent pour
un corps convexe arbitraire. En remarquant que r* =1 si Phypersurtace
frontiére de C est ouverte (voir § 4), le théoréme est démontré pour r L 1.

Soit r>1. Supposons qu’il n’existe pas un corps convexe & fron-
tiére cylindrique qui contienne ¢ a intérieur ou deux hyperplans paral-
Iéles tels que € se trouve entre eux. Alors, pour chaque ze O, r(z) =1.
Done, il y a une corde B (a, b) de C telle que ze L (@, b) et z.e C, (r), quel
que soit »>1, done ze ¢ (r) et, par suite, C(r) = En~.

Sl existe des corps convexes 3 frontiéres cylindriques qui contien-
nent C & lintérieur, soit K leur intersection, dont Phypersurface fron-
tiére est aussi cylindrique. Considérons le corps associé K (7). On constate
aisément que O (r) = K (r), out € (r) désigne la fermeture topologique de
C (), donc la frontiére de € (r) est une hypersurface cylindrique. On
prouve de la méme maniére que, §'il existe deux hyperplans paralléles
tels que O se trouve entre eux, mais sans l’existence de COrps convexes &
frontieres cylindriques qui incluent €, alors ¢ (r) est un ensemble connexe
borné par deux autres hyperplans paralléles.

De ce théoréme, il suit immédiatement le suivant

COROLLAIRE 1. Une condition nécessaire, mais non suffisamte, pour
la réductibilité @un 0orps convexe non borné est que la courbure intégrale
de sa frontiére soit nulle. : : _

En effet, une condition nécessaire. pour la réductibilité d’un eorps
convexe est, d’aprés le théoréme 10, que sa frontiére ne soit pas une
hypersurface ouverte, donc si un corps réductible n’est pas borné, alors
il a comme frontiére deux hyperplans paralléles ou une hypersurface
cylindrique et la courbure intégrale d’une telle frontiére est vraiment
nulle.

COROLLAIRE 2. §i C est un. corps convexe arbitraire et r>1, alors

0 C (C(n)(r/(2r —1)),

Vinclusion stricte ayamt liew si et seulement si r> 1 et Uhypersurface frontiére
de C est ouverte.

La démonstration de ce corollaire résulte des raisonnements faits
au théoréme 10.

On observe que le corollaire 2 fournit une simple condition néces-
saire et suffisante pour qu'une hypersurface convexe soit ouverte, 4
l'aide des corps associés aux Corps convexes non bornds. : i
_ Remarquons enfin que les corps convexes 3 hypersurfaces ouvertes
ne possedent par de nombre de réductibilité. Done, ils sont caractérisés
par Dégalité »* =1 et par l'absence de r,.

Recu le 18 février 1965 Faculté de Mathématiques et Mécanique
de U'Université de Bucarest
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