SUR LES SERIES LINEAIRES DE CORPS CONVEXES
A FRONTIERES NON DIFFERENTIABLES
ET APPLICATIONS A LA REDUCTIBILITE

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU

On étudie des liaisons entre les classes de réductibilité et les séries linéaires de
corps convexes. On voit que le nombre de rédutibilité et une certaine limite de
prolongeabilité s’expriment I’'un par I’autre d’une maniére trés simple. Aussi on
obtient des évaluations du nombre de réductibilité a 1’aide d’une congruence de
droites et a 1’aide des projections planes.

1. Introduction. Les recherches sur les séries linéaires de corps con-
vexes ont habituellement envisagé dans l'espace euclidien &4 % ‘dimensions
des corps convexes & frontiéres différentiables et les principaux résultats
ont été obtenus pour ceux g frontiéres non seulement différentiables,
mais possédant partout »—1 rayons de courbure principaux, finis et non
nuls. Nous allons aborder ici des cas beaucoup plus généraux regardant
les séries linéaires et puis, comme une application des mémes méthodes,
nous allons donner deux expressions du nombre de réductibilité pour les
corps convexes 3-dimensionnels, dont les frontiéres sont douées de deux
courbures principales, finies et non nulles.

2. Définitions et notations. Soit E" I'espace euclidien & »n dimensions.
Sia, b E*, notons le segment joignant a et b et la droite qui les contient
par E (a, b) et L (@, b). Soit S I’hypersphére unitaire {z; ||| = 1}.

Désignons par € (M) la famille des parties de I’ensemble M. Si O
est un corps convexe quelconque et B sa frontiére, désignons par v: £ (B) —
—2 (8) la fonction « image sphérique» et par p: 2 (v(B))—2(B) la
fonction « émage inverse» [1], [7], [9].

On identifiera dorénavant ac E" avec {a}.
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Soit & la famille des corps convexes bornés de K", § C 8§ la
sous-famille des corps pour lesquels p (w) est un point pour chaque we S
et 8, C 8 la sous-famille des corps de 8, dont les hypersurfaces fron-
tiéres sont douées en chaque point de n—1 rayons de courbure principaux,
finis et non nuls ’).

Soit H, (w), o we S, la fonction d’appui de C<é.

Considérons O,, Cs< 8. La fonction

He,(0) — 2He,, ()

HU;‘((‘))Z 1 e

est, pour chaque %<0, la fonction d’appui d’un certain corps convexe 0y ,
générateur de la série linéaire [C,, C]. Le plus grand nombre 2, <1 et
le plus petit Ae>1, tels que He, (o) soit une véritable fonction d’appui
d’un corps convexe pour chaque A & [y, Aw], S’appellent la limite
gauche et, respectivement, droite de prolongeabilité de la série linéaire
[007 Cm][6]7 [8]

Soit € un corps convexe n-dimensionnel, 0, (r) un corps homothé-
tique & €, le rapport d’homothétie étant » et le centre un point b sur la
frontiere B de C. Les ensembles

. QB 0, (7) sl r 1,
r)y =t
L @;(n sir>1
b=B

sont appelés corps associés & C [2], [8]. On connait [2] que les corps asso-
ciés sont convexes et qu’il existe un nombre #, tel que

C=(CmW(rl@r—1) s remr,

mais
CD(C @) ([ (2r—1)) si or<n,

et qui s’appelle nombre de réductibilité de C [T].

On désignera par M la fermeture topologique de M et par mM + nN
I’ensemble {mz + my; v M, ye N} ot m, n sont des nombres réels et
M, Nc B~

Nous utiliserons aussi les classes de réductibilité, récemment intro-
duites [8], qui réalisent une partition de & en classes d’équivalence;
deux corps convexes font partie d’'une méme classe de réductibilité si
chacun d’entre eux est un corps associé de ’autre.

*) On utilise les signes CC, D pour les inclusions strictes ef &, = pour celles non
trictes.
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3. Précision des frontiéres des corps d'une série linéaire prolongée.
Soit dans E* les corps €, Cx e &. Considérons I'ensemble

{0; zeE (a, b), |o—allllla—b]| =— 1,
acyuy (w), bepe(w), weS} si —co A L0,
B, | (23 % b polw), @ B(b, 2)Nnolw) = 0,
e aifio ol o ol si 0<A<l,
@; ¥ ae pol ), & F E(a, 2)Np=(e)=18,
| x— a]|/||w bl =2 - wesS} 8l 1< A<0ca,

ol ug et p. sont les images inverses définies pour €, et C..
THDOREME 1. La fronti¢re du corps C, dela série linéaire [Csy O}

prolongée est Uensemble B, .

En effet, si 2 =0 ou j; oo, ’assertion est évidente. Si —oco <A <0,
soit xz e B;. Notons par (m), P, (w) et Po(w) les plans d’appui de
C,, O, et O qui correspondent 4 we S et par R (w) le demi-espace fermé
déterminé par P (w) et contenant C,. Nous savons que zeF (a,b),

ac o), bepe(w) et welS. Puisque 05, = () R (w’), il faut prouver
w'ES
que re P (0) N M R(w'). L’appartenance de x & P (o) est évidente car
w'ES
le—all/lz—b]l = |A| et
: Py (0) — APy (o) ~
1—2

P(o)=

Aussi, xe R (') quelle que soit o’e 8, car les translations super-
posant les hyperplans P, (0’), Py (') et P (o) sur un méme hyperplan
I, ramenent a, b et par sulte @ également d’un méme coté de II.

Sia'ey,(w), mais a’ € py (o) et b’ € p(e’) pour un autre o’'e s,
alors le point 2’ = (a — Ab) [ (1 — ) se trouve i lextérieur de P(w )
mais sur la frontiére de O, . Alors on en déduit que P (o) B, = P (o)) Cx.
Soit maintenant y un point de la frontiere de C,. Choisissons we v (¥),
ou v est la fonction « image sphérique » attachée & C, et considérons le
plan d’appui P (o). Alors ye P (0) C,CB;.

Si 0 <2 <1, alors on constate que B; est la frontiere de €, en remar-
quant que C, est un élément de la série linéaire [C;, (], pour lequel 12
théoréme est applicable car & €, il correspond dans la nouvelle série un
nombre 2 négatif. Pour 1 < A <{ oo le raisonnement est similaire.

On déduit de la définition de  B;, que, pour chaque O, < [C,, Cx],
I'image sphérique du point we 8 sur la frontiére de C; est

o (0) — Ap, (0)
1=

g (o) =

et la frontiere de €, est

B, = U pal©).

eSS
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Supposons maintenant que C,, Cs  8,. Alors I'expression de B,
(la frontiere du corps €, de la série prolongée) se simplifie et devient

B = { Ho(w)l— 7;\&’-@((0) s o e S}

4. La liaison entre les classes de réductibilité et les séries linéaires de
corps convexes de & . Dans [8] on a étudié ce sujet 3 ’égard des corps de
&,. Maintenant nous étendons le principal résultat de [8], & savoir le
théoreme 5, pour les corps de 8, en employant une méthode toute diffé-
rente.

THEOREME 2. Le corps associé C (v) de la classe de réductibilité du
corps Ceb et Vélément O_, de la série linéaire [C, — O] prolongée, o
r =1/ (1—2) et —1<r<1, coincident & une homothétie pres.

Rappelons, pour une démonstration, que la frontiére de C_, coincide
a B_, et que la frontiére de C (7) coincide & ‘

Y (r) = “L(m)—)\p'(_m); wel, r L 1,

T 125

en tenant compte de I’inégalité »> 7, et du théoréme 6 de [7]. On a désigné
par u la fonction «image inverse» attachée 3 C. Evidemment, I’image
inverse de o< § sur la frontiére de —C est —yu (— w).

Démontrons que B_; et y(r), ot r=1/(1—2) et —1<r<1, sont
homothétiques. Soit we §; les points correspondants situés sur B_, et
v (r) sont

plo)=(=M (=u(—0)  p(e) — (o)

o = e

1— (=) 142

sur B_, et

g b(®) —iu(—0)
1—2

1— ;
sur vy (7). Done o =1—7\B et on a vraiment

1— 2
=Y (7);

)

d’ott il résulte que C'_, et C(r) coincident 3 une homothétie pres et le théo-
réme est démontré.

Considérons les limites de prolongeabilité A, et 2., de [C, —C]. Si
B_, borne un corps convexe, alors v (r) borne aussi un tel corps et r >,
d’apres le théoréme 2 de [8]. Si on ajoute ici que — %, est la borne supé-
rieure des valeurs de A pour lesquelles B_, borne un corps convexe, donc 7,
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est simultanément la borne inférieure des valeurs correspondantes de r,
on arrive 3 'égalité
Sl

1Bl

Les résultats de la section 2 de [8] s’étendent immédiatement aux
corps de 8, , donc A2 = 1 et on obtient aussi

e e
e

7

i

5. Les classes de réductibilité et les séries linéaires de corps convexes
plans quelconques. Pour le plan, le probléme de 1’établissement de 1’homo-
thétie entre les éléments de la classe de réductibilité du corps convexe c
et ceux de la série linéaire [C, —C] sera résolu dans le cas le plus général.

THEOREME 3. L'énoncé du théoréme 2 reste valable pour tout corps plan
Ceé.

"En effet, considérons le point « € B_;. S’il appartient i un segment non
dégénéré de B_,;, soit H (p, q) et E(p’, ¢') les ensembles des points dont les
images sphériques contiennent v («) et sont situés sur les frontieres de C
et —C, tels que s = L (p, p')NL (g, q’) ne se trouve pas entre L (p, q) et
L (p', ¢'), mais peut étre & linfini. Soient m =L (s, 2)NE (p, q) et m" =
= L (s, «)NE (p’,¢)- Si « n’appartient pas a un segment non dégénéré de
B_,, désignons par m et m’ les points situés sur les frontiéres de C et—C,
tels que v («) v (m) v (m’') 5 . Considérons le point

B_m—k(——m’)__ m 4 am’
1—2 1—

On peut constater que ce point engendre, lorsque « varie sur B_,, la courbe
e (r), ot r = 1] (L—2), définie dans [7]. Les segments E (m, —m') ne sont
d’ailleurs que les diamétres essentiels de € [2]. Puisque

Sl am’
T
1—2 1— A Zaila
nous avons prouvé que o = Bet B_,= z (). Selon le théoreme
e fo %

7 de [7], = (r) est la frontiére de C (r), car r > 7;. On obtient donec que
O_, et O (r) sont homothétiques et la démonstration est finie.

6. Les limites de prolongeabilité de certaines séries lindaires et quelques
évaluations dw nombre de réductibilité & Vaide des domaines vectoriels. Envi-
sageons un corps convexe plan borné et fermé C, dont la frontiére B est
doude d’une courbure continue qui peut devenir dans certains points nulle
ou infinie. Soit we S et I' (w) le rayon de courbure de B dans p (o) si
¢’est un point ou, dans autre cas, la longueur du segment p (w).



1020 : TUDOR ZAMFIRESCU = 6

THEOREME 4. Les limites gauche et droite de prolongeabilité de la série
linéaire [0, —C] sont :

Ay = Inf M. A = SUP —Pﬂ,
me?!F(—ﬁ)) = ol P(_m)

ot 8 est Uensemble des points de S ow les rapports ont un sens.
; Tl faut rappeler, pour démontrer le théoréme, que le nombre de réduc-
tibilité de C s’écrit, selon le théoréme 16 de [7 120
I' (o)
r; = sup .
0¥ I'(o) + T (—o)

Il est facile 4 voir qu’on a, méme dans les conditions de la section 5,
7, =1/ (1 + 2,). Alors

7\0 — i — illf M,
7‘1, me'»; P((“))

En tenant compte de la relation 2 i, — 1, on obtient les égalités de
I’énoncé. i
Soit A le domaine vectoriel du corps convexe € congidéré plus haut.
THEOREME 5. Le nombre de réductibilité de C s’écrit
©ES FA (0.))
ou I'y et T'x sont les fonctions T définies pour C et A.

I1 ne reste qu’a établir que T, (w) + I, (—0) =T (o) 8i g (o)
n’est pas un point, car s’il I’est, alors le rayon de courbure de A dans
a (@) est égal 4 la somme des rayons de courbure de € dans e (0)etp(— o)
[5] (on a noté par p, et u, les images inverses sur les frontiéres de ¢ et A).

En effet, si aep,(w) et bep.(—w), alors E(a, b) est le plus grand
-Segment dans sa direction, avec les extrémités dans 0, donca—bappartient
a:la frontiére de A, i savoir @ —b ey, (0); évidemment la longueur
du segment {a—b; acy,(w), bep, (—w)} est égale a4 la somme des
longueurs de p, () et uy (— o). :

Si 08, et R, (w) est lerayon de courbure de la frontiére de ¢ dans
Ho (), alors A€ 8, [3] et on arrive au résultat connu [8]:

. 0 e
: wES RA‘((,‘)) S = R_%((D)

Mais la limite droite de prolongeabilité de la série lindaire [€y; €<l 0l
Cyy O €8, est [6]:
Ae = Max ! max M, 1}'-
©ES Rcm ()
Done nous pouvons énoncer le

*) La fonction I' était définie autrement dans [7], mais I’expression a laquelle arrive
le théoréme 16 est la méme.
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THEOREME 6. Le nombre de réductibilité dun corps de 8, est la moitié de
la limite droite de prolongeabilité de la série linéaire déterminée par ce corps et
la moitié de son domaine vectoriel.

7. Congruence de droites attachée & un corps convere hidimensimmel
de 8,. Considérons dans D’espace euclidien E?® la série linéaire [C;, O,
ou Oy, C€8,. M. P. Vincensini a attaché [4] & cette série la congruence
des droites L{p(0), pe(®)), 01 u, et po sont les fonetions «dmages inverses»
de O, et (5, © variant sur 8. Il est aussi connu que les deux nappes N,
et IV, de la surface focale de la congruence ne rencontrent pas les éléments
de [C’O, Cw] [4]. Mais ceite série linéaire est prolongeable dans les deux
sens [6]; soit 2y, A les limites de prolongeahilité. Alors

‘:JNiﬂ a0 =17,

i=1 MEE[Ngs Aol
mais
U Nl k) G #@
AEE [Rg. Axg]
4], [8].

Soit maintenant —Co = Oy = C et €* la congruence attachée a
[e, —(‘] Alors,le.s nappes N; et N, sont, évidemment, symétmques —N,=
=

Attachons au corps € la congruence € C des droites L (p (o ), @ (— o)),
w étant 1’ «image inverse » attachée 3 C. On voit que les droites des congruen-
ces C et CF se correspondent par une projection de centre 0. En outre,
la correspondance se maintient entre N* et la surface focale N de C, telle
que, si f*fe N*et fe N sont deux foyr s cmrespondants, alors il y a e §
e O TR )|l If*+

o)||=[f—p(o ||/Hf—~ (—w) (VOlrla démenstration du théoréeme 2).

e we 8,7 € N* N Lp()y—p(— o)), ff € —F* N L{(e), —u(—0))
et O, () =0 DPéquation du deuxieme degré ayant comme racines
A =] f*—pn o)||/Iff +r(—w)|E=1, 2) On a 2 =min &, ol
a— {X; 9, (x) =0, 0e 8} (voir [4] et la section 7 de [87). beIOn un
1esultat plecedent I’ensemble & peut-aussi étre éerit & = {||f —u (o)|l/|l f—
—p(=o)|l; feNNE (u(0), n(—0)), ol

THEOREME 7. Sile corps convexe tridimen szonncl C appartient a 8,, alors

¥ = mimgrs @ ()N}

En effet, soit » > r;. Alors, sur chague diamétre de ¢, N coupe un
segment inclus dans le segment coupé par v (r) sur le méme diameétre.
Mais d’aprés le théoréeme 6 de [7], v (r) est la frontiere de C (r), done
N C O (r).

Soit » < ;. Il existe alors le pomt pe N, tel que pekl (p(v),
2 (—o)) pourun certain weS et ||p — p (o) /|| (0) — @ (— )|| Pis
Considérons auss1 sur B (p (w), ¢ (—w)) le point ¢ tel que ||q — ||

[e(0) — @ (—w)|| = r. Alors ge v (r) et, selon le théoréeme 2 de [7 ]
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n’est pas situé & lintérieur de C (r). Par conséquent, p se trouve a ex-
térieur de C (v) et N & C (7).

8. Evaluation de r; & Uaide des mombres de réductibilité des projections
planes. Soit C le corps convexe considéré a la section précédente, II un
plan arbitraire et Oy la projection de € sur II.

THEOREME 8. Si Il est le nombre de réductibilité de Cg, alors

= max 7.
II c B

T

En effet, notons my; la projection sur [ d’'un point m e €. Evidem-
ment, le rapport déterminé par un foyer f de la congruence € sur un
diametre de ¢ dont la projection est aussi un diametre d de (O, et
celui déterminé par f; sur d sont égaux. D’autre part, fy est le point
limite des intersections de deux diametres de O, lorsque 1'un tend vers
Pautre et on obtient ainsi tous ces points limites, done, si on utilise le
théoréeme 12 de [7], on obtient » < ;.

Soit f' un foyer de € situé sur le diametre E (a, b), tel que ||f" —
—all/lla — b||=r; Chomssons le plan IT’ paralleéle & L(0, v (a)). Alors
w € E(ay, b)) et || fi — aH,H/H au' — by/|| = 1y, done 7, < rf'’. On
conclut que 7, 7'“’ et r, = ma\ 7t

I1 est possible que les résultats des derniéres deux sections se géné-
ralisent pour des espaces a plusieurs dimensions et pour des corps a hy-
persurfaces moing régulieres.

Recu le 12 juillet 1965
Faculté de Mathématiques et
Mécanique de I’'Université
de Bucarest
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