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DOUA CARACTERIZARI ALE SIMPLEXELOR

TUDOR ZAMFIRESCU

1. Apartinind familiei corpurilor convexe (multimi convexe cu puncte
interioare) mirginite, din spatiul euclidian n-dimensional E,, simplexele
se bueurd de multiple caracteriziri; douil dintre acestea vor fi expuse in

cele ce urmeazi.

In[1,P.C.Hammer a ficut ipoteza ei un corp convex mirginit
este un simplex daci centrul siu de greutate divide n—1 corzi distincte

in raportul n/(n + 1). De asemenea, el a demonstrat ci daed

eritic #* , introdus in [1], al unui corp convex mirginit este n/(n -+ 1),
atunci corpul este un hipercon. V. L. Kle e a aritat in [2] A daed pen-
tru un corp eonvex mirginit, r- = n/(n - 1), atunci corpul este chiar un

simplex.

Vom demonstra ipoteza sus-mentionati alui Hamm e r §i vom da o

demonstratie mai directidi rezultatului obfinut de K1e e.

Notam cu [w, y] segmentul ez (L—p)y, unde 0 < o< 1 §i eu
7 (@, ¢) raportul max { [la—z|, [|b—a|}/ la—bll, unde wvee¢ = [a,b]. n
Amintim e daed ), este fasciculul corzilor corpului convex mirginit

0, care trec prin we ¢, atunei

* () = max r (2, €)

(o
E/Dx
si
r* = min » (2).
zeC
3) In ’Buletinul Matematic al Socielilii romdne de §tiinfe”, tom,

pag. 5—10 (dedicat prof. D.Pompeiu si Gh. Titeica).
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2. Vom demonstra acum

Teorema 1. Corpul conves mdarginit C este un simplex dacd 8t
numai dacd existd n—1 corzi distincte Cry- -+ +3C,_q, astfel incit r (g, ¢,) =
=n/(n +1) (i =1,....,n—1), unde g este centrul de greutate al lui C.

Demonstrafie. Daci € este un simplex, atunci, evident, existi cele
n—1 ecorzi cu proprietatea din enunf. Reciproca este adeviratd pentru
n = 1, deoarece daci existd coarda ¢, astfel ineit r (g, ¢;) = 2/3, atunei
¢ este un con bidimensional, adici un triunghi, conform teoremei IT
din [1].

Si presupunem ci ea este adeviiratd in B, ; §i s o demonstrim
in B,. Conform teoremei II din [1], dacd » (g, [a, ¢']) = nj(n + 1), unde
[@, ¢'] = e,_,, atunci O'este un hipercon cu virful §i baza ('. Fie (F ¢’
frontiera lui ¢’ in topologia hiperplanului siu. Este clar o3 ;N FEC == @
(1 =1,...,m—2). Fie =z e(FC astfel incit ¢ ='[z, y;] 51 z,eF
astfel ineit y, e [a, 2,] (¢ =1,..., n—2). 5S4 notim [w;,, #]cuc . Este
stiut ci ¢* este centrul de greutate al lui (. Evident, corzile ¢, sint dis-

tinete si {_j_ c; = {g97.
Y]

Conform teoremei Iui Menelau 8,

__”g"_z@ I I lyi— ;|

[y —2; || ly:—gll

unde |y, —uw, ||/”1/a‘Q'|| =n+ 1 §i 7(g, ¢,1) = n/(n + 1), deci llg"—=; |l
[l —=]l = 1/n §i r (g, ¢}) = (n—1)/n. Urmeazi ¢i €' este un simplex
in hiperplanul siu, deci ¢ este un simplex in F,.

- r (g! cu‘—l) t= l!

3. Urmeazi o caracterizare a simplexelor cu ajutorul raportului
critie.

Teorema 2. Corpul convex mdarginit O este un simplex dacd st
numat dacd r* = nf(n - 1).

Demonstratie. Daci ¢ este un simplex, atunci este limpede cii »* —
= nf(n -+ 1).

Invers, dacid »' = n/(n + 1), atunei existi cel putin o coardi ¢
prin centrul de greutate g al lui 0, astfel incit r(g, ¢) = nj(n + 1). Conform
teoremei 1T din [1], ¢ este un hipercon cu virful e si baza ¢’. in H,, C
este un triunghi §i teorema este demonstrati. Si o presupunem adevirats
in B, , sisi o demonstrim in E,. Baza (' este o multime convexi (n—1)-
dimensionald. Fie k un punct interior al Iui ¢ iar = un numir satistiecind
inegalitatile (n 4+ 1)/2n < e < 1. 8§ considerim punctul %, s [a, k],
astfel ea r(k,, [a, k]) = enf(n + 1). Bxisti o eoardi [@, y.]e k., astfel
€ ||k — ||/l @ — yl|| < nf(n + 1), deoarece 7 (k,) < nf(n 41). Fie @,
= (F ¢’ astfel ea a)< [a, T, Y. € [a, yl Jastlel ca k. e d,.— [w,,y] siz, < (FC
astfelea y,  [a,z]. Evident, k € [, ,2. ]. Conform teoremeilui M en ela us,

” k_ — % H Hy: = mﬁ”

7 (ke y[a, k) = 1.
lwe=aell it = Tl o s

Evident,

ke — @]l |k — o | n
o <l Ml

9 — =] lye —@ll ~ n+41

r(k.,d) =
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dect [lye — @ |I/lye —¥e || >n + 1. Prin urmare [k—z, ||/ [z, —2 || <1/ensi

1
LT
ik d)>——>F
unde d, = [@, , 2 ]. Intrucit
n— —
Iim B 1 s
e—+1 n w0 n -
avem
sup (k&) > "=+
el "
unde
I = [n -1“ 1 3 1 )I
2n

deci r (k) > (n—1)/n. Intrucit % a fost ales arbitrar in interiorul lui ¢,
dacd »* este raportul eritic al lui ¢, atunei »'* >> (n—1)/n. Dar, conform tot
teoremei II din [1] (pentru o generalizare la corpurile convexe nemir-
ginite, vezi [3]), avem

<
Bk = /7

Prin urmare " = (n—1)/n §i deci €’ este un simplex in hiperplanul
gdn iar ¢ un simplex in H,.
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