ALTFEL DE PROBLEME
TUDOR ZAMFIRESCU

0. Inceput. Dacil ,,Euclid must go”, atunci cu atit mai mult geo-
‘metria triunghiului ,,must go”. Dar poate cineva s# ofere o mostrd din
ceva care si inlocuiascd cu egal succes estetic (de care autorul crede cid
in invitdmint este neapdrat nevoie) geometria triunghiului?

in cele ce urmeaza vom da citeva definitii, vom schifa citeva pro-
prietiti si vom rezolva citeva probleme de geometrie metricd pland, una
din pretendentele la succesiunea geometriei triunghiului in invatdmintul
mediu. :
Privim punctele, segmentele, pitratele, cercurile, ca multimi de puncte
in plan. Deci elementele care compun multimile noastre sint puncte din
plan. Vom nota cu E(a, b) segmentul care unegte punctele a, b. De ase-
Tenea, notidm F(a, b) = E(a, b) — {a, b}. Cu aceste notafii, de exemplu,

E (a, b) U E(b, o) U Ee, a)

este triunghiul de virfuri a, b, ¢. La fel, dacd Flay,as) N F (ay a) F 9,
atunci

G Blay ) = U By a5 UE (00 @)

i=1 i=1
(mod 4)

Teprezintd patrulaterul convex cu virfurile a;, @, as, %4
Locuri geometrice inseamnd multimi de puncte desemnate nu prin-
tr-un recensimint al lor, ci printr-o proprietate comuni. Se noteazd cu

{m : relatia R}

multimea acelor elemente m ale unui spatiu mai mare, care este subin-
teles sau despre care s-a vorbit in context, pentru care relatia R este satis-
facutd.
De pild4, in multimea numerelor intregi,
{n: n> 0}

4nseamns submultimea numerelor naturale. Am mai putea spune cé locul
geometric al numerelor intregi n care verificd inegalitatea n > 0 este mul-
timea numerelor naturale.

F= 1. Distante. Fie d(a, b) numiirul care reprezintd distanta intre a si
b.El este un numir real pozitiv.

1) Dacd d(a, b) =0, atunci a = b.

1) d(a, a) = 0, oricare ar fi punctul ¢ in plan.

2) d(a, b) = d(b, a) oricare ar fi punctele @ si b in plan.

3) d(a, b) +d(b, ¢) > d(a, c), oricare ar fi punctele a,b si ¢in plan.

Fie A si B doud multimi de puncte in plan. Prin definifie, depar-
tarea D(A, B) dela A la B este cel mai mic numér d(a, b) (dacd el existd)
obtinut cind a §i b parcurg independent mulfimile 4 si B, adici

D(A, B) = min {d(a, b): a4, be B}.

Cum d(a, b) este totdeauna pozitiv, si D(4, B) va fi un numar real
pozitiv. De ce am scris in parantezd : ,,daci el existd”? Pentru cd s-ar

462

P ——




putea si nu existe; de exemplu, daci A = {a} si B = E(b, ¢) — {b},
a, b, ¢ fiind puncte situate in aceastd ordine pe o dreaptd din plan.

De acum nu vom discuta decit despre multimi pentru care depar-
tarea poate fi considerata.

Care dintre proprietitile distantei intre dou#d puncte se transmit
depértdrii intre mulfimi?

1) D (A, B) =0 nu implici 4 = B (exemplificati).

1’) D(A, A) = 0 (dupd cum observati de indatd).

2) D(A, B) = D(B, A) (idem)

3) Nu avem in mod necesar D(4, B) + D(B, C) > D(4, C) (exem-
plificati).

Proprictate. Dacd mulfimea B este formatd dintr-un singur punct b,
atunci oricare ar fi muljumile A si C in plan,

D(4, B) +D(B, 0)> D4, 0).
4 Demonstrajie. Fie ac A §i ce C astfel incit

D(4, B) = d(a, b)

si
D(B, C)=d(b, c).
Avem
d(a, b) + d(b, ¢) > d(a, c),
precum §i

D4, 0) < d(a, o).
Rezulta inegalitatea
D(4, 0) L D(4, B) + D(B, 0).

B=1{s}

Triunghiv/ (A B,C) si orfocentrul sou
generalizat #

2. Triunghiuri. Fie 4, B, C trei mulfimi in plan cu proprietétile

# AﬂB=P#®,
B O =010,

CNA=R+0Q,

ANBNC=Q.

S% numim (4, B, Q) triunghi de virfuri P, Q, R. Desigur, un triunghi
obignuit nu este decit un caz particular al acestul tip generalizat de triunghi.
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Pot fi centrul cercului inseris, centrul cercului circumseris, ortocentrul
generalizate pentru (4, B, ()? Intr-adevar,

I ={p: D({p}, A) = D({p}, B) = D({{p}, O)}*),
0 = {p : D({p}7 P) = D({p}a Q) = D({p}_ﬁ R)},
H={p: D{{p}, 4)+D{p) B) +D{p}, O+
+ D({p}, P) + D({p}, @) + D({p};, R) este minimi}
constituie generalizdri potrivite.
Remarcam insd ¢4 pentru un triunghi obtuzunghic ortoeentrul astfel
definit coincide cu virful unghiului obtuz.

3. Locuri geomztrice. Fie a
un punct i A o dreaptd in plan.
Atunci mulfimea plana

{@: D{x}, {a}) = D({z}, 3 A)}
este parabola de focar a st direc-
toare A.

Numim wunghi mulfimea for-
mata din reuniunea a doud semi-
drepte necolineare D,;, D,, avind
aceeasi extremitate e.

Multimea :

{w: D({«}, D;)=D({x}, D,)}

este egald cu reuniunea dintre o regiune R a planului §i 0o semidreapti
B cu extremitatea e (vezi figura). Semidreapta B este bisectoarea un-
ghiului D;\JD,. :
Cititorul poate desigur continua girul acestor exemple.
Problema. Fie P mulfimea punctelor aflate in interiorul sau pe la-
turile (neprelungite) ale unui pdtrat i a « P. Sd se gdseascd mulfimea

L ={x: D({«}, P) = D({x}, {a})}.

4
Rezolvare. Utilizind notatiile din figurd, avem fie a | D;, fie

=1

4 8
a € | R, tie ae ) d;. Sd presupunem, de exemplu, ci a < D,, celelalte
i=1 4=1
cazuri tratindu-se analog. Daca « € D,, atunci # trebuie si se afle pe me-
diatoarea m; a segmentului ce uneste a cu virful lui P cel mai apropiat,

* Conform cu notatia introduséa la punctul 1, I este mul{imea punctelor p cu proprietatea
ci dist 1tele dela p la A, 1a B sila C sint egale.
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adicid dy N ds. In R,, « trebuie sd se giseascd pe parabola p, de focar a
si avind ca directoare dreapta ce contine d,. In D,, »trebuie s se afle pe
mediatoarea m, a segmentului ce uneste a cu dy, N dy. In Ry, @ apartine
parabolei p, de focar a i avind ca directoare dreapta ce contine dj,
iar in D,, # € my, unde m, este mediatoarea segmentului ce uneste @
cu d; (d,. Mulfimea cdutata (locul geometric) este deci

L = (my N D) U (pr N RBy) U (me N D,)U
U@z N By) U (mg N Dy).

4. Geodezice in mie si in mare. Nofiunea de geodezicd este strins
legats de cea de distantd. Vrem sa dezviluim aici in limbajul gi la nivelul
invitdmintului de liceu legdtura intim# si naturald dintre ele.

Fie in planul = douéi puncte a si b. Drumul cel mai scurt (arcul de
curbd rectificabil de lungime minimi) intre & §i b este segmentul ® (a, b).
S4 presupunem acum cd intre & si b se afli un segment E (¢, d) perpen-
dicular pe E(a, b) astfel incit a, ¢, b, d gint virfurile unui romb. Care
este acum drumul cel mai scurt intre & si b care nu traverseazd interiorul

segmentului E(c, d)? Existd dous astfel de drumuri: E(e, ¢) U El(c, b)
si B(a, d) U E(d, b). In urma unei mici deplasiri a segmentului E (¢, d)
pe dreapta pe care se afld, dinspre ¢ inspre d, drumul cel mai scurt intre @
5i b care ocolegte F(c, d) devine E(a, ¢) U E(ec, b).

Numim geodezicd (in mare) intre punctele » siy din spatiul Z (submul-
time a planului) un arc rectificabil de lungime minimé care uneste  cu y.

in exemplele de mai sus am considerat geodezicele intre z = a §i
y = b, cind spagiul este Z = = sau Z = n — F(e, d).

Acestea sint geodezicele luate in mare. Oamenii, cind merg (pe jos)
dupé treburi, umbli pe geodezice (intr-un spatiu plan neegal cu intreg
planul). Ei merg de la un magazin la altul, nu luind-o drept prin case, ci
cileind pe geodezica ce uneste cele doust magazine si este socotitd in spa-
tiul punctelor pe unde pietonii pot calca.

Problemi. Fie in planul = raportat la un sistem x0y de axe rectan-

5

gulare punctele a( 2 —313—) si b (2, — i), triunghiul (cu interiorul T) de

20° 20 10

virfuri 0(0, 0), ¢ (%, 123—}, e(1, 0) si patratul (cu interiorul P) de virfuri <,

1), 01(2,.0), 2% (2, —1)c Sd se serie ecuajia geodezicei (im mare) caxe
uneste pe a cu b in spapiul = — (T U P). 18
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Rezolvare. Calculind
« = d(a, ¢) + d(c, g) + d(g, b),
g = d(a, 0) + (0, g) + d(gz b),
y = d(a, 0) + d(0, f) + d(f, k) + d(h, b),
gisim ci B = min {«, B, v}, deci geodezica (in mare) se scrie

94 a

<
)
&Y

}u{<w,o>=o<w<2}u

gl

(2, ) #lB=9, 0L &<

c!“

U{(2, s i <y<0}'

Fie Z un subspaglu al planului, #, y €Z si I'(2, y) geodezicele care
unesc pe z cu y (1€ A)*). Si notdim cu y(w, y) distanja intre # si y misu-
ratd pe T, (z, v).

Ca gi distanpa obiynuitd d(x, y) din plan, y(«, y) are proprietafile :

1) daecd y(z, y) =0, atunei =z =y,

1’) y(#, #) = 0 oricare ar fi ¥ Z,

2) (@, y) = y(y, ») oricare ar fi », y<Z,

3) v(#, ¥) + v(y, 2) > y(®, #) oricare ar fi @, y, z€Z.

Proprietate.

{#'eZ: y(a, ') +v(,y) = Ianl? (y(z, 2) + v(2, Y)} = UF (z, y)-

Lasdm demonstraia in seama cititorului.
Se numeste sferd de centru e §i razd r mulfimea

Sa, r) ={xeZ: y(x, a) L}
Dacd @, b, ¢ sint puncte necolineare in pla,nul m, atunci, in Z =
= — F(b, o), stera S(a, r) ecu r > max {d(a, b), d(a, ¢)} este interiorul

unui domeniu méirginit de trei arce de cerc si, eventual, un segment
(vezi figura de pe pagina din dreapta).

5. Si trecem acum la geodezicele privite in mie. Sa considerdm pen-
tru aceasta un gindac. Desi poate pérea curios, gindacul ne va da un aju-

* Cu A am notat mulfimea din care am cules indicii v care deosebesc intre ele geode-
zicele.
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tor pretios in infelegerea notiunii de geodezicd in mie. S& zicem ¢d gindacul
nu vede bine, este miop. Dar, atit cit vede, merge pe drumul cel mai scurt ;.

T

Siera S (a,r)

cu alte cuvinte existd o vecindtate a gindacului in care acesta merge pe o

geodezicd in mare.
De pildi, un gindac care merge pe figura de mai jos, dar vrea sa.
ocoleascd farfuria, va putea si se deplaseze intre a si b atit pe drumuh

Gindacul sté in cumpdna

D, cit si pe drumul D,. In ambele cazuri el incearca sa parcurgd drumul
de lungime minimi, dar posibilitifile sale vizuale pot §4 nu-i permita.
aceasta. In orice caz insi, el merge pe ceea ce vom numi geodezicd in mic.

Numim geodezicd (in mic) un arc rectificabil T' astfel incit, oricare:

\\
D8 >eote <0
N

ar fi zeT, existd o sferd de centru 2, astfel ca porfiunea din arc aflata.
in aceastd sferd si fie o geodezicd (in mare).

Este evident acum ci orice geodezicd in mare este in acelagi timp.
si 0 geodezici in mic, nu §i reciproc.

Pe figura de mai sus, toate drumurile D;, D,, D, D, sint geodezice:
in mic intre a §i b in © — P — C. (Acestea sint toate? Nu, pornind pe Dy,
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«de exemplu, putem ocoli cercul in sens trigonometric de un numir de ori
41 apoi s4 continudm drumul pe D,).

6. Convexitate. In plan, se numeste convexd orice multime M cu
proprietatea cid dacd x, y< M, atunci E(z, y) C M.

Acoperirea convexd a unei mulfimi plane P este muljimea convexs
minimald care confine P iar nucleul lui P este {z: pentru orice y < P,
B(x, y) C P}).

Se poate da imediat o generalizare a tuturor acestor nofiuni utili-
zind geodezicele unui spatiu plan oarecare. Anume, multimea M este con-
vexd dacd pentru orice , ye M si e A, I, (v, y) C M ; acoperirea con-
vexd a lui P este mulfimea convexi (in sensul admis) minimals care in-
«clude P iar nucleul lui P este {«: oricare ar fi ye P, U T (2, y) = P).

teEA

7. Sfirgit. Exemple frumoase se pot da si foarte multe exercitii la
fel de frumoase se pot propune elevilor utilizind acest material sau altele
-asemdndtoare. Dupd pdrerea autorului, in locul algebrizirii geometriei,
cerutd de unii atit de insistent, dar la fel de insistent respinsi de alfii,
0 apropiere mai pronuntatd de topologie si in primul rind o studiere mai
ingrijitd a aspectelor metrice sint mai apropiate pe de o parte de puterea
-de intelegere a elevilor, iar pe de alta de insugi obiectul inlocuit, geome-
tria sintetici.



