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§1. Introduction

En 1951, HaMMER a défini les corps associés & un corps convexe et la
notion de réductibilité [4]. C’est de cette notion que traite le travail actuel.

Aprés les rappels du § 2, le § 3 donne une étude aussi compléte que possible
de la frontiére des corps associés réductibles.

Dans [11] nous avons établi des conditions nécessaires pour qu’un corps
convexe soit réductible, conditions concernant ses projections. Nous allons
ici (§4) améliorer ces résultats, en établissant de telles conditions — 2 la fois
nécessaires et suffisantes.

Dans {72] nous avons observé le caractére commun de la réductibilité d’un
corps convexe et la prolongeabilité d’une certaine sérielinéaire. Mais les métho-
des différentielles utilisées dans [12] ont imposé des restrictions assez sévéres
sur les frontiéres des corps envisagés. Une grande amélioration a été apportée
a cet égard dans [/4], ol cependant la convexité stricte pour les corps au
moins tri-dimensionnels était encore exigée. Le but du § 5 est de donner une
démonstration dans le cas le plus général,

Le § 6, en envisageant les dimensions des images inverses sur les hyper-
surfaces réductibles, donne une amélioration d’un théoréme de [/3].

Les deux derniers paragraphes concernent la réductibilité de deux classes
spéciales de corps convexes: les polyédres convexes et les voisinages des corps
convexes.

Le travail embrasse des domaines assez différents, qui se trouvent liés
entre eux par la notion de réductibilité, qui se manifeste partout.

Ayant surtout en vue I’aspect géométrique des problémes qui nous intér-
essent, les méthodes de la géométrie différentielle ne seront pas applicables,
et cela explique le caractére, parfois un peu compliqué, des raisonnements
qui seront faits.

§ 2. Définitions et notations

Soient E" I’espace euclidien & » dimensions, #™ la famille des corps con-
vexes compacts n-dimensionnels, S ’hypersphére unitaire r-dimensionnelle
de E"*1,

Désignons ([2], p.2):
E(a,b)=(1—-p)a+pb  (0=p=1),
R(a,b)=(1—-p)a+pb (0=p<wo),
L{a,b)=(1—p)a+pb (—o<p<w).
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Les signes « + » et « — » désignent la somme et la différence congues comme
dans un espace vectoriel, « ~ » signifiant «[}».

Les signes « = » et « ©» concernent Pinclusion stricte tandis que « & » et
«=2» incluent la possibilité de 1’égalité. .

Si Ce ™, alors C signifie la frontiére, € le profil ([1], p.159), C I’ensemble
des points exposés et | C|| la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle de C.

Si M cE®, alors [M] désigne I’enveloppe convexe de M et M sa fermeture;
tout ensemble

KM, p)={x; inflllE(x,y) 1<},

ol p>0, est appelé voisinage de M ([3], p.2).
Soient Ce #™ et r un nombre réel. Les ensembles

[ﬂb+r(C——b) si r£1,

bel

lu b+r(C~b) sir>1

bel

C(n=

sont appelés corps associés & C ([4], p.782).

II est connu que ces corps ne sont pas vides si r dépasse suffisamment 1
et qu’ils sont convexes [4], [/3]. Il existe aussi [4] un nombre r. tel que

C=(CM)(r/2r=1) sir>re,
et

Co(CM)(r/2r—-1)  sir<re;

ce nombre s’appelle nombre de réductibilité de C [/1].

On dit que C et C sont réductibles si ro<1, complétement réductibles si
re=1% et irréductibles si ro=1 ([4], p.791).

Les hypersurfaces y(r) et 6(r) attachées au corps convexe CeH#™ dans
[11], seront ici notées par y-(r) et d.(r).

v et uc désigneront les fonctions «image sphérique» et «image inverse»
correspondant & C ([2], p.25, [11], [13]).

Soit V < E” une variété linéaire. Alors xy signifie la projection de xeE™
sur V,

Ay={xy;xeA<E"}, b'={xeE";x,=beV} et B'={b";beBcV}.

Si Cy, C.e ™, alors le générateur C;, de la série linéaire [C,, C] s’écrit
(131, p-80):
_ CO -‘}- COO
€= 1-4

Les lettres A, et A, signifient les limites gauche et, respectivement, droite
de prolongeabilité de la série linéaire [C,, C,] [9], [12].
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La série linéaire [C, — C] sera appelée série attachée au corps convexe C.
Nous allons nous appuyer dans les §§ 3, 4 sur le résultat suivant de STRASZE-
wicz [7] (voir aussi [5]):

Si C est un corps convexe compact de E", alors Ccé et C =|ﬁ.

§ 3. Hypersurface associée
Soient Ce A™ et r>%. Alors

U N (p+r(uc(—ow)-p) sirsi,

weS"~1 pepuc(w)

LSJ_l(p+r(uC(——cu)—p)) sir>1
;D:uc(w)

&c(r)=

est une hypersurface associée & C, généralisant la courbe &(r) introduite pour
les corps plans dans [77/]. HAMMER annonce dans [4] qu’il généralise les dia-
métres essentiels dans E3. Si d était un tel diamétre alors g,(r) devrait étre
situé sur g (7).

~—

Théoréme 1. On a r=r. si et seulement si e.(r)=C(r).

Démonstration. Si r=1, alors, évidemment,

U (p+r(uc(—w)—p))CC(/\rJ),

P& pc(w)
N
pour tout weS"™*, d’ou g ()= C(F).

Le théoréme1 de [11] précise que yo(r)2C(r). Mais, si r21, e.(r)=7c(),
donc I'inclusion contraire est vraie et

30("):5(\7:3-

Démontrons que rc=r<!1 implique e.(r)=C(). Certainement, C(r)=

ec(r), dong il nous reste a prouver I'inclusion contraire. Supposons que x¢ C(r).
Si x¢ye(r), la démonstration est immédiate, car e.(r) = yo(r) implique xéec(r);
la démonstration est moins simple si xey.(#). Dans ce dernier cas, d’aprés le
théoréme 5 de [11], r=r. implique y(r)=8(7), donc x appartient & un G,
(renoté G4 (r) pour souligner la dépendance de r), dont Dintersection avec
C/'(\;:) n’est pas vide (voir les notations de [/1]). Soient H, et H, deux hyper-
plans tels que

a) H, soit parallele 4 un hyperplan d’appui contenant D,

b) xeH, et

¢) x et C(r) soient séparés par H,.

Les hyperplans H, et H, ne sont pas paralléles car

GL () C(r) £ 9.
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Soit II un plan orthogonal & la variété linéaire (n-— 2)-dimensionnelle
H,nH,. La réductibilit¢ de C implique la réductibilité de C,, en vertu du
théoréme 3 de [71]. En outre, on déduit de la démonstration de ce méme
théoréme que

Cp(N=C")y
pour tout r=rc. Ainsi, le point x; se trouve & Pextérieur de Cp(r).

Considérons weS"~ ! tel que L(0,w) soit orthogonale & H, et que C et
S"~1 soient également situés par rapport 4 H, et & I’hyperplan tangent 3
S"" 1 en w.

Soit d=H;n Cy(r). 11 est connu [1I] que g, (r) coincide & la frontiére
de Cp(r). Donc

d=H;nee, (7).

Mais la courbe &, (r), dont I'étude a été faite dans [17], mais dont P'introduc-
tion avait été fortement suggérée par [4], contient d comme un segment maxi-
mal, donc

d= N (p+r(uc,(—w)-p)).

pepcp(w)

Comme d"={x; x;ed}, on a

= N (p+r((peg(—a)"=p)= N )(p+r((uc,,(—co))”—p))-

pe(ucy(oN™ pepc(o

Mais (g, (—®))* 2 uc(—w), donc, si nous posons

seM= N (p+r(uc(—w)-p),

pepc(o)
dTo52(r).

Nous avons trouvé que x5 ¢ Cy(r), donc xpéd et x¢d™. Alors, Pinclusion
ci-dessus montre que x¢s&(r).

On a
s¢(r)=pc(r)=0c(r),

d’od on déduit facilement que chaque droite L(0,w), telle que weS™ ! et
xesg(r), est orthogonale & la variété linéaire déterminée par un ensemble
5 (r) contenant x. Donc
x¢ U scm=ec(r)
wesSn—1

et —
ec(r)=C(r).

Supposons maintenant que g.(r)=C(r). Le cas r=1 est banal, car 1=r;
il reste donc & étudier le cas r<1. Soit x un point exposé de C. Choisissons
usve(x) tel que pc(u)=x. Désignons par y un point extrémal de pc(—u).
Si yeC, alors, pour tout e>0, il y a a,ev (y) tel que || E(x,, —u) ]| <&. BEvi-
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demment, si ¢ -0, alors g(x,) —x, pour tout g{a)euc(—a,). Mais
y+ r(ﬂc(—%)—J’)CSC("): C(r)

pour tout ¢>0; aussi, lorsque ¢ -0,

y+r(g)—y) »y+rx-y),

T~ N

d’ot y—i—r(x »eC(r), C(r) étant topologiquement fermé.

Si y¢C alors, pour tout £>0,ily en a un point z, eC, tel que | E@B,, —wi<s
pour un f,evc(z,) convenable. Evidemment, ¢ -0 implique g(8,) —»x, pour
tout g(B)epuc(—P,) et on arrive de fagon analogue 2

y+r(x—y)eC().
D’aprés la définition de &.(r),

N (p+r(uc(—w)—p)<ec®=C),

pepc(u)
donc —~
x+r(y—x)ex+r(uc(—u)—x)=C(r).
{x+r(y~x),y+rx—y)}<C()
implique

xe(CH)(r/(2r—1)).

Comme (C(r))(r/(2r—1)) est convexe et fermé, il résulte que

c=[Cle(c@)(rar-1),

c.-a-d. que r=re.

§ 4. Condition nécessaire et suffisante pour Ia réductibilité,
satisfaite par les projections

Soient Ce#™ et m un nombre entier tel que 1<m<n.

Théoréme 2. Le nombre de réductibilité ro de C satisfait a Iégalité

re=suprc, ,
1ed

ot V,(1e A) sont les sous-espaces a m dimensions de E".

Démonstration. Soit peC. Dans un hyperplan d’appui H de C, dont le
contact avec C est formé du seul point p, soient Wy, ..., W, des variétés
linéaires & n—m dimensions qui déterminent p. Pour que le point p soit bien
déterminé il faut que

vin—m)—(v-D(r-1)=0,
donc v=(n—1)/(m—1).
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Soit ¥; un sous-espace linéaire m-dimensionnel orthogonal & W, (i=1,
.. v). Evidemment, p,, est un point exposé de Cy,. D’apres les théorémes 4
et 7 de [13], pi=ticy,(— ey, (py) est un point exposé de Cy;. L’hyperplan
d’appui H', paralléle & H, mais situé de Pautre c6té de C, se projete sur V
d’aprés une variété linéaire (m— 1)-dimensionnelle contenant p;. Donc,

CnH cp;”;
comme
CnH=*9
et () p;”* est au plus un point p’,
i=1

i

CnH'=p/,

donc p’ est lui aussi un point exposé de C. Notons a=p+r(p'—p) et a' =
p'+r(p—p).

Soit
r=supre, -
1ed v
Démontrons que
aex+r(C—x)

pour tout xe C. Supposons le contraire, par absurde. Alors, il y a un point
x’eC et un hyperplan IT tels que a et x'+r(C—x’) soient séparés par II. Soit
II" Thyperplan contenant a, parallele & H. Considérons une variété linéaire
m-dimensionnelle V orthogonale & H et II', c.a-d. contenant un plan ortho-
gonal & HnIT'. Evidemment,

ayexy+r{Cy—xy)
et x;,eCy. Soit -

b=R(ay,x;)nCy.
On a certainement,

ayé¢b+r(Cyp—Db).

Mais,
ay=py+r(py—pr)€ec,(r),
d’our —
&c, (N+Cy(r),

donc, d’aprés le théoréme 1, r<rc,, inégalité qui vient en contradiction avec
notre choix de r.
Par conséquent ae C(r). Comme p’ est, lui aussi, un point exposé, a’e C(r),
donc
peE(a,a")(r/Qr—1))=C(r)(r/2r-1)).
T résulte donc .
C=C(rn)(r/2r-1)),
d’ou
C=C(r)(r/r-1)).
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Cette relation démontre I'inégalité

FeSsupre, -
1ed '
Supposons que

Fe<sup ?CV .
ted '

Choisissons alors un sous-espace V, & m dimensions, tel que
re<Tgy, <SUpP Fcy .
1ed

D’aprés le théoréme 3 de [/1], la réductibilité de C("cm) implique la r éduc-
tibilité de sa projection sur V,; de la démonstration de ce méme théoréme
on déduit que

c (rCVx)V,,, =Cy, (VCV) .

On obtient ainsi une contradiction, puisque Cy,(r, ) est irréductible. La
démonstration est terminée.

Soulignons qu’il est nécessaire, mais non pas suffisant pour la réductibilité
de C que toutes ses projections Cy,, soient réductibles. Pour assurer la suffisance
il faut donc ajouter que

sup rCV,<1'
ted

§ 5. La liaison entre la classe de réductibilifé et la série linéaire attachée

Les recherches sur les séries linéaires, introduites par BRUNN en 1877, ont
en grande partie porté sur des inégalités entre volumes. Mais par la suite on
a aussi envisagé des problémes trés intéressants concernant la prolongeabilité
de ces mémes séries. Sur ce sujet, de complets et bien originaux résultats se
trouvent dans les travaux de VINCENSINI [8], [9].

Du point de vue de la géométrie différentielle, I’homothétie entre les €lé-
ments de la classe de réductibilité et ceux de la série linéaire attachée, a été
déja complétement établie dans [72]; la méme guestion, posée d’une maniére
non différentielle, va regevoir ici une solution compléte.

Théoréme 3. Le corps associé C(r) de la classe de réductibilité du corps
CeX™ et I'élément C _,y, de la série linéaire attachée prolongée coincident a
une homothétie prés, le rapport d’homothétie étant 2r—1.

Démonstration. Considérons le cas r=1. On déduit du théoréme 3 de [10]
que

CH=U-rNC+rC=rC+(r—-1D(~0)
ou
C(H=@r=1((r/@r~1) C+((r-D/Qr-1)(~ ).
Mais
(r/(2r—1)) C+((”_ 1)/(27—1))(—C)=C(1—r)/r >
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d’on
Cr)=@2r—=1)Cq_p-
Etudions le cas r< 1. Puisque C(r) appartient 3 la classe de réductibilité de C,
C((ri2r—1)=C.
Mais r/(2r—1)>1, donc [10]:
(1—r/Qr-D)CEH+(r/Cr-1)C(r)=C,

ce qui s’écrit encore

(1/Cr—D)(r C(r)+(1-r(-CM))=C,

ou bien, puisque
rCM+1A=n(=CM)=CTe-1yrs

C(e-pr=02r-1C.
Donc

C(r) =(C(")(r— 1) --1)r =((27' -1) C)—(r— 1)/r=(2 r—1) C(1 —r)/r
achéve la démonstration.

On peut faire noter la relation, de déduction aisée, entre r¢ et Ay ou A,
(les limites gauche et droite de prolongeabilité de la série linéaire attachée)
exprimée par:

1 i,
1+, 144,

Ye=

Soit A le domaine vectoriel C—C de C. Alors A4 est aussi le domaine
vectoriel de C;_,y ([9], p.47) et, en vertu de I'inégalité bien connue de BRUNN-
MINKOWSKI, on a ([3], p.101):

2" ” C(I—r)/r “ é ” 4 ][ ]

avec égalité si C est symétrique. Mais, d’aprés un résultat de ROGERS et SHEP-

HARD [6],
141= (%) 1ct,

avec égalité si C est un simplexe, donc

reon<e-3r () cl.

§ 6. Les images inverses sur les hypersurfaces réductibles

Le théoréme 9 de [I1], qui exprime I’égalité des cardinaux des images
inverses uc(p) et pc(—p) si Ce A et peS* a été généralisé pour tout corps
Ce A par le théoreme 7 de [13]. Démontrons un résultat immédiat améliorant
ce dernier théoréme.
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Théoréme 4. Si CeA™ est un corps convexe réductible, alors uc(p) et
uc(—p) ont la méme dimension pour tout point pe S~ 1.

Démonstration. Supposons que 0<dim puq(p)<dim uc(—p)<n. 1l en ré-
sulte que dim pc(p)<n—2. Soit ¥ un sous-espace a n—dim uc(p) dimensions
orthogonal & la variété linéaire engendrée par pc(p). Alors pc, (p)=puc(p)y
est un point et pe, (—p)=pc(—p)y contient un segment non-dégénéré. En
vertu du théoréme 7 de [/3], Cp n'est donc pas réductible, et C est lui aussi
irréductible, d’aprés le théoréme 3 de [I1]. Par conséquent, dim pc(p)=
dim pic(—p).

§ 7. La réductibilité des polyédres

Un simplexe est évidemment un corps convexe irréductible, quelle que
soit sa dimension. Par contre, les polyédres convexes sont susceptibles d’étre
réductibles, et c’est le cas si les faces (n— I)-dimensionnelles sont deux & deux
paralléles. Donc, les polyddres réductibles ont nécessairement un nombre pair
de faces a m dimensions (0<m=n—1), qui sont, en outre, parall¢gles deux
a deux.

Soient F1, F2, ..., F? les faces 4 une dimension d’un polyédre réductible
C et j une permutation de {1, ..., p}, telle que F'et F/@ soient paralléles
(j*(i)=i). La longueur de F est | F*| (voir le § 2).

Théoréme 5. Le nombre de réductibilité du polyédre réductible C est
rc=max_ﬂL_
iz IFI+1F P
Démonstration. Nous allons prouver que
sup rc, =max ——lLFl“T(—l)—,
vea 0 igp NFHIF
ol ¥V, (1e A) sont tous les plans de £” contenant I’origine.

Evidemment, Cy, est un polygdne convexe aux arétes paralleles deux a
deux etily a i,<p tel que
SUUP L
CONRAIHIES ] I E

selon le théoréme 14 de [/I]. Mais {,< p, donc

Sup r¢,, =max ——TMIJT—,
ved 7 sea |FU+|F®)
d’ot
I F|
SUp ey, SMaAX —F———err—.
vea iy IF+IFO

Soient i< p, H; un plan d’appui tel que H;nC=F’, ¥; un sous-espace

1
bi-dimensionnel orthogonal & H, et non orthogonal & F;. Alors Ff,, et F}%¥ sont
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des arétes parallcles de Cy,, d’ou

I F| _ (B2 .
i TOT Ton =Tcv,»
IFN+0F2 00 I Fe I+ F2
donc
I F|
— s S Mmax rg, Ssupr,
igp IFI+IF O =gy @ =rea

et la démonstration est achevée.

Nous avons considéré seulement des polyédres & un nombre fini de faces.
Si, en général, F, (xeA) sont les faces 1-dimensionnelles d’un polyedre C et
il existe une application involutive j: 4 — 4, telle que F* et FU? soient par-
alleles, alors

re=8up —————-———” i “ :
st 1P+ @]

§ 8. La réductibilité des voisinages

Dans ce paragraphe seront étudiés les voisinages des corps convexes en ce
qui concerne la réductibilité. On a vu dans le paragraphe précédent que la
classe des polyédres réductibles est trés restreinte; par contre, les voisinages
de corps convexes fournissent une assez large classe de corps réductibles, et,
étendus a I'infini, prennent des formes spéciales remarquables.

Théoréme 6. Tout voisinage K(C,p) d’un corps convexe C réductible est,
lui aussi, réductible et ry c, ,y est une fonction décroissante de p.

Démonstration. Soit V un plan arbitraire; alors

K(C’p)VzK(CVap)

Suivant [/I], considérons dans 7 un systéme cartésien orthogonal de co-
ordonnées, tel que

CL((O, 0), (1,0)) = E((O, 0), (l, 0)) .
Soient les fonctions f convexe et g concave, telles que

{Cx, f(x)); x€[0,IT} U {(x, g(x)); x€[O0, l]}=C:.

Considérons xe[0,/], x+he[0,/] ou f'(x+h) existe et m la pente maximum
(minimum) d’une droite d’appui si 4 est positif (négatif). La normale en
(x+h, f(x+h)a a, et la droite menée par (x, f(x)) de pente —m ™! se coupent
(si ne sont pas paralléles) en un point dont la distance & (x, f(x)) est égale a
R{(x). On définit de la méme fagon RI(x).

Soient

5 [=p, 14+p] = f([0,1])+[—p,0]
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et
g*: [—p.1+p] ~ g([0,1])+[0,p] *

les fonctions analogues a f et g, & I’aide desquelles s’écrit I?(?’;;).
Pour chaque xe[0,/], considérons le point y,e[0,7] tel que E((x, f(x)),
(¥x»> g(y,))) soit un diamétre essentiel de Cy et pour chaque xe[—p, I+p],

considérons le point yi tel que E((x, /*(x)), (v%, g*(¥¥))) soit un diamétre
essentiel de K(Cy, p).

Notons 5=y, 4,—Yx et If =yien—J5.

Soient I TIintervalle fermé maximal contenant x (réduit peut-étre 3 ce
point), ol f est linéaire et IZ I'intervalle analogue défini a I'aide de g. Enfin,
toujours d’apres [11], désignons

M={x;I[={x}} n{x; E_={y.}}; N=[0,[]~M;
M*={x; IL'={x}} n {x; L% ={y3}}; N*=[—p,I+p]~M".

D’apres la réductibilité de C, re<1. Démontrons que rgc,,n=rc,-
Evidemment, la normale en (x, f(x)) & une droite d’appui de Cj passant
T ——
par (x, f(x)) est aussi normale & K(Cy, p) en un point dont la distance a
T ——
(x, f(x))est égale & p. Inversement, toute normale & K(Cy, p) en (x*, f*(x*))e
T ———
K(Cy, p) est aussi normale & une droite d’appui de C, dans son point de
contact (x, f(x)) avec Cy et (x—x*)*+(f(x)—f*(x))*>=p>. 1l en résulte, sans
difficultés spéciales, qu’on peut faire correspondre a4 chaque couple (x,4) un
autre couple (x*, A¥) tel que R{(x)+p =R} (x*) si If ={x}; inversément, on
peut faire correspondre & chaque couple (x*, #*) un autre couple (x,4), ol
h peut devenir zéro, tel que R](x)4p =R} (x*). On va exclure les nombres
h* pour lesquels il n’y a pas de nombres / satisfaisant a I’égalité ci-dessus et
tels que f'(x+h) existe; on peut aisément vérifier pourquoi celd est possible,
et que I’on peut faire correspondre de maniére biunivoque, a chaque point x
un autre point x* tel que | I =1L si I ={x} ou I 5{x*}. En tenant
compte de ces considérations et des analogues a 1’égard de Ri(x) et || I¢|,
on a, d’aprés le théoréme 13 de [11],

f f*
rK(cV,p)=max{sup lim sup ax{ﬁ (), RE (v} , sup max{jll*l I ”I H}}
xeM* k=0 R ( )R (yx) xe N* ”I ”-I-[]I ||

s
=max{sup lim sup ma);{R i (x), RE (vt +p
S P TR+ R 0+ 29

max{luﬁn,lué,,n}}_

1 Sommes d’ensembles sur la droite numérique regardée comme espace vectoriel.
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Mais max {R{ (x), R§,(y)} +p _ max{R](x), RE.(4,)} .

RI()+RE(y)+2p = RL)+RE ()

par suite rg c,, »=rc, ¢t, d’aprés le théoréme 2,

Tx(c,») =SUP Fx(cy,, ) SSUP Fep =Tc<l.
Si 0<p; <p,, alors l l
TK(C,p2) = TKK(C, p1). p2~p1) STR(C, 1) >
d’olt rg(c, ), regardé comme fonction de p, est décroissant.

Le théoréme précédent admet aussi une démonstration moins géométrique,
utilisant le théoréme 5 de [10]; nous ne Pavons pas choisi parcequ’elle ne
s’applique plus aux théoré¢mes suivants.

Démontrons maintenant une géneralisation du théoréme précédent.

Considérons Ce ™, p>0, ¥V un plan arbitraire de E". Soient fy, g, et
My, Ny les fonctions et les ensembles introduits plus haut et déterminant CT,I,;

soit encore (xy, f(xy))e CNV

Théoréme 7. S°il existe n<1, tel que

Iv v
Jim sup L 5+ R ) i sup TR 0 B O} i}
h=0 h=0

RIY(xp) +RE (V1)
soit borné et
max {71, 1152, 1} _

v Yxy

AT

v Yxy

lorsque xy et V varient, alors K(C, p) est réductible.
Démonstration. Soit xy tel que
fv gv
h-m Sup max;fh (xV)5 fvl;, (yxv)} <n.
) Ry (xy) + RV (Vsy)
Dans ce cas, le rapport ci-dessus est plus grand que
max {R}” (xp), RE (9:,)} +p
R (x9) + REY (v, ) +2p

dont la limite supérieure, lorsque 4 — 0, est, donc, elle aussi, plus petite que 5.
Si x, e My, et si on n’est pas dans le cas déja étudié, soit m un majorant de

max {Ri{v (xV)s ng;’ (,va)} > n}
Ry () +RE (vs)
valable pour tout plan V. Soit 2>0. On a, pour | 2| assez petit,

{lim sup (R]¥ (xy)+R§ (y,,)); lim sup
B0 h=0

max{R{" (xp), REY (=, )} +p . RI"G)+RE (e, )+p _ m+p+i
Ry (op)+RE (05,)+2p = Ry Gep)+RY (9, ) +2p ~ m+2p+4 "
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La deuxiéme inégalité de I’énoncé et les deux ci-dessus se conservent a
la limite, x} parcourant les abscisses des points de Cy. Donc,

m+p+i
rK(CV’p)émaX { , m}<1.

Le terme central ne dépend pas de V, donc, d’aprés le théoréme 2, rg ¢ <1,
ce qui acheéve la démonstration.

Conservons les notations du théoréme précédent et posons

1 si é=é,
— fv gV I
p= su max\{fllfxv I, ”g{,y"" 13 si CcC.
sety | LZIHILL

Théoréme 8. Si

{Iim sup (R]¥ (x;)+R¥ (y,,)); lim sup
=0

k>0

max {R}" (xp), R ()} }
R (xp)+ R (Vs,)
est borné lorsque xy et V varient, alors

him rgc, ,=Hu.
pr oo

Démonstration. Si xy est tel que

fv v
hm sup max-t{”Rh (xV)’ Rl;, (yxy)} é
=0 Ry () +REY (¥,

>

alors on a aussi
max {Rf” (xy), RE (7)) +0 _

lim sup -
h—0 Ry (xp) +REY (v, ) +2p

Supposons maintenant que M," est ensemble des points x, € My tels que
la premiére inégalité de cette démonstration ne soit pas satisfaite. Notons

m= sup limsup (R}"(x;)+RY (¥,,))-
x;‘e:%/ln;*, h—=0

Soit ¢>0. Si A>0et

1-2¢ (m+4),

P> 4g

alors, pour |4| assez petit,

1-2¢
2 (R (o) + RE 0,)

- 2 max {R}" (xp), RY (v,,)} — (1 +26) (R}Y (xp) + R§Y (v1,))
4¢ ’

P>

ou
max (R (), R ()} +p _ 1

+e.
RIY(x)+RY (o) +2p 2
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11 en résulte le théoréme énoncé et, de méme, ’assertion suivante précisant
le théoréme dans le cas ol u3.

Si p>1% et si la condition du théoréme 8 est remplie, alors il existe un nombre
P tel que rg ¢, ,y=p si pZ P.
Soit u=1%; pour qu’il existe un nombre P tel que

_1
'R(c.0)=72Z

si p = P, il est nécessaire et suffisant que C soit symétrique, parce que r¢ ¢, ,) =%
si et seulement si K(C, p) est symétrique, en vertu du théoréme 6 de [4].
Il résulte du théoréme 8 que, si lim sup R{"(xy) et lim sup R§”(x,) sont
) B0

bornés lorsque x; et V varient et si p=1%, alors

: _1
Ilm T’K(C’ p) 3.
pr

Evidemment, ces conditions sont, toutes les deux, remplies si C posséde en
chaque point »—1 rayons de courbure principaux finis.
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