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w 1. Introduction 
En 1951, HAMMER a d6fini les corps associ6s A un corps convexe et la 

notion de r6ductibilit6 [4]. C'est de cette notion que traite le travail actuel. 
Apr6s les rappels du w 2, le w 3 donne une 6tude aussi compl&e que possible 

de la fronti~re des corps associ6s r6ductibles. 
Dans [11] nous avons 6tabli des conditions n6cessaires pour qu 'un corps 

convexe soit r6ductible, conditions concernant ses projections. Nous allons 
ici (9 4) am61iorer ces r&ultats, en 6tablissant de telles conditions - A la lois 
n6cessaires et suffisantes. 

Dans [12] nous avons observ6 le caractbre commun de la r6ductibilit6 d 'un 
corps convexe et la prolongeabilit6 d'une certaine s6rie lin6aire. Mais les m6tho- 
des diff6rentielles utilis6es dans [12] ont impos6 des restrictions assez s6vbres 
sur les fronti~res des corps envisag&. Une grande am61ioration a 6t6 apport6e 

cet 6gard dans [14], off cependant la convexit6 stricte pour les corps au 
moins tri-dimensionnels 6tait encore exig6e. Le but du w 5 est de donner une 
d6monstration dans le cas le plus g6n6ral. 

Le w 6, en envisageant les dimensions des images inverses sur les hyper- 
surfaces r6ductibles, donne une am61ioration d 'un th6or~me de [13]. 

Les deux derniers paragraphes concernent la r6ductibilit6 de deux classes 
sp6ciales de corps convexes: les poly~dres convexes et les voisinages des corps 
convexes. 

Le travail embrasse des domaines assez diff6rents, qui se trouvent lids 
entre eux par  la notion de r6ductibilit6, qui se manifeste partout. 

Ayant surtout en vue l 'aspect g6om6trique des probl6mes qui nous int6r- 
essent, les m&hodes de la g6om&rie diff6rentielle ne seront pas applicables, 
et cela explique le caractbre, parfois un peu compliqu6, des raisonnements 
qui seront faits. 

w 2. D~finitions et notations 
Soient E" l 'espace euclidien ~t n dimensions, ~ff" la famille des corps con- 

vexes compacts n-dimensionnels, S" l 'hypersph~re unitaire n-dimensionnelle 
de E "+ 1. 

D6signons ([2], p. 2): 

E ( a , b ) = ( 1 - p ) a + p b  ( 0 < p < l ) ,  

R ( a , b ) = ( 1 - p ) a + p b  (0=<p<oo),  

L ( a , b ) = ( 1 - p ) a + p b  ( - o o  < p < o o ) .  
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Les signes << + >> et << - >> d6signent la somme et la diff6rence conques comme 
dans un espace vectoriel, << ~ >> signifiant << n C >>" 

Les signes << c >> et << ~ r> concernent l'inclusion stricte tandis que << ~ >> et 
<< ~_ >> incluent la possibilit6 de l'6galit6. 

Si Ce o~ff", alors C signifie la fronti~re, C le profil ([1], p. 159), C l'ensemble 
des points expos6s et I[ C II la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle de C. 

Si M c E " ,  alors [M] d6signe l'enveloppe convexe de M e t  M sa fermeture; 
tout ensemble 

K(M, p) = {x; inf II E(x, y)[I --<P}, 
yeM 

off p>O, est appel6 voisinage de M ([31, p.2). 

Soient Ce eft" et r un nombre r6el. Les ensembles 

[ n b + r ( C - b )  si r < l ,  

r - Y b + r ( C - b )  si r > l  

sont appel6s corps associ6s ~t C ([4], p. 782). 

I1 est connu que ces corps ne sont pas vides s i r  d@asse suffisamment �89 
et qu'ils sont convexes [4], [13]. I1 existe aussi [4] un nombre rc tel que 

C=(C(r))(r/(2r-1)) si r>r c, 
et 

si r < r c ;  

ce nombre s'appelle nombre de r6ductibilit6 de C [11]. 
On dit que C et C sont r6ductibles s i r c <  l, compl&ement r6ductibles si 

rc= �89 et irr6ductibles si rc=l  ([4], p.791). 
Les hypersurfaces v(r) et 5(r) attach6es au corps convexe Ca:C"  dans 

[11], seront ici not6es par ?c(r) et 6c(r). 
v c et Pc d~signeront les fonctions <<image spMrique>> et <<image inverse>> 

correspondant ~t C ([2], p.25, [11], [13]). 
Soit V c E "  une vari6t6 lin6aire. Alors Xv signifie la projection de xeE" 

sur  V, 

Av={Xv;X~AcE"  }, bV={xeE";xv=beV}  et BV={bV;beB=V}.  

Si Co, Coo e oU", alors le g6n6rateur Cz de la s6rie lin6aire [Co, Coo] s'6crit 
([3], p. 80): 

Co - 2  Coo 
Cz-- 1 --2 

Les lettres 2o et 200 signifient les limites gauche et, respectivement, droite 
de prolongeabilit6 de la s6rie lin6aire [Co, Coo] [9], [12]. 
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La s6rie lin6aire [C, - C ]  sera appel6e s6rie attach6e au corps convexe C. 
Nous allons nous appuyer dans les w167 3, 4 sur le rdsultat suivant de STRASZE- 

WICZ [7] (voir aussi [5]): 

Si C est un corps convexe compact de E", alors C ~ C et C = [C]. 

w 3. Hypersurfaee associ~e 

Soient C~ 3C" et r > �89 Alors 

[ U N @ + r ( p c ( - @ - p ) )  si r___<l, 
r -, I ~ ~S'- p e # c ( ~ )  

_~,; s~  1)(p + r (it c ( -  co) - p)) s i r  > 1 

est une hypersurface associ6e tt C, g6n6ralisant la courbe e(r) introduite pour 
les corps plans dans [11]. HAMMER annonce dans [4] qu'il g6n6ralise les dia- 
m6tres essentiels dans E 3. Si d 6tait un tel diam&re alors aa(r ) devrait ~tre 
situ6 sur ec(r). 

TMor6me 1. On a r>=rc si et seulement si ec(r)=C(r ). 

Ddmonstration. Si r >  1, alors, 6videmment, 

U 
p ~ ~ c ( a O  

pour tout t oe s  "-~, d'ofi ec(r)~_C(r). 

Le th6or~me 1 de [11] pr6cise que 7c (r) ~ C(r). Mais, s i r  >_ l, ec (r) = 7c (r), 
donc l'inclusion contraire est vraie et 

ec(r)= C(r). 

D6montrons que rc<=r<l implique e c(r)=C(r). Certainement, C(r)~_ 

e c(r), donc il nous reste fi prouver l'inclusion contraire. Supposons que x ~ C(r). 
Si x~ ?c(r), la d6monstration est imm6diate, car ec(r ) ~_ ?c(r) implique xq~@(r); 
la d6monstration est moins simple si Xe?c(r). Darts ce dernier cas, d'apr~s le 
th6or~me 5 de [11], r>=rc implique yc(r)=~Sc(r), donc x appartient fi un GID 
(renot6 GiD(r) pour souligner la d6pendance de r), dont l'intersection avec 

C(r) n'est pas vide (voir les notations de [11]). Soient H 1 et H~_ deux hyper- 
plans tels que 

a) Hx soit parall~le ~t un hyperplan d'appui contenant D, 

b) x e H  1 et 
c) x et C(r) soient s@ar6s par H2. 
Les hyperplans H~ et //2 ne sont pas parall61es car 

G~ (r) n C (r) 4 = 0. 
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Soit H un plan orthogonal ~t la vari&~ lin6aire (n-2)-dimensionnelle 
HI  n / / 2 .  La r6ductibilit6 de C implique la r~ductibilit6 de Cn, en vertu du 
th6or~me 3 de [11]. En outre, on d6duit de la d6monstration de ce m~me 
tMor~me que 

c . ( r )  = c(r)  

pour tout r>=r c. Ainsi, le point xn se trouve gt l'ext6rieur de Cn(r). 

Consid6rons e )eS  "-1 tel que L(0,co) soit orthogonale gt H 1 et que C et 
S "-1 soient 6galement situ6s par rapport  ~t H1 et /~ l 'hyperplan tangent ~t 
S n -  1 o n  09. 

Soit d=Hl~Cn(r ). I1 est connu [11] que ~c~(r) coincide ~t la fronti~re 
de Cn(r). Donc 

d=H1 n ec~(r). 

Mais la courbe ec~(r), dont l'6tude a 6t6 faite dans [11], mais dont l ' introduc- 
tion avait 6t6 fortement sugg6r6e par  [4], contient d comme un segment maxi- 
mal, donc 

d= N 
p e ~crx(o~) 

Comme dn=(x; xoed}, on a 

drt= N (P+r((pcrr(-~ 0 (P+r((#crr(-~ �9 
p e (#caT(co)) rl  p �9 #c(O~) 

Mais (#c~(-e~))n~pc(-C~), donc, si nous posons 

s~( r )=  ~ (p+r(#c(--o))--p)), 
p �9 #c(eO) 

dn~s~(r). 

Nous avons trouv6 que xn~Cn(r), donc XnCd et x~d n. Alors, l 'inclusion 
ci-dessus montre que x~s'~(r). 

On a 

d'ofi on d~duit facilement que chaque droite L(0,co), telle que toeS  "-1 et 
xes~(r), est orthogonale /~ la vari6t6 lin6aire d6termin6e par un ensemble 
a~(r) contenant x. Donc 

xr U 
r E S n - 1  

et 

ec (r) = C (r).  

Supposons maintenant que 8c(r)=C(r). Le casr>__ 1 est banal, car 1 >=rc; 
il reste donc ~t 6tudier le cas r <  1. Soit x un point expos6 de C. Choisissons 
UeVc(X) tel que #c(u)=x. D6signons par  y un point extr~mal de #c(-U). 
Si y e C ,  alors, pour tout e>0 ,  il y a a, evc(y) tel que I[E(a,, -u)]l <~. Evi- 
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demment, si e ~ 0 ,  alors q(a. )~x,  pour tout q(a.)epc(-a.) .  Mais 

y + r ( ~ d -  ~ ) -  y) = ~ ( r )  = C(r) 

pour tout s > 0 ;  aussi, lorsque e ~ 0 ,  

y + r ( q ( ~ ) - y )  ~ y + r ( x - y ) ,  

d'ofl y + r (x - y) ~ C (r), C(r) dtant topologiquement ferm6. 

Si yr  C, alors, pour tout ~ > O, il y e n  a un point z ~  C, tel que ]1E(fl~, - u) ]I < 
pour un fl~EVc(Z~) eonvenable. Evidemment, ~--*0 implique q(f l , )~x,  pour 
tout q(fl~)ePc(-fl~) et on arrive de fa~on analogue 

y + r ( x - y ) ~ C ( r ) .  

D'apr6s la ddfinition de ec(r), 

0 (P+r(pc( -u) -P))Cec(r )=C(r) ,  
p ~ #c(u)  

done 
+ r (y  - ~)  ~ x + r ( . ~  ( -  u) - ~)  = C ( r ) .  

Mais 
{x + r ( y -  x), y + r ( x -  y)} ~ C(r) 

implique 
x ~ (C (r)) (r/(2 r - -  1)). 

Comme (C(r))(r/(2r-1)) est convexe et fermd, il rdsulte que 

c = [C]_=(C(r))(r/(2 ~ -  1)), 
c.-~-d, que r > r o  

w 4. Condition n6eessaire et suffisante pour la r6duetibilit6, 
satisfaite par les pro~ections 

Soient CE ~ "  et m un hombre entier tel que 1 < m < n. 

Th6or~me 2. Le nombre de rdduetibilitd r c de C satisfait ~ l'dgalit~ 

rc = sup rcv,, 
~ A  

oit V,(z6A) sont les sous-espaees g~ m dimensions de E". 

Ddmonstration. Soit p ~ C. Dans un hyperplan d'appui H de C, dont le 
contact avec C est formd du seul point p, soient W~ . . . . .  W~ des vari&ds 
lindaires/t n - m  dimensions qui d6terminent p. Pour que le point p soit bien 
ddtermind il faut que 

v (n -m) - ( v -1 ) (n -1 )<=O,  
done v > (n-- 1)/(m-- 1). 



Sur la r6ductibilit6 des corps convexes 25 

Soit Vi un sous-espace lin6aire m-dimensionnel orthogonal ~t W i ( i=1 ,  
.... v). l~videmment, Pv, est un point expos6 de Cv,. D'apr6s les th6or6mes 4 
et 7 de [13], p~ =Pcv~(-Vcv,(Pv3) est un point expos6 de Cw. L'hyperplan 
d'appui H ' ,  parall~le /t H, mais situ6 de l 'autre c6t~ de C, se proj&e sur V i 
d'apr~s une vari6t6 lin6aire ( m -  1)-dimensionnelle contenant p~. Donc, 

C n H' c p~ V'; 

comme 

,r 

et n p~ v, est au plus un point p' ,  
i = 1  

C n H  # 0  

C n H' = p', 

donc p'  est lui aussi un point expos6 de C. Notons a = p + r ( p ' - p )  e t a ' =  
p' + r ( p - p ' ) .  

Soit 

r = sup rcv ' . 

Ddmontrons que 
a e x + r ( C - x )  

pour tout xe C .  Supposons le contraire, par absurde. Alors, il y a un point 
x ' e C  et un hyperp lan / I  tels que a et x ' + r ( C - x ' )  soient s6par& par H. Soit 
H '  l 'hyperplan contenant a, parall61e ~t H. Consid6rons une vari6t6 lindaire 
m-dimensionnelle V orthogonale ~t H et H' ,  cA-d. contenant un plan ortho- 
gonal ~t Hnl-I ' .  Evidemment, 

a v ~ x ~ + r ( C v - x ~ - )  
et x~,e Cv. Soit 

b =R(a  v,  x~) n C v . 
On a certainement, 

Mais, 

d'ofi 

a v q ~ b + r ( C v - b ) .  

av = p~ + r ( P v -  P'v) ~ ecv (r) , 

~cv(r) + Cv(r) , 

donc, d'aprbs le th6or~me 1, r<rcv,  in6galit6 qui vient en contradiction avec 
notre choix de r. 

Par cons6quent ae C(r). Comme p'  est, lui aussi, un point expose, a'~ C(r), 
doric 

p ~ E (a, a') (r/(2 r -- 1)) c C (r) (r/(2 r - 1)). 
I1 r6sulte donc 

~_ C(r) (r/(2 r -  1)), 
d'olh 

C = C ( r )  (r/(2 r -  1)). 
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Cette relation d6montre l'in6galit6 

Supposons que 

r e < s u p  rcv , 
t ~ A  

r c < sup rcv '  . 
I~.A 

Choisissons alors un sous-espace V, / t  m dimensions, tel que 

r c <rcv  ~ < sup rcv ' . 
~ e A  

D'aprbs le thdorbme 3 de [11], la rdductibilit6 de C(rcv,) implique la r dduc- 
tibilit6 de sa projection sur V,; de la ddmonstration de ce mSme th6orbme 
on ddduit que 

C ( rcv )~ .  = Cv~ ( r c v )  �9 

On obtient ainsi une contradiction, puisque Cv~(rcv~) est irrdductible. La 
d6monstration est terminde. 

Soulignons qu'il est ndcessaire, mais non pas suffisant pour  la rdductibilitd 
de C que toutes ses projections Cv, soient rdductibles. Pour assurer la suffisance 
il faut donc ajouter que 

sup rcv ' < 1. 

w 5. La liaison entre la classe de r~ductibilit~ et la s~rie lin~aire attach~e 

Les recherches sur les s&ies lin~aires, introduites par BRONN en 1877, ont 
en grande partie ports sur des in6galit6s entre volumes. Mais par  la suite on 
a aussi envisag6 des probl~mes tr~s int~ressants concernant la prolongeabilit~ 
de ces mames s6ries. Sur ce sujet, de complets et bien originaux r6sultats se 
trouvent dans les travaux de VINCENSlNI [8], [9]. 

Du point de vue de la g6om6trie diff6rentielle, l 'homoth6tie entre les 616- 
ments de la classe de r6ductibilit6 et ceux de la s~rie lin~aire attach6e, a 6t6 
d6j~ compl6tement 6tablie clans [12]; la meme question, pos6e d'une mani~re 
non diff6rentielle, va regevoir ici une solution complbte. 

Th6or~me 3. Le  corps associd C(r) de la classe de rOductibiBtd du corps 
C~ 2f'" et l'dldment C(1-,)1, de la sdrie lindaire attach& prolong& co~'ncident 
une homothdtie pros, le rapport d'homothdtie ~tant 2 r - 1 .  

Ddmonstration. Consid6rons le cas r__> 1. On d6duit du th6or~me 3 de [10] 
que 

OU 

Mais 

C ( r ) = ( 1 - r )  C + r C = r  C + ( r - 1 ) ( - C )  

c (r) = (2 r -  1) ((r/(2 r -  1)) C + ( ( r -  D/(2 r -  1)) ( -  c ) ) .  

(r/(2 r -  1)) C + ( ( r -  1)/(2 r -  1)) ( -  C) = C o _ o/, ,  
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d'ofi  
C ( r ) = ( 2 r -  1) C(1_,)/,. 

Etudions le cas r < 1. Puisque C(r) appart ient  fi la classe de rdductibilitd de C, 

C ( r ) ( r l ( 2 r - 1 ) ) = C .  

Mais r / ( 2 r -  1)> 1, donc [10] : 

(1 - r/(2 r -  1)) C (r) + (r/(2 r - 1)) C (r) = C,  

ce qui s'6crit encore 

(1/(2 r - 1)) ( r  C (r) + (1 - r) ( -  C (r))) = C,  
ou bien, puisque 

r C(r)  + (1 - r) ( -  C(r))  = C(r)(,_ 1)/,, 

C ( r ) ( , _ l ) / , = ( 2 r - 1 )  C.  
Donc  

C (r) = (C (r)(,_ ,)/,)_ (,-1)1, = ((2 r - 1) C)_ (,_,)/,  = (2 r - 1) C(, _ ,)/, 

ach6ve la ddmonstration.  

On peut  faire noter  la relation, de ddduction aisSe, entre r c et 2 o ou 200 
(les limites gauche et droite de prolongeabilitd de la sdrie lindaire attachde) 
exprimde par :  

1 ,to~ 
r c -  1-t-2 o -  1 + 2 ~  " 

Soit A le domaine vectoriel C - C  de C. Alors A est aussi le domaine 
vectoriel de C(~_,)/, ([9], p.47) et, en vertu de l'indgalit6 bien connue de BRONN- 
MINKOWSKI, on a ([3], p. 101): 

2" II c(1-,)/, II -<_ II AI[, 
avec dgalitd si C est symdtrique. Mais, d 'apr}s un rdsultat de ROGERS et SH~P- 
H A R D  [6], 

(2n) IlCll IIa [l< n 

avec 6galit6 si C est un simplexe, doric 
, (2:),  

C[[. 

w 6. Les images inverses sur les hypersurfaces r~duetibles 

Le thdor6me 9 de [11], qui exprime l'dgalit6 des cardinaux des images 
inverses #c(P)  et # c ( - P )  si CeJY "z et p e S  1 a 6td gdndralisd pour  tout  corps 
Ce  aYf" par  le th6or6me 7 de [13]. D6montrons  un rdsultat immddiat amdliorant 
ce dernier thaor~me. 
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Th6or6me 4. Si C~:U" est un corps convexe rkductible, alors #c(P) et 
P c ( - P )  ont la m~me dimension pour tout point p ~ S " -  1 

Ddmonstration. Supposons que 0 < dim #c (P) < dim Pc ( - P )  < n. I1 en r6- 
sure que dim #c(p)<=n-2. Soit V un sous-espace/t n - d i m  #c(P) dimensions 
orthogonal ~t la vari6t6 lin6aire engendr6e par Pc(P)- Alors #cv(p)=#c(P)v  
est un point et # c v ( - p ) = # c ( - P ) v  contient un segment non-d6g6n6r6. En 
vertu du th6or6me 7 de [13], C v n'est donc pas r6ductible, et C est lui aussi 
irr6ductible, d'aprbs le th6orbme 3 de [11]. Par cons6quent, dim p c ( p ) =  
dim # c ( - P ) .  

w 7. La r6dactibilit6 des poly~flres 

Un simplexe est 6videmment un corps convexe irr6ductible, quelle que 
soit sa dimension. Par contre, les poly6dres convexes sont suseeptibles d'atre 
r6ductibles, et c'est le cas si les faces ( n -  1)-dimensionnelles sont deux ~ deux 
parall~les. Doric, les poly~dres r6ductibles ont n6cessairement un nombre pair 
de faces ~t m dimensions (0Nm_<n--1), qui sont, en outre, parall61es deux 
~t deux. 

Soient F l, F 2, ..., F p les faces ~t une dimension d'un poly~dre r6duetible 
C et j u n e  permutation de {1, ... ,p}, telle que F / et F j(~ soient parall6les 
(ja(i) =i). La longueur de F ies t  [] F ~ [[ (voir le w 2). 

Th6or~me 5. Le nombre de rdductibilitd du polykdre rdductible C est 

H F ~ II 
re-- max 

e__<p Ilf~ll + [ IU(~  

Ddmonstration. Nous allons prouver que 

II F i II 
sup rcv ~ = max 
~ A  ~-<p [IF~II + IIFJ(~ II 

off V, (teA) sont tousles  plans de E" contenant l'origine. 

Evidemment, Cv, est un polyg6ne convexe aux ar~tes parall~les deux h 
deux et il y a i, < p tel que 

II F~ ', II _ II F"  II 
r c v ' -  II F~' II + II - pjv,(i') ,' II F i' II + I1 FJ (i,)II 

selon le th6or6me 14 de [11]. Mais i,<__p, donc 

[I F "  II 
s u p r c v = m a x  . Fj(i,)[] , 
, oa  ,~a  IIF"II + II 

d'o~ 
If e i H 

sup rcv, <= max 

Soient i<p ,  H i un plan d'appui tel que H I n C = F  ~, V i un sous-espace 
et ~'j (i) sont bi-dimensionnel orthogonal ~t H ie t  non orthogonal ~t F~. Alors/~v, - v, 
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des ar~tes parall~les de Cv,, d'ofl 

II Fi II + II F1 (i)l[ II Fr~,' II + I1 F~, <~ I[ <= rcv" 
done 

H F ~ I[ 
max _ max rcv, <= sup rcv ' 
~__<, [IFill+l[FJ(Oll-e=<p ,~A 

et la d6monstration est aehev6e. 

Nous avons consid6r6 seulement des polybdres ~t un nombre fini de faces. 
Si, en g6n6ral, F, (~eA) sont les faces 1-dimensionnelles d 'un poly~dre C et 
il existe une application involutive j :  A ~ A ,  telle que F" et F ~i)" soient par- 
alleles, alors 

I[F~ll 
r c = sup [1FJ (~) 

~ ~ II F ~ [I + I[ 

w 8. La r6ductibilit6 des voisinages 

Dans ce paragraphe seront 6tudi6s les voisinages des corps convexes en ce 
qui concerne la r6ductibilit6. On a vu dans le paragraphe pr6c6dent que la 
classe des poly6dres r6ductibles est trbs restreinte; par contre, les voisinages 
de corps convexes fournissent une assez large classe de corps r6ductibles, et, 
6tendus ~t l'infini, prennent des formes sp6ciales remarquables. 

Th6or6me 6. Tout voisinage K(C,p) d'un corps convexe C rdductible est, 
lui aussi, rdductible et r K (c, p) est une fonction ddcroissante de p. 

Ddmonstration. Soit V un plan arbitraire; alors 

K(C, P)v = K ( C v ,  P). 

Suivant [11], consid6rons dans V un systbme cart6sien orthogonal de co- 
ordonn6es, tel que 

cL~o, o~, ~,, 0 .  = E((0,  0), (z, 0)).  

Soient les fonctions f convexe et g concave, telles que 

{(x, f (x));  x~[0, /3} • {(x, g(x)); x6[0 ,  l ]}=Cv.  

Consid6rons x ~ [0,/], x + h ~ [0, l] off f ' ( x  + h) existe et m la pente maximum 
(minimum) d'une droite d'appui si h est positif (n6gatif). La normale en 

(x + h, f ( x  + h)) h Cv et la droite men6e par (x, f (x))  de pente - m -  1 se coupent 
( s ine  sont pas parall5les) en un point dont la distance h (x, f (x))  est @ale 
Ry(x). On d6finit de la m~me fagon R~(x). 

Soient 
f * :  ['--p, l+p] ~f ( [O ,  l ] )+ [ - -p ,O]  
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et 
g . :  E_p,l+p]~g(EO,1])+[O,p ] 1 

les fonctions analogues/~ f et g, ~i l'aide desquelles s'6crit K(Cr, p). 
Pour chaque xe[O,l], consid6rons le point y~e[O,/] tel que E((x,f(x)), 

(y~,g(y~))) soit un diam&re essentiel de Cr et pour chaque x~[-p,  l+p] ,  
consid6rons le point y* tel que E((x,f*(x)), (y*, g*(y*))) soit un diam~tre 
essentiel de K(Cv, p). 

1 " - - , *  , *  Notons lh=yx+h--yx et ,h--.~x+h--J'x. 
Soient I~ 1'intervalle ferm6 maximal contenant x (r6duit peut-&re fi ce 

point), off f est lindaire et I~ l'intervalle analogue d6fini ~t l'aide de g. Enfin, 
toujours d'apr~s [11], d6signons 

M={x;If={x}}~{x;Igx={y~}}; N=[O,I],'.,M; 

M * = ( x ;  y* g* N* Ix = ( x ) )  n (x;IxI=(y*)); = I - p ,  l+p]~M*. 

D'apr~s la r6ductibilit6 de C, rc<l. D6montrons que rr(cr, o)<=rcv. 
Evidemment, la normale en (x, f(x)) ~ une droite d'appui de Cv passant 

par (x, f(x)) est aussi normale ~t K(Cv, p) en un point dont la distance /t 

(x, f(x))est 6gale fi p. Inversement, toute normale ~t K(Cv, p) en (x*, f*(x*))~ 
K(Cv, p) est aussi normale ~t une droite d'appui de C v dans son point de 
contact (x, f(x)) avec Cv et ( x -  x*)2 + (f(x) - f *  (x)) 2 = p 2. I1 en r6sulte, sans 
difficult6s sp6ciales, qu'on peut faire correspondre A chaque couple (x,h) un 
autre couple (x*, h*) tel que RYh(x)+p=R~2(x *) si If={x}; invers6ment, on 
peut faire correspondre /t chaque couple (x*, h*) un autre couple (x,h), off 
h peut devenir z6ro, tel que R[(x)+p =R[**(x*). On va exclure les hombres 
h* pour lesquels il n'y a pas de hombres h satisfaisant fi l'6galit6 ci-dessus et 
tels que f '(x+h) existe; on peut aisdment v6rifier pourquoi cel/i est possible, 
et que 1'Oll peut faire correspondre de mani~re biunivoque, ~t chaque point x 
un autre point x* tel que Ill/In =lllffll si I f~{x} ou / ] :~{x*}.  gn tenant 
compte de ces consid6rations et des analogues ~t l'6gard de Rg(x) et IIHI], 
on a, d'apr~s le th6or~me 13 de [11], 

rK,cv,p) =max {sup.limsoUP 

=max {sup  limsou p 

sup 
x ~ N  

f* g* * max {Rh (x), Rtt ' (Yx)) 
f, g, , , sup Rh (x) RI~ (Yx) x ~ N *  

max {Rf(x), R~.(y.)} + p 
R (x)+RUyx)+2p 

max { ]II f H, 1[ I~. II} 
 7 u } 

f* g* max { 11 I~" 1[_, _[] I~i I]}.~ 

II tf*ll + 111~ II J 

1 Sommes d'ensembles sur la droite num6rique regard6e comme espace vectoriel. 
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Mais max {Rhf(x), R~h(yx) } + p  <= max {R[(x), R~h(yx)). 

R[ (x) + R~, (Yx) + 2 p R / (x) + Rzg, (y~) ' 

par suite rr(cv, p)<=rcv et, d'apr6s le thdor~me 2, 

rr(c, p) = sup rr(cv., p) <= sup rcv, = rc < 1. 

Si 0 < p l  <P2,  alors 

r K(C, 02) = r K(K(C, Pl), P2--Pl) ~ r K(C, Pl) ' 

d'ofl rK(c,p), regardd comme fonction de p, est ddcroissant. 

Le thOor~me prdcddent admet aussi une ddmonstration moins gdomdtrique, 
utilisant le thdorbme 5 de [10]; nous ne l'avons pas choisi parcequ'elle ne 
s'applique plus aux thdor~mes suivants. 

Ddmontrons maintenant une gdneralisation du thdor~me prdcddent. 
Considdrons Ce ~Y", p >0,  V un plan arbitraire de E". Soient f v ,  gv et 

My, Nv les fonctions et les ensembles introduits plus haut et ddterminant Cv; 

soit encore (xv, f (Xv))e Cv. 

Thdor~me 7. S'il existe 0 < 1, tel que 

+R g~f" ,,. max{Rfh~(Xv),R~:(Y~v)} } 
lira sup (RfhV(Xv) ,2 tY~vJJ, lim sup fv gv ----> 

( h'*O h-*O R h  (xv)+Rt~ (y,v) 
soit born~ et 

max{H fv I g~ /=v II, II , ,~  II} _<_~, 
II I~ II + I I I  ~~ II 

lorsque Xv et V varient, alors K(C, p) est rdductible. 

DOmonstration. Soit x v tel que 

lim sup max{RChV(xv)' Rg~(Y~v)} <t / .  
f v  gv  h~o Rh (Xv)+ Rth (y~)  

Dans ce cas, le rapport ci-dessus est plus grand que 

max {Rfh V (Xv) , ng~ (y~)}  + p 

R~ v (Xv) + Rg~ (Yxv) + 2 p ' 

dont la limite supdrieure, lorsque h ~ O, est, donc, elle aussi, plus petite que O- 

Si x v e M v ,  et si on n'est pas dans le cas ddj~t dtudid, soit m un majorant de 

{ h-~o (RXhv(xv)+Rg~f'l~'Y~v"'limsuP R/vCx'+Rg~r" ' >=q}' 
lira sup ~" max{RXhV(Xv)' Rg~ (Y'v)} 

h-~O h k V]  lh k Y X V ]  

valable pour tout plan V. Soit 2>0 .  On a, pour [h[ assez petit, 

gv fv gv m + p+ 2 max{RCh~(xv),Rl~ (y~. )}+p < Rh (Xv)+R,~ ( Y ~ ) + p  < 
R~V(xv)+n~hV(y~v)+2p = fv gv = " R h (Xv) + Rt~ ( y~ )  + 2 p m + 2 p + 2 
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La deuxi6me indgalitd de l'dnoncd et les deux ci-dessus se conservent ~t 
la limite, Xv parcourant les abscisses des points de C v. Donc, 

rK(cv ' p) --< max { t/' m+2p+~m+P+'~ } < l "  

Le terme central ne d6pend pas de V, donc, d'apr~s le th6or}me 2, r K(c, o) < 1, 
ce qui achbve la ddmonstration. 

Conservons les notations du th6or~me prdcddent et posons 

l 
�89 si C = C ,  

# =  max{ll Iv ~ L v  II, I[ } " - sup si C ~  C. 
I ~  II + [I I,~v II 

" VINE" 

Th6or~me 8. Si 

max{RzhV(Xv)'R~:(Y~')} } 
lira sup (RCh ~ (Xv) + R~2 (y.~)); lim sup > # 

R f v f x  " ~ + R g V ( ,  "~ L h'~O h~O h \ V)  lh \ Y x v )  

est bornd lorsque Xv et V varient, alors 

lim r K ( C , p )  = l 1 . 
p--+ cO 

Dgmonstration. Si Xv est tel que 

lira sup max{RfV(Xv)' R~(Yxv)} < p ,  
f v  gv ~ o  R~ (xv)+R,~ (y~) 

alors on a aussi 

lim sup max{RZh~(xv)' R~(y .~)}  +p <#.  
h~o R [ ~ ( X v ) + R ~ ( y . v ) + 2 p  

Supposons maintenant que M + est l'ensemble des points x v e M  v tels que 
la premiere indgalit6 de cette d6monstration ne soit pas satisfaite. Notons 

m =  sup l imsup(R~V(xv)+R gVr" ~ lh k.VXV]). 
x v e M ~  h~O 

V=E~ 

Soit ~ > 0. Si 2 > 0 et 

1 - 2 e  (m+2) ,  

alors, pour ]hi assez petit, 

OU 

1 - - 2 e .  sv p > ~ ( R ~  (x~)+ R~"~ ~y~v ~ 

2 max {R[ V (Xv), R[~ (Yx~) } - ( 1 + 2 ~) (R[ ~ (Xv) + RgV,~ ~y~v,Jl" ~ 

max{RChV(Xv),R~(yx~.)}+p 1 
R[V(xv)+R[~(yxv)+2p <-2-+ ~" 
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I1 en r6sulte le th6or6me 6nonc6 et, de m~me, l 'assert ion suivante pr6cisant 
le th6or~me dans le cas o15 # + �89 

S i  # > �89 et  si la condition du th~orkme 8 est remplie, alors il existe un nombre 

P tel que r K (c, v) = # s i p  > P. 

Soit # = � 8 9  pour  qu ' i l  existe u n  hombre  P tel que 

1 
rK(c, p) = 

si p > P ,  il est n6cessaire et suffisant que C soit sym&rique, parce que rK(c,p) =�89 
si et seulement si K(C,  p) est sym6trique, en vertu du  th6or~me 6 de [4]. 

I1 r6sulte du th6or~me 8 que, si l im sup R[V(Xv) et l i m s u p  R~V(Xv) sont  
h~O h~O 

born6s lorsque Xv et V var ient  et si # = � 8 9  alors 
1 

lira rK(C,p) = ~. 
p-+oO 

Evidemment ,  ces condi t ions  sont, routes les deux, remplies si C poss~de en 
chaque poin t  n - 1  rayons de courbure  pr incipaux finis. 
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