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CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
POUR LA REDUCTIBILITE DES VOISINAGES
DES CORPS CONVEXES

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU

On étudie la réductibilité des voisinages des corps convexes. Le corollaire 2 et le
théoréme 3 constituent les principaux résultats obtenus.

1. Parmi les problémes non triviaux posés par ’étude de la réducti-
bilité dans la théorie des corps convexes, on peut noter celui d’établir
la réduectibilité (ou I'irréductibilité) des voisinages des corps convexes.

Pour la définition de la réductibilité, due & Preston C. Hammer, nous
renvoyons & [2]. Le terme de «voisinage» est utilisé au sens de H. G. Eg-
gleston [1].

Soit B" 'espace euclidien & n dimensions. On voit aisément que ’en-
semble 7 des voisinages de corps convexes est un idéal du monoide de tous
les corps convexes de " [5]. Il est connu aussi quel’ensemble 2 de tous
les corps convexes réductibles est un monoide [6]. Il suit immédiatement

que ’ensemble
RN x

dont nous parlerons dans le présent travail est un monoide. Puisque tout
élément K € 9 s'écrit
K=L+20C,

olt L est convexe et ¢ est une sphére {# : ||2||<r}, on a évidemment 7CJ,
ou S est la famille des ensembles convexes S-réductibles. Mais, la sphéere
O étant le domaine vectorielde tous les corps convexes a largeur constante r,
et non seulement de (1/2)C, on améme W C A4S, ou AS désigne lafamille
des ensembles convexes AS-réductible. Pour les définitions de I'S et de
I’AS-réductibilité nous renvoyons & [5].
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2. Si le corps convexe L est réductible, alors le voisinage K = L +
1 ( de L est lui aussi réductible, car 0 e @ et @ est un monoide. Mais
I’assertion réciproque n’est pas vraie : prenons, par exemple, n = 2 et pour

L un triangle de Reuleaux. Il résulte d’ici notre intérét pour la recherche
de conditions nécessaires et suffisantes pour la réductibilité des voisina-
ges.

Commencons par deux résultats sur les corps convexes S-réductibles.

THEOREME 1. La somme dun corps convexe S admetiant Dorigine
comme centre de symétrie avec un COrps convexe quelconque K est réductible
si et seulement sil y a les mombres réels < (0,1), u € (0,00) et le corps
convexwe L tels que

A+ K=L—pK.
Démonstration. Supposons que 1’égalité ci-dessus est vérifiée. Alors
S+ K=L—pK—(1—28~8.
8i v = min {g, 1 — 2}, alors |
S K —L= (S R oK v) §,
done § - K est de la forme
M — v (S + K) (v>0).
En vertu du théoréme 2 de [5], 8 + K est réductible.
: Réciproquement, si 8 4 K est réductible, alors, selon le méme thé-
oréme,
S4+K=M—v(8+ K),
ot M est un corps convexe et v un nombre positif. Si o=min {1/2, v}, alors
wS+(1—m)S—I—K-——M——co(S—l—K)—(~/—co)(S+K),
d’ont
1 —w)§ -E=M—(v— o8+ K) — oK.

THHEOREME 2. Soient S un corps convexe admettant Uorigine comme
centre de symétrie et K wn corps convewe quelcongque. La famille

S (K)={18 + K:2e(0,00)}
contient soit seulement des corps réductibles, soit sculement des corps
irréductibles.

Démonsiration. Le théoréme sera démontré si nous pourrons prou-
ver que la réductibilité de S + K implique la réductibilité de tous les
corps de & (K). Soit §8; + K €€ (K), avee ScC 8. Alors il y ap > 1,tel
que S,+ K = pS4 K; done

(v —1)8e®R; 8+ Ke®;
S+ K=(p— 188K,
d’on §; + Ke®. Soit.8, + K& (K), avec S,C 8. Alors il yav>1,
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tel que 8 + K = v 8, + K. D’aprés le théoreme 2 de [5],
v, + KE=M—rv8;—r K (r > 0)

ou
S, +(A[v) K =@1/v) M —r8, —(r[v) K,
d’ou
8, + K = (1/v) M — (r — (r[¥)) Sz + (1 —(1/v)) K — (r[v) (8; + K)

et, par conséquent, S, + Ke®.

COROLLAIRE 1. Soit N (K) la famille des voisinages du corps convexe
K. L'élément VN (K) est réductible si et seulement s’il y a un autre élé-
ment WeR (K), WC V, qui est de la forme L — K (L convexe, u > 0).

COROLLAIRE 2. Les éléments de N (K) sont tous soit réductibles, soit
wrréductibles.

Les corollaires 1 et 2 sont des conséquences immédiates des théore-
mes 1 et 2.

3. Dans la section précédente on a montré que la réductibilité ou
Pirréductibilité des voisinages d’un corps convexe C ne dépend pas de la
distance (au sens de Hausdorff) entre eux et C, mais seulement de la forme
du corps C. Quelles sont donc les conditions nécessaires et suffisantes que
ce corps C doit remplir, telles que les voisinages de C soient réductibles?

Les théorémes 6 et 7 de [4] viennent d’apporter des conditions suf-
fisantes pour la réductibilité des voisinages. Nous allons montrer ici que le
théoréme 7 de [4], l1égérement modifié, représente aussi une condition né-
cessaire, en constituant done le résultat cherché par nous.

Nous utiliserons les notations des derniéres sections de [3] et [4].

THtorEME 3. Les voisinages de C sont réductibles si et seulement
sl existe m << 1 tel que

I . . max {Ri{f (#y), R{i{.(ym,)}
lim sup (Ra! (zy) + R, (¥2y)) 5 lim - ~ * >
s B3 %0 RIY (@) + R (4e)

soit borné et
: e
I v
max‘{” xv‘

E7| +|

Amelh_
I

YUy
*y

lorsque x, et V varient.

L’énoncé du théoreme 7 de [4]a été un peu modifié, mais la démons-
tration de la suffisance reste essentiellement la méme.

Démonstration de la nécessité. Supposons que les conditions du thé-
oréme ne sont pas remplies. Nous allons prouver que, dans ce cas, le voi-
sinage K(C, p) € N (O) est irréductible..
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Soit ve (0, 1). Choisissons £ (v, 1). Alors, soit

lim sup (Raf (2y) + B (9e,)) 5

i = o

RV (zy), R (Y=,)
maxy£a; (Zy =
lim { St V}>£
>0 RiY(@y) + R (Yey)

n’est pas borné lorsque , et V varient, soit
|If[7\v‘ 5‘II(IV
max j| Leyl| s |
{l' I' " »} > a

1/:,37
\zrfl 4|
g

2) -

IZZV 1&1

pour une certaine position V, de V et pour une certaine position de wy.
Titudions successivement les deux cas :
1) 11 existe un plan V,, un point z,, et une suite convergente vers

zéro {j;}iz1, tels que
li Rsz RqV 2 ____.p (2V—__ 1)
%—}n;lo ( j‘i (sz)+ li‘iz(JmV2))> E ==
et
max {R;fz (mrz), R?;’mz ('yyvz) <

]jim = v /a <
eE STt (wvz) +Rl§‘;2 (?/r;;z)

Il résulte immédiatement que
max R;EZ(WV} Rfif’z(ym )
_lim r{ Sl vy }+P,>/V,
o= Rire (av)+ Ri2 (s, ) +2¢

done 7xcy,. e (1€ nombre de réductibilité de K (Cr,, ), voir [2], [3], 4D
satisfait, selon le théoréme 13 de [3], 4 Pinégalité

TR Oy 0) > Ve
2) En vertu du méme théoréme de [3],
TK(CVl,p) = Z, = V.

Si on utilise maintenant le théoréme 2 de [4] on constate que les deux
cas 1) et 2) conduisent & P’inégalité

TEC,H 2> V-
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Comme v a été choisi arbitrairement dans ’intervalle (0, 1), il s’en-
suit que

rgc.o) = 1,

done K(C, p) est irréductible et le théoréeme est completement démontré.

Reg¢u le 17 septembre 1966 Institut de Mathématiques de
UAcadémie de la République
Socialiste de Roumanie,
Bucarest
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