


Extrait du Bulletin de I’ Académie royale de Belgique (Classe des Sciences)
Procés-verbal de la séance du samedi 2 décembre 1967.

Théoréme dual concernant les Familles continues
de courbes

par Tubpor ZAMFIRESCO (*)

M. B. Griinbaum a défini (voir [1]) la notion de famille continue
de courbes, et en a fait connaitre de nombreuses et belles pro-
priétés. Dans P'article [2] nous avons généralisé cette notion, et
observé que plusieurs de ces propriétés restent valables dans le
cadre élargi. Le travail actuel poursuit cette étude.

On appelle famille continue de courbes généralisée (F.C.C .G.)
I’ensemble @ des images du segment / = [0,1] par les éléments
de la famille .£c#!, des homéomorphismes de I dans le plan
topologique m, satisfaisant aux conditions suivantes :

i) Tl existe un cercle topologique C cw tel que pour chaque
glément fe.l, £((0,1)) soit contenu dans la composante bornée D
de la complémentaire de C.

ii) Pour chaque élément feL, f(0) et f(1) appartiennent a C;
pour chaque point peC, il existe deux et seulement deux éléments
for goell tels que £,(0) = g,(1) = p ; pour tout point peC, f,(I) =
g,(I). Désignons f,(I) par L(p).

iii) Si py,pseC, alors L(p,) N L(ps) est connexe.

iv) L’application p— f, est continue si L est munie de la topo-
logie induite par la topologie compact-ouverte de .,

On observe que de la condition ii) il résulte que £,(f) = &r,1)(?)
pour tout nombre Zel.

M () désigne 'ensemble des points de D par lesquels passent
au moins ¢ courbes de &.
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On peut définir dans D une notion de convexité a l'aide de la
famille @, 4 savoir M c D est convexe si pour chaque courbe
LeQ, LNM est soit vide, soit connexe. Une courbe fermée I'
incluse dans D est

10 Q-CONVEXE si la complémentaire 4 de la composante non-
bornée de sa complémentaire est convexe ;

90 FORTEMENT Q-CONVEXE si la réunion Dp des composantes
bornées de sa complémentaire est convexe ;

30 A SENS DIRECT si M,(Q) cdr;
40 A SENS FORTEMENT DIRECT si M ,(&) c Dr.

Si g:C —D est une fonction continue, telle que q(p)eL(p)
quel que soit peC, on dira que {g(p):peC} est une COURBE
FERMEE ASSOCIEE a .

En [5] nous avons prouvé que si une courbe fermée associée a
une famille continue de courbes au sens de M. Griinbaum est
A sens fortement direct, elle est fortement -convexe, et nous nous
sommes demandé si un pareil résultat subsiste sous la forme
duale, c.-a-d. si 'on remplace le sens fortement direct par le
sens direct et I’Q-convexité forte par 1’ @-convexité ordinaire.
Nous allons démontrer ici que le résultat ci-dessus est valable
méme pour une F.C.C.G. Il sera fait usage de la topologie compact-
ouverte de .£, mais tous les raisonnements de [1], [2], [3], [4],[5]
gardent leur validité pour toute topologie usuelle de la famille &,
par exemple, pour la topologie induite par la distance de Haus-
dorff.

SILA COURBE FERMEE I" AssocIEE A LA F.C.C.G. & EST A SENS
DIRECT, ALORS ELLE EST ¥-CONVEXE.

Raisonnant par l'absurde, supposons qu'il existe un point
peC et trois nombres a, B, yel tels que a < B <y ; fy(a), f»(y)€dr
et /,(B)¢d . Soient

a =sup{a:fy(a)edr;a <B} (B fixé),
c =inf{y:f,(y)edr; B <y};
on a évidemment f,(a), f,(c)eL(p) n I
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Soit ¢ un autre point de C. Puisque M () cdp, on a

max f,}(L(p) N L(t)) <a
ou
min f;}(L(p) N L(t)) > c.

Supposons par exemple que I'on soit dans le premier cas. Soit
alors ¢ un point de C différent de p,f,(1), ¢ et f,(1). Si
min /;*(L(p) N L) = ¢,
alors, en vertu du lemme 1 de Grinbaum [1], chaque point f,(d)
de L(p) avec
max /(L (p) N L() < b < min [A(L(p) 0 L(¢))
appartient & M,(8), ce qui est absurde. Donc
max f;'(L(¢) N L(t)) <a,
c.-a-d.
(o) max f;(L(p) 0 My(Q)) <a.
Il résulte de 1a que f,(c)¢M4(R), on a donc ¢(p) = f,(c) ou
q(f,(1)) = [,(c) ; admettons, par exemple la deuxiéme égalité.

Soient A et B les deux arcs de Jordan ouverts aux extrémités
b,1,(1) qui composent C. Puisque

(2) {{,(0):a <b<c}¢dp,

l'un des deux arcs A4 ou B appartient a la frontiere de la compo-
sante connexe de

D —T — {},(b): bel — (a,c)}

qui contient 'arc {/,(b) : @ < b < ¢} ; supposons que ce soit 4.
L’existence d'un point de I" dans la composante D, de D — L(p)
dont la frontiére contient A, contredirait (1) ou (2); si donc
{x,}2, est une suite de points sur A tendant vers f,(1), on a
q(¥n) €D — Dy et q(x,) — [,(c)-
Puisque ¢(x,) € L(x,), il existe une suite {c,}y, cI telle que
&, (cn) = q(x,). Mais

max f;'(L(p) N L(x,)) < a,
d’oti U'existence d’une suite {d, }5, telle que
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19 ¢, < du< i,
20 g, (d,) € L(p),
30 sup { /5" (&z,(@2)) Yom < @

Soit {x,,, }2_, une suite partielle telle que { @y, }e1> {€np (@) tm=
et {/3%(gxn,(@n,)) tmea sOient toutes les trois convergentes. En
vertu de la continuité de f,: I - DU C,

"}im gxnm(dﬂm) = fm(lim f;l(gxwm(dnm)))-
De la continuité de la fonction p — g, dans la topologie com-
pact-ouverte de £ il suit que
lim g, (¢cn) = fo(lim ¢,)
n—>x NnN—>0
et
im gy, (@r,) = f(Lm Bn,)-

La fonction f, étant un homéomorphisme,

¢c=limec,; limf;*gxn,(@r,) = lim d,,.

N—-m m—>o
D’apres les inégalités a < cet 1o,

a < lim f;%(gxn, (@n,);

M—>0

en contradiction avec I'inégalité 3°. Le théoréme énonce se trouve
ainsi établi.

Rappelons qu’on appelle SIMPLE toute courbe fermée I" asso-
ciée & Q telle que l'application g soit un homéomorphisme. On
peut alors énoncer le nouveau théoréme suivant :

Si Q est une famille continue de courbes (F.C.C.) au sens de
M. Griinbaum, c.-a-d. une F.C.C.G. dans laquelle tout couple de
courbes admet un seul point commun, et si I' est une courbe fermée
associée simple, alors pour cette courbe I Q-convexité et le sens divect
sont des motions équivalentes.

Ce résultat est une conséquence du théoreme précédent et
du dernier théoréme de [5].

St Q est une F.C.C. et si I' est une courbe fermée associée a sens
fortement dirvect, alors I' est stmultanément simple, L-convexe et
fortement Q-convexe.
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En effet, I' est simple en vertu du Théoréme 3 de [5] ; elle est
aussi, évidemment, a sens direct, donc L-convexe, suivant le
théoréme précédent et, enfin, fortement L-convexe d’apres le
Théoreme 4 de [5].

Nous pouvons maintenant démontrer également le théoreme
qui suit :
Si @ est une F.C.C. et si I' est une courbe fermée associée, alors

Br={L(p)n dr:peC}

est elle-méme une F.C.C. si et seulement si I' est a sens fortement
direct.
Supposons d’abord que &y est une F.C.C. ; on a évidemment,
U (L(p) n 4r) =4r;
pEC

la frontiére (fr 45) de A est un cercle topologique et M, (&) est
contenu a l'intérieur (int 4p) de 4p. Sil’on démontre que

FnintAp:- qS,

il s’ensuivra que I" est & sens direct. Evidemment frdp c I
et si I'on suppose, par absurde, qu’il y a un point de I" dans
int 4p, on aura

g (frdyp) £ C;

g | ¢7Y(fr 4r) n’est alors pas un homéomorphisme et il existe par
conséquent deux points a, beC tels que g(a) = ¢(b) efrdp. Si
L(a) s L(b), le point commun appartiendrait a frdp, d’ou
M ,(r) ¢ int dp, ce qui est absurde. Si L(a) = L(b), soit ¢ 'autre
extrémité de L(a) n dpe &r. Puisque €T, et que g(a) = q(b) #¢,
il n’y a qu'un seul point ceC, différent de a et b, tel que ¢(c) = ¢.
L(b) n L(c) appartient alors a fr A, ce qui contredit de nouveau
I'inclusion
M,(&r) cint4dp.

Supposons enfin que la courbe I" soit a sens fortement direct.
En vertu du résultat précédent, I"est simple, et est par suite
un cercle topologique. Supposons que

—1

[, () <A, @i, 1)
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pour un certain point p€I"; la méme chose a alors lieu pour tout
point de I'. Soit

Lr={(fr)s:pel, (Ir)lr) =
= (1 —NfAp) + iy, @, 1), rel}.
La courbe I, étant simple, est aussi &-convexe, donc

(/r)»((0,1)) cdr
pour tout pel. Si (fr),(%)€ " pour un certain nombre 7, € (0,1),
alors, (fr), étant un homéomorphisme,
(/1)»(0) # (fr)s(r0) # (/)»(1),

donc M,(8) n I' # ¢, ce qui est absurde. Par conséquent,

(fr)»((0,1)) cDr
(ici Dp=intdp) et la condition (i) pour que Lp = {f(I):
feLr}soit une F.C.C.G. est établie.
La condition (ii) est évidemment remplie.

La condition (iii) est elle aussi remplie, l'intersection de deux
courbes de € étant un seul point.

L’application p — (fr), est continue en tenant compte de la
définition de Ly, donc (iv) est remplie et @ est une F.C.C.

Enfin, le fait que {p = L est immédiat et ce dernier théo-
réme est lui-aussi prouvé.
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