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Matematica. — Convexité par rapport & une famille continue de
courbes. Nota I di Tupor Zamriresco, presentata ” dal Socio
G. ScorzA DRAGONT.

RIASSUNTO, — L’Autore inizia lo studio della convessita rispetto ad una famiglia di
curve continua secondo Griinbaum in senso generalizzato: indica risultati e pone problemi.

Soient S et T deux espaces tels que chaque élément = € T soit un sous—
ensemble de S, muni d'une topologie w.. Nous dirons que Zensemble I de
Pespace S est convexe par rapport a T si ENT est connexe (dans p.) pour
tout we€T.

Cette définition nous conduit a la notion connue de convexité dans un
espace linéaire réel si S est un tel espace et T la famille des droites de S.
D’autre part, elle nous permet également d’entreprendre I'étude de la con-
vexité dans beaucoup d’autres cas spéciaux et il ne manque pas d’intérét
de comparer les résultats y obtenus avec ceux bien connus pour la conve-
xité au sens usuel.

CONVEXITE PAR RAPPORT A UNE F.C.C.G.

Faisons dans cette note une courte incursion dans un modele bidimen-
sionnel de convexité par rapport 4 une famille de courbes & un parametre.
Par “ modéle bidimensionnel ’ nous voulons dire que S est une variété a
deux dimensions; ‘‘ un parametre” signifie que T est une variété a une
dimension.

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.
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Plus précisément, concentrons—nous ici sur le modéle bidimensionnel
suivant: S est un disque compact, chaque 7 € T est un arc de Jordan ayant
les extrémités sur frS et l'espace T est (topologiquement) un cercle £ tel
que lintersection de chaque paire de ses éléments (arcs) soit connexe et
contenue dans I'intérieur D de S. Nous laissons au lecteur le soin de prouver
que 8 est une F.C.C.G. au sens de [3) (la-bas generalized continuous family of
curves; voir aussi [4]), c.—a—d. que les conditions suivantes sont remplies:

— Chaque point p €S est l'extrémité d'une courbe L (p) et d'une
seule.

— Si Li,Ls€?, alors Ly N Ls est connexe,

— La courbe L () dépend contintiment de p €#S.

La convexité définic dans D par rapport 4 £ est appelée S—convexité
(Griinbaum [1]). Nous utiliserons dans la suite le mot conwere pour un en-
semble simultanément Y-convexe et connexe.

THEOREME DU TVPE DE HELLY

LEMME 1. Si-{8}ren est une famille d'ensembles S—convexes & inter-
section mon—vide, alors (O, .\ &, est dgalement S-convexe.

LEMME 2. Tout. ensemble convexe est simplement connexe.
Les démonstrations de ces deux lemmes étant immdédiates, elles seront
omises.

LeMME 3 (Molnar [2]). Soit {&}sca une famille d'ensembles compacts et
simplement connexes dans le plan (card A= 3). Si 0, ., &, est connexe et si
N cp & =B quels que soient les sous—ensembles A, BCA avec card A = 2,
card B = 3, alors 0, o, €1 est un ensemble non-vide simplement connexe.

THEOREME 1. Soit {&}ien wune famille densembles compacts convexes
(card A = 3). S7 M, e 4 Ex €St connexe et si Res 8 == @ quels que solent les
sous—ensemble A , B C A avec card A = 2, card B = 3, alors Nyep G ost un
ensemble non-vide convexe.

Diémonstration. En vertu du Lemme 2, les ensembles &, sont simplement
connexes. Il résulte alors du Lemme 3 que N, ., &, est non-vide et connexe.
L'Y—convexité de cette intersection est assurée par le Lemme 1.

SUR LES COURBES D'APPUI

i

Disons que I'élément L € ¥ est une courde d’ap put global pour 'ensemble E,
avec ECD, si E se trouve dans la fermeture d’une des deux composantes
de D —L.

L'élément L €L est une courbe d’appui local pour Pensemble E, avec
ECD, ¢il y a un arc ¢ sur L joignant deux points extérieurs & E, avec la



[209] Tupor ZamrirEsco, Comwexité par ragport @ wune famille continue, ece. 627

propriété que ¢NE ==& et que pour une certaine composante C de D —L,
chaque point de ¢ E admet un voisinage V tel que

VimE mec—9a,
THEOREME 2. Si & est convexe, 8 CD et M, (X T é M, dlors chague
courbe d'appui local de & est aussi d'appui global.

Démonstration. Supposons que & est convexe, mais qu'il y a une courbe
Ly€ Y qui soit d'appui local, mais pas d’appui global pour & Soit C la
composante de D — Lo donnée par la définition des courbes d'appui local.
Puisque & est connexe,

FNCNE—CLo.
Si x appartient a '’ensemble ci—dessus, alors
xECﬂD—C:intLq.
L'appartenance de x au sous—arc ¢ de Ly donné par la définition d'une courbe
d’appui local impliquerait
x€8NC,

ce qui contredit I'existence d'un voisinage V de r tel que
VnénC=g.

Done x € ¢. Dans ce cas, 'existence d'un point de & sur ¢ contredirait 1’S—con-
vexité de &, parce que les extrémités de ¢ n’appartiennent pas a &. Donc
EMe=g .

Soit WCD un voisinage ouvert connexe de 'extrémité y, de ¢ qui est plus

proche de x sur Lg, tel que
Wné=g,
et soit 2 un voisinage de Lo dans £ tel que LN W =@ pour tout L €W,

Soit oy le sous—arc maximal de Lp ayant une extrémité dans y, et conte-
nant ¢. Puisque & est Y—convexe,

8N ay=a.

Considérons maintenant dans 20 une courbe L telle que son extrémité e
qui est séparée de Lon Ly par les points de W Ly soit & Pextérieur de C.
Puisque Mz (£) C 6, on a

LonLiCé.
Soient f

9, €WnL,

(1) My (L) est 'ensemble des points de D par lesquels passent au moins # courbes
différentes de ¢ [3].
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oy le sous—arc de Ly d'extrémités ¢ et ¥ et B un arc de Jordan d’extrémités
¥ €t ¥, inclus dans W. Nous pouvons supposer que l'arc o, UB U % soit
simple. Evidemment,

ENF=9o,

ou F est la composante de D — (4y U B U ;) qui ne contient pas Lo Ly et
&8¢ F.
Il résulte ensuite, de la connexité de & et de

g‘ﬁwzisﬂ&u=®'

que
ENoy==g .

Mais § N &y et Lo L1 sont séparés par ¥ € W, ce qui contredit 1'S—convexité
de &. La démonstration est achevée.

PROBLEMES OUVERTS

Appelons segment tout sous—arc (dégénéré ou non) d'un élément (arc) de .
Les deux définitions suivantes du point extrémal sont, comme dans la
convexité ordinaire, equivalentes:
Un point p de I'ensemble compact S~convexe E est extrémal si:
1) i w'y a aucun segment non-dégénéré 6 C E tel que p €into;
II) Zensemdle E—{p} est C—convexe.

L’enveloppe S—comvexe d'un ensemble G est l'intersection de tous les

ensembles U—convexes contenant G.

PROBLEME 1. Est-il tout ensemble compact et S—convexe ['enveloppe
S—convexe du sous-ensemble de ses points extrémaux? (Analogue du théoréme
de Krein-Milman).

Un point, un segment ou la fermeture de la composante bornée du
complémentaire de la réunion de trois courbes de £ non-concurrentes est,
par définition, un #Zangle.

L’ensemble ECD est appelé 2—s. 9—c. (resp. 3-s5. 2-¢)® g'il existe
un sous-ensemble F C E tel que E soit la réunion & (F) (resp. & (F)) de
tous les segments (resp. triangles) aux extrémité (sommets) dans F (voir [35]).

PROBLEME 2. Est—2l tout ensemble compact S—convexe la réunion des trian-
Lles anx sommels dans lensemble des points extrémaunz? (Une réponse affirma-
tive serait impliquée par des réponses affirmatives aux problémes 1 et 3).

PROBLEME 3. Est—elle lenveloppe S—convexe de'G la réunion & (G) de
tous les triangles aux sommets dans G? (Analogue du théoréme de Carathéo-
dory).

(2) 2-simplicialement $-convexe (resp. 3-simplicialement —convexe).
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Evidemment, tout ensemble 3-s. 9-¢. est aussi 2-s. 92—, mais la
réciproque ne subsiste pas.

Tout ensemble £—convexe est en méme temps 2-s. Y—c. et 3-s. 2—,;
mais il y a des ensembles 2—s. Y—¢. qui ne sont pas {—convexes (par exemple,
la frontiere d'un triangle non-dégénéré).

PROBLEME 4. Y a—#—i/ des ensembles 3—s. S—c. qui ne soient pas S—con-
vexes? (Une réponse affirmative au probleme 3 impliquerait une négative
pour celui—ci).

Soient E un ensemble 2—s5. U—c. et

oy (E) = aiip min {7: 8 (F) = E}.

PROBLEME 5. A-t-on

(Analogue du Théoréme 3 de [5]).
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