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Matematica. — Convexité par rapport @ une famille continue de
courbes. Nota 11 ® di Tupor ZaMFIrREScO, presentata dal Socio
G. Scorza DraconI.

RIASSUNTO, — L'Autore prosegue le sue ricerche sulla convessiti di un insieme rispetto
ad una famiglia continua di curve,

1. Dans la présente Note il s’agit d'une famille continue de courbes
généralisée, définie premicrement dans [2] de la fagon suivante.

Soient C une courbe de Jordan fermée dans le plan et D le domaine borné
ayant C comme fronti¢re. L'ensemble € d’arcs de Jordan fermés (nommeés
courbes) sera appelé famille continue de courbes généralisée s'il satisfait aux
propriétés suivantes:

1) Chaque courbe de £ est incluse (exceptant les extrémités) dans D,
ses extrémités appartenant a C;

2) Chaque point v de C est une extrémité de précisément une courbe
de £, notée L (v);

3) L’intersection de deux courbes arbitraires de £ est connexe;

4) L (v) dépend contintiment de 2.

M, (2) signifie 'ensemble des points de D par lesquels passent au moins
n courbes de £.

Un ensemble est $—convexe si son intersection avec chaque courbe de €
est vide ou connexe. Un ensemble est convere lorsqu’il est £-convexe et
connexe.

(*) Pervenuta all’Accademia I't1 agosto 1971.
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Dans la Note I nous introduisions aussi les définitions suivantes:

La courbe L €8 est une courbe d'appui globai pour 'ensemble E,
avec E C D, si E se trouve dans la fermeture d'une des deux composantes
de D — L. La courbe L € ¥ est une courbe d’appui local pour I'ensemble E,
avec I C D, s'il ¥ a un arc ¢ sur L joignant deux points extérieurs a E,
avec la propriété que ¢NE -2 et que pour une certaine composante D”
de D —L, chaque point de ¢ E admet un voisinage V tel que

VOEQAD =2,

2. Pour ce que nous allons prouver, il nous servira de rappeler d’abord
deux résultats sur les ensembles ¥-convexes:

LeMMmE 1 (Grinbaum [1]). Ll'ensemble Mg (8) est S—convexe.

LEMME 2 [3]. S¢ 8 est convexe, 8 CD et My (L) C 8, alors chaque courbe
dappui local de & est aussi d'appui glodal.

3. THROREME. S7 8§ C D est fermé, simplement connexe et sans courbes
d'appui local et si

M; (2) C 8,

alors & est convexe.

Déwmonstration. Supposons que & n'est pas convexe: soit Ly une courbe
de & telle que Ly N & ne soit pas connexe. Suivant le Lemme 1, Lo Mg (£)
se trouve dans une seule des composantes de ILyN 6. Considérons un point
6 sur Ly séparant deux composantes différentes de Lo M & et un arc de Jordan
v C D joignant é avec un point 4 €C de fagcon que

YNé=g.

Seit p un point sur y. On sait que D =M, (¥), donc il existe une courbe
17 € ¢ contenant p. Cette courbe est aussi unique, car p €& et Mg (€) C &,

s : : A
Soit {p,}ioy une suite de points sur y, convergente vers p. Si {L"}2,;

ﬁﬂ
ne convergeait pas vers I?, alors elle aurait une suite partielle {L ™)1
convergente vers la courbe L™ différente de 1. Mais alors p, comme limite
de {_zﬁ,,m}2=1, se trouverait a4 la fois sur L* et sur I, ce qui vient d’étre
prouvé comme impossible, Donc I/ varie continiiment avec p.
Considérons la fonction continue f:y —C, telle que /(p) soit une extré-
mité de 1” et f(d) = &. Soient a, b€ L”. Nous écrirons

a<,b
ou, plus court,
a<b

si a se trouve entre f () et & sur L'
Démontrons que p << x quel que soit x € I’n M, (8). En effet, puisque
L’ N M (€) est connexe et p€Mz(2), il y a une extrémité e (p) de L telle



[59] TUDOR ZAMFIRESCO, Converité par rapport a une famille conlinue, ecc. 120

que Mz (€} soit entitrement entre p et ¢ (p) sur I”. Prouvons que ¢ est une
fonction continue.

Soient g, € v,V un voisinage de ¢(p,) sur C,20 un voisinage de J2
dans £ tel que chaque courbe de 90 ait une extrémité dans V, et W un voisi-
nage de g, sur y tel que L’ €20 quel que soit p € W. Définissons Wy =W si
pour tout p € W, e (p) € V. Supposons que pour un certain p' € W, ¢ (p") € V.
Alors D, — ¢ (p") €V. Soient W' un arc dans W, qui est disjoint de (5
et contient A, dans son intérieur relatif, et W” un voisinage de p, sur y tel
que L € et que Pextrémité de I qui se trouve dans V ne soit pas sépa-
rée de e(p,) par —e(p'), quel que soit p€ W', Définissons dans ce cas
Wo = W' W', Puisque, en vertu du théoréme de Jordan, tout arc joignant
un point de W' N W' avec un point de V qui n'est pas séparé de e (p,) par
— ¢ (p") doit couper I/ (dans ce deuxiéme cas), il s'en suit que e{p) eV
pour tout p e Wy.

Maintenant, puisque ¢ et f sont continues et ¢(d@)=—f(d), on a
généralement

e =118 (2 €v)

et, d’apres la définition de la fonction e,
' p<zx (x €12 M (2).

Soit p* le point le plus proche de & sur ¥ tel que pour tout voisinage V
de p* sur vy il y a p€eV et xre€L’N & satisfaisant & Pinégalité x < p. Soit
{#,.}n=1 une suite de points sur y convergente vers p%, telle qu'il existe

# ; - N ;
%, €L"N& avec x,<p,. Soit 2* un point limite de la suite {x,}ne
Evidemment, x* € 7",

Supposons que

1-

5= pT,

Soit V un voisinage de e (p*) disjoint de — V @, Soient encore W un
voisinage de p* sur y et X un voisinage de »* dans D tels que e(p) €V
pour tout p € W et

XNn(WuUide) =g,

ot 8, est le sous—arc de I” joignant p avec f(p). Soit {ﬁ,,m}f=1 une suite
partielle de {p,}.-1 telle que
£, € W L lim Xy, = 2 u i

"
=00

Supposons qu'il y a un indice #, tel que p, et £(p,, ) soient séparés dans D
par L”. Soient W' un sous-arc de W contenant p* dans son intérieur relatif

(1) 5i o € C, alors —w signifie Pautre extrémité de L (2],
(2) 5i VcC, alors —V ={reC:—x€V}.
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et ne rencontrant pas Lﬁ””’, et W’ C W un voisinage de 2" sur y tel que ¢ (p)
ne soit pas séparé de ¢ (p*) par e(p, ) sur V quel que soit p € W". Il y a un
nombre naturel N tel que pour tout ¢ =N, p, € Wy, ot Wﬂ =W W',
Pour tous ces ¢, ., et f(p,,) ne sont pas séparés dans D par I, car autre-

ment I** _intersecterait le sous—arc de L "¢ joignant Da, avece f(py,) dans un
point (de &) a, Lﬁ””” intersecterait le sous—arc de Lﬁ"? joignant 2, avec ¢(p,,)
dans un point (de &) & et le point p, €& séparerait @ et & sur L™, ce qui
contredit I’ @-convexité de & (On peut choisir N=1 et Wy =W ¢'il n’y
a aucun indice 7, tel que p, et f(p, ) soient séparés dans D par 1”")) Soit
{ #: 321 une suite partielle de {p,, lox telle que tous ses membres se trou-
vent dans une seule composante of de D—17" et soit {2/}, la suite par-
tielle de {r,,g}g,..y correspondante. Soit A un domaine de Jordan contenant
17" et tel que frAN D'N W, consiste de précisément un point. Soient aussi
AP, C & tel que tout L. € AWy soit inclus dans A et W;C W, tel que p* € int W,
et I/ €20y pour tout p € Wi. Dés que » dépasse un certain nombre natu-
rel, p, € W;. Pour un tel 7, dong,

o1 f()€D; x €X.
Du théoréme de Jordan il s'en suit qu'il existe des points de W, entre /(%)

; ? S : . . :
et x, sur L.7; soit g le point le plus proche de p* jouant ce réle. Disons
qu'on a le cas (@) pour 7 si x, se trouve dans une (la) composante bornée de

D— (I uW,uUs,), olt
o ={veLl”:x>p}

et désignons avec (&) le cas contraire. Soit gy, un point de {#, %2, tel qu'il

n'y ait aucun point de Wy L " entre 2, et p%; construisons de cette maniere
la suite partielle {#;.}21. Supposons qu'on a le cas (a) pour 7y. Alors pour
tout x € —V situé entre f(#,) et f(#,),L (x¥) ne rencontre pas Sﬁ;,’ Aussi,
L (f(#,)) ne rencontre pas le sous-arc de y joignant p;, avec ;. Soit E le
domaine de Jordan dont la fronti¢re contient x;, et se trouve sur (ou coincide

Bry ats . .
avec) le sous-arc de L' joignant p;, avec p;, plus le sous-arc de y aux
mémes extrémités. Pour x = f(p,),L (¥) ne rencontre pas EMN &, parce

qu'elle ne rencontre pas f7 E, mais pour x = f(#;,) , L (x) contient x7,€ EN 8,
Donc il y a un point x, entre f(p;) et f(p,) sur —V, tel que

LE@ENEné=o
pour tout x entre f(p,) et xy et

L@E)NENG =2

[ S -
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pour tout membre d'une certaine suite {x; };’il convergente vers xy, chaque
¥ ¢étant situé entre xg et f(#;,) ou coincidant avec 9. Puisque 8 est fermé,

Lx)NnENé==ga.

Soit D, la composante de D — L (x) qui ne contient pas x,, et choisissons
arbitrairement le point
€D, Y,

Il y a alors un point x entre f(#,) et xo sur —V tel que ¢ € D,. Mais alors

frD,NE)Né =g
et
aebD.nNE,

d’otl1, puisque & est connexe, a € 8. Done

D.NnENné=g

et L (a) est une courbe d’appui de &, le réle de 'arc ¢ de la définition étant
joué¢ par une (la) composante de L (1) "E qui nlest pas disjointe de &
(les extrémités de cet arc sont extérieures 4 & simplement parce qu'elles
appartiennent & +). Supposons maintenant qu'on a le cas (4) pour 7.
Alors la démonstration se fait de fagon analogue, en remplagant seulement
71 par 7. L’existence d'une courbe d’appui pour & contrevenant a I'hypo-
these, il résulte que inégalité supposde a été fausse, donc aucun point limite
de {x,},-1 n'est plus grand que p*. Il s’en suit que 3, N E==g et d==p*.

Soient p le sous-arc de ¥ avec une extrémité dans p* et 'autre dans &, V
un voisinage de f(p*) disjoint de — V et ne contenant pas &, u' un sous-arc
de w avec une extrémité dans p*, tel que f(p) €V quel que soit p€p’, D’
la composante de D —I*" qui contient u'— {2*}, ¥ un point arbitraire de
8# M &, p* un point sur p' différent de p* Y un voisinage connexe de y
n’intersectant pas I/ et z un point arbitraire de YN D'. En vertu de la
continuité de la famille £, il y a 2" €V entre f(p*) et £(p*) tel que 2 se
trouve dans la composante nonbornée de D — (I UL (Z)UV). Alors 2

appartient au domaine de Jordan F avec fr FCVU L{(z")U 12" U w'. Puisque
VEE e End=g,
fFENL@E)C3x et dxnNé=ga,
ob p* €L (#) N ¢,
FEOL CE, et 8,n6=p

)

et
gy e yOé=g,

il résulte de la connexité de 6 que z€8. Donc YND' Né& =g et I est
une courbe d’appui de &, le réle de 'arc ¢ étant joué cette fois par 3, ce
qui contredit une hypothése du théoréme. La démonstration est achevée.
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COROLLAIRE. Soit 8 C D un ensemble fermé et simplement connexe, tel que
M, (2) C int &.
Alors & est convexe si et seulement s'il w'a pas de courbes d'appui local.

Démonstration. Une implication résulte du Théoréme précédent. Afin de
prouver l'autre implication, soit & convexe et supposons que L. serait une
courbe d’appui local de &. En vertu du Lemme 2, L serait aussi une courbe
d’appui global pour &, ce qui est contredit par le couple suivant de relations:

LM, (®)==2 ; M,(®Cinté.
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