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Rusumt - Le but de cette Note est de faire connaitre quelquesunes des plus
élémentaires propriétés & caractére géométrique des ensembles simplicialement
CONVEXes.

Soit " I'espace euclidien n-dimensionnel.

L'envellope l-simplicialement convexe & (M) de ’ensemble M c R"
est, par définition, la réunion de tous les simplexes & dimension ne
dépassant pas I —1, dont les sommets sont dans M.

Un ensemble F de R" est dit l-simplicialement convexe §'il existe
un sousensemble F c E tel que K = & (F). Plus vaguement, un en-
semble est simplicialement convexe s'il est I-simplicialement eonvexe pour
un certain 1> 2 [2], [3].

A la fin de la Note [4] se trouvent quelques suggestions sur 'étude
des ensembles simplicialement convexes et nous voulons reprendre
une seule d’entre elles en présentant ici un nombre de propriétés géo-
métriques desquelles jouissent les ensembles simplicialement convexes.

Soit # c B* un ensemble [-simplicialement convexe. Si

F(B)={FcR':E=%,F)},

alors les éléments de % ,(F) seront nommés des I-géndrateurs pour 1,
U #,(F) sera appelée [-base de F (et sera notée par base, H) et
N F,(l) sera appelée ensemble des points l-extrémaux de E (et sera
notée par ext, B).

Comme d’habitude, conv M signifiera 'enveliope convexe de M c R"
et pour l'ensemble convexe compact €, ext € désignera 'ensemble des
points extrémany de C.

Pour tout ¢ convexe compact, si 2 < l< n, alors

ext € = ext, C.

(*) Nella seduta del 12 novembre 1972.
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En effet, si Fe & ,(C), alors extCcF, don ext O cext,C et si
a ¢ext C, alors C —{a}e F,(C), Aol a¢ext, (.

Si O est convexe et compact et bd ¢ est différentiable en a, alors
le vecteur unitaire normal extérienrement & bd € en a sera noté
par n,(C).

Un ensemble M c B* est dit localement syméirique en xc M il
existe un voisinage V de x tel que ¥ N M soit symétrique par rap-
port &4 . Soient sym M DPensemble des points ol M est localement
gymétrique et asym M = M —sym M.

Suivant [1], nous dirons que l'ensemble M c B" est du type L, si
pour tout couple de points x,y € M il existe une ligne polygonale a ¢
cotés qui joint & avee y et est incluse dans M.

THROREME 1. Si B est wn ensemble n-simplicialement convere dans
R", alors toute composante conmexe bornée de GE est convexe.

En effet, si D était, par Pabsurde, une composante eonnexe bornée
et conconvexe de (F, alors il existerait une droite o c R* et trois
points @, b, ¢ situés dans cet ordre sur o, tels que a, ce D, mais beF.
De la convexité m-simpliciale de E il résulte que, si ¥ est un N-géné-
rateur de E, b se trouve dans un simplexe S, avec ext 8 c F. Puisque
D est borné, il y a encore un point d € é N F tel que ¢ soit situé entre
b et 4. D'une maniére analogue, il y a un simplexe T tel que de T
et ext I'c I'. Evidemment,

bd econv (SU T)c &, lext (SU T)) c &, lext 8 U ext T) c (P =F.
Puisque
ceint conv (S U T); acint f conv(Su T),

a et ¢ sont séparés par bdconv(Su T)c B, ce qui contredit leur
appartenance & une méme composante connexe de [E.

THEOREME 2. Si B est un ensemble compact n-simplicialement con-
vewe dans R*, alors toute composante connexe bornée de CE est Dintérieuwr
d’un polyhédre convexe.

Si P est une composante connexe bernée de (I, alors d’apres le
Théoréme 1 elle est convexe; ce qui nous reste a prouver est que
ext D est fini,

Soient B un disque compact n-dimensionnel inclus dans 1’ensemble
(ouvert) D et S une hypersphére autour de I’ensemble E. Il existe
un nombre y tel que pour toute paire d’hyperplans H, K avec
HN KNS =0 et faisant un angle ne dépassant pas y, auncun disque
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n-dimensionnel de diameétre égal & celui de B ne soit inclus dans
conv (HNn S)u (K N 8)). Supposons, par l'absurde, que ext.D est
infini; alors il y a deux points «, b de différentiabilité pour bd D,
tels que

cos y < n,(D)m,(D) <1

et que les hyperplans d’appui de D en a et b, H, et H,, ont des points

communs dans convS. Il résulte de 14 que
f.

bd D % conv {a, b} .

Puisque a, bell, il y a deux simplexes PcH, et T c H, tels que
acP, bel et ext PUextT cF, ou F est un n-générateur de K. 1l
g’ensuit que

bd econv (PUT)c E.
On a aussi

D¢conv(PUT).
(En effet, si D ceonv (P U T) était vraie, alors
Bceonv (H,n EB)u (H,Nn E)) ceonv ((H,n8)u (H, N 8))

et une contradiction est obtenue.) En outre, des relations
convia, b} nD =0
et

conv {a, b} ceonv (P u T)

il résulte
Dneonv(PUT)==0.

Il s’ensuit que bdconv(Pu T)n D =8, dou En D = 0, ce qui est
absurde.




— B —

TaROREME 3. Tout ensemble simplicialement convexe est du type Ly.

En effet, si ¥ est un ensemble [-simplicialement convexe et si
a, b € B, alors il y a deux simplexes § et 7' avec les sommets dans un
l-générateur de B, tels que acS et beT. Si v est un gommet de §
et w un sommet de T, alors évidemment

conv {a, v} U conv {o, w} U conv {w, b} c ¥,

d’ott E est du type L.
]

TorortME 4. Pour touf ensemble 2-simplicialement convexe B admet-
tant wn 2-générateur fini, ext, B = asym B et ext, B € F,(E).

On voit facilement que asym F cext,, dans I’hypothése qu'un
2-générateur fini existe. Prouvons maintenant que asym F € #F,(H),
ce qui achévera la démonstration. Soient, en effet, Fe Fo(H) et
acE. Tl y a deux points b,e¢cF tels que aeconv{b, c}. Soient
d, e e B les points les plus éloignés 'un de Iautre, tels que

a € conv {d, ¢} N eonv {h, e} .

Evidemment, d, ¢ € asym E et a e $ylasym E), d'ou B c Fy(asym E).
Aussi,

Folasym H) c Fylexty ) ¢ Fy(F) = B,

done 5(asym F)= E.

TUEOREME 5. Pour tout ensemble 2-simplicialement conveve E admet-
tant un 2-géndrateur fini, '

card (ext, If) < card (base, B) < card (ext, H) + 1.

Soit H un 2-générateur fini de K. Supposons, par absurde, qu'il
existe deux points dinstinets

a, b ebase, B NnsymE .

Alors il existe deux 2-générateurs I, ¢ (non nécessairement différents),
tels que acF et beG. Soit ¢ €extceonv k. Puisque a,¢, €, on a
conv {a, ¢} c B. De acsymE il s'ensuit qu’il existe un point ¢, de
Pautre: coté de la droite déterminée par a et b, tel que c, € asym E et
a € conv {¢, ¢;}. De facon analogue, il y a un point ¢; distinet de ¢
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et ¢, tel que ¢; b, escasymFE et beconvie,e}; en continuant
comme ¢a, on trouve une famille infinie {¢;}”, de points distinets et
appartenant & asym #, ce qui contredil

card (asym F) < card H < §, .

COROLLAIRE 1. Les 2-générateurs d'unm ensemble 2-simplicialement
convexre sont soil tous finis, soit lous infinis.

COROLLAIRE 2. Si la 2-base d’un ensemble 2-simplicialement convexe
est infinie, alors tout 2-gemevatewr de Uensemble est infini.

Nous remarquons en fin qu'il y a des ensemble I-simplicialement
convexes & [-base infinie, dont ’ensemble des points l-extrémaux est
est fini.
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