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1. INTRODUCTION 

Dam [l], C. D. Langford posa le probleme de determiner les figures 
planes pouvant Ctre partagees en 4 figures isometriques, semblables B la 
figure originale, et proposa quelques exemples de telles figures. Dans [2], 
S. W. Golomb allongea la Iiste obtenue et Ctudia le probltme general des 
rep-n, figures pouvant &tre partagees en n “repliques” isometriques entre 
elles et semblables B la premiere. 

L’impulsion initiale de notre travail et le desir de le mener k bonne fin 
ne proviennent cependant pas de la lecture des 2 articles preddents, mais 
du probleme suivant que posa M. Bleicher B 1’Institut d’Oberwolfach en 
juin 1971. 

Chss$er tous les partages d’un corps convexe plan K en n parties 
isomttriques, semblables ci K. 

Dans un premier pas vers une solution, nous avons ttabli qu’un tel 
partage n’existe que si le corps K est un polygone. Ce resultat nous a tout 
naturellement amen& a definir les partages simples de polygones (dans un 
sens qui sera bientat pr6cise) et a rechercher leur classification combi- 
natoire. II nous est alors apparu que celle-ci emit un excellent point de 
depart pour Ctudier les partages semblables et les partages CquianguIaires 
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de polygones convexes. Ces avantages nous ont incites a mettre L’accent 
sur les partages de polygones convexes, notant seulement ici que les 
partages isometriques decrits ci-dessous couvrent tous les partages 
isometriques possibles des corps convexes du plan. 

Si n :=. 2 ou 3, le probleme est simple et nous laissons au lecteur le 
plaisir de le resoudre. Nous nous interessons au cas M = 4. 

Voici deux des principaux resultats que nous etablissons. 

Si le polygone convexe P admet un partage semblable d’ordre 4 ( partage 
en 4 polygones semblables li P), alors P est un trapzze ou un triangle. 

Si le polygone convexe P admet un partage isomktrique d’ordre 4, alors P 
est un paraile7ogramme ou un trap.?ze tel que b = 2a (a et b &ant les 
longueurs des bases) ou un triangle. Si P est un parallklogramme, le partage 
a l’un des aspects suivants: 

Si P est un trapdze, le partage a I’un des aspects suivants: 

Si P est un triangle, le partage a l’un des aspects suivants: 

La demonstration des theoremes ci-dessus s’est faite en plusieurs &apes 
que nous resumons ici. 

(1) Si les polygones PI , P, , P3 , P4 forment un partage semblable 
de P, les frontieres de Pi et Pj ont une intersection connexe. Pour n’oublier 
aucun cas, il est utile de classer topologiquement les partages d’un domaine 
de Jordan en 4 domaines de Jordan dont les frontitres ont deux B deux 
des intersections connexes. 11 y a 15 types topologiques qui sont decrits 
au paragraphe 2. 
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(2) Nous dirons que le partage du polygone convexe P par les 
polygones convexes PI , P, ,... est simple si PI, P, ,... ont meme nombre 
de cot& que P. La seconde &ape de la demonstration fut la classification 
combinatoire des partages simples d’ordre 4. Celle-ci fa.it I’objet du 
paragraphe 3 et comporte 35 types combinatoires. 

(3) Nous dirons que deux polygones sont kquiangulaires s’il existe 
une bijection entre les sommets du premier et ceux du second qui respecte 
l’adjacence et la mesure des angles. Un partage simple sera dit 
Cquiangulaire si les polygones PI , P, ,... sont Cquiangulaires a P. Les 
partages Cquiangulaires d’ordre 4 font l’objet du paragraphe 4. 11s se 
repartissent assez naturellement en 42 familles. Un examen de celles-ci met 
en evidence la curiosite suivante: Si le polygone convexe P admet un 
partage Cquiangulaire d’ordre 4, mais n’est ni un trapeze, ni un triangle, 
alors P est un quadrilatere inscriptible dont les angles sent, en ordre 
circulaire. ~15, 27~15, 47715, 3~75. 

(4) La derniere Ctape de la demonstration est resumee dans le 
paragraphe 5; elle consiste a determiner les partages semblables dans 
chacune des 42 familles de classes de partages Cquiangulaires. C’est le 
resultat de cette etude qui fait l’objet du theoreme &once prectdemment. 
La classification des partages isometriques d’ordre 4 s’en deduit aussitot. 

2. PARTAGES ADMISSIBLES D'UN DOMAINE DE JORDAN 

Soit K un domaine de Jordan du plan euclidien E, . Un partage d’ordre 
n de K est un ensemble X form6 de n domaines de Jordan Kl ,..., K, 
tels que 

(I) R = &R, ; 
(2) siiij,K,nK,= o. 

De plus, nous dirons que le partage Y est admissible si i?i n Kj est 
connexe quels que soient i estj; cette condition est Cvidemment realiste si 
tous les Ki sont convexes. Du point de vue topologique, on considere les 
partages X et 9 de deux domaines K et L comme equivalents s’il existe 
un homeomorphisme de R sur 1 qui envoie Y sur 9. La classification 
topologique des partages admissibles d’ordre 4 est d&rite dans la propo- 
sition suivante. 

PROPOSITION 1. II y a 15 types de partages admissibles d’ordre 4. Plus 
prtfcistfment, toutpartage admissible d’ordre 4 est topologiquement tfquivalenr 
ci un et un seul des partages suivants: 
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Cette classification s’obtient en analysant les cas d’intersections possibles 
des domaines du partage, puis en appliquant a plusieurs reprises le lemme 
suivant: Soient K et L deux domaines de Jordan. Tout homeomorphisme 
de la front&e de K sur la front&e de L peut &tre Ctendu en un homto- 
morphisme de K sur L. 

Dans la suite nous dirons qu’un partage est de type i s’il est topologi- 
quement equivalent au i-eme partage schematise ci-dessus. 

3. PARTAGFB SIMPLES D'ORDRE 4 

Nous nous limiterons dans la suite a l’etude de partages polygonaux. 
Cela signifie que les domaines de Jordan K, Kl , K, ,... consider& prCcC- 
demment sont des polygones convexes. Si B = {P, ,..., P,} est un tel 
partage du polygone P, nous dtfinirons lesfaces, les a&es et les sommets 
de 9 respectivement comme &ant les P, , les cot& des Pi et les sommets 
des Pi . 

Les faces, les a&es et les sommets de B forment un ensemble ordonne 
par inclusion, note 8. Le type d’ordre de @ est appele type combinatoire 
du partage 8; autrement dit, deux partages 8, et 9, sont combina- 
toirement equivalents s’il existe une bijection croissante de @I sur 8, . 

Un partage polygonal B de P est dit simple si les faces de B sont des 
polygones convexes ayant mtme nombre de cMs que P. Nous allons 
determiner les types combinatoires des partages simples d’ordre 4. 

Dew partages combinatoirement equivalents &ant topologiquement 
equivalents, la classification combinatoire des partages simples d’ordre 4 
s’obtiendra en recherchant toutes les realisations combinatoires distinctes 
des types topologiques schematisks dans la proposition 1. Cette etude se 
base sur les resultats suivants. 
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LEMME 1. Si B est un partage simple de type 1, 2 ou 3, alors les faces 
de B sont des quadrilathes. 

Preuve. Soit B = {P, , Pz , P3 , P4} un partage simple de type 1 du 
polygone P. Notons les Pi de telle sorte que P1 n Pz f B, P, n P3 # B 
et P3 n P4 # 0. 11 est clair que P, a au moins 4 sommets, deux d’entre 
eux communs a P1 , les deux autres communs a P3 . Supposons que P, ait n 
autres sommets. Comme les Pi sont convexes, ces n points sont des 
sommets de P situ& dans P,\(P, u P3 u PJ. On voit de mCme qu’il y a n 
sommets de P dans P,\(P1 u Pz v PJ, n + 2 sommets de P dans 
P1\(Pz v P3 v PJ et n + 2 sommets de P dans P,\(P, U P, U P3). Le 
nombre de sommets de P est done suptrieur ou egal a 4n i 4. L’inegalite 

n+4>4n+4 (n 3 0) 

n’etant vraie que si n = 0, les P, sont des quadrilatdres. 
La demonstration est tres semblable si B est un partage simple de type 2 

ou 3. 

LEMME 2. Si L? est un partage simple de type 4 ou 5, alors ,Ies,jhces de ,Y 
sont des quatrilatdres ou des triangles. 

LEMME 3. Si Z? est un partage simple de type 6, 7, 8, 9, 10 ou 11, alors 
les faces de .Y sont des triangles. 

LEMME 4. II n’existe aucun partage simple dont le type topologique est 
12, 13, 14 ou 15. 

Les demonstrations sont triviales pour les partages de types 6,9, 10 et 11, 
analogues a la demonstration du lemme 1 pour les autres partages. 

La classification combinatoire des partages simples d’ordre 4 est d&rite 
dans la proposition suivante. 

PROPOSITION 2. Si le polygone convexe P admet un portage simple 
d’ordre 4, alors P est un quadrilatt?re ou un triangle. II y a 35 types de 
partages simples d’ordre 4. Plus prkist;ment, tout partage simple d’ordre 4 
est combinatoirement Equivalent ci un et un seul des partages schPmati& 
dans la premihe colonne du tableau figurant en jin d’article. 

Preuve. La classification combinatoire des partages de types 1, 2, et 3 
se base sur le lemme 1: les polygones P et Pi sont des quadrilateres. On voit 
immtdiatement que les types topologiques 1 et 2 ne contiennent chacun 
qu’un seul type combinatoire. Le type topologique 3, par contre, se dtcom- 
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pose en 13 classes combinatoires qu’on obtient comme suit: on suppose 
d’abord que chaque sommet de P n’appartient qu’a un seul P, ; les 
differentes manitres de repartir les sommets de P dans les P, conduisent 
aux partages de types 3.a, 3.b, 3.c et 3.d. On suppose ensuite qu’il y a un 
sommet unique de P qui appartient a deux polygones Pi ; on peut alors 
choisir les notations de telle sorte que ce sommet soit commun a P, et P, 
et que P, n P, = I;_. La classification revient alors a distribuer les 3 autres 
sommets de P sur P, , P, , P, et P,, , Ctant donne qu’il y en a au mains un 
sur PI et un sur P, . Six cas sont possibles, ce qui fournit les types 3.e, 3.f, 
3.g, 3.h, 3.i et 3.j. Enfin, si l’on suppose que deux sommets de P appar- 
tiennent A plus d’un Pi , on obtient les types 3.k, 3.1 et 3.m. Les autres types 
topologiques se traitent de facon semblable en utilisant les lemmes 2, 3 et 4. 

4. PARTAGES EQUIANWLAIRES D'ORDRE 4 

Nous Ctudions maintenant les partages d’un polygone P en 4 polygones 
Cquiangulaires a P. 

LEMMA 5. Si le quadrilattre P admet un partage e’quiangulaire d’ordre 4, 
alors P est un trap2ze ou un quadrilathe inscriptible, sauf peut-he si le 
partage est de type combinatoire 3.1. 

Preuue. Soit 9 un partage Cquiangulaire de P. La liste des types 
combinatoires des partages simples d’ordre 4 nous apprend que B contient 
au moins une face Pi ayant deux angles qui sont supplementaires de deux 
angles appartenant a d’autres faces, sauf si .@ est de type 3.1. On en deduit 
aussitot que P, a deux angles supplementaires et que P a la mCme propriett. 
Done P est un trapeze ou un quadrilatbre inscriptible. 

LEMME 6. II n’existe aucun partage e’quiangulaire ayant l’un des types 
combinatoires suivants: 3.j, 3.1, 3.m, 4.c, 4.d, 4.e, 7.b, 7.c, 9.b, 9.c, 9.d, lO.a, 
10.b et 11. 

Preuve. Supposons par l’absurde que le quadrilatere P admette un 
partage Cquiangulaire 9 dont le type combinatoire est 3.j. D’apres le 
lemme 5, P est un trapeze ou un quadrilatere inscriptible. Le second cas est 
evidemment impossible car une face PI de B a trois sommets communs 
avec P. Done P est un trapeze. La position de P, dans P montre que P 
n’est pas un paraliClogramme, que P et P, ont une base commune et que 
les angles communs a P et P, sont droits. D’autre part P, u P3 u P4 est 
un triangle isosdle. Puisqu’un tel triangle n’admet pas de partage en 



LE.3 PARTAGES D’UN POLYGONE CONVEXE 7 

3 trapezes ayant des angles droits, il n’existe pas de partage Cquiangulaire 
de type 3.j. 

Supposons par l’absurde que le quadrilatere P admette un partage 
equiangulaire 9’ dont le type combinatoire est 3.1, et utilisons les notations 
indiqutes sur la figure ci-dessous: 

e b 

En raisonnant comme dans la demonstration du lemme 5, on voit que P 
a l’une des proprietes suivantes: 

(a) P est un quadrilatere inscriptible, 
(b) P est un trapeze, 
(c) e, et fi sont des angles droits et P n’est ni un quadrilatere 

inscriptible, ni un trapeze. 

Envisageons chacun de ces cas: 

(a) Puisque P et PI sont inscriptibles et ont un angle commun dl , 
les angles adjacents a dl sont les mCmes pour P et PI . Done ca + c4 = a, . 
On voit de meme que a, + a, = cq . Done a, + c3 = 0 ce qui est absurde. 

(b) Puisque P, et P3 ne peuvent pas etre tous deux des parallelo- 
grammes, deux cas sont a considerer: ab parallele a dc ou ad parallele a be. 
Si ab est parallele a dc, on voit aussitot que les bases de Pz et P3 sont 
paralleles a celles de P, tandis que les grandes bases de PI et P4 sont les 
c&es non paralleles de P. On en deduit que P n’est pas Cquiangulaire a P2 
ou a P3 , ce qui est absurde. Si ad est parallble a bc, alors ae est la grande 
base de P, oufc est la grande base de P3 . Dans le premier cas, on en deduit 
que bc est la grande base de Pet P4 , ce qui est absurde; l’autre cas se traite 
de m&me. 

(c) Puisque PI et P4 ne sont ni des quadrilateres inscriptibles, ni des 
trapezes, l’unique angle droit de P est en a oven c. Par symetrie, on peut 
supposer a, + a, = 7~12. L’angle oppose a l’angle droit de P est ca + c4 , 
tandis que l’angle oppose a l’angle droit de P4 est c4 . Ceci &ant absurde, 
on a prouve qu’il n’existe pas de partage Cquiangulaire de type 3.1. Les 
autres cas s’etudient de facon semblable, en faisant appel au lemme 5. 

Deux partages Cquiangulaires B de P et 9 de Q sont consider& comme 
kquivalents s’il existe une bijection croissante de l’ensemble ordonne @ sur 
l’ensemble ordonne 2 qui respecte la mesure des angles des faces de B et 9. 
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La classification des partages Cquiangulaires d’ordre 4 s’appuie SW la 
classification des partages simples et fait l’objet de la proposition suivante. 

PROPOSITION 3. Si lepolygone convexe P admet un partage &qquiangulaire 
d’ordre 4, alors P est un trap&e, un quadrilathe inscriptible ou un triangle. 
La classljication des partages kquiangulaires d’ordre 4 contient 42 familles 
qui sont d&rites dans la 2Gme colonne du tableau jgurant en$n d’article. 

Preuve. Compte tenu du lemme 6, les types combinatoires susceptibles 
de fournir des partages Cquiangulaires sont les suivants: 1, 2, 3.a, 3.b. 3.c, 
3.d, 3.e, 3.f, 3.g, 3.h, 3.i, 3.k, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6, 7.a, 8.a, 8.b, 9.a. 

Considerons un partage 9 :: {P, , P, , P, , P4} de P, dont le type 
combinatoire est 1, et utilisons les notations introduites dans la preuve du 
lemme 1. Deux cas sont a priori possibles: P est un trapeze ou P est un 
quadrilatere inscriptible. Dans le premier cas, on distingue deux possi- 
bilites: ou bien les bases de P sont des c&es de P, et P, et l’on obtient la 
famille de partages schematists au debut de la 2tme colonne du tableau 
general, ou bien les bases de P ne sont pas des cot& de P, et P4 , ce qui 
conduit a une contradiction. Dans le second cas, on verifie que P, u P, et 
P, u P, sont des trapezes, de sorte que P est un trapeze; on retrouve ainsi 
une sous-famille de la famille trouvee ci-dessus. Comme invariants de la 
classification Cquiangulaire, on peut choisir les angles CL et ,B, mais il faut 
noter que les couples (II, /3), (/I, a), (T - a, rr --- p) et (X - p, 77 --- CY) 
determinent des partages equivalents. Les autres types combinatoires 
s’etudient de facon sembiable. 

5. PARTAGES SEMBLABLES D'ORDRE 4 

Nous arrivons enfin a la classification des partages d’un polygone P en 
4 polygones semblables a P. 

TH~O&ME. Si le polygone convexe P admet un partage semblable 
d’ordre 4, alors P est un quadrilathe ou un triangle; si P est un quadrilatire, 
c’est soit un parallt?logramme, soit un trap&e ayant I’une au moins des deux 
proprie’tb suivantes (a et b Ptant les longueurs des bases): 

(i) (ab)lle est la longueur d’un c&k, 
(ii) b = 2a. 

La class$cation relative au groupe des similitudes des partages semblables 
d’ordre 4 contient une infinite’ de classes (exactement c). Ces chsses se 
rbpartissent en 40 families qui sont d&rites dans la dernihe coltmne du 
tableau figurant en jin #article. 
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TABLEAU I 

Tableau des Partages d’Ordre 4 

%-tages simple6 

93. Sch&maa 

Partages equiangulaires 

Scdmas Invariant.9 

Partages semblables 

Schimas Conditions 

Tableau ri suivre 
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TABLEAU 1 (suite) 

Partages simples Partages equiangulaires Partages semblablet 

\lo. Sch&nas Schimas / hIvariants Schknas Condit 
f 

b 

m 

a+P 

a bz,3f’ 
4 

b 
i u+? 

a 
itT: 

,,Z = : 

- 
b 

J3l 

a+P 
a b* z ! 

b-i-- 

m 

af 
a b*=(lt 

b 

I .&I 

O-tP 
a b*=(l+ 

/ ab 

§J 

a+P 
b2 = ,f 

Tableau d suivre 
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TABLEAU I (suite) 

r l- ~artages semhlahles artages simple8 

0. I SchGmas 

Partages equiangulaires 

Sch&nas lnvarients SchGmas 

.c 

Ia 

o<;<il, 
1es couples 

kz,P) et (p,d 
&ant identifi6s 

b 

b 

b I 
I El -1 Y 

a 
B f!2 
a 
a L 

$1 
? 4 

- 
I.d 

rz = ab 

(a * h) 

o<;<n 

t 

o<a<n 
mais LY * 5 

Pas d’invariant -Id 
Tableau ci suiure 
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TABLEAU 1 (suite) 

%wtages simples Partages equiangulaires 

NO. Schdmas Sch6mas Invariant8 

If a p z Pas d’invariant 

Partages semblables 

SChL%B Conditionc 

Pas d’invariant C=a 
c 

a 
--- 

Pas d’invariant c = 2a 

a 

Pa8 d’invariant 

Pas d’invariant 

Tableau ri suivre 
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P&ages simpies 

No. ScMmas 

Partages equiangldaires 

ScMmas Invariants 

Partages semblables 

4.b; A OK ~ Pasd’invariant ki 

4.c 

4.d 

4.e 

7;ableau d suivre 
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TABLEAU I (suite) 

.a 

.t 

- 

.c 

- 

.i 

n-1 

f 

ages simples 
S&mu 

Partages equiangulaires 

ScMmas Invariants 

Pas d’invariant 

I 
Pas d’invariant 

Pas d’invariant 

A; 
o<n-u+3”/3%< 

D 

Pas d’bw’driant 

Partages semblables 

Sch&nas 1 Conditions 

Tableau ri suivre 
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Partages simples 

53. 
- 

9.b 

- 

9.a 

- 
9.b 

- 
9. c 

- 
9.d 

- 
LO.2 

- 
10.1 

- 
11 

- 

Schemas 

A 
A 

TABLEAU I (suite) 

Sch&nas 

Partages equiangulaires 

Invariants 

Partages semblables 

Sch6mas Conditions 

I L-----l 
Pas d’invariant 1 b; 1 / 

o-5 pp.Q / 
Pasd’invariant 1~~ / / 

-i---H 
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Preuve. Le probleme est de determiner s’il existe, dans chacune des 
42 familles de partages Cquiangulaires, des representants qui soient des 
partages semblables, puis de classer ces representants. 

Considerons la famille de partages Cquiangulaires dont le type combi- 
natoire est 1. Les trapeze P, et P ne peuvent Ctre semblables que si 
(y. + 13 = T. Les polygones sont done des parallClogrammes. La situation 
des Pi dans P empbche les Pi d’etre homothetiques a P. On en dCduit que 
les Pi forment le partage schematise au debut de la derniere colonne du 
tableau. 

Considerons ensuite la famille de partages Cquiangulaires dont ie type 
combinatoire est 2 et utilisons les notations indiquees sur la figure 
ci-dessous. 

Les trapezes P4 et P ne peuvent &tre semblables que si (Y + /3 = T; 
P et les Pi sont done des paralielogrammes; de plus, P3 et P, ne sont pas 
homothktiques a P, mais isometriques entre eux. Compte tenu du fait que 
PI et Pz jouent le m&me role, 3 cas sont a examiner: 

(1) PI et P, ne sont pas homothetiques a P; 
(2) P, est homothetique a P, mais pas a P, ; 
(3) PI et Pz sont homothetiques a P. 

Dans le premier cas, les cot& c et d de PI sont deux fois plus petits que 
ceux de P3 et P4 , de sorte que les c&es de P sont a = 2d et b = 5c. La 
similitude de P et PI fournit alors la condition b2 = 5a2/2. Dans le second 
cas, les c6tCs de P2 valent c2/d et c, et ceux de P3 et P4 mesurent 
(c2 + dz)/c et (c” + d2)/d; les cotts de P valent done a = (c2 + #)/d et 
b = c + 2(c2 + d2)/c. La similitude de P et PI fournit ici la condition 
d2 = (~‘3 - l)c2/2, soit b2 = (43 + 1)~~. Dans le troisieme cas, on 
trouve simplement b = 2a. 

Pour ne pas allonger demesurement cet article, nous ne traiterons pas ici 
les 40 autres familles apparaissant dans la classification tquiangulaire. 
Cette etude permet de completer la demonstration du thCoreme et de 
dresser la dernitre colonne du tableau ci-dessous. 
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