QUELQUES QUESTIONS SUR LES FAMILLES
CONTINUES DE COURBES

par Tudor Zanfirescu

Il s'agit ici des familles de courbes introduites par

B. Grlinbaum dans [1] de la facon suivante :

Soit C une courbs de Jordan fermée, dans le plan
euclidien et D le domaine borné avant C comme frontiére.
Une famille £ dfarcs simples (courbes) dans D est appalée

gamille coniinue de courbes si

i) chaque courbe de £ (sauf les extrémités) se trouve

dans D et ses extrémités eppartisnnent 3 C,

ii) chaque point p € C est 1l'extrémité d'unz courbe

L{p) € £ 2t d'une seule,

iii) si Lys Ly & L sont différentes, alors Ly N L, st

2
réduit 3 un peoint,
iv) L(p) dépend continfinent ds p € C.
Ces familles de ccurchbes sont surtout utiles daas Lfétude
de plusieurs familles de segmente ou dlautres lignes associées

d un covps convexe plan.

1. Un ensemble connexe maximal d: £ dont les éléments
pascent par un point & € D ¢'appelle {escicule. Soit Aa la
famille de tous les fasciciules de {L €L ¢ a € L},

L s'appelle friviale si ellz est un fascicule. On pose
Py(f) = {26 D ;eard A%l

VX(!J) (a

14
o
m
o

: card A. = x}
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MX(£) {2a €D :card {LEL : a €L} = x},

Tx(£) {2 €D s card {L € £ : a€ L} = %}.

Si Mg (£) = ¢, le domaine D admst une partition naturelle
0
en deux ensembles E et F, dont les points se trouvent sur
exactement un nombre pair - respzctivement impair - de courbes
de £. Lequal est le plus grand ?
Nous avons démontré [4, 10] gqus, pour tout n pair,
1) Vn(£) est rars,

2) Pn(£) ¢ = int Pn+1(£) .

Donc, toujours dans 1'hypothése M, (£) = ¢, E est de la
_"0
premiére catégorie de Baire et F de la deuxiéme,

L'ensemble E est-AL nane 7 [ 10]

2. En étendant un résultat de Griinbaum [ 1], nous avons
démontré dans [ 5] qu= si £ n'est pas triviale, alors
int (L A M, (L)) C T,(L)
(il s'agit de l'intérieur relatif 3 L) sur trois courbes de

£ tout au plus. D'un théoréme d= [ 6] il résulte que
int (L N M,(£)) C T, (L)

sur une courbe de £ tout au plus. Lus nombres 3 et 1 sont

les meillsurs possibles. C. Ivan [ 3] a démontré que

ik L 0 Mz(ﬁ)) C T, (L) (k € M)

2k
sur une famille dénombrable de courbes L tout au plus.
YV a-£-4€ une famille (foufourns nontrdiviale) £ et un nombre

k tels que £'inclusion précidente s04it vraiment satdisfaite poun
une Anfinité de counbes L ?
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Sun combien de courbes L a-Z-on

int (L N M, (L)) C Tg(L) 2

3. On dit [8, 10] qua £ a La propriété P, dans p € C si

Phq, €C (n € IN)

L(py) # Lq,) (n € IN) o
=+ {L(pn) N L(qn)}nzi €st convergent,
By T P

95 TP
ce quil est significatif seulement pour p = q. Si £ a la
propriété P3 dans chaque point de C, alors elle =st appelée

famitie de Ztype C,. Nous avons dzs cxemples de familles &
du type Cqs telles que V(L) # ¢,

V a-t-4i£ une famille continue de courbes £ avee
Vo () = G2 110

L. On dit [10] que L est de type C, si

&0

anC (n € IN)
= {L(p,) N L(p)} est convergent.
P, > P

Lip,) # L(P) (n€ M)

Evidemment, chaque famille de type C3 est aussi du type
C,s mais la réciproque n'est pas vraie [10].

I1 découle aisémznt de quelques résultats de Grinbaum
[1] que

L) C int Mz(ﬁ) € int T(I),

ot T(L) désigne la réunion de tous las trianglss de D, un
trniangle étant le domaine de Jordan déterminé par trois courbes

non concourantes de L.
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Nous avons démontré dans [9] qu'en fait
T(L) = int M, (L)

Mais il y a des familles de type C2 teélles que T(L) # int TCL)
[10]1. D'autre part, T(L) int T({I) pour toute famille de
type C, [ 101 .

Cette Zgalite est-elle vhaie 84 Les counbes de £ sont
toutes des segments 7 [ 10]

5. Dans [ 7] nous avons &tabli que M5(£) = ¢ implique
T2(£) # ¢. D'autre part, si £ a la propriété P, au moins dans
un point de C, alors T2(£) est non seulement non vide, mais
méme non déncmbrable [ 8] .

I1 est facile d'en déduire que
T,(L) C aT(L).

Si £ est une famille non triviale du type Cy, alors T(L) est
un domaine de Jordan et T2(£) 28t dense et de la deuxiéms
catégorie de Baire sur 3T(L) [8]. Mais, dans le cas général,
la conjecture de Grimnbaum [ 2]

T2(£) ¢
reste ouverte. On peut aussi se poser les questions intsr-
médiaires
Esf-ce que M (L) = ¢ = T2(£) £ ¢ 7
Est-AL vhadl que T2(£) £ sd L est du type c, ?

Est-4AL vradl que T2(£) F ¢ 84 Les counbes de £ sonit toutes
des segments 7
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