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SULLE FAMIGLIE CONTINUE DI CURVE. VII (*)

SUMMARY - In this paper we present a theorem regarding the mutual positions
of the various sets of multiple poinls in a spread. It will follow that the

set of points of finite maximal multiplicity n (if such an n exists) is open.

Lo studio delle famiglie continue di curve & motivato in primo
luogo per le loro applicazioni nella teoria degli insiemi convessi.
B. Griinbaum & stato quello che, nel 1966, ha constatato il carattere
topologico comune di molti risultati ottenuti su alcune famiglie di
archi di curve, in generale segmenti, associati ad un corpo convesso
piano. Si puo consultare per dettagli storici e bibliografici il lavoro
di Griinbaum [2].

Sia C una curva di Jordan chiusa nel piano euclideo e D il
dominio limitato che ha C come frontiera. Una famiglia ¢ di archi

di Jordan, che saranno chiamati in seguito curve, in D (la chiusura
topologica di D) si chiama Sfamiglia continua di curve se [1]:

i) ogni curva o (escludendo le sue estremitd) si trova in
D e le sue estremita appartengono a (;

ii) ogni punto p € C & lestremitd di una e una sola curva

L(p) €S,

Classificazione per soggetto AMS (MOS) 1970: 54F99 e 57A05.

(*) Ricerca eseguita dall’A. in qualita di « professore visitatore » presso I'Istituto di
Geometria dell’Universita di Torino.
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iii) se L,, L, sono due curve distinte in ¢, allora L, 0 L, ha
sempre un singolo punto,

iv) la curva L(p) dipende in modo continuo da pe G

In questa definizione consideriamo ¢ come sottoinsieme dello
spazio degli insiemi compatti del piano, munito della metrica di
Hausdorff.

Un sottoinsieme connesso (nella topologia di ) massimale di
una famiglia continua di curve ¢, i cui elementi sono curve tutte
passanti per uno stesso punto, si chiama fascio [4] e il punto comu-
ne & detto centro (per i fasci che contengono piu di una curva).

Siano a € D, & la famiglia di tutti i fasci,

d,={LEF:a€EL):FEaeacUF)
e ¥ un numero cardinale; denotiamo
P, (8)={a€D:carda, =4} ,
Ve(2)={aED:carda, ==} ,
M, (2)={a €D : card heeiace b ag ,
T,(9)={aE€ED:card{LEL:a EL) = x) .
Ovviamente
Vz(Q)C TE(Q)U Tc(g) 2
P (2) <ML (9) -

La componente limitata del complementare dell’'unione di tre
curve non-concorrente di £ si chiama triangolo. Si indica con T(2)
I'unione di tutti i triangoli in D.

Siano anche [r]* il pit piccolo numero intero =r e [r]* il pin
piccolo numero pari =r.

In questa Nota si presenta un teorema riguardante la mutua po-
sizione degli insiemi P (¢). Si ottiene in particolare come Corollario

che T, (2) & aperto per il piu grande n con T, (2)>= @, se un tale n
esiste ed ¢& finito.

TeOREMA. Per ogni intero n e ogni numero dispari k tali che
3=h=mn+l,

P, (2)cint P,(2) U bd int P[k;1 nJ++_l(Q) ;

k-2
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(Con int 4 e bd A si indica Iinterno e la frontiera di A.)
Dimostrazione: Sia a € P, (2). Esistono i punti

oV o a i Gl &0,
tali che

n Li{w)=10)" Worpy Sl

Yi €EXXiyq > a & L(y) fisl i D)

Consideriamo la funzione h:{1, ..., n}—a{_ % : %} cosi definita:

se a si trova a sinistra di
L (y;) riguardando da y;,
il ()

nel caso contrario.

N — DN

Osserviamo che dopo una nuova notazione delle estremita di L (x))
e L(y,) la funzione h si trasforma in ~* con

y. h(i+1) peri=1,..,n-1
1) =
0 —h(l) peri=n.

Infatti dopo la nuova notazione delle x; con «,, (i:2, vy 4 1),
della — =, con x,,,, delle y; con 3, (j=2, ...,n) edella —y, con y,,
la funzione h si trasforma in h*. Osserviamo anche che se la varia-
zione totale di h mnon oltrepassa k— 2, allora dopo un’eventuale
nuova notazione, h si trasforma in h* di variazione totale al piu
k — 3. Infatti, se la variazione totale & esattamente k¥ —2 e se
h(1)=k(2)=...=h (&) #= h(s+ 1), allora & sufficiente procedere alla
rinotazione precedente ¢ volte. Rimangono due casi da trattare:

Caso I: la variazione totale di h & superiore a =2,

In questo caso esistono k& numeri

Iy SIS
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tali che a sia fra L (yij) NL(x)e L(yij+1) NL(x,) sulla L(x,) per
ogni j=k —1. Allora, se P ¢ la componente connessa che contiene
a del complementare di

U1y,
si deduce dal Lemma 1 di Griinbaum [1] che P c P,(2). Dunque
a€ int P (g) .
Si noti che il Caso I & possibile solo se ks<n+1.

Caso II: la variazione totale di h & inferiore a k — 2.

Supponiamo che la variazione totale di h sia esattamente %k — 3.
Si verifica facilmente che, se

m=max{k:31=0 con h(i+ 1)=h(i+2)=...=h(i+k)} i

allora

T I

S s e b
g e

Dopo aver eventualmente applicato pia volte la rinotazione intro-
dotta all’inizio, si puo arrivare ad una funzione A tale che

h(l):h(2)=...=h(m)=% :

Si hanno due possibilita, o

1 n--m)t
card A1 (—) = l } +m

2

oppure

i & >[n——m+
car ( §>k %2 } o

Nel secondo caso procediamo ancora m volte alla rinotazione ed
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otteniamo

1
1 e
car ( 2)2 3

n—m]"'
+m.

Poiché i due casi sono simmetrici, trattiamo soltanto il primo. Ma
prima di continuare, consideriamo anche il caso nel quale h ha
variazione totale minore di k£ —3. Allora si arriva, procedendo se
necessario ad una rinotazione, ad una variazione totale pari di h e si

ottiene la stessa disuguaglianza per card A™! (%) oppure card h™* (—%>,
e una piu forte per m. Il caso meno felice quindi, ¢ proprio quello
che abbiamo gia trattato.

Sia ¥V un intorno di a aperto, connesso e disgiunto dalle
L(y,), ...y L(y,). Sia W il sottoinsieme di ¥ di tutti i punti che si
trovano a sinistra di L(x,) riguardando da «x, e a destra di L (x,)
riguardando da x,. Sia anche b €EW. Se

con

allora possiamo trovare i punti z; € Yiir1 (je=didis gfed & X5 Yy

{/—2,...., q) tali che

bEL() o d)

bEL(Z) (42, ia)

Dunque W< M,, ;(2). Poiché tra le due curve qualsiasi delle 2g—1
precedenti esiste sempre una L(x,), abbiamo anche Wc P, , (2). In
quanto W & aperta e a € bd W, abbiamo

e intiBy 1 (£)5
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dove
s n+m+> 1 n 1H\t
e 2 }*§<’”k-—2 ﬂ
il 1lk—1 n‘++
. b k—2 ] }
Poiche
241 g i T 1
U [§[k—2 ”} 3
E—1 +k
= S =7l
[k_zn !
deduciamo

2"

a € int P[k i }++_1(Q)

—1=k,

/I3 =
d

e, in quanto si ha[

a € int P, (2) U bd intP[k_l s 1(Q) 1
k-2 %

bty ()

La dimostrazione ¢ terminata.

Per k=3, abbiamo il

CoroLLARIO 1. Per ogni n =2,
P,(2)cint P;(g)Ubdint Py, , (2) .
Se si tiene conto che P,(2)c M, (%), intM;(2)=T(2) [5] e

M, (2)c P, (2)U F(2), dove con F(2) si indica 'insieme dei centri
di tutti i fasci che contengono piu di una curva, si ottiene il

CoroLLARIO 2 [5]. Per ogni n=2,

M,(2)cT(2)UF(2)Ubdint My, ,(2) .
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Per k=n + 1, abbiamo il
CoroLLARIO 3 [6]. Per ogni numero pari n =2,

Pt (2 ;

dunque V, (2) é raro e P, (2)5 @ implica int P, (2) # 0.

CoroLrariO 4 [3]. Per ogni numero pari n= 2,
M,(Q)cintM, ., (2) ,
dunque T, (2) é raro e M, (2) 5 F(2) implica int M, ()7 0.

CoroLLARIO 5. Se lestremo superiore dell’insieme dei numeri
cardinali n tali che P,(2)7= ¢ € un numero finito m, allora m e
dispari e P, (2) € aperto.

Infatti, se m & pari, allora per il Corollario 3,
int P (=0 .

che & assurdo. Dunque m & dispari e, secondo il Teorema (con
n=k=m),
Pm(\:)Cinth(Q)UbdintP[m_l [ (2)
—K m =1

m-2
=int P, (2)Ubdint P, ,(2)
=int P (%) .

Ora é ovvio il

COROLLARIO 6. Se [l’estremo superiore dell’insieme dei numert
cardinali n tali che M, (2) @ ¢é un numero finito m, allora m ¢

dispari e M, (2) € aperto.

L’A. ringrazia il dott. M. Burzio per la sua collaborazione nella
redazione in lingua italiana della presente Nota.

Accettato per la pubblicazione su proposta di D.C. Demaria.
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