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Segments et géodésiques sur les
surfaces convexes typiques

T, Zamfirescu

Universitat Dortmund

L'nportance des catégories de Baire en analyse est notoire : on
dwtmgu\ des ensembles “grands” et des ensembles “petits”, ou bien on
arrive & démontrer des existences surprenantes.

En 1959 V. Klee [4] trouve le premier résultat de ce type en géc-
métrie convexe, en montrant que la plupart des surfaces convexes sont
lisses, c'est-A- dire de classe ff;& et sirictement convexes. En 1977 P
Gruber continue dans la méme direction sans conuaitre article de I\lee
Aprés cette date toute une série de travaux ont formé ce qu’aujourd’hui
6a peut appeler nn sousdomaine de la géométrie convexe.

Nous disons que la plupart des éléments d’ un espace de Baire ont
aine propriété si tous ceux qui ne Uont pas forment un ensemble
de premiere catégorie. Les éléments avec cette Propriété sont appelés
fyngue‘f
. L'espace S de toutes les surfaces convexes (frontiéres d’ouverts con-

EXes harnes) dans R?, avec la metrique habituelle de ﬁwrl_w(- Mo
nee Tamsdorf, est un espace de Baire.
Un en\semble M dans un espace métrique (X, p) s’appelle porcus en
z € X 8'l\y a un nombre « > § tel que, pour chaque ¢ > 0, on puisse
t.muver n E;omn y dans la boule ouverte B(z, ¢) de centre 2 et de rayon
e verifiant

‘\ Bly,ap(z,y)) N M = .

Un ensemble poreux en tous ses points est appelé poreur [8]. Une
réunion dénombrable d’ensembles poreux est appelée o-poreuse, Nous
disons qu’'d pew prés tous les éléments dun espace metrique de Baire
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possédent une certaine propriété si ceux qui ne la possedent pas forment
un ensemble o-poreux.

Soit § € 8. Un arc de longueur minimum joignant deux points de &
s’appelle segment. L'image d’un intervalle 7 € R par une application
continue ¢ : I — § est appelée géoddsigue si chaque point de I a un
voiginage V' C I tel que (V) soit un segment. S 7 = R et ¢ est
périodique, alors o[f) est appelé géodésigue fermée. Une géodésique
fermée homéomorphe & un cercle est appelée géodésique simple fermie.,
Sil =la,b] et c{a) = c(b), nous appelons ¢(I) un arc géodésique ferme
{segment géodésique fermé dans la terminologie de Klingenberg [5]).

Un point d'ane surface convexe qui n’est un point intérieur d'aucune
géodésique est appelé final. Il est facile & constater que tout peint
conique (ou la mesure (4 — 2}-dimensionnelle de I'intersection du cone
tangent avec 77! n'est pas égale & celle de $9°%) est final. Mais il y
en a aussi des points finaux oi la surface est lisse ([1], p. 58-59). Si,
pourtant, la surface est de classe €2, alors il n'y a aucun peint final.

Au prermiier moment on peut étre choqué de voir possible une présen-
ce aussi massive des points finaux, comme celle décrite par le théoréme
suivant. i

Théorame 1. Sur la plupart des surfaces & € 8, la plupart des
points sont finaux [7].

On sait bien que sur certaines surfaces convexes on peut trouver un
point = et une direction tangente v de manitre qu’aucune géodésique ne
parte de r en direction . Cette direction r est alors appelée singulicre.
A.D. Aleksandrov présente des exemples de surfaces convexes lisses avee
un ensemble dense de directiok singulidres en un certain point ([1],
p.59). Mais i} démonitre aussi que (au sens de la mesure) presqu’ancune
direction tangente dans un point quelcongue d'une surface convexe n'est
singuliere ([1], p. 213). Et si la surface est de classe €%, alors aucune
direction tangente n’est singuliére.

Théoréme 2. Sur la plupart des surfaces convexes § € IR?, en
tout point z € & la plupart des directions tangenfes sont singuliéres

(7.
Deux points d'une surface convexe joints par au moins deux seg-
ments sont appelés conjugués.
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Théoréme 3. Soit § ¢ R une suiface convexe. Alors, siz € 5,
a-peu-pres chaque point de S n'est pas conjugué & = {10
Le résuitat suivant est facile i vérifier.

Théoréme 4. Soit 5 C IR® une surface convexe. Alors, si & € 9,
Pensemble des points joints avec @ par au moins trois segments est au
plus dénombrable.

Eu dimension supérieure on a senlement le résultat suivant.

Théoréme 5. Pour la plupart des surfaces S € 8 et pour chaque
surface S € & de classe %, si ¢ € 5, la plupart des points de 5 ve sont
pas conjugués A z. ([2], [9])-

Conjecture. Le théoréme 5 est valable pour n’importe quelle sur-
face de S [9].

D’autre part, sur la plupart des surfaces convexes il y a pas mal de
points conjugués :

Théoreme 8. Pour la plupart des surfaces § € &, 81 ¢ € § alors
Pensemble des points conjugués & 2 est dense dans S [10]. '

Lo

Conjecture, Pour toute surface § € & ef tout poimt 2 € S,
I'ensemble des points conjugués & = est connexe.

Revenons maintenant aux géodésiques. D’aprés un bien connu thés-
reme de L. Lusternik et L, Schairelman [6] il y a toujours au moins troiz
géodésiques simples fermées différentes sur une surface convexe § ¢ R®
51 8 est suffisamnment différentiable. Par contre sur les pelyédres con-
vexes il 'y a que rarement une telle géodésigque ou méme une géodésique
fermée arbitraire ([1], p. 377, 378). Pour la plupart des surfaces con-
vexes, P. Gruber a démontré le heau théoreme suivant.

Théoréme 7. La plupart des surfaces convexes 5 ¢ IR? n'admet-
tent aucune géodésique fermée [3].

Ce théoréme n'implique pas la possibilité de l'inexistence des arcs
géodésiques fermés. Mais Pexistence de ceux-ci n’a également pas été
démontrée, pour une surface convexe arbitraire.

Théoréme 8. Sur la plupart des surfaces convexes dans R* il y a
une infinité d’arcs géodeésiques ferméz, deux a deux disjoints [11].
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A propos des longueurs des géodésiques, on me sait pas si sur une
surface convexe quelconqua 5 € &, il ¥ a toujours une géodésique de
longueur plus grande que le diametre intrinseque de la surface, Pour la
plupart des surfaces on a des résultats bien plus précis.

Théoréme 9. Pour la plupart des surfaces convexes 5 C R?, qui
sont lisses d’aprés le résultat de Klee mentionne, I’agsertion suivante
est vraie : pour tout » € I il y a un ensemble T dense dans le fibré
sphérique assacié & S tel que, pour chaque (z, r} & T, nous avong une
géodésique de longueur J avec son milieu en x et de directions 7 et —7
en x [11].

Si ce théoreme eat plus faible que la réalité en géometrie différentielle
(8§ de classe (%), donc pas surprenant, le suivant est plus fort, donc
probablement plus surprenant pour le géometre différentiel.

Théoreme 10. Sur la plupart des surfaces convexes § C Rilya
des géodésiques sans auto-intersections, de longueurs finies arbitraires

3
(11

Sur les polyedres convexes il y a toujours des géodésiques de lon-
guenr infinie. Nous finissons notre petit article de présentation eu for-
mulant la conjecture suivante, qui n’est probablement pas trop facile,

Conjecture. Sur la plupart des surfaces convexes dans R*ilnya
aucune géodésique de longuenr infinie,
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