DE LA PEPENI LA BANANE

de prof. dr. Tudor Zamfirescu, Univ. Dortmund (Germania)

intalnind o gospodini la piatd cu un pepene in plasd, ii poti dezvidlui cd
majoritatea pepenilor nu pot fi atingi de plasd decit intr-o minoritate de puncte,
oricum i-ai ageza. Daci gospodina incearcd s pitrundd sensul spuselor tale, o poti
ajuta zicdnd cd "majoritatea" §i "minoritatea" sunt infelese in sensul categoriilor Baire.
La care, desigur, gospodina se va lumina uguratd la fafd ca un om care nu mai are nici
un dubiu, va rearanja nitel pepenele ca si te muljumeascd, si drum bun! Rimai
satisficut, desi o umbri de indoiala te cuprinde uitdndu-te in urma femeii: a ingeles ea
oare ci distanta din spatiul pepenilor e cea obisnuitd intre multimile compacte,
introdusi demult de Pompeiu si Hausdorff 7
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Oricum, este o satisfactie extraordinari a studia suprafetele de pepeni, intr-o fard
unde pepenii nu cresc. Pentru a nu méania pe Dumnezeu, care detine personal patentul
pepenelui, numim suprafetele acestea convexe.

Pentru a explica intrucatva categoriile Baire, si zicem ci X este un spatiu metric,

adicd intre orice doud puncte u, v ale sale avem o distan{d d(u, v). Atunci YC X este

densd dacd oricat de aproape de orice punct din X existd unul in Y, precum multimea |
numerelor rationale in dreapta numerelor reale R. O multime din X este rard daci nu |
este densa in nici o sferd plind {vEX : d(u,v) < r}.laro mulfime din X este de prima |
categorie Baire dacd este o reuniune numdrabild de multimi rare.

Multe spatii metrice, precum R”, o suprafa{d convexi (cu metrica intrinseca),
spatiul tuturor suprafetelor convexe (cu metrica Pompeiu —Hausdorff) nu sunt de prima
categorie. Intr-un asemenea spatiu, complementul unei multimi de prima categorie nu 1
poate fi de prima categorie, deci este mai "mare" decat multimea insdsi, formeazi
majoritatea elementelor spatiului. -

O multime in R’ este convexd daci odati cu orice doud puncte contine §i
segmentul de dreaptd care le uneste. Frontiera (multimea punctelor pentru care putem
gdsi oricat de aproape atét puncte din mul{ime ct §i puncte din complementul ei) unei
multimi convexe marginite (incluse intr-o sferd plind) se cheamd suprafatd convexd. Pe
ea avem ca distan{d (metrica intrinsecd) intre doui puncte lungimea arcului cel mai
scurt de pe suprafatd care le uneste.

Fascinante si surprinzitoare sunt multe din proprietdtile majoritatii suprafeelor -
convexe [12], [4]. A

Luati doud puncte a si b pe o suprafati convexi S §i uniti-le printr-un drum de
lungime minim4, pe care si-1 numim scurtdturd. Se cheami deschisd o scurtiturd fard
capetele a si b. Vi inchipuiti cd reuniunea U a tuturor scurtiturilor deschise poate
forma o minoritate in S? Ei bine, aceasta este situafia pentru majoritatea suprafefelor
convexe [9]! Pentru a intelege cum se poate ca S=U, considerati un cub §i veti constata
cd varfurile sale nu se afld in U (dar nici nu formeazi majoritatea pe S). '

Sunt in general netede suprafetele convexe, adici au in fiecare punct un plan
tangent unic? Am fi tentati si zicem cd nu, dar am gregi. .Deja in 1959 Victor Klee
(Seattle) a ardtat ca sunt [5].

O suprafaté convexa S poate fi foarte plati (de curburi nuld) in multe locuri. Un
exemplu simplu e cubul. Mai precis, pentru orice punct x dintr-o mulfime densa pe §,
nici o sferd care trece prin x nu intalneste S doar in x inconjurand-o, dar exista sfere
inconjurate de § care au cu S doar punctul x in comun [6]. Dar cubul are coluri, -
Majoritatea suprafetelor convexe au proprietatea de mai sus fiind in acelagi timp ]
netede. In plus, pe majoritatea suprafetelor convexe S mai avem o alti multime densa,
mai mare: Pentru majoritatea punctelor xES, orice sferd care trece prin x, oricét de.
mare sau de micd ar fi, taie suprafata S, adicd separa unele puncte din S de altele [7],5
In astfel de puncte x, in sensul geometriei diferentiale nu existd curbura. f

Privind inamorat la luni, vezi secera ei netedi de partea sa convexd, §i parcd mai
putin netedd de partea sa concavd, chiar din ce in ce mai neclari cu cit amorul cregte.
Intr-adevdr, majoritatea suprafetelor convexe sunt netede, cum spuneam (de unde
netezimea partii convexe), dar luminate de la infinit, frontiera dintre lumina si intuneric
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(intre zi si noapte, pe lund) este o curbd in zig-zag, de lungime infinitd [11]! Ceea ce
elimind orice neclaritate in neclaritatea lunii in lunile de amor.
~ Reuniunea unuigir de scurtituri 2 , T, Z_j, X, E_,, ... astfelincat Z,, §iX,,,sdaibd
un arc in comun (MEZ) se cheamd geodezicd. De exemplu, orice scurtdturd e o
geodezica, un cerc mare pe o sferd e o geodezica, o spirald pe un cilindru la fel. Daca
este homeomorfd cu un cerc (inchisa si fard puncte de autointersectie) (precum cercul
; mare pe sferd), geodezica se cheamd simpld inchisd. Geometrii diferentiali au stabilit

i pe o suprafa{d convexa de clasd C" (datd parametric de functii cu a n-a derivatd
 partiald continud), cu n nu tocmai mic, existd cel putin trei geodezice simple inchise.
Acest splendid rezultat formulat mai intai de Liusternik i Schnirelman, a trebuit sa fie
demonstrat i redemonstrat in mai multe rAnduri, atat pentru a se corija unele lipsuri,
' cit §i pentru a se reduce clasa de diferentiabilitate. Nu se cunoaste insd nici pénd azi
‘minimalul n pentru care rezultatul riméne adevarat.
 Pentru n=1 nu este, pentru ci Peter Gruber (Viena) a ardtat cd majoritatea
suprafetelor convexe nu admit nici o geodezicd simpla inchisa. : '
 Ce se intampld daci intindem un siret pe o suprafatd convexd? Se naste o
geodezicd. Pe majoritatea suprafefelor convexe, majoritatea punctelor trebuie si fie
evitate de un siret, dupa cum am vizut (altfel se impotmoleste in ele); el isi croieste
deci drumul printre ele. Cat de lung poate ajunge siretul, daca e siret, in asemenea
conditii? Raspunsul este: oricat de lung. Mai mult, pe majoritatea suprafefelor convexe
th geodezice oricat de lungi fird puncte de autointersectie [13]! Un cilindru are
‘aceastd proprietate. Vrei o geodezicd de 1 km, giisesti o spirald de 1 km'(cu pasul
extrem de mic). Dar cilindrul (fira baze) se poate desfdgura pe un plan, o proprietate
foarte speciald, care desigur lipseste majoritdfii suprafetelor convexe.
. Meritd si mentionim cu aceastd ocazie notiunea de punct conjugat. Pe o
odezici G ce pleacd din x existd desigur un punct y astfel ca subarcul ei de laxlay
fie o scurtiturd, dar orice subarc mai mare, cu un capit inx sd nu fie. Totusi acest
barc mai mare poate si continue si fie de lungime minim, nu pe intreaga suprafatd,
intr-o vecinitate mici a subarcului. Dacid dincolo de o pozitie z si aceastd
oprietate se pierde, acest punct se numeste conjugatul luix pe G. (Dacd z nu existd,
jjugatul este ). Luati de pilda suprafata formata dintr-un disc §i o hemisferd,
ele de razd 1, cu x pe cercul comun. Atunci, dacd geodezica pleacd din x pe
lisferd perpendicular pe cerc i o prelungim cat putem, ea devine un semicerc plus
jametru al cercului (geodezicd simpld inchisd), y este un punct pe semicerc la
nfa (pe suprafati) m/2+1 de x, iar z este punctul cercului diametral opus lui x. Pe
ritatea suprafetelor convexe, netede cum sunt, oricare ar fi nE€N, aproape de orice
t §i directie tangentd existd un punct x, o directie tangentd 7 si o geodezicd G
d din x in directia 7, astfel incat distanta dintre x si conjugatul sdu pe G sd
asca n [15].
un insemnat concurs de magie din tara puricilor, premiul II a fost castigat de
irice care a venit cu o oglindd magic3. Ba dintr-un 1dc, ba dintr-altul, de unde tot
el, vedea puricele in oglindd o infinitate de imagini ale sale. Cum a facut? Foarte
) a ales o oglindd din majoritatea oglinzilor convexe. Pentru fiecare dintre ele,
ilorice punct al majoritatii punctelor lui R® se pot duce o infinitate de normale la
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oglinda [10]. Premiul I a fost atribuit unui purice care vedea in oglinda lui dintr-o
infinitate de pozitii o infinitate nenumdrabili de purici aidoma lui [1]. In juriu se affa.
si Imre Bdrdny (Budapesta). :

Din tara puricilor in lumea fotbalului. Borussia Dortmund a devenit campioana
Germaniei. Bucurie mare, petrecere pe strizi, dar o intamplare in aparent3 neinsem-
natd I-a tulburat tare pe preafericitul antrenor. La un meci de antrenament, se acordi
11 m pentru Borussia. Chapuisat isi pune mingea si tragd, si-o mai aranjeaz, iar vine
sd si-c pund mai bine, ci oricum o pune nu-i giseste o pozitie de echilibru. St peste
€a, 0 pune §i-o repune si stea bine, dar mingea nu vrea si pace! Arbitrul fluierd nervos,
cei de tusd sar in sus §i in jos, publicul mériie, antrenorului i se chapuizeazi toati
rdbdarea, pand ce lovitura este anulati. Exasperat, antrenorul dispune pe loc
achizifionarea unei mingi cu foarte multe pozitii de echilibru stabil. O sans3 unici
pentru mine! Am luat o minge din majoritatea mingilor convexe, bineinteles atat de
aproape de o sferd incat cu ochiul liber s nu se vadi si cu piciorul s nu se simti nici
o diferentd. (Si o sferd ar fi mers, dar cine izbuteste realizarea unei asemenea
perfectiuni?) Aceste mingi au toate o infinitate de pozifii de echilibru stabil [14].
Borussia a fost incantatd — si are si bani, mai ales acum. Om m-am ficut! Imediat am
venit la Bucuresti aga plin de bani, s mituiesc Redactia ca si-mi publice articolul. S4
vedem dacd voi reusi. $i-am incilecat pe-o sa si v-am spus povestea-aga.

Dar n-am incélecat pe-o roati, ci n-am spus povestea toati. Cici marele avantaj
al geometriei convexe este lipsa sa de diferentiabilitate postulatd, deci gradul de
generalitate in aceastd privintd. Dar marele dezavantaj al geometriei convexe — fafi
de geometria diferentiali — este mirginirea la studiul unor suprafete, e drept
importante, dar totusi foarte speciale. S-ar putea extinde metodele geometriei convexe
la studiul varietitilor topologice, cerindu-le doar putind diferentiabilitate sau chiar
deloc? Da, a zis A.D. Aleksandrov acum citeva decenii. Metodele geometriei
diferentiale clasice cer in general micar apartenenta la clasa C2 Dar plecind de la
faptul ca pe o suprafatd de curburi cel putin kER fiecare unghi al unui triunghi
geodezic nu este mai mic decat cel corespunzitor al unui triunghi izometric de pe sfera,
planul sau pseudosfera de curburi constanti k (teorema lui Toponogov) (pentru k=0
avem cazul convex), se poate introduce axiomatic un spafiu metric (complegde curburd
cel putin k in sensul lui A.D. Aleksandrov, cum se spune de obicei. Intr-un asemenea
spatiu, pe scurt spafiu Aleksandrov, pot apirea toate patologiile descrise mai inainte la
suprafetele convexe. La fel se pot introduce spatii de curburd marginiti superior sau
si inferior si superior. Acestea generalizeazi suprafetele Riemann, dar nu i suprafetele
convexe. Fundamentele studiului spatiilor metrice complete cu curbura mérginiti
inferior au fost puse solid abia in 1992 de citre Burago, Gromov si Perelman [2].

Aceste spatii generalizeazi simultan varietdtile Riemann si (hiper)suprafefele
convexe, iar lumea lor este mai bizard, mai patologici, mai putin ideald decat cea cu
care lucreaza geometrul diferential, dar mai apropiati de splendorile haotice ale naturii
incd nealiniate de om. Vi récomand cu cilduri si trdifi in ele.

Revid gospodina in piatd. Acum are o plasi cu banane si imi face cu ochiul. Am
inteles-o imediat: spatii Aleksandrov 2-dimensionale cu curbura mdrginit inferior...
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