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GEODESIQUES ET LIEUX DE COUPURE
SUR LES SURFACES CONVEXES
TYPIQUES

Tudor Zamfirescu

1 Introduction

C’est en 1959 que V. Klee [6] trouvait les premiers résultats utilisant les
catégories de Baire en géométrie convexe, par lesquels il montrait que la plu-
part des surfaces convexes sont lisses, c’est 3 dire de classe C?, et strictement
convexes. En 1977, P. Gruber, sans connaitre 1’article de Klee, retrouvait les
résultats mentionnés et allait encore plus loin. Apres cette date toute une série
de travaux ont forméce qu’aujourd’hui on peut appeler la géométrie convexe
générique, un sousdomaine de la géométrie convexe.

Nous disons que la plupart des éléments d’un espace de Baire ont une cer-
taine propriétési tous ceux qui ne 1’ont pas forment un ensemble de premiere
catégorie. Les éléments avec cette propriétésont appelés typiques (et la pro-
priété est appelée générique).

L’espace IR? avec la métrique Euclidienne, une surface convexe avec sa
métrique intrinséque et I’espace S de toutes les surfaces convexes (frontitres

- d’ouverts convexes bornés) dans IR? avec la métrique habituelle de Pompeiu
— Hausdorff sont tous des espaces de Baire.

Dans cet article nous présentons quelques résultats récents de la géométrie
générique des surfaces convexes liés aux géodésiques et aux lieux de coupure.
Pour d’autres dévelopements dans la géométrie convexe générique voir [5], [16].

Un ensemble M dans un espace métrique (X, p) s’appelle poreuz en z §il
Y a un nombre a > 0 tel que, pour chaque £ > 0, on puisse trouver un point
y dans la boule ouverte B(z,¢) de centre z et de rayon € vérifiant

B(y,op(z,y)) N M = .
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Un ensemble poreux en tous ses points est appeléporeuz [14]. Cette notion
a étéintroduite par Dolzhenko en 1967, mais essentiellement elle était déja
. connue par Denjoy. Une réunion dénombrable d’ensembles poreux est appelée
o-poreuse. Nous disons qu’d peu prés tous les éléments d’un espace métrique de
Baire possedent une certaine propriétési ceux qui ne la possedent pas forment
un ensemble o-poreux.

Une certaine version du théoréme de densitéde Lebesgue nous assure que
chaque ensemble o-poreux est mesurable et de mesure nulle (voir par exemple
[11)); cela dans IR? ou sur S € S¢ (ol une projection Lipschitzienne sur une
sphere intérieure est employée). En méme temps chaque ensemble o-poreux
est de premiére catégorie, par définition.

Soit S € 8%. Un arc de longueur minimum joignant deux points de S
s’appelle segment. L’image d’un intervalle I C IR par une application continue
¢: I — S est appelée géodésique si chaque point de I a un voisinage [a, b] C I
tel que ¢([a, b]) soit un segment de c(a) & c(b). Si J est un sousintervalle de I ;
alors évidemment c(J) est aussi une géodésique. Si J = [a, b] est maximum tel
que ¢(J) réalise la longueur minimum parmi tous les arcs de c(a) a c(b) dans
un voisinage de ¢(J), alors les extrémités c(a) et c(b) sont appelées conjuguées
sur ¢(I) (voir [8], [10], [21]). Si I = R et c est périodique, alors e(I) est
appelée géodésique fermée. Une géodésique fermée homéomorphe & un cercle
est appelée géodésique simple fermée. SiI = [a,b] et c(a) = c(b), nous appelons
c(I) un arc géodésique fermé (segment géodésique fermédans la terminologie
de Klingenberg [7]). :

Un point d’une surface convexe qui n’est un point intérieur d’aucune géodé-
sique est appeléfinal. Il est facile & constater que tout point conique (ou la
mesure (d—2)-dimensionnelle de Pintersection du céne tangent avec S4-1 n’est
pas égale a celle de S9-2) est final. Mais il y en a aussi des points finaux ou
la surface est lisse ([1], p. 58-59). Si pourtant la surface est de classe C? alors
il n’y a aucun point final.

2 Points finaux et points multijoints

Au premier moment on pourrait étre choquéde constater la possibilité d’une
présence aussi massive des points finaux, comme celle décrite par le théoreme
suivant.

Théoréme 1. Sur la plupart des surface S € S%, la plupart des points sont
finauz [13].

On sait bien que sur certaines surfaces convexes on peut trouver un point z
et une direction tangente 7 de maniére qu’aucune géodésique ne parte de z en
direction 7. Cette direction 7 est alors appelée singuliére. A. D. Aleksandrov
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présente des exemples de surfaces convexes lisses avec un ensemble dense de
directions singuliéres en un certain point ([1], p. 59). Mais il démontre aussi
que (au sens de la mesure) presqu’aucune direction tangente dans un point
quelconque d’une surface convexe de S® n’est singuliere ([1], p. 213). Et si la
surface est de classe C? alors aucune direction tangente n’est singuliére.

Théoréme 2. Sur la plupart des surfaces S € 8%, en tout point z € S, la
plupart des directions tangentes sont singuliéres [18].

Deux points d’une surface convexe de S 'f joints par au moins deux segments
seront appelés multijoints.

Théoréme 3. Soit S € S® et x € S. Alors ¢ peu prés chaque point de S n’est
pas multijoint ¢ = [15].

Soient S € 8¢ et z € S. Désignons par T, I’ensemble des points de S joints
avec z par au moins trois segments.

Théoréme 4. Si S € 8® etz € S, alors T, est au plus dénombrable [17].
En dimension supérieure on a le résultat suivant.

Théoréme 5. Pour la plupart des surfaces S € S¢ et pour chaque surface
S € 8% de classe C®, si x € S alors la plupart des points de S ne sont pas
multijoints ¢ = [3], [16].

P. Gruber [5] a annoncéd’avoir prouvéque le théoreme 5 est valable pour
n’importe quelle surface de 8¢, ce qui fait 'objet d’une Conjecture de [17].

D’autre part, sur la plupart des surfaces convexes il y a pas mal de points
multijoints:

Théoréme 8. Pour la plupart des surfaces S € 8%, si z € S alors 'ensemble
des points multijoints ¢ = est dense dans S [15].

3 Les nceuds du lieu de coupure et les points les plus
éloignés

Pour S € 8% et € S considérons les segments maximaux & une extrémitéen
z. L’ensemble des autres extrémités s’appelle lieu de coupure C(z) de .
Dorénavant d = 3. Alors, du point de vue topologique, le lieu de coupure
est toujours un arbre (chaque paire de points sont joints par un arc de Jordan
unique).
Si un point d’un arbre n’est pas intérieur & aucun sousarc de Jordan, il est
appelé ezirémité de Parbre.
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On sait que chaque point de C(z) qui n’est pas une extrémitéest multijoint
4 z [8]. Quand aux extrémités de C(z), elles sont toutes conjuguées & z [21].

Si dans un arbre il y a trois arcs de Jordan ayant une extrémitéy et aucun
- autre point en commun, alors y est appeléneud. Les nceuds de C(z) sont
précisément les points de 7.

Puisque C(z) contient tous les points finaux de S € &2, sur une surface
convexe typique la plupart des points appartiennent & C(z), donc C(z) est
dense. Mais on peut imaginer un arbre dense dans S avec un seul nceud.

Théoréme 7. Pour la plupart des surfaces S € 83, siz € S alors T, est
dense dans S [19].

En tenant compte que, typiquement, C(z) contient la plupart des points
de S, le Théoréeme 3 implique Iétrange résultat qui suit.

Théoréme 8 Pour la plupart des surfaces S € S°, siz € S alors la plupart
des points de S sont des extrémités de C(z) [21].

D’aprés le Théoreme 8, sur une surface convexe typique chaque lieu de
coupure a plus d’extrémités que d’autres points!

Un autre sousensemble important du lieu de coupure C(z) est 'ensemble
F; des points les plus éloignés. En répondant & une question de H. Steinhaus,
nous avons établi une caractérisation topologique de F,: C’est un sousensem-
ble compact quelconque d’un arc de Jordan sur la surface [20]. L’arc dont
nous parlons est d’ailleur contenu dans C(z).

Théoréme 9. Pour la plupart des surfaces S € S et la plupart des points
z € 8, il y a un point unique dans F,, joint avec x par exactement trois
segments [19].

Toujours ouverte est la belle conjecture suivante de Steinhaus.
Conjecture. Sur chaque surface S € S° il y a un point z € S tel que
F.NT, £0.
Ces questions de Steinhaus, ainsi que la suivante, apparaissent dans [2].
Est-il vrai que, sur chaque surface S € 8%, pour ”presque tout” point z € S

I’ensemble F, contient un seul point? Mais oui:

Théoréme 10. Soit S € S*. Pour d peu prés tous les points z € S i
contient un seul point [22].
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4 Géodésiques et points conjugués

Revenons maintenant aux géodésiques. D’aprés un bien connu théoréme de L.
Lusternik et L. Schnirelman [9] il y a toujours au moins trois géodésiques sim-
ples fermées différentes sur une surface convexe S € 83 si S est suffisamment
différentiable. Par contre, sur les poly&dres convexes il n’y a que rarement une
telle géodésique ou méme une géodésique fermée arbitraire ([1], p. 377, 378).
Pour la plupart des surfaces convexes, P. Gruber a démontréle beau théoréme
suivant.

Théoréme 11. La plupart des surfaces convezes S € S° n’admettent aucune
géodésique fermée [4].

Ce théoréme n’implique pas la possibilitéde I'inexistence des arcs géodé-
siques fermés. Mais l’existenc_e de ceux-ci n’a également pas été démontrée,
pour une surface convexe arbitraire de S3.

Théoreme 12. Sur la plupart des surfaces convezes de S° il y a une in-
finitéd’arcs géodésiques fermés et un nombre (fini) arbitraire d’arcs géodésiques
fermés deuz & deuz disjoints [18], [21].

Nous appelons la surface S € §* unimodale si pour tout point z € S la
distance jusqu’a z est une fonction unimodale (c. &-d. qu’elle posséde un seul
maximum) sur chaque arc de Jordan dans C(z). Liéau Théoréme 12 est le
suivant résultat inclus dans un manuscrit encore incomplet.

Théoréme 13. La plupart des surfaces convezes de S° ne sont pas uni - mo-
dales. Plus précisément, la distance a un point x € S a une infinité de mini-
mums et mazimums relatifs sur un certain arc dans C(z).

A propos des longueurs des géodésiques, c’est troublant que la question
qui suit est toujours ouverte:

Probléeme. Sur une surface conveze quelconque de 83, y a-t-il toujours une
géodésique de longueur plus grande que le diamétre intrinséque de la surface?

Pour la plupart des surfaces convexes on a des résultats bien plus précis.

Pour la plupart des suffaces S € 83, qui sont lisses d’aprés le
théoréme de Klee mentionné, 'assertion suivante est vraie: pour tout r € R
on trouve un ensemble T dense dans le fibrésphérique tangent associéd S tel
que, pour chaque (z,7) € T, il y ait une géodésique de longueur r, avec son
milieu en z, de directions T et —7 en T et aux extrémités conjuguées [18], [21].

Encore plus surprenant pour le géometre différentiel apparait, & notre avis,
le dernier théoréme de cette courte présentation (est-ce que la courbure nulle
presque partout en est responsable? [12])
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Théoreme 14. Sur la plupart des surfaces S € 8% il y a des géodésiques
sans auto-intersections, de longueurs finies arbitraires et avec les ‘extrémités
conjuguées [18], [21].
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