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Inleiding

Als een functie in L*(T) zit, hoeft de functie niet continu te zijn. In deze scriptie gaan
wij kijken naar het gedrag van Fourier- en Gegenbauerreeksen van een functie rond de
discontinuiteit. In de onderstaande grafiek is de zogenaamde blokgolf te zien met een
eindig aantal termen van de Fourierreeks. De blokgolf is negatief voor —1 < z < 0 en
positief voor 0 < z < 1. Wij zien hier een hevige oscillatie rond de discontinuiteit in x = 0.
Deze verdwijnt niet bij een groter aantal termen van de Fourierreeks, maar zal alleen meer
richting de discontinuiteit schuiven. We gaan laten zien dat de maximale uitwijking naar
een vaste waarde convergeert. Dit fenomeen wordt het Gibbseffect genoemd. Dit betekent
ook dat de Fourierreeks niet uniform convergent hoeft te zijn, ondanks het feit dat de reeks
wel in norm convergeert.
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GIBBSEFFECT BIJ EEN FOURIERREEKS

Het fenomeen is door verschillende mensen waargenomen, voordat het door J. Willard
Gibbs wiskundig verklaard werd. De natuurkundige Albert Michelson maakte aan het eind
van de negentiende eeuw een machine die na het invoeren van de Fouriercoéfficiénten de
reeks kon schetsen. Ook na de toevoeging van meer termen bleef er rond een discontinuiteit
een hevige oscillatie. Er werd eerst aan een fout in het apparaat gedacht, maar uiteindelijk
zag Gibbs dat het een wiskundig fenomeen was. Hij heeft vervolgens een wiskundige ver-
klaring gegeven. Henry Bocher heeft in 1906 een uitgebreide analyse gegeven en vernoemde
het effect naar Gibbs.

De Gegenbauerpolynomen, ook wel ultraspherical polynomials genoemd, zijn polyno-
men die in Li(T) een compleet stelsel vormen., waarbij de bijbehorende absoluut-continue
maat 1 later wordt gedefinieerd. Hier zal ook de bijbehorende Gegenbauerreeks in norm
naar de functie in LZ(T) convergeren. Bij een discontinuiteit is hier ook het Gibbseffect te
zien. Het belangrijkste resultaat van deze scriptie is dat er wordt laten zien dat de waarde
van de maximale uitwijking voor de Fourier- en Gegenbauerreeksen gelijk is. Dit werd in
2005 door Sidi Mahmoud Kaber bewezen. Hij bouwde voort op een resultaat van David
Gottlieb uit 1977.



Voor de Gegenbauerpolynomen wordt er eerst uitgebreid naar algemene orthogonale
polynomen gekeken. De herkomst en een aantal eigenschappen worden genoemd. Bij
de analyse van het Gibbseffect wordt vervolgens het Gibbseffect bij de blokgolf helemaal
uitgewerkt. Met de kennis die hier opgedaan wordt, is het nog een kleine stap naar een
algemene discontinue functie in de bijbehorende ruimte.



1 Het Gibbseffect bij Fourierreeksen

Als een functie f in de ruimte L*(—m,7) zit, kan f worden uitgedrukt in een Fourierreeks.
Deze recks convergeert in de L?-norm naar f. Dit kunnen wij noteren als

o

flz) ~— —i— Z a, cos nx + by, sinnzx].
n=1

De coéfficiénten van de reeks worden gegeven door

ag = %/W f(z)dx

1 ™

a, = —/ f(z)cosnz dx,
™ —T
1 [" _

b, = —/ f(z)sinnx dx.
™ —T

Dit kan worden uitgebreid naar functies over andere intervallen door transformaties toe te
passen, maar voor het gemak wordt hier in het vervolg de Fourierreeks genomen van een
functie in L*(T) met T = [—m, 7|.

1.1 De blokgolf

Voor —m < x < m bekijken wij de functie

-1 z<0
S(m):{ 1 =>0.

De notatie S komt van de signfunctie sgn die, op sgn(0) = 0 na, gelijk is aan de blokgolf.
De blokgolf zit in L?(—m,7), want het is een stapfunctie. De Fourierreeks van S zal
nu in de L?-norm convergeren naar S. De functie is oneven, dus zijn de coéfficienten
ar = = [7_S(x)coskx dz altijd nul. Dit geeft een sinusrecks met coéfficiénten

2 [T 2 [T 2 kx]” 2
_%/0 S(x)sin kz dx—%/o sinkz do = — {_Cosk xL :H(l—(—l)k).

™

De coéfficiénten zijn nul voor even waarden van k, dus alleen de oneven termen dragen bij
aan de Fourierreeks van S door

4ism (2k + 1)z
™= 2k +1
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DE BLOKGOLF MET 100 TERMEN VAN DE FOURIERREEKS

Bij de grafiek van S en de grafiek van de eerste honderd termen van de reeks zien wij
een hevige oscillatie van de reeks rond de discontinuitiet in S(0). Als wij meer termen
van de reeks nemen, zullen deze oscillaties alleen opschuiven naar de discontinuiteit. De
convergentie geeft dat de afstand (in L?-norm) tussen de functie en de reeks naar nul gaat,
maar bij een discontinue functie heeft dit een verdichting van de oscillaties als gevolg.

Wij gaan nu kijken wat de waarde van de maximale oscillatie is en gebruiken daarvoor
dat de afgeleide van de partiéle sommen in dat punt nul moet zijn. Voor het gemak wordt
de factor % uit de reeks weggelaten. De partiéle som Sy,.1(x) en zijn afgeleide worden
gegeven door

n

sin(2k + 1)z -
Somir(x) =) %7 Sy () =Y cos(2k +1)z.
k=0 k=0

De afgeleide kan worden vereenvoudigd met de goniometrische identiteit sina — sinb =

2 cos “T+b sin “T_b tot

n

Z 2cos(2k + 1)z sinx

Z cos(2k + 1)x
k=0

2sinx
k=0
1 <= 2k + 2 2k 2k + 2)x — 2k
— - ZQCOS(( +2)z+ I)sin<< +2) m)
2sinx — 2 2

1 n
= Z sin(2k + 2)z — sin 2kx
k=0

2sinx

_ sin(2n + 2):1:. (1)

2sinx

De functie is oneven, dus wij kunnen ons beperken tot de oscillatie bij x > 0. Voor de

waarden 0 < x < 7 heeft de afgeleide nulpunten in z,, = % voor m € {1,...,2n + 1}.
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We gaan nu kijken welke uiterste waarde van Ss,1(z,,) de grootste is. De noemer van
de afgeleide wordt bij toenemende m groter en de teller is nul in de punten z,,. Dit zijn
afwisselend maxima en mimima in Sy, 41(z,,), omdat het teken van de afgeleide tussen de
punten afwisselend positief en negatief is. De partiéle som S, 1(x fo bny1 (t)dt, omdat
Sons1(0) = 0. De afgeleide is tussen twee nulpunten kleiner dan tussen de Voorgaande
nulpunten, dus moet tussen twee maxima van Sy, 1 de eerste groter zijn. Dit geldt voor
elk paar maxima, dus het eerste maximum moet het grootst zijn.

Wij kunnen nu kijken wat er met de waarde van de maximale oscillatie gebeurt, als er
meer termen van de Fourierreeks worden genomen. De limiet wordt gegeven door

n 2%+1
lim Sopir (5—— ) = lim 3 T\ ty) (i)
n—oo n+l Q(n ‘l‘ 1) N n—0o0 =0 2]{: + 1 '

Deze som kan herschreven worden tot een Riemannsom. We maken een partitie van [0, 7]
kﬂ' tk+tk+1

met punten ¢y = ;75 voor k=0,...,n+1en middens T = =T %ﬁii) De lengte
van een deelinterval wordt nu Az = tk+1 — 1t = . De limiet van de partiele som kan nu

herschreven worden tot

: 2%+1
n n .
. T . Sin <7T2(n+1)> . sin xj,
lim Sopy1 [ =——— ] = lim E — 7 — lim E — =
n—oo n—oo

2(n+1) nooo b= 2k +1 =2k +1
Ol 7 sinz, 1 [Tsinz
= lim —= . = - dzx.
n—o0 2 =0 n+1 Tk 2 0 T

In het begin is de factor % eruit gelaten. Met deze factor erbij krijgen wij nu de waarde

van de maximale uitwijking. Deze constante wordt ook wel de Gibbsconstante genoemd.

2 [T si
g:—/ ST 17 ~ 1.1789797
0

™ T



1.2 Het Gibbseffect in het algemeen

Na het uitvoerig bestuderen van de blokgolf is het eenvoudig om discontinue functies in het
algemeen te behandelen. We nemen een willekeurige f in L?*(T) met een discontinuiteit
in zo. We introduceren eerst f(zo+) = lim, 4, f(x), f(zo—) = lmyy,, f(z) en [fls, =
f(zo+) — f(zo—). Hiermee kan samen met de blokgolf S een nieuwe continue functie
geconstrueerd worden:

hz) = f(z) — =[flzeS(z — x0), met S de blokgolf.

DISCONTINUE FUNCTIE f MET CONTINUE FUNCTIE h

Deze h is continu in xo, want h(zo—) = f(zo—)—1[flsy-—1 = w en h(zo+) =
f(@ot) = 5[l - 1 = HEeHpHzm),

De Fourierreeks van f kan nu worden opgevat als een combinatie van de reeksen van h
en de blokgolf met als coéfficiénten f, = hy, + 3[f]seSn. De recks van h zal geen problemen
geven rond xy, omdat h continu is. Daarom zal de reeks hezelfde gedrag als de blokgolf
hebben en zal de sprong naar [f],,G convergeren. Dit geeft een uitwijking van ongeveer
9% voor een functie met één discontinuiteit. Wij kunnen hetzelfde argument gebruiken om
uit te breiden naar een stuksgewijs continue functie in L*(T).



2 De Gegenbauerpolynomen

2.1 Orthogonale polynomen in een ruimte met een dichtheid

Met de Fourierreeks kunnen de functies in L?(—m, 7) in norm worden benaderen. In dit
geval door een orthonormaal stelsel met het Gram-schmidt-proces te construeren uit de
verzameling

{1,sinz, cos z, sin 2x, cos 2z, . . . }.

Wij kunnen ook kijken naar de reeks met polynomen als orthogonale functies. Een van
de bekendste voorbeelden zijn de Legendrepolynomen. Deze polynomen krijgt men door
het Gram-Schmidtproces in L?*(—1,1) uit te voeren op de functies uit de verzameling
{1,z,22,...}. Zo ontstaat de volgende orthonormale basis

po(x) = %7 pi(r) = \/gx, pa(z) = \/2(3932 —1),....

Dit idee kan verder worden uitgebreid door een ruimte LZ(—I, 1) te gebruiken met een
maat p die absoluut-continu is ten opzichte van de Lebesguemaat met een bijna-overal
positieve, meetbare dichtheid p(x). De dichtheid moet bijna-overal positief zijn, omdat de
maat ;1 een R, -waardige functie moet zijn. Voor een functie f betekent dit dat

fe LZ(—L 1) & /1 f2dp < oo & /1 f(z)?p(z)dx < oco.
—1 -1

In het geval van de Legendrepolynomen is p gewoon de standaard Lebesgue-maat en is
p(x) = 1. In de uitgebreidere ruimte kan weer het Gram-Schmidtproces worden uitge-
voerd, maar daarvoor moeten wij eerst nog wat werk doen. Ten eerste is de ruimte ook
daadwerkelijk een Hilbertruimte met het inproduct

(f,9) = /_1 fogdu = /_1 f(z)g(z)p(x)da.

Ten tweede moeten de functies 2™ in de ruimte zitten. Dat wil zeggen dat f_ll r?u(dr) < oo
voor elke n € N. Dit is ook het geval als p begrensd is, want dan

/_1 2" pu(dz) = /_1 ¥ p(z)dz < /1 p(x)dz = u((~1,1]) < oo.

1 1 -1

Er is nog een eigenschap van de maat p die wij verder moeten onderzoeken. Om het
Gram-Schmidtproces uit te kunnen voeren, is er een lineair onathankelijke rij machtsfunc-
ties nodig. Voor de procedure moet elk element uit de rij machtsfuncties onafhankelijk zijn
van de voorgaande elementen. Dit betekent dat een polynoom Q(z) = ag+arz+. ..+ a,z"
p-bijna-overal ongelijk aan 0 moet zijn, want anders kan z" als combinatie van de andere
machtsfuncties geschreven worden en kunnen wij geen onafhankelijke rij maken. Wij



kunnen de maat echter uitdrukken in de dichtheid door p(A) = [, p(x)dz. Wij hebben
aangenomen dat de dichtheid bijna-overal postitief is, waardoor p alleen nul kan zijn
op een nulverzameling met betrekking tot de standaard Lebesguemaat. Aangezien
Q(x) # 0 bijna-overal, geldt dit ook p-bijna-overal en kan het Gram-Schmidtproces
worden uitgevoerd.

Wij willen elke functie f in L?(—1,1) als een aftelbare combinatie van de orthonormale
basisfuncties {f;}72, kunnen schrijven, zoals wij dat ook hebben gedaan met de Fourier-
recks en de Legendrepolynomen. Precies gezegd willen wij dat lim,,_.o || f—>,_; axfi|| = 0.
We gaan hiervoor eerst naar een algemene Hilbertruimte H kijken, om de voorwaarden te
bepalen voor de basisfuncties.

Een Hilbertruimte betekent een complete inproductruimte, waardoor de limiet van
elke Cauchyrij in H bestaat. In ons geval willen wij dat de reeks g, = >",_, axfr met
ar = (f, fx) convergeert naar f. Dat wil zeggen dat voor elke € > 0 er een N is zodat voor
elke n > N geldt dat ||f — gn|| < €. Een stelsel { fx}72, heet compleet in H als voor elke f
in H geldt lim,, o || f = > 75—, arfxl| = 0.

Een voldoende (en noodzakelijke) voorwaarde hiervoor is dat de verzameling { fx}7°,
gesloten is in H. Een orthonormaal stelsel heet gesloten, als alleen voor de functie f = 0
kan gelden dat (f, fx) = 0 voor elke k. Deze voorwaarde is voor de orthogonale polynomen
in L7(—1,1) makkelijk na te gaan.

Stelling 2.1 In een Hilbertruimte is een orthonormale verzameling { fi}3>, compleet als
en alleen als deze gesloten is.

Bewws. Wij gaan er eerst vanuit dat het orthonormale stelsel gesloten is. Kies een wille-
keurige f in H en laat

o= f — Zakfk met a = (f, fx).
k=1

Elke g, is een lineaire combinatie van elementen uit H, dus zit elke g, ook in H. Voor de
rij (gn)nen geldt voor n > m dat

n n n
lgm = gall®> = | D anfill> =D arfi, Y afy)
k=m+1 k=m+1 l=m+1
n n n n
= Z Z apay(fr, fi) = Z Z a0k
k=m+1Il=m+1 k=m+1l=m+1
n
= > aq<|fI~
k=m+1

De laatste ongelijkheid volgt uit de ongelijkheid van Bessel. Aangezien de norm van f
eindig is, kunnen wij nu de reeks Y ;_ ., ai en daarmee ||g,, — g, || willekeurig klein maken



voor n, m groot genoeg. De rij is een Cauchyrij en de limiet van de rij bestaat, omdat H
een Hilbertruimte is. Wij hebben nu aangetoond dat lim, . ||f — > ,_; arfx|]| = 0, dus
{fx}32, is compleet. Wij hebben tevens aangetoond dat de coéfficiénten van de reeks gelijk
zijn aan a, = (f, fr). Deze coéfficienten worden ook wel de Fouriercoéfficiénten genoemd.

Wij gaan er nu vanuit dat wij een compleet stelsel hebben en willen laten zien dat het
stelsel dan ook gesloten is. Stel dat wij een f in H hebben met a; = (f, fx) = 0 voor elke
k, dan geldt dat door compleetheid

0 = nhjf)lo If — Z@kkaQ = nh_{go(f - Z@kflmf - Zmﬁ)

= lim (||f||2—2 f Zakfk +Zak> =717 = >_ ok
k=1

= |If1%

Hieruit volgt dat f = 0, dus het stelsel is gesloten. Il

De polynomen die met het Gram-Schmidtproces in LZ(—L 1) kunnen worden verkregen,
vormen ook een compleet stelsel. Hiervoor maken wij gebruik van het volgende lemma:

Lemma 2.2 Als voor een p-integreerbare functie f en voor elke n € N geldt
1
| s@astaiae =0,
-1

Bewws. Voor een willekeurige ¢ € R geldt dat

dan geldt f =0 p-bigna-overal.

ST I IT) peec

1 o n!
2 (=it)yr ! ad i
D R
— -1 n=0

Dus voor elke t € R geldt dat fjl f(x)e ™ p(dz) = fjl f(x)p(x)e~dz = 0. In het bewijs
dat de Fourierreeks compleet is, zijn wij deze vergelijking al een keer eerder tegengekomen
en hieruit halen wij dat dan fp = 0 bijna overal. Hiermee is ook f = 0 p-bijna-overal. [J

Met dit lemma is het nu te bewijzen dat een compleet orthonormaal stelsel in L2 (—1,1)
geconstrueerd kan worden als de maat begrensd is en de dichtheid bijna-overal positief.
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Stelling 2.3 Het orthonormale stelsel dat met het Gram-Schmidtproces geconstrueerd kan
worden, is een compleet stelsel in Li(—l, 1).

Bewws.  Wij hebben al eerder aangetoond dat er met het Gram-Schmidtproces een
orthonormaal stelsel gemaakt kan worden. Wij hebben in het voorgaande lemma laten
zien dat alleen de nulfunctie in L2 (—1,1) orthogonaal is aan de functies {1,z,2%,...}, dus
is alleen de nulfunctie orthogonaal aan elke aftelbare lineaire combinatie van {1, z, x>, ...}.
Daarmee is de nulfunctie ook de enige functie die orthogonaal is aan het orthonormale
stelsel. Hierdoor is Li(—l, 1) een gesloten, dus compleet stelsel. U

2.2 Eigenschappen van de orthogonale polynomen

In dit deel gaan wij naar een aantal eigenschappen kijken die wij later nodig zullen hebben.
De stellingen worden niet bewezen, daarvoor wordt wel verwezen naar literatuur. De eerste
eigenschap is een recurrente betrekking van de orthogonale polynomen. De polynomen uit
{pn}22, van de vorm p, = Y, _, axx* voldoen aan de betrekking

Pn+1 = (Anx + Bn)pn - Onpn—l (2)

met

Ap+1 n+1 An
A’rl = y Bn = _an—i-l(x 7pn)7 Cn = )
ap, An—l

Co=0.

Met behulp van deze betrekking kan ook de formule van Christoffel-Darboux worden afge-
leid:

Ka(o9) = Y- mlalpuly) = 22 [P0l =P8 )], 5

Een andere opmerkelijke eigenschap van de orthogonale polynomen is dat voor de nulpunten
T1py- -, Loy van polynoom py(x) geldt

1<z, <...<xp,<lenz, € Rvoorelkel <k <n. (4)

2.3 Gegenbauerpolynomen als orthonormaal stelsel

In de vorige paragraaf zijn wij al de Legendrepolynomen tegengekomen door de ruimte
L?(—1,1) te gebruiken met dichtheid p(z) = 1. Een interessanter voorbeeld zijn de Ja-
cobipolynomen. Hiervoor gebruiken wij als dichtheid p(a g = (1 — 2)%(1 4+ z)” met
a, > —1. Deze dichtheid is meetbaar, positief op het interval (—1,1) en de maat is
begrensd door de keuze van «, 3 > —1. Met deze maat kan dus een compleet orthogonaal
stelsel geproduceerd worden in L7 (-1, 1).

Door het kiezen van de juiste waarden van « en [ is te zien dat de-
ze klasse een aantal klassiecke voorbeelden van orthogonale polynomen omvat.
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Naam Constantes Dichtheid
Legendrepolynomen a=0F=0 1
Chebyshevpolynomen van de eerste soort o == —3 (1 —a2?)~1/2
Chebyshevpolynomen van de tweede soort o = 3 = 3 (1 —2%)1/?
Gegenbauerpolynomen a=F= -2 A>-1 (1-a?)1?

Alle orthogonale polynomen die in de voorgaande tabel staan hebben allemaal een
natuurkundige betekenis. Alle polynomen zijn oplossingen van tweede orde differentiaal-
vergelijkingen, die allemaal zijn te omvatten in een differentiaalvergelijking voor de Jaco-
bipolynomen. Vanuit deze differentiaalvergelijking zijn deze polynomen met de specifieke
dichtheid p(a,g)(z) = (1 — 2)*(1 + )" ook ontdekt. Wij zullen ons beperken tot de Gegen-
bauerpolynomen die worden genoteerd als CS (z) met dichtheid py(z) = (1 — 22)*~1/2. Zij
voldoen aan de niet-lineaire differentiaalvergelijking

(1- )2 e ’\)]’(x))/ +n(n+20)(1 — 220N () = 0.

n

Deze vergelijking kan herschreven worden tot
(Prr1(@)[CPY (@) + n(n +20)pa(@) OV (@) = 0. (5)

Om het Gibbseffect te kunnen onderzoeken bij de Gegenbauerpolynomen worden eerst
een aantal eigenschappen genoemd die nodig zijn om het Gibbseffect te analyseren. Hier-
voor zullen de waarden van de polynomen in z = 0 relevant zijn. Ook de afgeleide en
vooral de waarde van de afgeleide in z = 0 zullen wij nodig hebben. Hier zit immers de
discontinuiteit van de blokgolf.

Met de recurrente betrekking (2) kan een fraaie betrekking worden afgeleid voor de
Gegenbauerpolynomen met

z A=0
=1 cPw={," 150
en voor n > 1
(n+1)CY, () = 2(n + N2CPV () — (2 + 22 — YO, (). (6)

Hieruit kunnen wij gelijk een eigenschap halen. Door de term 2C )(a:) zijn de polynomen
even functies voor n even en oneven functies voor n oneven.
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3 Gibbseffect bij de Gegenbauerpolynomen

Bij het bestuderen van het Gibbseffect bij Fourierreeksen bleek de blokgolf S de kern van het
probleem te bevatten. Hetzelfde geldt voor het Gibbseffect bij de Gegenbauerpolynomen.
Als het Gibbseffect van de Gegenbauerreeks van de blokgolf uitgewerkt is, kan daarmee het
Gibbseffect van elke discontinue functie in LZ met dichtheid p, worden beschreven. Het
gedrag van de reeks in de sprong kan namelijk op dezelfde manier als bij de Fourierreeks
in paragraaf 1.2 worden omgeschreven naar het gedrag van de blokgolf. In het volgende
hoofdstuk wordt ook bewezen dat bij de Chebyshevpolynomen, waar A\ = 0, de orde van
convergentie van de extreme waarden van de partiéle reeks hetzelfde is als bij de partiéle
Fourierreeks.

3.1 De blokgolf

Hiervoor zal er eerst uitgebreid naar de blokgolf worden gekeken met het voorschrift

-1 z<0
S(m):{ 1 >0.

Deze functie zit in elke ruimte LZ met een begrensde maat, omdat het een stapfunctie is.

De Gegenbauerreeks - akC,g’\) (x) zal dan ook convergeren naar S. De waarden van de
coéfficiénten aj, kunnen worden bepaald met

C(/\) 1 C(A)(x)
ap = (S, k )—/ S(z)—* pa(z)dx
loM o e

_ Hcl TE ( / (1 —CM (@) pa(x)da + /U 1 C,@(x)pﬂx)dm). (7)

Deze integralen kunnen worden vereenvoudigd met de differentiaal vergelijking (5) voor de
Gegenbauerpolynomen. De vergelijking kan worden herschreven tot

(p,\+1(5€)[01£/\)]/<x)>/ \)
_ AT = pa(2)C ().

Met deze herformulering is (7) te herschreven tot

0 (prs(@)[CV] (@) L (@) @)
" e /1<A k(R +23) >d“/o ‘<Mk<k+2A> i

_ L ([ea@er@] [pa@ic@]
Ic™)2 k(k 4+ 2X) ) k(k+2X) .
L 2GM0)

||C]9)H2 kE(k+2X)
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Bij deze laatste vergelijking wordt er gebruik maakt van py(£1) = 0 en py41(0) = 1. De
coéfficiénten zijn nog verder te vereenvoudigen met een eigenschap van de afgeleide van de
Gegenbauerpolynomen. Door de betrekking te differentiéren onstaat er een betrekking voor
de afgeleide. Hiermee kunnen de afgeleiden worden uitgedrukt in de Gegenbauerpolynomen

met

(V] =220 en [CO] = 2C,. (9)
Om de coéfficienten van de blokgolf te bepalen is de waarde van de afgeleide in z = 0
nodig. Door de voorgaande eigenschap van de afgeleide is het voldoende om 07(1)‘:1)(0) te

bepalen. Voor deze waarde is de recurrente betrekking (6) te vereenvoudigen tot C’T([\)(O) =
—%HCS_)Q(O). Met Cé’\)(O) =1en CY(0) =0 is voor m > 0 de waarde C{2)(0) = EL”

m
€1

0 = Y00, en )., 0) = 0. (10)

2m |
m!
Hier wordt het Pochhammersymbool (\),, gebruikt, waarbij

()‘)”:{ AMA+1)-..-A+n—1) ngl.

Met de afgeleide uitgedrukt in de polynomen en de voorgaande eigenschap is het nog
maar een kleine stap naar de helling in x = 0. Door te gebruiken dat de afgeleide van een
even en oneven functie symmetrisch is om z = 0, geldt dat [CS)]'(0) = 2AC)(0) = 0 en

2080(0) = 2(=1)™ A =0
(G 1]'(0) = (11)
A (0) = 250 (\) iyt A #0.

Al deze eigenschappen zijn samen te vatten in de volgende stelling.

Stelling 3.1 Voor de coéfficiénten a,, van de blokgolf S geldt dat as, =0 en

4NC 0 (0)
(2K + 1)(2k + 1+ 20)||C, |12

a2k+1 =

1 20
HCSLA)“z n(n+2X) °

De waarden zijn nul voor n = 2k en door (11) geldt [C’é;‘il]’(O) = 2)\052“)(0) waardoor

Bewws. Wij hebben in (8) aangetoond dat voor de coéfficiénten geldt a,, =

INCEH(0)
(2k +1)(2k + 1+ 20)[|CH, |12

A2k+1 =

O
Het volgende doel voor het bepalen van de maximale uitwijking, is het bepalen van de
afgeleide van de partiéle som van de blokgolf S. Hiervoor kan een eigenschap van de norm
van de Gegenbauerpolynomen worden gebruikt, die volgt uit de recurrente betrekking (6)
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en de identiteit (z), = I'(z + n)/T'(z), met de gammafunctie I'(z). Voor A #0 enn > 1
geldt

w2170 (n 4 2))
nl(n+ AN)(T(N)?

Voor de speciale gevallen geldt ||[C{” |2 = 7 en ||C{V|2 = 22 Deze eigenschap zal van pas
komen in het volgende lemma.

ICVI3 =

(12)

Lemma 3.2 De partiéle som van de blokgolf is

Yoot o)) (@)

Sonsa(z) =)

A1)
= M3

Bewws. Door de eigenschap van de norm (12) geldt

ICST N3, w2t 2002k + 20\ 4 1)) (2k + 1)!(2k + 1+ A)(T(N))?
e 112 0 m2RAT(2k 4+ 1420 (2K)!1(2k + A+ 1)(T(A + 1))2

272(2k + 1)I(2k + 2\ + 2)(T(N)?
L2k +20+1)(I'(A + 1)2
(2k+1)(2k +2X+1)
4)\?

Deze laatste gelijkheid komt door het twee keer gebruiken van de eigenschap I'(z+1) /T'(2) =
z. Zoals bekend is ag, = 0, dus voor de partiéle som geldt nu, door gebruik te maken van
de voorgaande eigenschap,

N N
Son+1(z) = Dy (0) O (@) = —Cézﬂ)(o) ™ (@)
B e () = ) o1 (2
0 2k D)2k o+ 1+ 20|05 P = MO B

g

Deze som kunnen wij termsgewijs differentiéren, waardoor
N (A+1)
Cy, '(0) (A)
Sona (@) = Z W[Cﬂc—&-l]/(x)‘
k=0 2k lIx41

Met eigenschap (9), die de afgeleide van de Gegenbauerpolynomen uitdrukt in de polyno-
men zelf, is de afgeleide )y, () te vereenvoudigen tot

N (A+1) N - ~(A+1) (A+1)
C (0) Al C. (0)C. (x)
Son41(x) = Z %2)‘05; )(33) =2 Z Qk (/\+1)2]; '

=0 M Car 15 P (€T et
Nu kan, net als bij de partiéle Fourierreeks, de som worden weggewerkt. In dit geval
door gebruik te maken van de Cristoffel-Darbouxformule (3), die voor alle orthonornale
polynomen geldt. In dit geval zijn de polynomen ook genormeerd.
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Stelling 3.3 Voor \ > —% geldt

2N +1 Civ 0 (=)

S§N+1(37) = N
2N + 1+ N [CN 13, x

Voor het speciale geval A = 0 geldt

4 sin (N + 1)260

/ _ (_1\N =
S2N+1<COSQ)—( 1) - sin 20

Bewwus. De Cristoffel-Darbouxformule geeft

A1 A1 A+1 A1 A1
, 2y 1 AN (@) - GV 0) R ()
2N+1(x) - >\+1 (A+1) 9 ”

2N+1 ||02N+1||,\+1

(A+1 A1 A1

2k2N+) 1 CQ(N—H)(O)CQ(N )(33) (13)
EOED ) A OHD) T )
2N+1 | 2N+1||,\+1

omdat C’é}\vﬂ)(O) = 0. De waarde k" is de coéfficiént van de term met de hoogste graad

van O (x). Deze waarde kunnen wij uit de recurrente betrekking voor de polynomen
halen:
(n+1)CY, () = 2(n + N2CPV () — 2+ 20 = YOV, ().

Voor de Chebyshevpolynomen, waar A = 0, geldt dat kéo) = kf” = 1 en voor hogere termen
geldt L0 = %, doordat in de betrekking de term met de hoogste graad van CZSO)(:C) wordt
bepaald door 2"7_1xC£()_)1(1:). Voor het geval dat A # 0 geldt dat de coéfficiént van x™ wordt
bepaald door Q%HxC,(L’YI(x) en geldt er

27’L
Oy
i n! (M-
Dit betekent dat
ké}\vﬂ) B 22N(>\+ 1)on (2N +1)! B 2N +1
EOFD T 2NN 4+ 1),n 1 (2N 2N+ 2N + 1)

2N+1

en voor A =0
Ky 22V@N+1) 2N +1
O 22Nt N

2N+1

Door dit te combineren met (13) volgt nu dat

2N +1 Cin ™ (0)CiN ()

!
2N+1($) = A1
2N + 1+ N)[CN I3, x
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Voor het geval dat A = 0 geldt er zelfs

1 1 1
o VL 1 OO 2 G (@)
SRR T O

door gebruik te maken van |[CSN|2 = Z door (12) en c(0) = (=1)" door (10). Dit

speciale geval is om te schrijven naar het Gibbseffect bij de partiéle Fourierreeks en zijn de

berekeningen rechtstreeks uit te voeren. Om de stelling te bewijzen is het nog nodig om
te laten zien dat

C’S\),H(cos §)  2sin (N +1)20

cos 6 B sin 26 '

(14)
Hiervoor kan eerst de recurrente betrekking (6) voor A = 1 worden omgeschreven tot
(n+ 12 () = 20+ DaCi0 @) = (0 + 1) (),

waardoor

en dan

Cila(@) = 20 (20C (@) = OV (1)) = CP (@) = (402 = 1)CO(a) = 2201, ().
In combinatie met C\V, () = = <C’7g1)(:c) + C’é%(x)) geeft dit

Cly(z) = (42® = 1)CW(2) — CV(x) + O, (2)

n

= (42%—2)CW(z) + C!

n—

=
[\
—~
8
~—

Deze betrekking past nu in een inductiebewijs voor (14). Het is makkelijk na te gaan dat
de formule voldoet voor N = 1. Voor de inductiestap zijn de goniometrische identiteiten
sina cos 3 = 5 sin(a — ) + 3 sin(a+ B) en cos 2a = 2 cos® a — 1 nodig. Door de betrekking
geldt

CQ(}\;H(COS 0) = (4cos®f — 1)02(271(008 ) — 02(273((308 0)
2sin N26 cos  2sin (N — 1)26 cos ¥

= Zeos2 sin 20 sin 20
cos 0 , ,

= QSin 59 (2 cos20sin N26 — sin(N — 1)26)
cos 0 , : .

= 2— 50 (2sin(N — 1)260 4 2sin(N + 1)20 — 2sin(N — 1)26)
sin

2sin(N + 1)260 cos 6
sin 26 '
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Nu geldt
4 sin (N + 1)20
N 15
s sin 260 (15)
O

Doordat de afgeleide van de partiéle som nu bekend is, kan de maximale waarde van
Son+1(x) bepaald worden in het geval dat A = 0. De afgeleide (15) heeft nulpunten in
0 = k™ Het kleinste positieve nulpunt is dan

2(N+1)
B N
TN = COS INTT) )

De maximale uitwijking wordt dan gegeven door Sy, () te integreren van 0 = cos(%)

tot xy = COS(%), omdat Son41(0) = 0. De waarde wordt dan

Son1(cosf) = (=1)

v A sin](N + 1)24]

Soni1(zy) = /0 Sonsi(z)dz :/0 (—1) - Y, dcosf
3 4sin[(N +1)26] .
= —1)N= 6do
/2&11)( ) T sin 20 -
_ /2 (_1)]\,28111[(]\/ + 1)20] 0.
s T cos 0

In de laatste vergelijking wordt er gebruik gemaakt van de goniometrische identeit sin 26 =
2sin 6 cos . Met de substitutie ¢ = 7 —6 en de identiteit sin(a—(3) = sin o cos 3—sin 3 cos a
kan er verder vereenvoudigd worden tot

2 /02<NW+1>(_1)N+1 sin[(NV +1)2(5 — ¢)]

52N+1($N) = % singb d¢

2 /02(N+1)(_1)N+1Sin[(N + 1)7] cos[2(N + 1)¢ii;;in[2(]\f + 1)¢] cos[(N + 1)7]

do

™

2 /m(_l)msinp(N +1)¢)] "
0

T sin ¢

4[5 sin(2N + 2)¢)
J

T 2sin ¢

do.

Deze laatste uitdrukking is al een keer eerder uitgerekend voor de afgeleide (1), want hier
staat de partiéle som van de blokgolf bij de Fourierreeks met dezelfde grensen. De orde
van de convergentie is daarom in beide gevallen hetzelfde. Voor de partiéle som bij de
Gegenbauerpolynomen geldt dus ook de Gibbsconstante G door

. 2
Nh_I}loo 52N+1(SUN) = —/0

™

Tsinx

dz =G.

T

18



3.2 Het Gibbseffect in het algemeen

Voor het algemene geval kan de partiéle som ook worden herschreven, maar nu rechtstreeks
naar de laatste integraal. Hiervoor wordt de notatie xg\)[‘) gebruikt voor het eerste positieve
nulpunt van S4y (), nu de afgeleide van de algemene partiéle Gegenbauerreeks van de

blokgolf.
Stelling 3.4 Voor elke \ > —% geldt

A Son1(zy)) = G

Bewws. Zoals bij het geval dat A = 0 drukken Wij het kleinste positieve nulpunt xg\’}) van

Syn41(x) weer uit in een hoek door mg\’,\) = Cos HN 2N+1 Dan geldt doordat San4+1(0) =0

dat

Y A+
Sons1(z)) = 2N+ 1 Oy [ de
2N+1\+4 N - N C)\+1 9 2N T
(2N +1+))[Cyy HA+1 0
n_p(A+1) A1)/ .
N +1 ~Inant C 0
- (2N +1 A)—]:O A+1) H2 CQ?VH)(O)/Q %msﬁd&
+ 1+ 2N lIx+1 0
*_95\?;1{1>+1 C(/H_l)(sjn 0)
= dN,,\/ ml—ecosﬁde. (16)
0 sin
(N

Met de substitutie y = 2(N + 1)# en door de nieuwe bovengrens te schrijven als ¢y’ =
2(N +1)(5 — 9]\’,\;\,“) krijgen wij

N) A+1 .
g (.I'(A)) d /@1\? CéN—i-_i-l) (Sln 2(1\?—#1)) oS Y dy
2N+1 =GN, - .
N o 2N+ Dsingtyy 2N +1)

Voor de bovengrens van de integraal wordt in Lemma 3.5 laten zien dat limy_. 905\)7\) = .

Uit Lemma 3.6 zal volgen dat
Y 2
)

m = %Slny.

. OF1) /.
A}me dn Oy (sin

Om deze limieten te gebruiken moet er eerst vereenvoudigd worden tot

dy.

(A+1)
O dy >\02N+1 (sin 2(N+1)) (J\?+1) Yy
sin

SN
Sana(zy’) = / oVt 1)

0 Yy SN

De term tussen de rechte haken convergeert naar 1 als N — oo door de standaardlimiet

lim,_o 822 = 1 en door cos0 = 1. In combinatie met de limieten uit de lemma’s volgt nu
2 [Tsinx
lim S My=2 dz =G.
Nli%o v 41 (Tx7) T)y < =9
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Lemma 3.5 Voor \ > —% geldt voor de bovengrens oy — m als N — oo.

N

Bewws. Voor de bovengrens is het punt zj’ = cos 6 N.2 N 41 nodig. Dit is het eerste positieve

nulpunt van CQ?‘VJZrll. Uit Corollary 3.2 van [7] kan een benadering gehaald worden voor het
nulpunt J:(L;\z)ﬂ | = COS 9{272?” van Gegenbauerpolynoom O™ Hier wordt de entierfunctie

|z] gebruikt die het grootste gehele getal kleiner dan = geeft. De benadering is

Y n+1-2n/2|x (7T n+1-—2|n/2| 7r>
~ —~cos| = — —
2 2]

Tn/2)m n 2 n
waardoor
T 0 n+1—2|_n/2j
2 lv/2n n 2
Dit betekent voor @5\}\) dat
. m A+1
Jim ) = lim 2N+ 1)(5 - 9§mNL1>
2
= lim 2(N + 1)
N—oo N+1

— 1
leio[ 2N+1]

= T.

3.3 Gegenbauerpolynomen als speciaal geval van hypergeometri-
sche functies

Om Lemma 3.6 te bewijzen maken wij een uitstapje naar de geometrische functies. Deze
polynomen representeren weer een grotere klasse, waarbij de Gegenbauerpolynomen een
speciaal geval zijn. De geometrische functies zijn oplossingen van de differentiaal vergelij-
king

2(1=2)y" +[c—= (1 +a+b)z]y —aby = 0.
Hier kan z een complex getal zijn en is de oplossing weer van de vorm y = »_>° k,z". De
coéfficiénten van de reeks voldoen aan de recursievergelijking

(a+mn)(b+n)
(n+1(ct+n) "

kn—H =
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Door ag = 0 te kiezen kan de betrekking worden omgeschreven tot de directe formule

a)n(b),
b=

De reeks wordt dan vaak genoteerd als

F(a,b;c; 2) i (@)n (D) 2",

= nl(c)n

De Gegenbauerpolynomen zijn een speciaal geval van de geometrische functies. Door a, b, ¢
en z handig te kiezen kan de differentiaal vergelijking worden omgeschreven tot de diffe-
rentiaal vergelijking van de Gegenbauerpolynomen. Voor de Gegenbauerpolynomen geldt

11 1
CHV(x) = F(—n,n+ 2\ A+ =; = — ~a).

272 2
In het lemma willen wij de polynomen omschrijven naar de sinusfunctie. Die kan zelf
weer in een geometrische functie worden omgeschreven door de Taylorreeks van de sinus
te gebruiken

0 . :L.Qk—&-l 3 33'2
inw = (—1)f ———~ =2F(,. 5 ——).

Hier wordt de geometrische functie zonder a en b gebruikt, waarbij het laatste volgt uit

xF( §_x_2> — xi; _J"_Z k_i 1 (_1)kx2k+1
TU2 4l T 3)2 k4 ) 2 (3/2)kl4E

k,_.2k+1 1
- ;(_1) 32B/2+1)...(3/2+ k — D)kl4k

k,.2k+1 1
= ) (N 33+2)... 3+ 2(k — 1))(B)!

k=0

o0

2k+1 1
= 2 (W gy

k=0

Met deze gereedschappen kan nu het benodigde lemma worden bewezen.

Lemma 3.6 Voor A > —3 geldt

S (=10 O (sin ) = sing (1)
en dan 5
. A1) (e Y :
Jim_dy ACE (sin m) = —siny. (18)
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Bewws. Voor de Gegenbauerpolynomen zijn wij al eerder een representatie in geometrische
functies tegengekomen. Voor de oneven termen gelden ook de volgende vergelijkingen, zie

(6],

W2+ A +1 3
e = (-1 me—n,m A1)
B Fn+)\+1 - rn 4+ A+ 1k o
= (=1)" 2T :BZ:: 3/2 o :

k=0

Door te gebruiken dat (—1)*(—n), = n!/(n — k)!, waardoor (—n)y/n! = (—=1)¥/(n — k)!,
geldt er

O () = (—1)"

A’ +A+1) = (—DF(n+ A+ 1), 4
TV m}; (3/2)n(n — k)&

endoor '(n+ A+ 1)(n+ A+ 1)y =T(n+ A+ k+ 1) kan er vereenvoudigd worden tot

N > n+>\+k+1)
k=0

Door nu = sin 5~ in te vullen en de vergelijking te herschrijven, ontstaat in het linkerlid
de rij waar de limiet van berekend moet worden:

)k n—i—)\—i—k:—i-l)( y
sin

%) 2k
DT\ 2C. (sin 2L) = 2n sin - =) .
(PO in ) = 2msin S FER S ) - (19

Wat rest is te laten zien dat de limiet van het rechterlid gelijk is aan

;_yZ yi (3/2)5k! <_22>k' (20)

Voor de term voor de reeks in (19) geldt dat

siny = yF\(.,

[\CR V]

Yy

. . Yy . Sin o
lim 2nsin — = lim —**y =y
en 2% 2%k
lim (Sin i) = lim (Sin ﬁ) ) (21)

Voor het asymptotisch gedrag van de gammafunctie gebruiken wij Stelling 3.4-1 van [8].
Deze stelling zegt dat voor reéle a, b en x geldt

I'a+=x) ,

lim = 1. (22)
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Dit betekent dat

Pnt+k+A+1) Ttk +A+1)  Totk+1+) oy,
(n —k)! - T(n—k+1)  Th+k+1-2k) '

(23)

Uit (21) en (23) volgt nu dat limnﬂoo(—l)”nl_’\Cg‘L)Jrl(sin 5) = siny waardoor het eerste
deel van het lemma is bewezen.
Voor het tweede deel van het lemma moet er laten zien worden dat

™
EdN,)\ ~ (—1)NN1_>\.

Het asymptotische gedrag is ook uit (22) te halen. De coéfficient dy , is in (16) gedefinieerd

als
2N + 1 ()\+1)

i (0).
2N + 1+ N[0 3

De norm en Cé;\\;(()) kunnen in Gammafuncties worden uitgedrukt, zoals al eerder is laten
zien. Door twee keer /7['(z) = 2%71'(2)I'(z + 1), de verdubbelingsformule van Legendre,
toe te passen kan vervolgens met (22) het gewenste gedrag worden bewezen. Hiermee is
het lemma bewezen, dus ook Stelling 3.4. U
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4 Conclusie

In deze scriptie is laten zien dat voor de Fourier- en Gegenbauerreeksen dezelfde Gibbs-
constante geldt. De Gegenbauerpolynomen omvatten ook de Legendre- en Chebyshevpo-
lynomen, waardoor het Gibbseffect ook voor de bijbehordende reeksen is bewezen. Bij
de Chebyshevpolynomen is de partiéle reeks van de blokgolf in de extreme waarden zelfs
gelijk aan de partiéle Fourierreeks. De vraag is nu of het effect en de constante voor een
veel grotere klasse van orthogonale polynomen hetzelfde is. Een goede kandidaat zijn de
hypergeometrische functies, want die waren ook nodig voor de Gegenbauerreeks, die omvat
worden door de hypergeometrische functies. Een vervolgonderzoek zou kunnen bestaan uit
het zoeken naar voorwaarden voor de hypergeometrischereeks voor de aanwezigheid en de
grootte van het Gibbseffect.

Onderzoek naar het Gibbseffect in orthogonale polynomen is onder andere door Abdul
J. Jerri! en David Gottlieb en Steven A. Orszag? gedaan. Uit onderzoek blijkt dat het
Gibbseffect niet bij alle orthogonale polynomen voorkomt, maar wel bij de klasse van
Fourier-Jy-Besselreeksen en Jyp-Hankeltranformaties. Er wordt nog steeds onderzoek naar
gedaan en vooral naar manieren om het Gibbseffect te verminderen. Een veelgebruikte
methode is de Lanczos-o-averaging, die vanuit de Fourieranalyse is ontstaan.

LA.J. Jerri, “The Gibbs phenomenon in Fourier analysis, splines and wavelet approximations”, 1998
2David Gottlieb and Steven A. Orszag, “Numerical Analysis of Spectral Methods: Theory and Appli-
cations”, 1977
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