
基礎数理　室田
特異値分解
　
　階数 rの n × m実行列Aは，

A = U Σ V > (1)

の形に分解される．ここで，U は n次直交行列，V はm次直交行列，Σ は

Σ =

[
D Or,m−r

On−r,r On−r,m−r

]
,

D = diag (σ1, . . . , σr), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0,

のような n×m行列である．式 (1)はAの特異値分解，対角要素 σi (i = 1, . . . , r)はAの
特異値と呼ばれる．式 (1)より

A>A = (UΣV >)>(UΣV >) = V Σ>ΣV >

であるから，Aの特異値は A>Aの非零固有値の平方根に等しく，V の列ベクトルは A>A

の固有ベクトルである． 同様に，

AA> = (UΣV >)(UΣV >)> = UΣΣ>U>

であるから，U の列ベクトルはAA>の固有ベクトルである．
　

以下　Advanced Topic
　
以下は，特異値分解がどう役立つかを示す解説（［４］より）．大雑把に理解すればよい．
　
　特異値分解は，最小 2乗法の数値解法に利用される．最小 2乗問題とは，一般に，縦長
の行列Aとベクトル b が与えられたときに，||Ax − b||2 = (Ax − b)>(Ax − b) を最小に
する xを求める問題である．最小 2乗問題は基本的には正規方程式

A>Ax = A>b (2)

を解くことに帰着される
　　［これについては，ここでは，信じてください．何処かで聞いたことがあるかも］
　
　特異値分解を利用する方法は，Aの列ベクトルが 1次従属である可能性のある場合に，
数値計算精度の観点から最も信頼性のある計算法であり，また，最小ノルム解 (正規方程

式 (2)の解 xの中でノルム ||x|| =
(
|x1|2 + · · · + |xm|2

)1/2
が最小であるもの)を与える．

　特異値分解 (1)を用いて正規方程式 (2)を書き換えると，

Σ>ΣV > x = Σ> U> b (3)

となる．c = U>bとおくと，方程式 (3)の解の全体は，

{x = V y | yi = ci/σi (1 ≤ i ≤ r), yi (r < i ≤ m) は任意 } (4)
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と表される．とくに，yi = 0 (r < i ≤ m) と選んで得られる解

x = V Σ+ U> b, (5)

ただし

Σ+ =

[
D−1 Or,n−r

Om−r,r Om−r,n−r

]
,

が最小ノルム解である．なお，A+ = V Σ+ U>はAの逆行列みたいなものであり，Moore-
Penrose型一般化逆行列と呼ばれる．
　以上が数学的な筋道であるが，これを数値的に実行するには，解の精度と計算量の 2点
を考察する必要がある．
　行列Aの階数 rが予め分かっていない場合に，これを数値的に定めるのは丸め誤差のた
めに実際上不可能である．また，あまり小さな特異値 σiによる除算は，丸め誤差の影響
を拡大するので好ましくない．そこで，実際の計算では，最大特異値 σ1に比べて非常に
小さい特異値 σi は 0とみなすことによって rを定め，式 (5)に従って解を計算するのが普
通である．
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