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UBER EINE ZAHLENTHEORETISCHE
FUNKTION

J. Sandor und A.-V. Kramer

Abstract. We prove elementary and asymptotic properties of an
arithmetical function.

1. Einleitung. Sei g ein Generator ciuer zyklischen Gruppe der Ord-
nung n. Dann ist es bekannt (sihe [5]; $.196. Ubung 4) dass die Ordnung des
¢*, namlich ord ¢* = (z.";L) ist. Demnach die Funktion ¢y : N* — N definiert
als

n n
» n
e N E dao* = E _
i) Py s ] {e,n)’
hat cine bedeutende Rolle in Zahlentheorie (sihe [6]).

n
Wir definieren ¢ : N* = R, ¢,(n) = 3.7, (ﬁ) mit o € R eine
andere Funktion, die eine Verallgemeinerung des ¢ ist. Wir werden einige
Eigenschaften von 4, beweisen. In Wortsetzung betrachten wir immer fol-

gende spezielle Falle; fir o € {—1,0,1} erhalten wir

bes) = 3 ((”—n))l

i=1
Joln) = g((:ﬂ)>°:n,

=1
Bemerkung. v_; werden wir als 1! notieren.

2. Als erstens beweisen wir folgende Gleichheit:
Yo(n) = d*p(d) 1)
dln
fiir beliebig a € R, wobei ¢ die Eulersche Funktion ist.
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Beweis. Sei A = {1,2,...,n}, Ag = {i € 4; (i,n) = d}. Weil (4,n) =
=d< (§,2)=1lund1 < 5 < Z, besteht also die Menge A aus ¢ (2)
Elementen.

Andererseits

vl =Y ()" = 2144 (5)7,

€A dln

weil A = Ud|n Ag, wobei
|Ag| = cardAg = ¢ (%) .
Also .
valm) =Y 0 (3) (5) = X d*(@
dln dln

weil zusammen mit 5, auch d durch alle Teiler von n lauft.

Bemerkung.
a) Fir @ = -1, erhalten wir
S | _ p(d)
P-1(n) =9 (n) = ; 4 (2)
b) Fiir a = 0, aus (1) folgt
=2 ¢ld) =n, (3)
dln

also fiir & = 0 erhalten wir die bekannte Gaussche Formel.
¢) Fir a = 1, bekommen wir:

Yi(n) =Y do(d). (4)
dln

3. Wir werden beweisen, dass 1), eine multiplikative Funktion ist, und
wenn n = [[;_, p{* die kanonische Zerlegung von n ist, dann gilt:

(T = 1) 4+ p%(ps — D(E T — 1)
H Pt -1 o7t
z/Ja(n)z 17 (5)

H( -—1)a1>’ e
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Beweis. Da n® und ¢(n) multiplikative Funktionen sind, so ist auch
n®p(n) multiplikativ, und dessen Teilerfunktion, wie schon bekannt (sihe [1]),
ist auch multiplikativ.

Also Ya(n) = [i— Ya(pf). Somit geniigt es, die Werte von 1, auf
Primpotenzen zu wissen. Aus (1) folgt das

$a(p®) =1-0(1) + % 0(p) + p** - 0(p*) + - - +p** - 0(p*) =
~ 1 4 pot! (P;l) 4 pHat) (P;l) b g paat) ( )
P P
=1+ p;l(poﬁl + p2(a+1) e +pa(a+1)) —
p

@ -4 -VE D
pa+1 -1 » @

p+a(p—1)

p
Somit ist (5) bewiesen worden.

Bemerkungen.
a) Ist o = 0, dann

Hp“’ = (5)

b) Ist a = 1, erhalten wir
ﬁ pz2a,+1 + 1 (5"
=1 pi +

c) Ist n > 2, berechnen wir 1,(n) mit Hilfe von (5), ist n = 1, dann
¥a(1) = 1, weil ¢, eine multiplikative zahlentheoretische Funktion ist.

4. Jetzt geben wir einige Ungleichheiten fiir 14.
A) Fir jede natiirliche Zahl gilt:

Pa(n) <1+ ¢ )[Ga( )”1]a (6)
wobei g (n) =34, d*

Beweis. Wir beniitzen folgende Eigenschaft der Eulerschen Funktion.
Wenn d|n, dann ¢(d)|p(n), speziell p(d) < w(n) (sihe [1]). Aus (1) erhalten
wir, dass

Pa(n) =1+n%- n)+Zd°‘ (d) <14n%-p(n)+ Zd“-cp(n):

1<d<n 1<d<n
d|n din

=1+n% p(n) +p(n)(ca(n) -1 - n%) =1+ p(n)(caln) - 1).
Die Gleichheit gilt fiir n = 1 und Primzahlen.



J. Sdndor und A.-V. Kramer

(7).

Bemerkungen.
a) Ist a = —1, dann (a_l(n) = M) ,

n

9'(m) <1+ 2 o(n) ) ()

Konsequenzen von a).
I) Ist n Defizient, ndmlich o(n) < 2n, so

Pl (n) <1+ ¢(n) (1)

- wahrlich, wenn n Definizient ist, dann a(n) —n < n und aus (7) folgt

IT) Fiir jede natiirliche Zahl gilt:
$'(n) <n—pn) +1 (8)

— wenden wir ¢(n) - o(n) < n? (sihe [1]) und (7) an, folgt (8).
b) Ist & = 1, dann

Pi(n) <1+ p(n)lo(n) - 1], (9)

Konsequenz. Fiir jede natiirliche Zahl gilt:

pi(n) <n? —p(n) +1 (%)
— wenden wir (9) und ¢(n) - o(n) < n? an, folgt sofort (9').
¢) Ist @ = 0, dann erhalten wir eine bekannte Ungleichheit (sihe [4],

Seite 5), ndmlich

p(n)d(n) = p(n) +n -1 (9")
B) Sei « eine reelle Zahl und n eine natiirliche Zahl, es gilt:
Ya(n) - P-a(n) > n’ (10)

Beweis. Erstens, behaupten wir folgendes:

Ya(n) <~ (1" _ -1 o
7:; p :;E’ wobei (i,n) = z;.

Offensichtlich ist

Dann
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Dann z; positivist Vi € {1,2,...,n}, aus der bekannten
n n 1
(£)(E2)~
i=1 1=1 ¢
Ungleichheit folgt
Ya(n) - P_aln) > n’. (11)
Bemerkungen.
a) Ist @ = 0, dann bekommen wir
to(n) - go(n) > n® (1)
oder n? > n?, also Gleichheit gilt fiir o = 0.
b) Ist & = 1, dann
pi(n) - ¢l(n) 2 n’ (11")

mit Gleichheit fiir n = 1.

5. Eine andere Ungleichheit erhatlen wir direkt aus (8) und (11'), nadm-

lich )
n
> —
¥i(n) 2 1+n—en)
¢) Fir jede natiirliche Zahl a; und Primzahl p; haben wir
1
2a;+1
r p2ai+1 +1 T pia <1 + p?aﬁ-l)
i) = [ =11 T >
i P i=1 p; (1 + _>
Di
T 2a;+1 T 3a;
Py _ p;
> H TN H ' 1y’
=1 Di 1 4+ — 1=1 paz 1 + —
i Di

wobei n = [, p{*.
Lassen wir diese Ungleichheit mit Dedekinds Funktion

- 1
p(n) =[] o (1 + —,>
i=1 R
(sihe [3]) kombinieren, bekommen wir:

pi(n) - 9(n) = n®
mit Gleichheit fir n = 1.

(11///)

(12)
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6. Jetzt beweisen wir folgende Identitat:
Fiir jede natirliche Zahl z gilt:

> taln) =Y d% o) |3]. (13)

n<z d<z

Beweis.

D taln) =) 1-> d* p(d) =

n<z n<z dln
=Y d (@)Y =Y d @) [3].
d<z Zﬁf d<z

Folgende Methode haben wir dabei angewendet:

Y n<g Ya(n) ist eine Summe, die aus Vielfachen von d* - ¢(d) besteht,
wobei d < z, d®-¢(d) erscheint genau [£] - mal, weil die Anzahl des Vielfachen
von d, die sich unter z befinden, ist [%ﬁ

Bemerkungen
a) Ist o = —1, dann
(d) 1z
ROEDPESIET (13)
nzgz = d [d]
b) Ist & = 0, dann
Sn=3 o) [g] . (13")
n<z d<z
c¢) Ist @ =1, dann
S =3 AL 2] (13")
n<z d<z

Eine bekannte Eigenschaft der v Funktion ist die Gaussche Formel:
> p(d) =n.
din
Andererseits wenden wir die Mébiussche Funktion (sihe [1], [5]) und (1)
an, so folgt dann:

n®p(n) =Y p (%) vald). (14)
dln
Speziell, fiir o = ~1

2 S u () v, (147

d|n
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fira=20 n
em)=u(3)e (14")
din
und fir a =1
np(n) = Y u (5) v1(@). (14")
dln

Mit Hilfe der Gausschen Formel und (14) erhalten wir:
1
m=3"3" —u (%) vald). (15)
nlm din

Ist n ein Teiler von m, so ist ¢(n) auch ein Teiler von ¢(m). Aus dieser
Eigenschaft und aus (14) erhalten wir eine Teilerische Eigenschaft von 1,

wenn o € Z
nlm = Zu (2) val@) Zu (%) vald). (16)

Speziell,
n|m=>2u( )«ba d)<Zu( ) ba(d). (16')

In (16) und (16') d1e Summen, die auf der rechten Seite stehen, sind
immer ganze Zahlen fir o € Z . Weil im allgemeinen 9,(n) ¢ N, mit o € Z_
(z.B. $'(6) = 3), bilden wir doch folgende Teilerische Eigenschaft fiir 4, mit
a€el._.

Wenn n|m, aus (14) folgt

nY u (%) Ya(@|m Y n (3) vald). an
dn dn
Speziell,
nlm = n 37 (5) dal@ <m Do p () vald). a7)
din din

7. Wir sahen, dass 9¥_o(n) nicht immer ganze Zahl! ist, wenn a € N:
z.B. ist n eine Primzahl, so

) =2t _

Aber wennn = 24.3%, Vb € N, dann ist ¢! (n) eine ganze Zahl. Wahrlich
1 2
Pl(n) = (1+§-4) <1+§b) =3+ 2b.
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Aus (5) schliessen wir gleich aus, dass - wenn p;la;, Vi =1,n, dann ist
¥!(n) eine ganze Zahl, wobei

T
n= e
i=1

Definition. Sei « eine natiirliche Zahl. Nennen wir eine nattrliche Zahl
n, a — p-gut, wenn ¥_,(n) auch natiirliche Zahl ist.
Aus (5 ) folgt, dass eine Zahl n > 2 ist o — p-gut, wenn

potl - 1le (P2 1)) mit o £ —1. (18)
1= 1
Ist @ = —1, dann ist n 1 — p-gut, wenn

112 [T e:tp:i - 1) (18')
i=1 i=1

Aus (18') folgt, dass es unendlich viele Zahlen geben, die nicht 1 — p-gut
sind:

z.B. n = 2% . 3%+ ist fiir kein v und v mit u,v > 0 1 — p-gut.

Auch n = 2%+ igt fiir kein k > 0 1 — p-gut.

Sei Fo(z) = card{n < z; nist @ — ¢ — gut}, mit o eine beliebige
natiirliche Zahl. Also fiir positiv reelle Zahl z, bezeichnet F,(z) die Anzahl
der o — p-gute Zahlen, die kleiner oder gleich z sind.

Wie kann man F,(z) berechnen?

Diese Frage werden wir anderswo diskutieren.

8. Endlich geben wir eine asymptotische Abschitzung fir die G(z) =
=Y <z Yal(n) Funktion, wenn o > —1.
Wir werden beweisen, dass

i-———C(a+2)-m°‘+2 a> -1

S gpaln) ~{ T @t ’ (&= 00), (19)
n<z —& - logz, a=-1
™
wobei ((s) = Y oy ns die Riemannsche Zetafunktion ist [7].

Beweis. Wenden wir folgenden Satz an, sihe [2]:

i:f (g) (k) ~ (;—2 /01 xf(x)dx) n?, wenn n — oo,
k=1

wobei f eine beliebige, auf [0, 1] definierte Funktion ist, so dass zf(z) stetig
ist.
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Sei f(z) = 2% mit & > —1. Dann ist zf(z) = 2*! stetig auf [0, 1] und
wenden wir den Satz an, erhalten wir dann:

D Eplk) ~ ™ (n - co)
k<n ( )
oder .
Zn o(n) ~ %2 wenn (z — c0). (20)
n<z ( )
Weiter 0)
20
DD d%e(d) =D ) t%(t) =
n<z dln d<zt<§
_ 6 (az\ot2 1 o2 6 Cla+2) .o
_Z[ﬂ (d) ‘a2z ((d) )] 2 ate
d<z
weil ) ( )
[ {a+2)+O0 (=), a>-1 .
a’a+2 _{ logz + O (1), : a=-1 sihe [1].
d<z
Aus dieser Gleichheit folgt unsere Formel.
Bemerkung.
Ist @ = —1, dann
> pl(n) ~ —mlog z. (21)
n<zx
Ist « = 0, dann
2
z
D bo(n) =) n~ (22)
n<r n<x

Ist « =1, dann

S drn) = Y va(n) ~ C(3)5°, (23)

n<x n<z
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