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ABSTRACT::

In the two first chapters we are concerned with the predic-—
tion of the a second order stationnary process.Here the in-
formation depends on a part of past.The main aspect of these
paper is the use of hilbertian technics based on Teplitz and
Hankel operators.

In the following three papers ,we deal with an old Szegd’s
problem on the expansion of the determinant of Teplitz matrix.
We give in the multidimensionnal case a more precise expan-

sion ( of the trace of the inverse with order d).

Moreover the knew cefficients which appear are straongly re-—
lated with geometrical invariants of the domain on witch the
the Teplitz operators are truncated.

In the last two papers knew results about reconstruction of
the spectral densities in the multidimentional case are given

The methods are based on extensions of positive defined func-
tion and maximum entropy principle.

This work is motivated by the problem of the determinaton of
the phases of the electron density function in crystal analysis.

Nevertheless,there is still a great amount of work to be done

in order to solve this problem.
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FRESENTATION DES CHAFITRES

CHAFITRE I

On se donne un processus gaussien stationnaire X(t) observeée sur
(-a +a), o0 a > 0. On suppose qu'on peut lui associer une infinité de
corrélations R, qui coincident sur (-2a, 2a).

On se propose dans ce chapitre de résoudre le probleme de la
prediction d'un élément X(l); pour une corrélation donnée par rapport
a { (u), lulta) une "partie du passe".

On s'intéresse ensuite a la corrélation qui donne, parmi les
corrélations obtenues par prolongement de la fonction de type positif
sur (-2a,2a) induite par le processus X(t), la pire prédiction X<(s)
relativement a {X<(u), tul¢al.

Le probleme de la prédiction linéaire (interpolation et extrapolation)
a été abordé par M.G. Krein (1944) (7]

La solution qui en est donnée nécessite la connaissance de 1la
solution du probleéme de Sturm-Liouville inverse.

La solution proposée dans cet article utilise des techniques de
projection par rapport a des sous-espaces formant “un angle" dont le
“cosinus" est inférieur a 1. En effet, grace au théoreéme de Bochner
on etablit une isométrie entre les sous—espaces gaussiens engendrés
par la famille {X(u), € ) et les sous—espaces de Hilbert engendreé, par
t&., uelk s, &(x) = e'™<, dans l'espace L2 (R) oo p est la mesure
spectrale associee au processus (X(u)).

Notons par H2(E) le sous-espace de ﬁﬁ4ﬂﬂ) engendré par (¢,.ucE,

EC R}



4
L'idée essentielle intervenant dans le probléeme de la prediction
est une notion "d'angle" de sous-espace h‘zt.,, -m) €t H2(.~_o,. le passe
du processus jusgu'a -a et le tutur du processus jusqu'a a.
Les techniques introduites dans ce travail pour résoudre le
probleéeme de 1la prédiction par rapport a une partie du passé font
intervenir un nouvel opérateur. 11 apparait comme une perturbation de

1'opérateur de projection lie a la prediction par rapport a tout le

passé (de -o ata).

Précisons : supposons que p = fdx avec fel'( [R) et

/"4’
(Log f(xyywx?>d.x > » et soit f = 1gl? avec ge H¥ (R, (g"analytique")
-;t H=(IR) 1'espace de Hardy classique. On pose b = eqg8’8, Q le

projecteur orthogonal de L= (R) sur H={®.

L'opérateur de Hankelvest defini par ye H<(R) - }{Qk ) = QW
y)e HZ=WR). La norme de cet opérateur mesure l'angle des sous-espaces
Hi s (- -a) et H,.,, (a w),

La projéction par rapport a une partie du passé fait intervenir,
comme perturbation, 1'opérateur (I - H#g, H,)"'.

Le probléme technique consiste a déterminer sous quelle condition
1'opérateur IIH4KII(1 de fagon a assurer l'existence de l'inverse.

Nous avons donné des conditions suffisantes pour que l'opérateur
H$; soit compact pour des densités particulierés. faisant intervenir
des produits de Blaschke infinis dans <_ (nous n'avons pas utilisé la
version continue du théoréme de Helson-Szego).

Le second volet de ce chapitre concerne un probléme d‘'extremum.

Partant d'une correlation R, donnée (fonction de type positif sur

R, noﬁs considérons la famille 4&» de corrélations coincidant avec R

sur (-2a Z2a), chaque corrélation donnant lieu & une mesure spectrale

(théoreme de Bochner);

On consideére pour s > a
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.
Sup <int e, -7 (7 dpce.
I3 C Zakeuu B
e f
< -
L'infimum est pris sur toutes la2g combinaisons Jineaires tinies
de {e'“:') ou U €-a a).

On montre alors que pour O ¢ & < a et i 1 ' est localement

sommzble et Qa,= 8/8 -¢%, est une fonction intérieure alors le supremum

\

pour upé¥ - est atteint pour f.dx.
<
Notons qu'apparait ici la notion de maximum d'entropie en liaison

avec la prédiction 1linéaire qui va faire 1'objet d'une étude

p—
approfondie dans le chapitreYXcas discret).

CHAPITRE I1I

Nous proposons dans ce chapitre une approximation unifiée et
générale des problémes d'extrapolation (Ch. 1) et d'interpolation.

Nous montrons grédce au théoréme spectral pour les opeérateurs
autoadjoints qu'il est toujours possible d'exprimer la projection d'un
élément de L=(R) sur H=(E) (voir notation au Ch. I) comme limite
d'une serie d'opérateurs (de Hankel) appliqués a cet élément sans

condition de norme pour 1'opérateur considére.

Précisons : le cas ou E = (-a a) (Ch. I) se traite avec une
condition supplémentaire sur f de sorte que Hc-aq» = Hc—ma>n Hi-aws.
Le cas ou E = (-o.b) U (+b @ correspond a 1l'interpolation d'un
élément X(), sel-b bl par rapport a X, € £ ). Les seules

conditions requises sont *

PR ad
fe L' et | Log f(x) d x > o
14x~<
= Vo

Le calcul des prnjections'fait intervenir 1l'opérateur de Hankel

H*h ou & = ¢y, 8/8., ce qui correspond & l'angle des sous-espaces
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Hi.00 L) et Hwo b) dans 1'espace th UKy, alors que l'extrapolation
fait intervenir 1'angle des sous-espace(H(-w «) dans Lﬁl(ﬁ§
l.a fonction sk <lg.1=1) qui permet de definir l'angie de sous-

espaces contient toute l'information concernant le processus.

CHAPITRE III, IV, V

Les théorémes limites de G. Szego.
Definissons d'abord le cadre du probléme. Soit f 2 O définie sur
WTfU?/Qz.VfO 211{. On suppose f et Logvf intégrables par rapport a4 la mesure de

Haar du tore T. On noﬁe par €dneyz et W@rdney respectivemeht les
coefficients de Fourier de f et de Log f.

On définit la matrice de Toeplitz associée a f et a un entier N
donné par Tn = (Cw = ») 0 ¢ m, n ¢ N.

Le théoreéme limite de G. Szego s'énonce

log det Tan = do N + J kldulZ + <(1).

B>

Ce theoreme dit théoreéme fin de Szego est défini actuellement
comme un développement asymptotique dont on peut tracer briévement
l'histoire. G. ©Szego établit tres tot (1915) (10)] 1le résultat
suivant

2> 1lim Qog det. Tw/¥ = g,
N

Ce théoreéme est 1ié étroitement au calcul de 1'erreur de
prédiction pour les processus gaussiens stationnaires.

Le théoreme fin dont on donne la forme en (1) est établi en 1952
4 la suite d'une gquestion d'Onsager ayant trait au modeéle d'lIs 3.

Ce theoréme correspond a 1'ordre 1.

L'analogue multidimensionnel de ce théoréme est etabli par H.

Vidom (12) 4 Linnick la méme année (197%) (8).
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Apres la lecture de i'article de Vidom (121 traitant du
(et multidimensionnel),

développement asymptotique dans le cas continu
j'ai pense qu'i! =tait possible d'etablir 1'analogue dans le cas
discret ¢z%). Les resultate obtenue font I'abjer du Chapitre I1I1. Le
développement est obtenu pour des fonctions de 1'opérateur plus
généralesque le logarithme.

Ce n'est qu'aprés avoir terminé ce travail que j'ai appris
l'existence d'un résultat analogue établi par Linnick (8].

La technique utilisée dans <ce <chapitre était cependant

susceptible de permettre une extension du développement asymptotique.

C'est ainsi que l'on obtient dans 1le chapitre 1V, un

développement asymptotique a tous les ordres pour une fonction f = 1/¢

ou P est un polynéme trigonométrique dont le support de sa transformée
: 3
de Fourier se trouve dans Z.) ( Z,: RN )

Un aspect remarquable du développement est 1'homogénéité des

termes d'ordre supérieur ou égal a 2 et dont la forme est nouvelle. En
d

effet, soitTwn = 1l €O Nj) un “multirectangle de Z<
j=1

(N = (N.,...,Na> est un multifentier). Soit@N le sous-espace des
polynémes trigonométriques dont le support de leurs transformées de
Fourier dansl ~ etTl~ le projecteur orthogonal de Lz("K'-A) surgj.‘.q, alors
Tndf) = Tn est défini par g:ap 2 TUn (fp). Soit Tw~' 1'inverse de Tw
(qui existe si f~' est intégrable), soit enfin V(N) = CardTw, On a le
résultat suivant, lorsque m{' N; = o=

Te (Tn™') = ac VAN 4+ ay (VAN) <=0 4 0 4 a | VAN '79 + a4 +
s (1).

Ce résultat est établi pour f = 1/IP12 ou P est un polynéme
trigonométrique dont le spectre (support de sa transtormée de Fourier)

d

se trouve dans T, =T ['0.1_1-') un "multirectangle" de Z‘J.
Jj=1
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Les coefficients awn,...,as du développement r1ont intervenir les
proprietes de 1 (symbole) de Log 1 et ae ls geamétrie du domaine
limite.

En etret, d'apres le mode de croissance des domaines U w, adopte
pour ie developpement asymptotique, les domaines 7 w/V(N) qui sont
plongés dans ;R'; tendent vers un domaine limite T.o qui est un
multirectangle de RS dont le volume est égal a 1.

Les coefficients du développement asymptotique apparaissent alors
comne des mesures positives dont le support est contenu, selon l'ardre
des termes (& partir de l'ordre 1), dans les "faces" d'ordre 1, les
“faces" d'ordre 2,..., les arétes et les somnets.

Le chapitre VI est une généralisation du travail précédent ou le
symbole f = 1/1PI= est remplacé par f = Igi® oi g est analytique.

Nous précisons ainsi les termes du développement & partir du 2
ordre en mettant en évidence un phénoméne inattendu : la divergence
des termes d'ordre supérieur ou égal a 2 lorsque 1/g n'est pas un
polynéme trigonométrique (i.e. la transformée de Fourier de 1/g un
support non borné danthﬁ).

Il ‘est nécessaire pour obtenir des termes finis, d'approcher 1l/g
par une suite de polynomes trigonométriques P. de spectre contenu dans

T = ﬁ (o4l et\MﬁLb + @, puis de normaliser par une fonction du
j=1 )
cardinal deT ..

Les termes d'ordre supérieur ou égal a 2 qui seront finis
dépendront alors du mode de croissance d‘'une part deTnw, d'autre part
deT ..

Ce type de développement est tout a fait nouveau.

Le but de 1'auteur est de donner la forme du théoréme limite de

Szego dans le cas d-dimensionnel comme un développement aéymptotique a

l'ordre d pour le déterminant de la matrice de Toeplitz.
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Ce travail est en cours et sera une conséquence des chapitres 1il, 1V

et V.

CHAPITRES VI et VII

Ces deux chapitres portent sur le principe du maximum d'entropie
apparu d'abord en thermodynamique (Bolzmann) et en théorie de
l'information (Shannon) (Jaynes [5]).

Son intérét apparait actuellement dans 1l'extension de son
utilisation dans les problemes de reconstruction en physique et en
cristallographie (problémesinverses) ainsi que dans les problémes de
reconstruction de 1'image, épectrographie. geophysique.

Notre but est de développer un cadre mathématique de ce principe
et de proposer des méthodes plus éelaborees en vue d‘applicationj.

La notion d'entropie revét actuellement deux formes différentes
(au nminé) dans les problémes d'application. En effet, soit p une
fonction représentant un objet a reconstruire a partir d'informations
partielles. La fonction p peut représenter une densité électronique
(en cristallographie), une fonction de brillance en image, une densité
spectrale pour les processus gaussiens, etc...

Si p est une densité de probabilité, l'entropie de p est alors

+®
-[ p(x)log p(x)dx.

-

Une autre forme d'entropie est donnée par 1'expression

+o
( Log p(x)dx.

—
L'une et l'autre forme d'entropie ont donné pour des domaines

specifiques des résul tats significatifs, sans pour autant
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qu'apparaisse clairement, pour les applicateurs, le choix a faire dans

chaque situation [(9].

4
Du point de vue;h»ynwdbabilitea (ainsi de la theorie de
. ’
l'information) -\p log p(x)dx apparait comme une iorme particuliere de
-

1'iniormation de Kullback entre deux lois de probabilité {3 }J. Cette
tonctionnelle apparait la plus adaptée pour mesurer l'écart entre deux

lois.

-t

La forme .fLog p dx ((1)), n'est pas a proprement parler une

-0
entropie. Lorsque f = p est une densité spectrale d'un processus

[~

gaussien stationnaire, alors Jlog f(x)Xdx x représente 1l'entropie du
- «J

processus au sens de Kolmogorow Cette interprétation se trouve dans

un article de Chovev (2], 1961) et qui semble avoir été ignoré par

les applicateurs jusque-la. Les chapitres V1 et VII portent sur les

propriétés de convergence des solutions obtenues par 1'une ou 1l'autre

entropie.
v oL
Les résultats concernant 1l'entropie —Ip log p(x)>dx sont encore
- 60
élémentaires. 11 reste un travail important dans 1le cadre de

l'utilisation de «ce principe en reconstruction de phases en
cristallographie [(3].

Les résultats concernant 1'"entropie" J Log p d x sont tres
- P )
élaborés et +trés précis, mais 1l'application en est restreinte aux

seuls processus gaussiens stationnaires.
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(41

(9]
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 282 (26 avril 1976) Série A — 895

THEORIE DES PROBABILITES. — Prédiction d'un processus stationnaire
du second ordre connu sur un intervalle fini. Notc (*) de M. Abdcltatif Seghier,
transmise par M. Robert Fortet.

Soit X (7)) un processus stationnaire du deuxiéme ordre connu sur [— a, + a], on suppose qu’on
peut lui associer une infinité de corrélations R (.) coIncidant sur{— 2 a, 4 2 a]. On se propose d’une
part, de prédire X(s), pour R (.) donnéc, par rapporta { X («):; u s a} etd’autre part de déter-
miner la corrélation R qui donne la plus mauvaise des prédictions.

1. Soient : r (.) une fonction continue définie non négativesur R;ae R,a > 0; ® (r ] a).
la classe des fonctions R (.) continues non négatives, identiques a r (.) sur (—2 a, +2 a).

Soient : R(.)e R (r |a) et X (.) unc fonction aléatoire stationnaire du second ordre,
admettant R (.) comme fonction de corrélation; nous étudions les problémes suivants :

1° Calculer la prédiction linéaire optimale de X (s) (s > a)., par rapport a
{X@), |u;Sa}.

2° Déterminer pour quelle R (.) e 22 (r [ a), la prédiction ci-dessus est la plus mauvaise.

2. On pose
(1) R(l)=f_ e” " dp(x),

ou u est une probabilité sur R.

(1) Permet d’interpréter, par l'isométrie X (u) — e, [avec e, (x) = ¢™*], I'erreur de
prédiction comme la distance de e, au sous-espace fermé Hy_, ., de Lﬁ (R) engendré
par les exponentielles ¢, , |u | < a.

La question 1. I1° a été considérée dans (), ol la solution passe par la résolution d’équa-
tions intégrales. L’approche qui en est donnée ici utilise les propriétés des fonctions ana-
lytiques sur le demi-plan. Outre les résultats explicites qui sont obtenus pour une famille
de mesures associées au processus par (1), cette étude permet de répondre a la question 1.2°.

3. On suppose p = fdx et
+ 00
f (Log f(x)).(1+x*) " 'dx > — .

Une fonction positive presque partout, sommable et vérifiant l'inégalité ci-dessus peut
s"écrire :
f(x)=|gx)|*p.p.» avec geL*(R) ct g=Fg

[# étant la transformation de Fourier de L? (R) sur L? (R)] vérifiant g () = O pour
presque tout ¥ < 0. On note par H** = { he L? (R)/i; (1) = 0 pour presque tout v < 0 }
et par H*- = {helL? (R)/l'z‘(v) = 0 pour presque tout v 2 0}. On note par H,,,
—00 £ b <c= +00, le sous-espace de L} (R) engendré par les exponentielles e, ,
b=u=z=c.

On peut choisir g telle que H** = g Ho,, (H?™ = g H _,,)). ¢ est dite extéricure ().
Soit P le projecteur orthogonal de L? (R) sur H2* ¢t Q le projecteur orthogonal de L? (R)
sur H2~, on note par M I’opérateur linéairc de H?* dans H?~ défini par

M: 0-Q(egg '0)
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 282 (26 avril 1976) Série A — 897
Démonstration. — Soit b, la fonction définie par b, = —P (ge,_,).

I° Si P, (e,) coincide avec la projection de e¢; sur H_,, alors M (b,) = 0 (pour
tout s = a). En cffet dans lec lemme 1 il suffit de tenir compie du fait que P, (¢;) —e¢, cst
orthogonal &8 H_,,, = ¢, g~' H*™ implique 0, , = —b, pour tout n et

Ol.n =__M02.n = M(bs)=0

pour tout .
2° Si M (b,) = O pour tout s = a, c’est-a-dire ¢, gg~ ' b,€ H?* pour s 2 a, alors
Cra 88~ ' M € H2Y avec .# le sous-espace fermé engendré par b, , s 2 a. D’aprés la forme
de b, ce sous-espace coincide avec H?*, comme |(e,, gg7") (x) | = I c’est une fonction
intérieure d’aprés un théoréme de Beurling.
3° Si e,, g8~ " est une fonction intéricure il est facile de voir que c,, gg~"! b, € H2*
c’est-d-dire M (b,) = 0 (s = a).
4° Si M (b) =0 pour s = a d’aprés 2° c¢,,gg” ' 0e H?>* pour tout 0 e H?>* donc
M () = 0. Il s’ensuit que dans le lemme 0, ,=M®0, ,=0 ect 0,,=—56, et
P, (e,) = e;—e, g~ ' b, c’est-a-dire la projection de e, sur H _ ...

Exemples de calculs de projections :

Exemple 1. — Projection de e, sur H_ .y " H_,4 x)-
Soit
1 (x—1)°
fx)="—— .
) r (x2+1)?

on obtient pour s > a :

Pa(es)(x) = (] -+ i(i— l) X —; (s_a)e“ (S"‘d)) eiax-
_\‘—
Exemple 2. — Projection de e, sur Hi_, 4, :
2 x?+4
f(.\') =

5r (x2+1)2°

S 7' (x) étant localement sommabile, la projection de e, sur H _, ., est aussi la projection
de e, sur H _ .,y n H _,, ., et les calculs donnent, pour s> a :

Pa(es)(X) = A(S)SL_%:E_'.I”-F ((_’_ (S_a)(l +(s—a) x—i ) +B(S)(x_i;)_-.)ei"“,

x? x—2i x2+4

ou
36 (s — —(s—a)_,—4a _ ,—3da
A(s) = — 8G—ae N et  B(s)=—2 - A(s)
S8l —e™ " g

4. Considérons A,y = { . # = R,Re R { r|a }etsoit H'_,, , le sous-espacc de L] (R)
engendré par I'exponentielle ¢, , pe A, ]u | < a.

PROPOSITION 5. — Soit 2 : 0 < o << a. On suppose que g g~ " e, est une fonction intéricure
et [ 71 localement sommable. Alors pour tout s compris entre a et 3 a—2 x, la distance de ¢,
a H® H € Ay st maximale pour la mesure f dx.

(—a+a)y



896 — Sériec A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 282 (26 avril 1976)

et par M* I'opérateur linéaire de H2~ dans H2?* défini par
M* : Y- P(e_,,g2g8” ")

On note enfin par P, lc projecteur orthogonal de L}(R) sur H_ .., " H_, 4y et

par || ||, la norme dans L7(R) et || || la norme dans L* (R).

LEMME 1. — Pour tout s > ail existe deux suites (0, ) et (0, ), n = 1,2, ..., dans L* (R),
telles que :

(i) 0, ,eH*” et 0, ,eH". n=1.2 ...;:

(i) P,(e)=e,+ lim (e_,g7'0, ,+e,27'0; ,);

n— 4+ x
(iii) lim (6, ,+M©0, ,)=0:
n—e+
Giv) lim (M*0, ,+0, ) =—P(e,_,2)
n— 4+ x

ProPOSITION 1. — On pose b, = —P (e,_, g) et on suppose que 1 —M* M est inversible

(i) P,(e,) =e,—e_,g '"M[(UI—M*M) " 'b]+e, g7 "(UI-M*M) ' b;

(ii) HPa(ed ||7=1+|[M[A=M*M) ']’ —||=M*M) " b_||>.

La proposition qui suit donne une famille de mesures fdx pour lesquelles I —M* M est
inversible. On note par z — g (=) la fonction analytique sur le demi-plan Im z > 0 qui

coincide sur R, presque partout avec get z —>g(z) = g (z_) la fonction définie sur le plan
complexe et qui coincide avec g (x) sur R.

PROPOSITION 2. — On suppose que =z — Y (z) = e (gg~ ") (z) est une fonction méro-
morphe dans le plan complexe et n'ayant qu'un nombre fini de zéros dans Im z > 0. On
suppose de plus qu'il existe une constante K positive telle que |V (z) | < K pour | z | assez

grand. Alors :
(i) dim (M* M) H2* < +oo;
(ii) (I —M* M)~ ! existe et est borné sur H2*.

PROPOSITION 3. — On suppose 1/ f localement sommable. Alors pour tout a > 0 :

H(—ta)nH(--'too) = n }—{(—a—:a-}c) = H(—a+a)'

>0
C’est un corollaire d’un résultat de Levinson et McKean (*) établi pour a = 0 ou I’0on a

H-200P Heo+x) = () H—cso)
c>0
On dit qu’une fonction ¢ définie sur R est une fonction intérieure si clle est la restriction
_presque partout d’une fonction analytique z — ¢ (z) sur le demi plan Im z > 0 et telle que

"P(Z)lélq’('\')l =1,~ Imz=0.

PROPOSITION 4. —  Pour que la projection de W _,, ., sur H - 2.y coincide avec

H o O Ho_uvwy. i faut ct il suffit que gg v e., soit une fonction intérieurce.
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COROLLAIRE. — Soit
|

foy=— 1,
R YS)E

oit Q (2) est un polynome n’avant pas de zéros dans Imz > 0, d Q = |. Alors la distance
de e, a HY_,_,,). B € A,y st maximale pour la mesure fdx et pour a £ 5 < 3 a.

ProrosiTioN 7 (1). — Soit S dx une mesure de probabilité vérifiant
+ 0
J. (Log f (x)).(1+x*)"'dx > 0.

Alors il existe une iifinité de mesure de probabilité p vérifiant i (u) = f(u), |u| < 2a,
et pour tout a > 0.

L

Exemple. — Supposons r(t) = e~ ‘i, pour |t| =< 2a. On peut la prolonger par
R (1) = e~ * sur tout R. La mesure spectrale associée est f(x) = (n (1 +x2))" ! dx.
Il existe une infinité de prolongements en dehors de [—2a+2a]. La plus mauvaise
prédiction pour les corrélations Re R { r|a } est atteinte pour R(t) = e~ ', si s est
compris entre a et 3 a. Considérons la correlation F (t ) définie par

F()=e "], |t] <2a;
F(1)=--2"2t+e 2°(1+2a), 2as|t|=s2a+1 et F(t)=0, |t|=2a+1,

alors la distance de ¢; a

~ + oo .
Hf_‘,h,,(F(t):J e"“‘F(t)dt)
- ao .
est égale a 1 pour s > 4a+1, et strictement supérieure a la distance de ¢, 3 H_;44
[qui vaut (1 —e~2¢"?)'/2] Cet exemple montre que la propriété ci-dessus de corrélation
R (1) = e '*' cesse d’étre vraie pour s = 4a+1.

(*) Séance du 16 février 1976.

(') D. DACUNHA-CASTELLE, Comptes rendus, 259, 1964, p. 4480.

(3*) M. G. KRrEIN, C. R. (Doklady) Acad. Sc. de 'U.R.S.S., 26, n® 1, 1940.

(®) M. G. KREeIN, On Basic Approximation Problem in Theory of Extrapolarion and Filterin Process
(traduction anglaise dans Selected Transl. Math. Statist. Prob., 4, 1964, p. 127-131).

(*) N. LevinsonN et H. P. McKEAN, Jr., Acta. Math., 112, 1964, p. 98-143.

1, square Gabriel-Fauré,
92160 Anrony.
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PREDICTION D’UN PROCESSUS STATIONNAIRE
DU SECOND ORDRE DE COVARIANCE
CONNUE SUR UN INTERVALLE FINI

PAR
A. SEGHIER

Soit X (t) un processus stationnaire du 2° ordre connu sur ( —a, a), on sup-
pose qu’on peut lui associer une infinité de corrélations R coincidant sur
(—2a, 2a). On se propose d’une part, de prédire X(s), pour R donnée, par
rapport a {X(u): |u| < a} et d’autre part de déterminer la corrélation R qui
donne la plus mauvaise des prédictions.

Introduction
1. On se donne une densité de probabilité f vérifiant:
f*‘” Log f (x)
J_o 14 x?

Soit L}(R) I'espace des fonctions ¢, définies sur R et a valeurs complexes,
telles que | ¢(x)|? soit intégrable par rapport a la mesure f . dx.

Soit a, b, —c0 < a < b < oo, on note par H,;,, ’espace de Hilbert engendré
dans L%(R) par I’ensemble des combinaisons linéaires

dx > — o0.

N
> a,e™™, a,eC,t,eReta<t, <b,
n=1
ct soit ¢, la fonction x — €%, e¢; € L}(R).

Dans la premiére partie on déterminera la projection de e, sur
H_yo O H_ 405> a

Avec une condition sur-le poids f, on calculera dans la seconde partie,
la projection de e, sur le sous-espace H_,, (qui coincidera avec
H _wa N H_y0),a>0)

On donnera dans la troisieme partie des exemples de calculs de projections et
une application a un probléme d’extremum, a savoir, connaissant la covariance
d’un processus stationnaire du 2° ordre X (t) sur lintervalle (—a a) trouver
parmi tous les processus stationnaires ayant la méme covariance sur (—2a 2a),
celui qui donne la plus mauvaise prédiction pour s > a.

2. Le probléme de la projection d’un élément e, sur le sous-espace H_,,
a ¢té étudié par M. G. Krein [8]. La solution qui en est donnée nécessite la
connaissance de solutions d’un probléme de Sturm-Liouville inverse.
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Y. A. Rozanov [10] a étudié ce probléme et donne une solution explicite dans
le cas ou le poids f est une fraction rationnelle. Enfin Dym et McKean [2]
obtiennent la solution de ce probléme (pour une large classe de poids) en
utilisant la théorie de de Branges des espaces de Hilbert de fonctions entiéres.

LLe but de ce travail est de montrer que ’étude de la structure du sous-espace
H _oa N H_,, donne, entre autres conséquences, une solution explicite de
la projection de e, sur H,_,, pour une trés large classe de poids f. Ce qui
constitue la généralisation de la solution explicite donnée par Y. A. Rozanov
pour des fractions rationnelles. Les méthodes, toutefois, sont différentes.

Celles que nous utilisons sont basées sur les propriétés des fonctions
analytiques dans le demi-plan et un théoréme de Paley-Wiener.

3. Relation avec la prédiction d’un processus stationnaire du 2°€ ordre. (Voir
Dym et McKean [2, p. 300-302}.)

Soit X(t), t réel, un processus du second ordre stationnaire de corrélation r:
rs—t)=[ X(©X(s)dP, r(0)=1.
Q .

On suppose la corrélation ¢t — r(t) continue, on a r(t) = [12 e~ dpu(t), ou u
est une probabilité.

La représentation obtenue nous permettra d’interpréter la prédiction de
X(s), connaissant X(¢), t€ T et s ¢ T, en termes de projection de e, sur le
sous-espace H_,, avec T = (—a a).

Un processus sans partie déterministe est caractérisé par les mesures
dpu=f.dx et

[ e Lng(x)

[ 2 Fdx> —oo avecS(x)=f(-x)>0pp.

Le sujet de cet article a été proposé par Monsieur le Professeur
Dacunha-Castelle.

I. Projection de e, sur H _ ., N H_

a o)
Soit f(x) > 0 p.p. et vérifiant
e = Logf(x)
1 dx =1 —— dx > —
(1) J_w S(x)dx et J‘w T+ %2 dx > — o0

On note par i = Zh la transformée de Fourier de h € I2(R) et définie par

. +A
h= AETQO Y. dans I*(R), avec Y (x)= ﬁ J_A h(t)e™i** dx
et par g la fonction
x — g(e™).
On sait que & est une isométrie de IZ(R) sur I*(R).
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H?* et H*- sont des sous-espaces fermés de I?(R) définis par
H?* = {h € I2(R), h(u) = 0 p.p., u < 0},
H?*- = {h e I>(R), h(v) = 0 p.p., v = O},

On a d’autre part I?(R) = H*>* @ H?*-.

Les deux propositions suivantes sont classiques.

PROPOSITION 1 [3, p. 18-20]. Soit f une fonction vérifiant les conditions (1)
ci-dessus. Alors il existe une fonction g (dite exterieure) verifiant,

(i) |g(x)]* =r(x) p.p.
(i) ge H**,
(i) g.Hox =H?".

-1

Soit .# la transformation de Fourier sur I?(R), & ~! sa réciproque et 1g_

I'indicatrice de R_ = {x € R, x < 0}.

PROPOSITION 2 (Szegd [6]).  Soit g, avec |g |* = f, verifiant les conditions de la
proposition 1 et ¢ la projection de e;, s > 0, sur H_ o, oy = g~ 'H?-, alors

¢, =g 'F N (F(eG)r.)

Deémonstration.  La projection ¢ de e, vérifie

L+ . too
| lé— el gl(x)dx= min | |¢— el (x)|g](x)dx
C - x ¢eH -0 ' —w
ou encore, en tenant compte de H_ .o, =g 'H?",
L+ x . +oo
| 1¢-F—e-glP(x)dx= min |  |¢.g— e .F|*x)dx
Y- x §g-¢€H2- * —©

La derniére expression montre que ¢, . g est la projection (dans I?(R)) de
¢, . g sur H>-. -

D’aprés la définition de H?- et du fait que & soit une isométrie de I*(R),
on a

F (¢ . g) = projection de F (e, . g) sur F(H*")= F(e, . g). ln_

d’ou la proposition.

La proposition 2 permet de résoudre le probléeme de la projection de e, sur
H ., o (ct plus généralement sur H_ . ,, a =0, s > a).

I1 reste a étudier le cas de H(_ 4 N H(_, o)-

LEMME 1. Soit f donnee et g associee a f par la proposition 1. Soit P, le
projecteur orthogonal de LZ(R) sur H_ 4 o N H(_ 4 o)
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Alors, pour s > a, il existe deux suites (0 ,)ns0 €t (02.4)ns0 dans I*(R) telles

que

(i) 0,,€e H* et 0,,€e H**,n=0,1,2,...,
(i) P,e,=e,+lim, o (e—o-97'.0,,+ €. '60:,)

Démonstration. On a la relation d’orthogonalité suivante:

(H(—oo ay m I_I(—aoo))l = (H(l—oo a) + HiL—a oo))'

P,e, — e, étant orthogonal @ H(_ o, o N H (-, ), 1l €xiste une suite
(Rindnzo> My € Hi- o 0
et une suite
hz.m hz.n € H(l—a )

telles que

P,(e) — e, = lm (h,,+ hy,)

n— + oo
Dr’apres la proposition 1:
H(—ooa) = €4 . H(—onO)"__ €, - g—l . Hz'_
H(—aao) = €_g - H(O o) &= e_ag_l . H?+,
Donc pour tout n,
(hl.nEHiL—coa)) had (hg,n-e_a-gEHz*’)
et

(hZ.n e}{(Jh—aoo‘) had (hz.n'ea°geH2—)

En posant 0, ,=h,,.e,.get 0,,=h,,.e_,.g, on obtient (i) et (ii).
Nous allons établir deux relations qui caractérisent les suites (0, ,),>0 €t
(OZ.n)nzO'

LEMME 2. Soit P (resp. Q) le projecteur de I*(R) sur H** (resp. sur H*"),

(01 ns0 € (03.,)ns0 les deux suites du lemme 1 et s > a. On a les relations
suivantes:

lim (Gl.n + Q(eZa -g- [g]_l * 02.n)) = 0’

n— + oo

hm (P(e—la . (7 . [g]_l . Hl.ni'*' €s—a - g) + 02.:-) = 0

n— + oo

Démonstration. Soit P,e; € H - o . N H_,,, 1a projection de e, sur cet
espace, on a

P,e,ee,.g"'.H*- et P,e,€ce_,.g '.H?**
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d'apres la proposition 1, d’ou
P((P,e) .e_,.g)=0 et Q((P,e).e,g)=0.

On a d’autre part, pour s > a, Q(g . ¢,,) = 0. En remplacant P_,e, par son
expression du lemme 1, on obtient les deux relations annoncées.

Remarque. Dans le cas s < —a, on obtient des relations analogues en
remplagant 0, , par 0,, et vice et versa.

Introduisons quelques notations: Soit M l'opérateur linéaire de H?* dans

H?- défini par
M:0-Qeza-9-[g]"".0)
ct soit M* lopérateur linéaire de H?- dans H?* défini par
M*: 0> Ple_5,.9-[g]"'.0)

on notera par |[h|| = (3 |h(x)|? dx)? et |k| ;= ([ZZ |k(x) > (x) dx)'2

PROPOSITION 3. Soit by= —P(g . e,_,), s > a. On suppose I — M*M inver-
sihle. alors:

(i) Poey=e,—e g7 . M(I — M*M)™ ‘b, + e,g~ (I — M*M)™'b,,
(i) |Pae,l=1+1M. (1 —M*M)"1b, |2 = (T — M*M)~ b,

Demonstration. Montrons (i). P,e, s’écrit, d’aprés le lemme 1,

Pa()s = eS + lim (e—a hd g_ 10‘." + eag— 192.'!)

n—x

outl,,e H* et 0,,€ H** pourtoutn=1,2, ....
Draprés le lemme 2, on a

lim (01_,, -+ M()z‘") = O, lim (02_" —_— M*Ol.n) == bS’

n-— oo n— oo

sOil encore

6,,= —MO0O,, + a, pourtoutn aveca, € H>- et lim a,=0

1.n
n— +oo

0,,+ M*0,,=b, + B, pour tout n, avec 8, € H** et lim B, =0,

d’ou
(I — M*M)8,, = b, + B, — M*a,.
Comme (I — M*M)~ 1! existe et est borné sur H?* par hypothése,
lim 0,,=(—-M*M)"'b,+ lim (I — M*M) (B, — M*a,).

n— + oo n— + oo



18

394 A. SEGHIER
On a d'autre part |[M*|| = |[M|| < 1, il s’ensuit que
lim (B8, — M*a,) =0, lim 0,,=(I— M*M) b,
n— + xc n— + oo
et
lim 0, ,= — lim M6@,,= —M lim 0,,.

Prouvons (ii). Posons 0, = lim,_. ., 0, ,¢et 0, =1lim,_, 6,,,0ona
IPaes — esl|f =1 — ||Paes|}
= lle-ag™ 10, + €.g~ 10, ||}
= {16, | + [[02]|> + 2R.(6,, 02 €2,9[7] ")

Comme 0, = —Q(0,e;,-9-[g] '), on obtient R0, 0,e,,9.[g]" )=
— 110, |* d’ou
IPaesl|7 =1+ 106,]> — [62]*

ce qui donne (ii).

Dans ce qui suit nous allons donné des conditions suffisantes sur le rapport
g.[g]”' pour que M*M soit inversible. Soit b >0, supposons que
g.[g) '=e,JB™' ou J est une fonction intérieure et B un produit de
Blaschke donné par

. 1 — /A \*!
B(2) =11 (; — lﬁ;")

avec Im 4, > 0, p, des entiers positifs ou nuls,n =1, 2, ....

Soient 0 un élément de H?-, @ la projection orthogonale de J@ sur
H?*- © BH?*- et R lopérateur de H?- dans H?*© BH?* défini par
R.0=B.0.

Posons a’ = 2a + b et U, lopérateur de H>* © BH?* dans lui-méme défini
par U,y = P(¢_ 20+ ¥) OU Y € H?* © BH?* et P la projection orthogonale
de I’(R) sur H?*. Soit M* 'opérateur défini précédemment par

M*0 = P(e_,,§-[g]"'.0)= P(e—, . J 'B.6),

on vérifie que M*0 = U, RO pour tout 0 € H?*.

Notons par A I'ensemble de zéros de B (4,,n = 1,2, ...), [}(A) le sous-espace
de I2(0 20) engendré par les fonctions &, définies par &,(x) = xPre** (x > 0),
n=1,2,.... Notons enfin par T, I'opérateur de I?(A)dans lui-méme défini par
(T, 3)(x)=¢&(x + a') pour x =0 (@’ > 0) et (T, &)(x) =0 pour x <O.

D’aprés la remarque de P. Lax [7] I'image de I?(A) par la transformation de
Fourier, notée .#, est 'espace H>* © BH?>*.Onad’autrepart U, = T, % ..
Comme Z est une isométrie de [*(0 oo) sur H?*, U, est compact si et seule-
ment si T, est compact.
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Nous avons ainsi le théoréeme:

THEOREME (P. Koosis [7]). L'operateur T, est compact pour tout (@’ > 0)si et
seulement si

lim (p,,+1)ImzA,,____0, o réel et lim Im A, = oo.
le]l = 'ln - O'I n—oco

COROLLAIRE. On suppose que les zéros de B(A) vérifie les conditions du theor-
eme précedent. Alors

(i) M*M est un opérateur compact de H**,
(ii) ||[M*M| <1 et I — M*M est inversible.

Preuve. (i) D’apres le théoréme de P. Koosis T, est un opérateur compact
donc aussi U,., d’autre part M*M = U, RM ou RM est un opérateur continu
(IRM|| < 1)de H?* dans H?* © BH?*, donc M*M est un opérateur compact.

(i) M*M est un opérateur auto-adjoint positif. Comme c’est un opérateur
compact sa norme est égale a sa plus grande valeur propre. On aura donc
|M*M| < 1 si toute valeur propre de M*M est strictement inférieur a 1.

En effet, soit ¢, € H?>* et supposons que I'on ait

”M¢o " = "Q(e2ag . [g]-1¢'o)“ = "¢o "

Comme Q est un projecteur orthogonal, cela implique que
0= e,5,9[g] '¢o € H>-. On a alors

(@0)" (u) = (e2, - gbo) " (u) = (9¢o)" (u — 2a)=0

pour presque tout u > 0. On a d’autre part (g¢o)” (v) = O pour presque tout
v <0, d’ou (g¢o)"(v) =0 presque partout. Comme g. ¢o€ L(R) et g+ 0
presque partout on obtient ¢, = 0 presque partout. On adonc |[M¢| < ||@| et
IM*M¢| < ||¢| pour tout ¢ € H*+,

II. Consequences de I

PROPOSITION 4. Pour que la projection de H,_, o, sur H _ , 4 coincide avec
H_ oo N H_,w il faut et il suffit que g . [g]~ e, soit une fonction intérieure,
i.e., la restriction sur R d’une fonction ¢ telle que

(i) z— ¢(z) soit analytique dans Im z > 0,
(i) [(G)] =< |6(x)] = |glx). [7]7*(x)e**| = 1 p.p. avec z=x + iy et
Im z >0, et ¢(x)=lim,_o ¢(x + iy) p.p.

Démonstration. 1. Soit b, la fonction définie dans la proposition 3 par
b, = — P(ge,-,). La condition M(b,) = 0 pour tout s > a est nécessaire pour
que la pro;ectxon de H( —aw) SUr H(_, 4 coincide avec H(_ 4 o N H(_ 4o il
revient au méme de voir ce fait pour un ¢lément e, s =a.
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Supposons que P,e, coincide avec la projection de e, sur H(_ o, (s = a),
alors M(b,) = 0. En effet en tenant compte du fait que P,e; — e, est orthogonal

a H_,,=e,-g 'H>-, on obtient 0,,= —b, pour tout n et
0,,=—MO0,,=M(b))=0 pour tout n, (6,, et 0,, sont les fonctions du
lemme 1).

2. Supposons M(b,) = 0 pour tout s > a, alors g . [g] ™ 'e,, est une fonction
intéricure. En effet la condition M(b,) = Q(g[g] ™ 'e..bs) = O implique

(1) g .[g] 'es.b, € H** pour tout s = a.

Notons par .# le sous-espace ferme de [?(R) engendré par le systeme {b},,.
Ona.# = H?**.

En effet, par définition b= —P(g . e,_,) € H**, donc .# = H?**. D’autre
part soit ¢ € H>* orthogonal a .#, on a

) (bys $) = (Fes-a $) =0 pours >a

Mais comme g est extérieure, le systéme {ge,} u < 0 engendre H?-, d’ou
(G¢u, @) = 0, pour u < 0. Il s’ensuit de (2) que (ge,, ¢) = 0 pour tout u € R,
c’est-a-dire (g . ¢)" (1) = O pour presque tout u,comme g . ¢ € ['(R)etg + 0
p.p..on a ¢ =0 p.p.,, d’ou A = H?*.

D’aprés (1) on a aussi

g.[g] 'era. M =g.[g] 'e:aH?* = H*.

Comme |(g . [g] 'es.)(x)| = 1 p.p., d’aprés un théoréme de Beurling, c’est
une fonction intérieure.

3. Sie,,g.[g]™ " est une fonction intérieure alors M(b,) = 0 pour s > a. Il
suffit en effet de remarquer que e,, . g[g] ™ 'b, € H?*.

4. Supposons que M(b,) = 0 pour s > a, d’aprés 2, e,,.g .[g] '60 € H**
pour tout 0e€ H?*, donc M(0)=0. Il s’ensuit d’aprés le lemme que
Orn=—M0,,=0 et, 0,,= —b, et Pe,=¢e,+ e][g] 'b,, clest-a-dire la
projection de e, sur H _

En résumé on a:

(i) la projection de e, sur H _ , coincide avec P, e, pour s > a,
(i1) M(by) = 0 pour tout s > aq,

(i) e,,g.[g] ! fonction intérieure,

avec (i)<=> (i1) < (iii).

o a)*

Remarque.  La proposition 4 constitue une généralisation d’un résultat de
Levinson et McKean [9].

ITTA. Quelques exemples de calculs de projection

Dans cette partie, nous allons donner des résultats explicites de calculs de

projections sur le sous-espace H_,, pour des conditions assez faibles sur le
poids f.
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Nous noterons par M_ I'opérateur M de la partie I, (c > 0), i.e.,
M. 00— Q(esg-[g]".0)
THEOREME (H. Dym [4]). Soit f ~! localement sommable, alors

(1) H_waoN H_oey= () H—g-—ca+ey pour tout a=0.

e>0

Si de plus |M_|| < 1 pour un nombre c = 0, alors
(2) H_pa N H_4,0y=H_,, pourtouta>c.

Ce théoréme est la généralisation d’un résultat de ’'auteur dans un manuscrit
non publié.

COROLLAIRE 1. Soit f(x)= |¢p(x)|" % ou g =e ™' est une fonction exter-
ieure et ¢ une fonction entiere de type exponentiel < c. Alors pour tout a > c, la
projection de e; (s = a) sur H_,,, est donnee par

Paes =€ — €5_¢- &P(es+c—a$_1)s

IPa2=1— [  [(esre—a® )" ()|? du
‘0

Preuve. g .[g]™! = e,. @/} est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1
[5]. D’apres le théoréme de Dym [4] et le corollaire du théoréme de Koosis, on
a'H(_00 N H_ 0= H(_.,,.a,. L’expression de la projection de e, sur H_,,
découle enfin de la proposition 4.

COROLLAIRE 2. Soit f(x) = |R(x)/@(x)|* ot g =R .[e.p]™ ! est une fonc-
tion interieure, ¢ une fonction entiére de type exponentiel < c et R un polynome
dont les zeros wy, ..., w, sont dans le demi-plan Im z <0, de multiplicites
Fiveens Fo.

Alors pour tout a > c, la projection de e, (s = a) sur H _,,, est de la forme

iax
e

Pole)(x) = € — — (P - (Fes-a)(x) + le — 0, (x = ))

x—wk Wk
e—iax n 1 1
R
M g(x) Zx:x—wk k(x"wk)

Preuve. g.[g] ' =R .[R] 'e;.d/d ou R[R]™! est l'inverse d’un produit
de Baschke et e,.¢/¢ est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1 [5].
D’aprés les mémes remarques que dans la preuve du corollaire 1 on a
H . N H_ .0 =H_,, e¢tla projection de e, sur cet espace est donnée par
la proposition 3. L’expression de la projection dans le corollaire s’obtient enfin
par un calcul de résidus.
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Exemple 1. Projection de e, sur H_ ., 0 H _, o,

1 (x — 1)
fl)=— TP
on obtient
X — ; (S . a)) e~ 5 aiax

P,(e)(x) = (1 +i(i — 1)

X

Remarque 1. Onadanscecas H_yqa N H(—aw) F H(—aa» car P (e;) n’est
pas analytique (on sait que tous les éléments de H,_,,, sont de type exponen-
tiel, de paramétre inférieur ou égal a a; voir [9]. Cela est di au fait que f = '(x)
admet un pole en x = 1 (donc non localement sommable).

Exemple 2. Projection de e, sur H_,,
2 x*+4
T Sm(x2 +1)%°

/7 !(x) étant localement sommable d’apreés le corollaire 2 la projection de e sur
H _,, est aussi la projection sur H_, , N H_, . les calculs donnent

Pales)(x)

S (x)

(x +1)* _, (__ x—i (c =i\
= A . ixa (s—a) — . 1. ¢*a
(s) 24 °¢ + le 1+ (s a)x—2i + B(s) earyy Bl
ou
36(s —a)e "D, g% e e
A(s)= — S — =% et B(s)= — 5 A(s).

IIIB. Application a un probléme d’extremum

(1) Position du probléme. Soit f une fonction positive presque partout,
sommable telle que f dx soit une probabilité sur R et telle que

" " Log f(x)

dx > — oo.
Do 14 x?

On considére une famille de mesures de probabilités u sur R, vérifiant

.+ . +oo

(i) | e ™ du(t) = | e ™f(t)dt, |u| <2a,a>0.
- & — o0
De telles mesures existent et différent de f'. dx, un procédé de construction
est donné dans [1], on ne les obtient pas toutes cependant.
On note par H{_,,, le sous-espace fermé de L}(R) engendré par {e,, |u| < a}
(e,(x) = ™). Un nombre s > a étant donné, on cherchera parmi les mesures u
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vérifiant (i), celle pour laquelle la distance de e; a H{_,, dans LZ(R) est
maximum.

Des résultats peuvent étre donnés pour une famille particuliere de poids et
pour s, a < s < 3a.

(2) Drapres la proposition 1, si f vérifie

l' "> Log f(x)

T+ %2 dx > — o0,

alors il existe g telle que |g|*(x) = f(x) p.p. et g(u) =0, u < 0.
La norme d’un élément  de Li(R) sera notée ||y,

PROPOSITION 5. Soit ¢, 0 < ¢ < a. On suppose [~ ! localement sommable et
g . [g] ™ 'e,. une fonction intérieure. Alors pour tout s tel que a < s < 3a — 2c la
distance de e, a H{'_ ., est maximum pour f . dx.

Démonstration. 1. L’hypothése g[g]~ 'e,. intérieure entraine que l'opér-
ateur M_est nul sur H?* (autrement dit |[M_ || = 0), comme de plus on suppose
/7! localement sommable, on a, d’aprés le théoreme de Dym [4],

(1) H_,ny=H_4 o N H_,, poura>c.

D’apres la proposition 4, g[g] ™ 'e,, étant aussi intérieure (a > c), la projec-
tion de e, sur H _,,, est égale a la projection de e, sur H _  ,.
2. Solenta,0<c<a<aets=>a;ona

min e, = dly= min e, — &l
e H_gq deHg-214q
In cffet d’apres 1, _
min "es - ¢”f = min ”es—a+a - ea—a¢”f’
e Hga-21a ex—gp€H(_1 43
min les—a-a — €x-a®| ;= min lles — eaa|l,-
ex-a-d€EH_ « 3 ea-2 €H(-x g

Ce qui donne toujours d’apres 1,

min e, — ¢ll, = min [e, — o],
dpeHi -« a peH(-ga
Il s’ensuit que la projection de e, sur H _,,, est égale a la projection de e, sur
I—I(a_ 21 a).

3. La distance de ¢, a H{_, ,, est maximum pour f.dx. Soit0 < c < a < a.
On a, pour a < s < 3a — 2«,

N
Z a,é,, — €

n=1

u

N
Z a, €, — €

n=1

!
avec a,,...,ay€Ceta—2a<t,<a,n=12,...,N.
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En effet
N 2 N 2
Y a,e,— el = || 2 ane, +1—2Re(2ae,"
n=1 ) " n=1 " n=1
Comme ji(t) = f(t) pour |t| , on a d’une part
2
Z ape, || = Y a,a,put,—t,)
n=1 u 1<n<N .
1<m<N

Z a,a,, f([n - !m)

<n<N
<m<N
2
= Z a,e, || ;
n=1 i
d’autre part,

N N
(Z a,e,., es) = > a,p(t, — s)
n=1 u =1

s| < 2a par hypotheése, donc i(t, — s) =f(t

w—S)n

avec

n

n=1

cc qui prouve I'égalité ci-dessus
D’apres 1, on a

N
min ||¢ — e, =min || > a,e, — e
peHi_gq n=1 S
pour toute suite de nombres complexes ay, ..
de nombres vérifiant a — 2a <t, <a,n=1

< ,n=1,..., N.
Tenant compte de I'égalité ci-dessus on obtient

min || — &, < min
€ Hi-qaa*

”¢ — € ”f
PpeH(_ga

pour toute probabilité u vérifiant j(t) =f(t), |t] <
proposition.

COROLLAIRE.

1, ..
N N
n=1 n S

ay et pour toute suite t,,

).

., N et

co N

2a, ce qui prouve la

Soit f(x) = 1/|Q(x)]|?, ou Q(z) est un polynome de degré super-
ieur ou egal a 1 et n’ayant pas de zéros dans Im z > 0. Alors la distance de e a
H{_ .4, . A

S
pour toutes les mesures de probabilite verifiant p(u) = f (u), |u| < 2a, est
maximum pour la mesure f . dx et pour a <s < 3a

Exemple.
sur (—

Soit r(t) = ¢! la corrélation d’un processus stationnaire connue
2a 2a). On peut la prolonger par R(t) = e "! sur tout R. La mesure
spectrale associée est f(x) dx

n(1 + x2)~ ! dx. Il existe une infinité de prolon-
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gements de R(t) en dehors de (—2a 2a). La distance de e, a H{_,,, ou u
parcourt I'ensemble des mesures vérifiant i(t) = e~ !, |¢| < 2a, est maximum
pour la mesure f . dx.

Soit maintenant une autre corrélation F(t), prolongeant e~ " sur (—2a 2a) et
définie par

F(t)=e™", [t| < 2a,
=0, [t] =2a+e¢,
=—e 2|t| +e ?e+2a), 2ax<|t|<2a+ec

Pour s > 3a + ¢, ladistance de e;a H{_,,, (F(t) = [*% e~ *F(x) dx) est égale
a 1, donc strictement supérieure a la distance de e, a H{_,,. Cet exemple
montre que la propriété ci-dessus (corollaire) cesse d’étre vraie pour s > 3a + ¢.

BIBLIOGRAPHIE

1. D. DACHUNA-CASTELLE, Remarque sur un probléeme de M. Paul Levy, C.R. Acad. Sci. Paris,
1. 259 (1964). <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>