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ABSTRACT

The subject of this thesis is the study of the dynamics of fibered polynomials.
The setting is the following : given a compact space X, a continuous map f from
X to X, and d + 1 continuous complex-valued functions, cp,...,cs (d > 2) on X,
we consider the fibered map

P.: XxC — XxC
@) — (f@)Puls) = X @),
=0

The dynamics of this fibered polynomials are closely related to the dynamics of
complex polynomials (which correspond to the case where X is a single point). In
our setting, the first step is to extend the familiar notions of filled-in Julia set and
the associated Green function. We are also able to define, through pseudoorbits,
open sets which play the role of the basin of attractive periodic orbits.

We then proceed to a more detailed study of the quadratic case (d = 2). We
identify in several equivalent ways the parameters which correspond in the usual
setting to the interior of the main cardioide of the Mandelbrot set.

In the four last chapters of the thesis, we initiate a combinatorial description, in
the spirit of A. Douady and J.H. Hubbard, of connected filled-in Julia sets and the
parameters space. ‘

This leads, for fibered polynomials which correspond to the real limb of the
Mandelbrot set, to the construction of an abstract configuration space Xoo. Xoo is
a Hausdorff compact and connected space and has a universal property in relation
of the considered fibered polynomials.

Our main result can also be viewed as a generalization of Thurston’s theorem
on the characterization of postcritically finite ramified coverings. We prove that
an abstract configuration, which is weakly recurrent (from a combinatorial point of
view) can be realized in a unique way. The proof consists first in realizing certain
non-recurrent configurations. We then obtain the required fibered polynomial as a
uniform limit of non-recurrent polynomials, each approximation being decuced from
the previous by a surgical procedure.

Key words: fibered polynomials, holomorphic dynamics, Julia set, Green function,
holomorphic surgical, configuration.
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Introduction

Cette theése est consacrée a I’étude dynamique des polynomes fibrés qui sont les
applications de la forme :

P: XxC — XxC
(z,2) +—> (f(:c), Pe.o(2) =ci(z)2? + ...+ c1(z)z + co(:z:)),

ou X est un compact, f une application continue de X dans lui-méme et ¢ =
(¢4, - .. ,Cco) une application continue de X dans C?+! avec c4(z) # 0.

Notre travail s’inscrit dans le cadre plus général de I’étude des produits croisés
(skew-products en anglais) :

F: XxY — XxY
@y — (/@A@Y = 46),

ol Y est un espace métrique et A une application continue. Ces produits croisés
constituent une classe extrémement riche de systémes et une source inépuisable
d’exemples et de contre-exemples.

Les polynomes fibrés n’ont & notre connaissance jamais été envisagés de fagon
systématique. Cependant, S. Heinemann a déja étudié des endomorphismes de C? de
la forme (z,y) — (p(z),p(z,y)) avec p,q des polynémes complexes (voir [Hei96]).
Lorsque I’on se restreint a K, x C, ou K, est I’ensemble de Julia de p, on tombe sur
un polyndme fibré au sens ci-dessus. S. Heinneman obtient alors dans certains cas
trés particuliers des résultats recoupant partiellement ceux du chapitre deux.

Mentionnons également dans cette direction, les remarquables travaux de M.
Viana qui a récemment considéré des applications de I'anneau T' x R dans lui-
méme de la forme (0, z) — (df, 22 + c(6)), avec c une fonction réelle et d un entier
(cf [Via97]). Pour de telles applications, M. Viana a établi ’existence d’un attracteur
non uniformément hyperbolique admettant en presque tout point deux exposants
de Lyapounov strictement positifs.

Par ailleurs, 1’étude dynamique des polynémes fibrés est étroitement reliée a
celle des polyndmes d’une variable complexe. En effet, lorsque X est un point
nous sommes ramenés a l'itération d’un polynéme complexe et nous parlerons “du
cas constant” en référence a ce cas particulier. Le probleme central est alors de
déterminer quels sont les résultats du cas constant qui restent valables dans le cadre
fibré et quels sont les phénoménes nouveaux.



Nous nous proposons, dans un premier temps, d’étendre au contexte fibré cer-
taines notions et certains concepts introduits notamment par Fatou et Julia pour
I’étude de l’itération des polynémes complexes.

Ensuite, nous focaliserons notre étude sur le cas des polyndmes fibrés de degré 2,
en adoptant une démarche proche de celle initiée par A. Douady et J.H. Hubbard.
L’objectif est alors de traiter un ensemble significatif de cas non-triviaux pour mettre
en relief la richesse combinatoire des polynémes fibrés.

Détaillons a présent le contenu de cette thése.

Le chapitre 1 est consacré & la mise en place des concepts fondamentaux de
I’étude des polyndmes fibrés de degré quelconque. On pourra toujours, du point
de vue dynamique, se ramener & un polyndme P, unitaire (|cg(z)| = 1) et centré
(ca-1(z) = 0). Par contre, il existe une obstruction homotopique qui ne permet
pas, comme dans le cas constant, de supposer systématiquement que P, est monique
(ca(z) =1).

Nous introduirons alors K., ’ensemble de Julia rempli du polynéme fibré P,
constitué des points (z, z) de X x C dont 'orbite { P?(z, 2), n € N} est relativement
compact. K., désignera la fibre en z de K.. A chaque K., nous associerons sa
fonction de Green qui sera continue par rapport aux variables c et £. Dans le cas ou
K.z est connexe pour tout z de X, nous définirons la représentation conforme du
complémentaire de K, qui conjugue P,  a la forme normale z — c4(z)z%. Le rayon
d’argument externe § € T! sera alors I’image par cette représentation conforme de
la demi-droite d’argument 8. Nous montrerons ensuite, comme dans le cas constant
(voir [Dou94]), les propriétés suivantes :

e (z,c) — K, est semi-continue supérieurement.
e (z,c) — 0K,  est semi-continue inférieurement.

Signalons que dans notre situation, f n’a pas forcément d’orbite périodique et que
par conséquent, la notion de point périodique perd toute sa pertinence. Ceci dit,
nous définirons & I’aide de pseudoorbites 1’ensemble stable par chaines qui jouera le
réle des bassins des orbites périodiques attractives.

Des le chapitre 2, nous nous limiterons au cas particulier des polynémes fibrés
quadratiques (d = 2). Rappelons, que l’ensemble de Mandelbrot M est constitué
des parametres ¢ € C tels que le Julia rempli associé & q. : z — 22 + ¢ soit connexe.
L’ensemble des ¢ € M tels que g. posséde un point fixe attractif est la cardioide prin-
cipale de I’ensemble de Mandelbrot. L’ensemble de Julia rempli correspondant & un
parametre de la cardioide principale est un quasudxsque de plus g, est uniformément
expansif sur le bord du Julia rempli.

Par analogie, nous définirons le lieu de connexité fibré, comme 1’ensemble des
applications ¢ = (cz, cp) de X dans C? avec |c(z)| = 1, telles que K., soit connexe
pour tout z de X. Le but du chapitre est alors de caractériser de plusieurs fagons
équivalentes, le sous-ensemble ouvert du lieu de connexité qui généralise la cardioide
principale au cadre fibré. Dans ce sens, nous montrerons que les propriétés suivantes
sont équivalentes.



1. Pour tout z de X, il existe ®, un homéomorphisme de C, k-quasiconforme
vérifiant ®.(0) = 0 et pour |z| > 7p :

Pz (®:(2)) = ®y(s) (ca(z)2?).
2. 1l existe une famille (V;).ex de domaines de Jordan, telle que :
0CVz Cint(Kez), Pez(Vz) C Vi

On demande également que le diameétre intérieur de V et le module de I’anneau
P71 (Vi(z)) \ Vz soient uniformément minorés.

Dans les deux propriétés qui suivent, on suppose que l'intérieur de K., est un
connexe non vide. :

3. P, est uniformément expansif sur le bord de K ..

4. 1l existe o > 0 tel que toute ep-pseudoorbite issue de (z,0) est bornée. Il
s’agit 1a d’un équivalent fibré, au fait que pour les éléments ¢ de la cardioide
principale, 0 appartient au bassin du point fixe attractif de z — 22 + c.

L’uniformité en z est essentielle dans ces énoncés. Nous présenterons d’ailleurs
un contre-exemple explicite ou pour tout z, K., est un k;-quasidisque et pourtant
¢ n’appartient pas a la cardioide généralisée.

Les quatre autres chapitres de la thése sont un commencement de description
combinatoire, & la “Douady-Hubbard”, des ensembles de Julia fibrés et d’une partie
de I’espace des parametres.

Attardons-nous, ici, quelques instants sur certains résultats classiques du cas
constant. En premier lieu, rappelons que les membres de I’ensemble de Mandelbrot
sont les composants connexes de M privé de ’adhérence de la cardioide principale.
Ce concept de membre a été introduit par B. Branner, A. Douady et J.H. Hubbard
qui en ont donné une description combinatoire. Un élément ¢ de M appartient au
membre p/q si et seulement si exactement g rayons externes du Julia aboutissent au
méme point fixe, traditionellement appelé o et sont échangés par g. avec un nombre
de rotation combinatoire p/q.

Ensuite, si ¢ appartient au membre p/q on peut lui associer un ensemble de
Julia combinatoire en regardant de quelle fagon les rayons externes aboutissant aux
préimages de a se recollent.

Lorsque le parametre ¢ n’est pas renormalisable, I’ensemble de Julia de g, est du
fait de sa locale connexité homéomorphe & son modeéle combinatoire (voir [Hub93],
[Mil92], [Yoc]). Cette construction dans I’espace dynamique permet en retour de
construire un espace abstrait de parametres, ’ensemble de Mandelbrot combina-
toire, obtenu en identifiant dans M les parametres ¢ dont les ensembles de Ju-
lia combinatoires sont identiques. Cet espace topologique regroupe et ordonne les
différents arrangements possibles de rayons externes qui aboutissent aux préimages
de a. L’ensemble de Mandelbrot combinatoire peut également étre pergu comme M



ou les copies de M d’ordre 1 ont été identifiées & des points. En vertu des résultats
de J.C. Yoccoz sur la locale connexité de M, I’ensemble de Mandelbrot combinatoire
est localement connexe.

Nous allons généraliser au contexte fibré le membre 1/2 et construire ’espace
combinatoire abstrait qui lui est associé. Précisons que cette limitation au membre
1/2 est plus liée 4 des raisons techniques que conceptuelles.

A partir de maintenant on suppose que P, est de la forme P, = 22 + ¢(z). Le
membre 1/2 fibré, noté M, 5(X), sera par analogie avec le cas constant, ’ensemble
ouvert des parametres ¢ du lieu de connexité tels que P, admette une section invari-
ante répulsive a laquelle aboutissent les rayons d’argument 1/3 et 2/3. Nous ferons
encore une petite restriction sur le parameétre en imposant aux valeurs critiques ¢(z)
de se trouver au-dela des rayons 5/12 et 7/12 et on notera Mj,(X) I’ensemble de
ces parametres. Dans le cas constant, cela revient a ne considérer que les éléments
du membre 1/2 situés au-deld de la copie de M d’ordre 1 attachée & la cardioide (cf

figure 0.1).
5/12\ 1//6 / 1/12
7/12 5/6 11/12

Figure 0.1: Restriction sur le parameétre.

\/

Le chapitre 3 est consacré a la construction d’un espace abstrait (espace des con-
figurations), qui regroupe et classifie les différentes combinatoires obtenues lorsque
c décrit M7 ,;(X) pour tout X et f. Nous adopterons, comme dans le modele du
disque pincé de A. Douady, le point de vue de I’extérieur de Julia, c’est-a-dire que la
description se fera en terme de rayons externes et des relations d’équivalence sur T!
associées (deux éléments 6, et 6, de T! seront équivalents si les rayons d’arguments
6, et 02 aboutissent au méme point). Notons :

Q(2) =2zmod 1, Ry = {1/3,2/3} et R, = Q" (Ry).

Pour chaque entier n, nous définirons I',, un ensemble fini de relations d’équivalence
sur R, qui sera na*urellement muni d’une topologie non séparée. Un élément de T,



correspondra a un arrangement particulier de rayons externes d’ordre n, c’est-a-dire
spécifiera quels rayons d’argument dans R,, aboutissent au méme point. I',,;; se pro-
jette naturellement dans I', et ’espace des configurations X, sera I’ensemble des
points fermés de la limite projective des I',. X, sera séparé, compact et connexe.
Il sera naturellement muni d’une application continue dans lui-méme, F.

L’espace X, jouit alors de la propriété universelle suivante : pour tout compact
X, pour toute application continue f sur X et pour tout ¢ € M;} /2(X ), il existe
une unique application A de X dans X, qui est continue et qui fait commuter le
diagramme suivant :

X Xoo
f F
(I

h(z) sera la configuration de P, au point z.

Les trois derniers chapitres tournent autour des questions de réalisabilité de
certaines configurations combinatoires. Mentionnons ici, que les problémes de con-
struction d’application & combinatoire donnée sont récurrents en dynamique holo-
morphe.” Notre travail s’inscrit notamment dans la continuité d’un célebre résultat
de Thurston (voir [DH93]) qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un revétement ramifié du plan critiquement fini soit conjugué a une fraction ra-
tionnelle. Le probleme de réalisabilité peut se formuler dans notre contexte comme
suit :

Etant donnée X une partie compacte de X, invariante par F, existe-t-il une
application continue, c, appartenant & M; /2(X ) telle que pour tout z de X, la
configuration associée & K, soit exactement z7 Si oui, c est-elle unique?

Dans cette formulation, le compact X joue & la fois le réle de la base de notre
espace fibré et celui d’ensemble de configurations de référence.

Le résultat principal de cette thése est une réponse partielle & cette question.
Il concerne précisément la possibilité de réaliser des configurations dites faiblement
récurrentes. Nous associerons, dans un premier temps, a chaque élément de X, un
systéme de voisinages combinatoires du point critique. Les configurations faiblement
récurrentes seront par définition, les éléments de X, tels que le point critique associé
revient dans un voisinage combinatoire d’ordre m en au moins Cm? itérations, avec
C une constante positive.

Nous établirons alors le théoreme central suivant :

Théoréme. Si X est un compact invariant par F de configurations faiblement
récurrentes, il existe une unique application ¢ € M} /2(X ) telle que le polyndme
fibré P, réalise les configurations de X.

Dans le cas constant, ’existence d’un parameétre c, réalisant une configuration
donnée, est fournie par la compacité de I’espace des parametres. De plus, pour les
configurations non-renormalisables, 1’unicité du parametre découle du résultat de
J.C. Yoccoz sur la locale connexité de M.



La démonstration de ce théoréme occupe les trois derniers chapitres de cette
these.

Le premier pas dans cette direction concerne les configurations non-récurrentes.
En s’inspirant des travaux de L. Carleson, P. Jones et J.C. Yoccoz ([CJY94]),
nous montrerons au cours du chapitre 4, que les ensembles de Julia associés a des
polyndmes fibrés non-récurrents (dans un sens combinatoire) sont holomorphique-
ment effacables. Outre la nullité de la mesure de Lebesgue du Julia, ce résultat
garantira a priori I'unicité et la continuité de 1’application c réalisant des configura-
tions non-récurrentes.

Ensuite, nous considérerons X3 le compact invariant de X, constitué des config-
urations non-récurrentes primitives. D’une certaine facon, il s’agit des configurations
non-récurrentes les plus “simples” possibles. Nous réaliserons X3 de maniére unique
en adoptant la démarche suivante : nous commencerons par construire, pour tout
z de X3, un modele topologique local d’application de degré 2, ramifié en 0 et qui
aura la combinatoire de z. Ce modele deviendra apres prolongement & C tout entier,
un revétement ramifié quasirégulier (la composée d’un homéomorphisme quasicon-
forme et d’un polyndme de degré 2). Enfin, la résolution de ’équation de Beltrami
associée permettra de conjuguer le modeéle & un véritable polynéme quadratique
fibré réalisant X3.

L’idée directrice de la preuve du théoréme A réside dans ’approximation d’une
configuration faiblement récurrente 7, par une suite (v,,) de configurations non-
récurrentes dont la premiére est du type précédent. Le noeud du probléme sera la
construction par récurrence d’une suite d’applications ¢,, réalisant +,,. Le passage
d’une approximation & une autre se fera par un procédé de chirurgie en modifiant
le polynéme P, _ sur un “petit” voisinage du point critique.

En définitive, un contréle exponentiel de la proximité de c,,4+; et de ¢,, garan-
tira la continuité uniforme de la suite (cm)men- A la limite, nous obtiendrons une
application continue c, réalisant la configuration faiblement récurrente 7.



Chapitre 1

Ensembles de Julia fibrés

1.1 Préliminaires

Soit X un espace compact et f une application continue de X dans X. Fixons
également d un entier supérieur ou égal a 2.
D’une fagon générale, si E est un espace topologique, on note C(X, E) ’ensemble
des applications continues de X dans F muni de la norme de la convergence uniforme.
Si ¢ est un élément de C(X,C* x C%), alors ¢(z) = (ca(z), ... ,co(z)) avec pour
tout 7, ¢; une fonction continue de X dans C et ¢4(z) # 0 pour tout z de X. c étant
donné, on lui associe pour tout z de X, P, le polyndme de degré d :

P..(2) = ca(z)2? + ca_1(2)2% + ... + c1(z) 2 + co(2).
On définit ensuite P, le polynéme fibré sur X défini par :

P,: XxC — XxC
(z,2) +— (f(2), Pez(2))

Enfin, P désigne 'application :

P: X, C'xCHYxXxC — CX,CxCHxXxC
(c,z,2) — (¢, f(z), Pex(2))

Cette these est consacrée a I’étude des polynémes fibrés P, ou c joue le role du
parametre. L’introduction de ’application P est un peu artificielle et ne présente
pas d’intérét en soi. Cependant de son étude, nous déduirons des propriétés des
polyndmes fibrés P, ainsi que des informations sur la dépendance de ces propriétés
par rapport a c.

Dans ce préliminaire, nous expliquons dans quelle mesure ’étude dynamique
d’un polyndme fibré de degré d peut se ramener a celle d’'un polynéme unitaire
(lea(z)] = 1) sans terme de degré d — 1. Nous détaillons également sous quelles
hypothéses on peut supposer que le polynéme est monique (c4(z) = 1).

Précisons tout de suite que dans notre contexte fibré, deux applications P, et
P, sont dites conjuguées s’il existe ¢ un homéomorphisme de X x C de la forme :
p(z, 2) = (z, pz(2)) telle que Py o =poF.



Nous allons réduire successivement ’ensemble des paramétres a C(X,S! x C9)
puis & C(X,S! x C¢!) en faisant agir par conjugaison les automorphismes de C sur
P, ;. Dans un premier temps, on étudie I’action par conjugaison de la multiplication
par les réels strictement positifs, c’est-a-dire ’effet d’une conjugaison de la forme
(z,2) = (z,u(z)z) avec u(z) > 0 sur les polyndmes fibrés de degré d.

Proposition 1.1.1 Soient ¢ € C(X,C* x C%) et P. le polynéme fibré associé, il
eriste une application continue u de X dans R} telle que P, soit conjugué par
(z,2) = (z,u(z)z) ¢ Pe avec |ci(z)| =1.

DEMONSTRATION. D’une fagon générale si u est une fonction continue de X dans
C* alors la conjugaison dans chaque fibre par z +— u(z)z conduit au polynéme de
degré d, Ps . (z) = cy(x)z%+c)_1 ()24 +. . .+c;(z) 2+Cc)(z) qui vérifie Py . (u(z)2) =
u(f(2))Pez(2).

En comparant les termes de plus haut degré on obtient :

cy(z) = %‘é(g-g)-cd(x). (1)

Par conséquent, Po est unitaire si et seulement si

u(f(z))

ul(z) A

=1,

1 1
log |u(z)| = 5 loglca(a)] + Slog lu(/(@))!
La fonction u doit donc satisfaire :

o)

logu(a)] = 3

n=0

7 loglea(f" (@)

Choisissons, par exemple,

u(@) = Ju(z)] = exp (3 g leal(@I).

u est donc une fonction continue de X dans R’ qui conjugue P, & Py aveccd € C(X,Sx

C?). O

Etudions a présent ’action par conjugaison des translations.

Proposition 1.1.2 Soit P, un polynéme fibré avec c € C(X,S! x C?), il existe une
unique application v € C(X,C) telle que la translation fibrée (z, z) — (z, z + v(z))
conjugue P, & Py avec cq(z) = cj(z) et ¢j_,(z) = 0.

DEMONSTRATION. Si v € C(X, C), la translation z — v(z) + z conjugue P, , au
polyndéme Py, qui vérifie :

Pc,:z:(z - 'U(.’II)) = Pc',:c(z) - v(f(x))
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Le terme de degré d de P.; n’est pas modifié par cette opération de conjugaison ;
par contre le terme de degré d — 1 de P, ; est égale a

—dcy(z)v(z) + c4-1(z)-

Ce terme est nul si et seulement si :
v(z) =

avec un tel choix, v est une application continue telle que (z,z) — (z,z + v(z))
conjugue P, & Py avec ¢ € C(X,S? x C?1). 0O

On note Cy4(X) = C(X,S! x C¥1) avec les conventions qué si ¢ € C4(X) alors
e(z) = (ca(z), ca-2(2), ... ,c0(z)), lca(z)] = 1 et Prz(2) = ca(z)2? + ca—zp(z)2%2 +
..t ca(z)z + o).

Enfin, il nous reste & étudier ’action, toujours par conjugaison, des applications
de la forme (z, 2) — (z,w(z)z) avec w un élément de C(X,S?). _
Si u est une application continue de X dans S, on note [u] sa classe d’homotopie et
G = [X : S le groupe des classes d’homotopies. f définit un homomorphisme f*
de G dans G en posant f*([u]) = [uo f].

Proposition 1.1.3 Soit ¢ € C4(X), supposons qu’il existe ug € G telle que :
[uo)® = f*([uo])[cd)

alors il eriste w(z) € C(X,S?) telle que lapplication (z,z) — (z,w(z)z) conjugue
P, d Py avec ¢ € C4(X) et cj(z) =1 pour tout z de X.

DEMONSTRATION. Reprenons I’équation (1.1). Nous cherchons cette fois & résoudre
u(f(2))

ul(z)

ca(z) = 1. (1.2)

Une condition nécessaire et suffisante pour résoudre ’équation (1.2) est donc qu’il
existe up une application de X dans S! telle que :

[uo)® = £*([uo))[ca]-
Supposons qu’une telle application u, existe, alors :

uo(f(2))

Cd(x)—ig(—;)— = p(z),

avec ¢ une application de X dans S! homotope & une constante. Il existe alors une
application v telle que :
v(f(z)) _

’Ud(.'E) - (p(x)—l'

11



En effet le logarithme de ¢ est parfaitement défini et il suffit de prendre :

1

v(@) = (@) (L(f@)F - (p(f* @) - -

La conjugaison par w(z)z avec w(z) = uo(z)v(z) conduit alors & un polynéme dont
le terme de plus haut degré est égal a 1. O

En définitive, nous avons établi que si ¢ € C(X,C* x C?) alors il existe u €
C(X,R%) et v € C(X, C) telles que ’application (z, z) — (z, u(z)z + v(z)) conjugue
P, 3 Py avec ¢ € C4(X). Si c € Cy4(X) satisfait, en outre, I’hypothése homotopique
qu’il existe u telle que [¢4]f*([uo])[u2]™" = 1, hypothése que nous ne ferons pas
systématiquement, Py sera conjugué & un polynéme fibré P.» de la forme :

Poro(2) = 2% + ¢y_o(2)2* % + ... + ¢ (z)2 + ¢} ().

1.2 Deéfinitions et généralités

Nous introduisons ici les ensembles de Julia et les ensembles de Julia remplis pour
un polyndéme fibré en généralisant les notions usuelles d’ensembles de Julia. Con-

sidérons :
P: Ci(X)xXxC — C4(X)xXxC

(c,:z,z) — (Caf(x)’PC,t(z)),
pour chaque élément ¢ € C4(X) nous avons un polynéme fibré P, :

P.: XxC —  XxC
(z,2) +— (£(2), Pea(2))

avec, conformément au paragraphe précédent, P.(z) = ca(z)2%+ca_o(2)2* 2 +.. .+
c1(x)z + co(z) et |ca(z)| = 1. Notons également,

Pcr:z = Pc,fn—l(z) o Pc,f"‘z(a:) ©0...0 Pc,:c~

Par analogie avec la dynamique complexe classique, on définit les ensembles de
Julia remplis suivants :

K = {(c,=,2z) € Ca(X) x X x C tels que sup |P[,(z)| < +oo},
neN

K. = {(z,2) € X x C tels que (c,z,2) € K},
K.z = {z € C tels que (c,z,2) € K}.
Les ensembles de Julia proprement dits sont les frontiéres topologiques des en-
sembles précédents :
E=0K, E.=0K,et E;; =0K,.

Nous commencons par préciser quelques propriétés élémentaires de ces ensembles
notamment celles relatives & la compacité et & I'invariance par P~! et P! de K et

K.. La proposition ci-dessous fournit également une borne explicite du diameétre de
K., en fonction de c.
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Proposition 1.2.1 1. K est fermé ;
2. K. et K., sont compacts ;
3. K et K. sont invariants respectivement par P~! et P! ;
4. Ko est plein.

PREUVE.
1. Dans un premier temps on fixe ¢ € C4(X), on définit :

R'(c) = ilel)lg(l + |ca-2(z)| + . .. + |co(z)])

et on s’attache & prouver que R*(c) est un rayon d’échappement pour P,, c’est-a-dire
que si |z| > R*(c) alors pour tout z € X, 2z ¢ K.,. Supposons |z| > R*(c) alors,

Pl o | (leaa@], , |ea(a)]
=5 (el L)

comme |z|* > R*(c) pour tout ¢ > 2 :

Pea(2)| o 5 _ (lcd-z(x)l +...+ ICo(x)I) 1

124] B (0 S Iek

_ :
Posons/\—m,/\>1etd22donc.

|2I*

R(c)

|Pez(2)| 2 > Azl

En réitérant ce petit calcul on obtient :
|Pex(2)| 2 A"z,

donc z ¢ K.

Montrons maintenant que le complémentaire de K est ouvert. Si (¢, z,2) € °K
alors :
3N € N tel que |PY(2)] > R*(c) + 1.

Par continuité, il existe V' un voisinage de (c, z, 2) tel que si (¢/,z/,2') € V on a:
|PY 4 (2)] > R*(c) + 1.

Si V est assez petit pour que ¢ vérifie || — c||oo < 1/2 alors :
R*() < R*(c)+1/2

donc

|PY.(2)] > R* () +1/2
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et par conséquent (c,z’,2') € °K.

2. K. et K., sont des fermés respectivement de X x D(0, R*(c)) et D(0, R*(c)), ils
sont donc compacts.

3. Par définition, u appartient a K, (resp. v appartient & K) si et seulement si
P.(u) appartient & K. (resp. P(v) appartient & K) donc P, }(K.) = K. (resp.
P Y(K) = K).

4. Enfin, supposons par ’absurde qu’il existe B une composante connexe bornée du
complémentaire de K, . Soit zy € B,

3N € N tel que |PY(z)| > R*(c).

Notons 2; un élément de ’adhérence de B tel que :
|P2e(21)] = max [P (2)]-
z€EB

D’apres le principe du ma.ximum appliqué a Pcz, z; appartient au bord de B et

donc & K., Comme |PX (21)| > R*(c), on obtient une contradiction donc Kz est
plein. O
Remarques

1. Le défaut de compacité de K provient du fait que 1’espace des parametres
Ca(X) n’est pas localement compact ;

2. si f est surjective alors K, et K sont totalement invariants par P, et P ;

3. si X est connexe alors K, et K sont pleins.

1.3 Fonction de Green et représentation conforme

Dans ce paragraphe nous allons introduire les deux outils essentiels que sont la
fonction de Green du compact K, . avec un pdle a I’infini et la coordonée linéarisante
de P, . au voisinage de l'infini. Notons (2, €. et Q. ; les différents ensembles critiques
suivants :

Q = {(c,z,2) € C4(X) x X x C tels que P, (z) =0},
Q. = {(z,2) € X x C tels que (¢, z, 2) € Q},
Qcz = {ztels que (¢,z,2) € N}.

Si log, est la fonction sur C a valeur réelle telle que log, (z) = sup(log|z|,0), on
définit pour tout z € C:

G(e,2,2) = Geale) = lim_ —log, |PL(2)]

Cette définition a effectivement un sens et l’obJet de la proposition suivante est de
préciser certaines propriétés de G.
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Proposition 1.3.1 G est bien définie et satisfait :
1. G est continue de C4(X) x X x C dans R* ;

2. Gz est harmonique dans C\ K., et K., est ezactement l’ensemble des z tels
que Gez(2) =0

8. G satisfait I’équation fonctionnelle

G(P(c,z,2)) = dG(c, 7, 2) ; (1.3)
4. c étant fizé, il existe V' (c) un voisinage de c et des constantes A(c) et B(c) tels
que :
sup |G (2) — log || < 243
Tz€X |Z|

pour |z| > B(c) et pour tout ¢ € V(c).

PREUVE.
R*(c) étant le rayon d’échappement défini ci-dessus, pour |z| > R*(c), on a |P.z(2)| >
R*(c) et d’apres la preuve de la proposition 1.2.1 :

Pa(2)l | R(0) =1
9! —_— < ——— e
= S TRO
d’ou :
P..(2
Jog. 1P.(2)] — dlog, ] = fog| P2
R =1Y|_. o

Pour |z2| < R*(c),on a:
|Pez(2)] < (B*(€))*(1 + lea-2(2)| + . .. +|eo(@)]) < (B*(e))™
d’ou :
0 < log, |2| < log R*(c),
0 < log, |Pea(2)| < log(R*(c))™,
[log., | Pez(2)] — dlog, |2]| < log(R*(c))**".

On a donc dans tous les cas pour n > 0et z€ C:

1 n 1 1 .
108, |P2(2)| = s log [P ()| < o log(R (@)

c étant donné, fixons V(c) = {c¢' € C4(X) tels que |lc — ¢|lo < 1}, la suite de
fonctions continues :

Gn ¢ (¢r2,2) —> = log, |P2.(2)]
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converge donc uniformément dans V(c) x X x C vers la fonction continue G.

Si z ¢ K.z, il existe un voisinage de z sur lequel les G, sont harmoniques pour n
assez grand. La fonction G, est donc harmonique dans le complémentaire de K,
et K.. = GZ1(0).

L’équation fonctionnelle résulte du fait que :

Gn(P(c,z, 2)) = dGp41(c, 7, 2)

pour tout n > 0,c € Ce(X),z € X et z€ C.
Quant au dernier point de la proposition, on a pour |z| > R*(c) :

| Pe,z(2)] _ 1| < R*(c) -1

|2 |z|2
d’ou :
) Pez(2)
|G1(¢c, 2, 2) — Go(c,z,2)| < Zllog —==
1 R*—1 1 R*?
< = _a =) L LAY
= 7 log(l | 2|2 ).—dlzlg

Nous avons utilisé ici le fait que si 0 < u < 1 alors |log(1 — u)| < l—f—d Donc pour
|z| > R*(c) :
1 R* (c)

1]z
Posons B(c) = R*(c) + 1 et A(c) = a_—l(R“(c) +1)2 alors pour tout ¢ € V(c) et
|z] > B(c) :

G(c,z,2) — log |z Il_ -

|Ge,z(2) — log|z|| < T(P)

O
Introduisons encore les notations suivantes :
g(c,z) = sup Gez(w)
wWENc,z

r(c,z) = expg(c z)
Uex {z € C,G.z(2) > g(c,z)}.

Enfin,
U = {(C,Z‘, Z) tel que z € Uc,z}:

remarquons que g est une fonction continue de ¢ et £ donc U est un ouvert.

Proposition 1.3.2 Pourtoutc € C4(X) etz € X, il existe un unique isomorphisme
holomorphe ¢, de U,y dans C\ D(0,r.) qui vérifie :

1. le diagramme suivant commute :
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Uc,:r , UCJ(-T)
Pe,x Pe,f(z)
I ca(z)z?
C\ D(0,7(c, )) C\ D(0,7(c, f(z)))

2. La fonction ¢ de U dans C définie par ¢(c,z,2) = p.-(z) est continue.
3. Gle,z,2) = log |pes(2)!.
4. Qcz est tangente a l'identité en l'infini.
PREUVE. Soit R un réel tel que R > g(c,z) et R > 2R*(c). Pour |z| > R on pose :

et @) a(f"(z) ™
pler2.2) = pas(e) =2 1] (1+ @GR ca<w>(Pétz(Z>>“) (1.4

que ’on écrit de fagon plus synthétique :

+o0 1
Peu(2) =2 H (¢n(c, z,2)) @7 .

n=0

La puissance fractionnaire désigne la détermination principale de la racine d"*! -
itme de @n(c,z,z). Pour |2| > R, |pn(c,z,2) — 1] < 55 < % donc d’une part
cette racine est parfaitement définie, d’autre part le produit infini 1.4 converge
uniformément pour |z| > R. Les fonctions ¢, dépendent continuement de c et z, et
sont holomorphes en 2. La limite du produit infini ¢ est donc également holomorphe
en z et continue par rapport a c et z.

Par ailleurs, on constate que pour tout n :

QDn(P(C, z, Z)) = Qan-l-l(cs z, z)d

ce qui entraine toujours pour |z] > R :

@(P(c,z,2) = ca(z)(0(c, z, 2))". (1.5)

Par cette formule on peut étendre ¢., tant que ’on ne rencontre pas les points
critiques de P, ., donc ¢., s’étend en un isomorphisme holomorphe de U, sur
C\ D(0,7(c,z)). En calculant log |, | & partir de 1.4 on trouve directement que
log |pc,z(2)| = G(c, z, z). Enfin toujours d’apres la formule 1.4, ¢, est clairement
tangente a l'identité en l’infini. O

Nous exposons & présent deux conséquences de l’existence des fonctions G et ¢
et de leurs propriétés. La premiere est relative au diametre de K ;, nous avons
déja obtenu une majoration & la proposition 1.2.1 et nous allons maintenant en
donner une minoration. La seconde est une extension d’un critére de connexité des
ensembles de Julia.
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Proposition 1.3.3 Pour tout c € C4(X) et z € X, le diamétre de K., est minoré
par 2.

PREUVE. Il s’agit en fait d’une conséquence immédiate de la théorie du potentiel.
D’aprés la propriété 4 de la proposition 1.3.1, o la constante de Robin de K, est
nulle (o est définie par G z(2) = log|z| + o + o(1) quand z — oo0) donc la capacité
logarithmique (exp(—oc)) de K., est égale & 1 et par conséquent diam(K, ;) > 2,
voir [Doo84] pour plus de détails & ce sujet. .|

Nous allons clore ce paragraphe avec la généralisation, a notre contexte fibré, d’un
résultat de Fatou et Julia qui donne ’équivalence entre la connexité de ’ensemble
de Julia rempli et le fait qu’aucun point critique ne s’échappe.

Proposition 1.3.4 Fizons c € C4(X) alors K., est conneze pour tout x € X si et
seulement si Q. C K,.

DEMONSTRATION.

On note H,.(r) = {z tels que G.z(2) < r}. Sous ’hypothese 2. C K, pour tout
z € X g(c,z) =0et Uz = C\ K¢z pcz est donc une bijection de C \ K., sur
C \ D, par conséquent pour tout r > 0, H,.(r) est un compact connexe de C.

Kc,a: = n Hc,:c("')
r>0

donc K., est une intersection décroissante de compacts connexes.

Réciproquement, supposons que w € ., est tel que w ¢ K.,. Soit V un
voisinage de K f(z) ne contenant pas P .(w), alors P}(V') posséde au moins deux
composantes connexes distinctes V; et V5 qui satisfont,

KzNVi#0et K., NVa#0D

donc K., n’est pas connexe. O

1.4 Semi-continuités de K., et E,,

Ce paragraphe a trait aux propriétés de semi-continuité a la fois par rapport au
parametre c et par rapport au point de la base z des ensembles K, , et E, ,.

Commencons par rappeler quelques définitions et faits élémentaires sur la dépendance
d’une famille de compacts de C. Nous désignerons Comp*(C) ’ensemble des com-
pacts non vides de C muni d’une distance d. Si K; et K, sont des éléments de
Comp*(C), on note :

0(K1, K3) = sup d(z, K3).
z€K)
La distance de Hausdorff 0y sur Comp*(C) relative & d est définie par :

BH(Kl, KQ) = sup(a(Kl, K2), B(K2, Kl))
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Soit A un espace topologique, une application ® : A — Comp*(C) est semi-continue
supérieurement en A si :

O(®(N),®(Xo)) — 0 quand X — A,
® est semi-continue inférieurement en Ao si :
0(®(Xo), @(A)) — 0 quand A — A,.

Si @ est a la fois semi-continue inférieurement et supérieurement alors ® est continue
de A dans Comp*(C) muni de dy. La proposition ci-dessous est une caractérisation
de la semi-continuité supérieure pour une famille de compacts de C. On trouvera
une preuve de ce critére dans [Dou94].

Proposition 1.4.1 Soit (X))aea une famille de sous-ensembles non vides de C.
Considérons H l’espace des (A, z) € A x C tels que £ € X,. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes : ’

1. Uapplication A — X est semi-continue supérieurement de A dans Comp*(C) ;

2. H est fermé dans A x C, la projection py : H — A est surjective et pour tout
Ao de A on peut trouver un voisinage V de Ay dans A et K un compact de C
tels que X, C K pour A€ V.

On note A I’espace produit C4(X) x X. Si A € A alors A = (¢, z) et on désigne
Ky = K¢z, Ex = Ecz, Gy = Gz €6 P} = P[,. Des propriétés de semi-continuité
par rapport & A on déduira naturellement les propriétés de semi-continuité a la fois
par rapport & c et & x de K et E, ;.

Proposition 1.4.2
1. L’application A — K de A dans Comp*(C) est semi-continue supérieurement.

2. L’application A — E) de A dans Comp*(C) est semi-continue inférieurement.

DEMONSTRATION.
1. En premier lieu on remarque que le rayon d’échappement R*(c) dépend contin-
uement de ¢ € C4(X). Donc si Ag = (cg, Zp) € A, il existe V un voisinage de \g de
la forme

V = {(c, z) tels que ||c — coleo < 1}

tel que pour tout A € V, K, C D(0,R*(cp) + 1). Ensuite, en vertu de la propo-
sition 1.2.1 ’ensemble de Julia rempli K est fermé et non vide, donc d’apres la
caractérisation 1.4.1, A — K est semi-continue supérieurement. O

2. Fixons € > 0 et A\g € A, I'objectif est ici de montrer qu’il existe V un voisinage
de )Xo tel que si A € V alors E), est inclus dans un e-voisinage de E).
Soit I" = {21,... ,2,} un ensemble fini de points de E), recouvrant E), & € prés,
c’est-a-dire :
O(Ex, ') = sup d(w,T) <e.

wEE,\o
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Soit 2y un élément de I', montrons qu’il existe V'(2y) un voisinage de A, tel que :
si A € V(z) alors Ey N D(2,€) # 0.

Comme FE) est le bord de K, nous montrons que D(zp,€) contient & la fois des

points de K, et de son complémentaire pourvu que A soit dans un voisinage assez
fin de Ao.

a. Tout d’abord, K est fermé donc si Z € D(zp,¢e) N °K), alors il existe V1(2) un
voisinage de A tel que Z € °K, pour tout A € Vj(zp).
b. Nous montrons & présent qu’il existe V2(2p) un voisinage de Ag tel que D(z2,¢€)

rencontre K, pour tout A € V,(25). Commengons par fixer R = R*(¢p) +1 et W un
voisinage de Ag tels que K C D(0, R) pour A € W. Définissons pour A € W :

m(}) = sup{m € N, Vz € D(zo, g), |P(2)| < R}.

Par définition, si m(A) est fini il existe z) € D(z, §) tel que |Py" M) > Ret
G(\ 2zy) > Cd~™™ ou C est, compte tenu de la continuité de G, une constante
indépendante de .

Lemme 1.4.1 Soit mg = limsup,_,», m(}), alors my < +o0.

Nous admettons provisoirement ce lemme et nous achevons tout de suite la
preuve du point b ci-dessus. Nous aurons également besoin d’une version élémentaire,
adaptée a notre étude des inégalités de Harnack sur les fonctions harmoniques. La
démonstration assez classique se trouve, par exemple, dans [Doo84].

Lemme 1.4.2 Si H est une fonction harmonique, strictement positive dans la boule
D(0,¢€) alors il eziste une constante universelle k > 1 telle que :

<k (1.6)

Supposons que D(2p,e)NK) = 0, alors m()) est fini et G(A, z) > 0 pour tout 2 de
D(29,€). Comme nous I'avons souligné plus haut, dans ce cas il existe zy € D(20, )
tel que G(A,2)) > Cd~™™. Des inégalités de Harnack .1.6, on déduit Iexistence
d’une constante C’ telle que pour tout z € D(z,£), G(),2) > C'd™™N. Si A
est assez proche de Ao alors en vertu du lemme 1.4.1, m()\) < mg et ’hypothése
D(zp,€) N K = 0 implique que G(A,2) > C'd™™°, pour tout z € D(z, £).

Par ailleurs, G est une fonction continue telle que G(\g, 2zp) = 0. 1l existe donc
Va(zp) € W un voisinage de Ag tel que pour tout A € Vo(z), G(A, 20) < C'd~™o,
cela implique en particulier que D(2o,€) N K # 0@ pour tout A € Va(2).

PREUVE DU LEMME 1.4.1.
Supposons par ’absurde que :

lim sup m(A) = +o0.
A—=Xo

20



Soit (An)nen une suite de A convergeant vers ) telle que m(\,;) = m, soit une suite
strictement croissante de N. Pour tout z € D(2o, §) et pour tout n € N :

|P(2)| <R, Vk>n.

Or, par continuité Py;* — P7* quand k — +o0o donc :
€
Vz € D(zo, 5)’ |Py~(2)] < R.

Comme cette derniére inégalité est valable pour tout m, et que m, — +oo, on en
déduit que D(z, §) C K, ce qui signifie que 2z appartient & I'intérieure de K, et
contredit donc le fait que zy € F,. O

DEMONSTRATION DE LA SEMI-CONTINUITE INFERIEURE.
On note V(20) = Vi(20) N Vz(2p) et on pose :

V= ﬂ V(Zo).

zo€l’

V est un voisinage de Ag qui vérifie si A € V et 2 € T alors D(z,¢€) rencontre a la
fois K, d’apres le point b et C\ K, d’apres le point a. Donc D(z,¢€) rencontre E)
ce qui montre que E), est contenu dans un 2e-voisinage de E) pour tout A € V.
D’ou A — FE, est semi-continue inférieurement au point A,. : O

1.5 Ensemble stable par chaines

Nous introduisons dans ce paragraphe, l’ensemble stable par chaines qui se révélera
au cours de I’étude étre un sous-ensemble de ’intérieur de K. L’introduction d’un
tel ensemble est motivé par le désir de généraliser & notre cadre fibré, la notion de
bassin des orbites périodiques attractives et d’étendre certaines propriétés de ces
bassins (comme par exemple le fait qu’ils contiennent toujours un point critique) &
certaines composantes de l'intérieur de K.

Précisons, tout de suite, ce que nous entendons par pseudoorbite dans cette
étude.

Définition. Soient € > 0 et (z,2) € X x C, on appelle e-pseudoorbite issue de
(z, 2) une suite (yn,) = (f™(x), zn) avec 2z, € C telle que :

.ZO=Z

e |zp41 — Pegnz)(zn)| <€ VR eN

Par rapport a la notion usuelle de pseudoorbite nous imposons que la premiere
coordonnées de la suite (y,) soit une véritable orbite de f.

Si c € C4(X) et € > 0, on définit U.(e), ’ensemble des couples (z,z) € X x C
tels que toute e-pseudoorbite issue de (z, z) est bornée. On note :

U = U UC(E) )
e>0
Uez(e) = {z€C tels que (z,2) € Ue(e)} ;
Uz = U Uezle).
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On note également F, ; I'intérieur de K, ;. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, pour
ne pas alourdir le texte inutilement, on oubliera le parameétre ¢ dans les notations
de Uz, F¢z, P,z et K.z que I'on écrira plus simplement U, F;, P; et K.

Proposition 1.5.1 U, . vérifie les propriétés suivantes :
1. U,, est un ouveﬂ inclus dans F; ;
2. U, est invariant par P! : (z,2) € U, <= P.(z,2) € U, ;
3. les composantes connezes de U, , sont simplement connezes.

PREUVE.

1. Si z € U.z(€) alors 2z € K., car 'orbite de (z, z) est bornée. On note & le
supremum de |P; | sur K., k est fini et P, est une fonction k-lipschitzienne sur
Kc'xo
Soit z € U z(€) et supposons que 2’ € D(z, %), alors P, ;(2') € D(P..(2), %) et par
conséquent 2’ € U, z(§). Uz est donc un ouvert de K. inclus dans F.

2. Supposons que (z,z) € U,z(g), soit (yn)nen une e-pseudoorbite issue de
P,(z,z). On définit (y,) une e-pseudoorbite issue de (z, z) en posant y = (z, 2) et
Yn41 = Yn. Par hypotheése (y;) est bornée donc (y,) I’est également ce qui prouve
que P,(z,z) € U, z(¢).

Réciproquement, supposons cette fois que P.(z,z) € U.z(€) et montrons que
toute Q%-pseudoorbite (yn) issue de (z,z) est bornée. On considére alors (y,) la
suite définie par : yy = (f(z), Pez(2)) et ¥}, = yn41 pour n > 1. Par construction,

(y5) est une e-pseudoorbite issue de (f(z), P.z(2)) qui est bornée donc (y) l'est
également, d’ot z € Uz (5%)-

3. Nous démontrons le dernier point par ’absurde. Supposons qu’il existe z
dans X et v un lacet inclus dans U.,; non homotope & un point. On note C, la
composante connexe bornée de C\ v, A = C,NU,,, C} = P7,(C,) et A™ = P2, (A).

On admet provisoirement le lemme ci-dessous :

Lemme 1.5.1 Soient x € X et vy un lacet de U,,, il eziste e, > 0 tel que pour tout
z de v, (z,z) € Uc(er)-

’ rd ’ ’ 3 3 8 3
€; étant donné par le lemme précédent, choisissons 0 < € < 7;3— et z € A. Soit

(yn) = (f™(z), 2n) une e-pseudoorbite issue de (z, z) qui est non bornée.
On définit ng ’entier tel que 2,,—; € C,’;°‘1 et zn, ¢ C3°. Alors, d’une part

Pc,f“O‘l(z) (zno-l) € C;lo

et d’autre part
d(zno) Pc,f"o—l(z) (zno—l)) <e
donc d(zp,, P72(7)) < €.
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Choisissons yn, € P12(7), yno = Fr3(y) tel que d(2ng, yn,) < €, et considérons
(v2) la suite définie par :

n

Y, = PI.(y) pour n < ng et y;, = 2, pour n > ng + 1.
(f*(z),ys) est une g;-pseudoorbite issue de (z,y) ; en effet, d(2q,, ¥n,) < € donc
A(Pe,fm0(2)(Yno)s Yno41) < ke +€ < er.

Cette pseudoorbite est non bornée par construction, ce qui contredit le choix de
£€1. O

PREUVE DU LEMME 1.5.1. Pour 2z € 7y on définit

e(2) = sup{e, tel que z € U ,(¢)}-
e>0

e(z) est finie car (z) < R*(c), le rayon d’échappement de P..
Montrons que £(z) est semi-continue inférieurement par rapport & z. Pour cela
supposons que € < €(z) et fixons § > 0 tel que g9 < €9 + § < €(2).
Si |z — 2| < & alors |Peg(2) — Pz(2')] < § et toute (g0 + §)-pseudoorbite issue de
z' est bornée donc £(2') > g et par conséquent & est semi-continue inférieurement.
Il en découle que

1 = inf(e()

est strictement positif et v C U, ;(€1)- O

Exemple : Si¢(z) = (¢4, Ca—2, - - - ,Co) st une constante, alors P, ; = cqz?+cg—22972+
...+cp, U, est indépendant de z et coincide avec les bassins d’attraction des orbites
périodiques attractives du polynéme P, ;.

Nous allons & présent nous attacher a la description des composantes connexes
de U;. Désignons V, I'une d’entre elles et rappelons que 2., = €2, est I’ensemble
des points critiques de P;. De la méme fagon que les bassins immédiats des orbites
périodiques attractives contiennent toujours des points critiques, nous allons montrer
que PZ(V;) rencontre Qsn(;) pour une infinité d’entiers n. On note encore V' =
Pr(Vy) et :
A(Vz) = {n > 0 tel que Qsnz) NV # 0}

Proposition 1.5.2 A(V;) est infini et si A(Vy) = {no,... Nk, Nkt1,-..} alors il
eziste N(V,) un entier tel que :

nk41 — ke < N(Vz).

PREUVE.

Soit zg € U, et €9 > 0 tel que 2o € Uy(2¢y). Considérons ¢, une représentation
conforme de D sur V* telle que ©,(0) = P?*(2) et notons By, = @5+, © Pyn(z) © @ ;
B, est un produit de Blaschke de degré au plus d. Les ¢, sont normalisées de telle
fagon que si Qfn(z) NV = 0 alors B, = id.
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Figure 1.1: Représentation conforme de V[

Remarquons tout d’abord que d(P2(20), V) > 2€0, donc d’apres les estimations
de Koebe |¢] (0)| est majoré et minoré par des constantes strictement positives. Il
en résulte que (¢,)nen est une famille normale de fonctions univalentes. Soit 7o le
réel, 0 < ro < 1 tel que pour tout n € N, d(v,(D(0,70),8V)) < €.
To étant donné, il existe §y = dp(€o, 7o) strictement positif tel que si u,v € D(0,7y),
lu — v| < & alors :

|on(u) — pn(v)] <€ Vn €N

A une Jp-pseudoorbite pour la suite des B, restreints & D(0,7q), c’est-a-dire une
suite (wn)nen telle que wy = 0, w, € D(0,7¢) et |Bn(wn) — wnt1| < do, On associe
(f™(z), 2,) une eo-pseudoorbite issue de (z, z) en posant 2z, = @n(ws).

Si N = 6 + 1, nous allons prouver que les produits de Blaschke (Bp)n<n ne
0

peuvent pas tous étre égaux a l'identité.
Soit w un élément de S(0, 7o), notons w = ree?. On définit (w,)ren une suite de
D(0, 7o) par :

o w, =ndpe pour0<n<N—-1;
® WN =W.

Si maintenant w est précisément un élément de S(0, 7o) tel que d(pn(w), OVN) < o,

notons Z un élément de OV, tel que d(¢n(w), Z) < €0. Z ¢ Uyn () considérons donc

(f*(fN(2)), Zn)nen une go-pseudoorbite issue de (f¥(z), Z) qui soit non bornée.
On définit alors (z,)nen la suite :

Zp = @p(wp) pourn < N —1;
e 2y=2;
® 2, =Z, nypourn > N.

Si Qnzy NV} =0 pour n < N, alors pour n < N — 2 :

le“(tt)(zn) - zn+1| = |§0n+1(wn) - ‘Pn+1(wn+1)l < &o.
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Comme
'|Pf~—1(z)(ZN..1) - Zl S 260,

(f™(z), 2n)nen est une 2eqo-pseudoorbite issue de z, elle est non bornée par construc-
tion ce qui constitue une contradiction. En définitive, ng < N.

Ensuite, on peut refaire la méme démonstration & partir de P™*! (N ne dépend
que de gq et de dp qui eux-mémes ne dépendent que de 2,) pour finalement en déduire
que A(V;) est infini et que ngyy — nx < N pour tout k € N. O

Conservons les notations précédentes et considérons W, la composante connexe
de F; contenant V, ; posons W = PX(W,). Si 2z, est un élément de V, on note
h, une représentation conforme de W telle que h, : D — W et h,(0) = P2(2).
Enfin, pour 0 < 7 < 1, on définit K] un compact de W} par :

K; =hp,{z €D tels que |z2] <1-7}.
Théoréme 1.5.3 Pour tout 7 €]0;1/2[ il existe un entier p = p(Vg, 7) tel que :
PP(K{) C K"

PREUVE. On note Bj = hj}; © Pyi(z) © hj. B; est un produit de Blaschke de degré
au plus d qui fixe 0, il s’écrit donc sous la forme :

4 z2—d
BJ(Z) = )\Jzﬂm

avec |Aj| = 1 et |al| < 1. Nous savons d’aprés la proposition précédente que pour
une infinité de j (les éléments de A(V;)), il existe 7 < d tel que |a!| < 1.

Le lemme suivant apporte une précision & cette derniére inégalité. Il constitue
I’élément essentiel de la preuve du théoreme 1.5.3.

Lemme 1.5.2 Il eziste 6; = 6;(Wy, 20), 0 < &; < 1 tel qu’une infinité de a{ vérifie :
la]| < &1.

PREUVE DU LEMME 1.5.2.

La démarche suivie est formellement la méme que celle de la proposition précédente.
On se donne 2z € U,(2¢9) et on raisonne par ’absurde en construisant une 2¢o-
pseudoorbite issue de zp qui soit non bornée.

2o € Uz(2¢0) donc d(P2(2p), OW}) > 2g¢. Comme précédemment les fonctions h,
forment une famille normale et il existe 79, 0 < 7o < 1 tel que d(h,(D(0,79)),0W?) <
€o.-

Ensuite, on définit §g = do(€g, 7o) le réel tel que si u et v appartiennent au disque
D(0,7¢) et si |u — v| < &, alors |hn(u) — hn(v)| < € pour tout n de N.

Pour tout z €D, 5 € N et ¢ < d nous avons :

J jj2
z—a; ; 1—|a;
1-a;z 1—-a;z



d’ou la minoration :

1

Z —

. 1—|dl]?
> Jad| - 1=lol

o
—alz |1 —alz|

Supposons que pour tout ,7, 1 — |al| < €, € est un réel qui sera fixé un peu plus
loin. Si |2| < 7, alors |1 — @lz| > 1 — ry et par conséquent :

2¢e
1—1"0.

z—al

> |a]| -

=3
1 - aiz

Fixons maintenant € de telle maniere que :

2+/€ d d do
<1let (1—e)—-29e>1— >, 1.7
oo Stet 1-e)-20e21-5r (1.7)
alors pour |2| < 7p :
—d )
220 > |dd| - VG,
1—-alz
d’ou
d j d
z—al ;
———| = IIUall - Ve)
,-];](:, 1—alz ,-l____lc:, '
d -
> T]lail - 20VE > (1 - ) — 24VE
i=0
Si € satisfait les inégalités 1.7, toujours pour |z| < 79, nous avons :
o o
|Bi(2)| = |2|(1 — 5-) = [2] — - (1.8)
21‘0 2

Il s’agit & présent, comme lors de la proposition précédente, de déduire de cette
minoration une 2¢g¢-pseudoorbite issue de zy qui soit non bornée.

Soit N un entier assez grand que ’on précisera un peu plus loin et w € S(0, 7).
Dans un premier temps, nous construisons une suite (wp)n<ny d’éléments de D(0, 7o)
telle que wy = 0, wy = w et |Bp(wn) — wnt1| < d. On procéde par récurrence
descendante sur ’entier 7 en posant wy = w. Ensuite, supposons que w, est défini
pour n > 0, alors :

e si jwn| < 8 on pose wp—1 =0 ;

b SiIlOIl Wn = new n — n i t 8 it n—1 ’1’
on pose w 60 € et on définit w un élement
quelconque de Bn_ll(wn).

Par construction |Bp—1(wn-1) — wn| < 8o et compte tenu de la majoration 1.8 :

- ] )
lwn_1] < |@a] + ‘29 = Pn — 50-

26



On construit ainsi la suite (wp)n<ny qui vérifie en outre
o
|wn] < 70 = (N = (n)) -

Fixons N le plus petit entier tel que ro— (N — 1)%Q < &p. Avec un tel choix |w;| < &
et wp = 0.

Si maintenant w = wy est précisément un élément de S(0, rp) tel que d(hy (w), OWN) <
€0, notons Z; un élément de W)Y tel que |hn(w) — Z1| < &o. Z1 € 8K yn (5 donc il
existe Z, un élément du complémentaire de Kyv+1(5) tel que |Pyr(5)(Z1) — Z3| < €.
On définit alors (2n)nen la suite :

e 2z, =hy(w,) pourn< N —1;
e 2y =12y ¢et zny1 = 2o
® 2, = }‘,I.ﬁ(‘xl)(Zg) pour n > N + 1.

Pourn<N-2:

IPf"(z)(zn) — Zog1| = |has1(Ba(wn)) = hasa(wni1)| < €0
et

| Pgv-1(gy(2n-1) — 2n| < |An(BN-1(wn-1)) — hn(wn)| + [hn(ww) — 23] < 2¢0.

(f™(z), 2n)nen est une 2¢¢-pseudoorbite issue de 2o ; elle est non bornée ce qui
constitue la contradiction attendue. Par conséquent, il existe j € N et 7 < d tels
que |al| < 1 —¢e = 4,. Ce premier point étant acquis, la démonstration fonctionne
également avec PJ*! et PJ*1(z) car les différentes constantes eo, To et &g sont
inchangées. On en déduit en définitive qu’il existe une infinité de a tels que |a?| < é;.
O

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5.3.

d; étant donné par le lemme précédent, soit J l’ensemble des entiers j, tels qu’il
existe un élément a]” de module strictement inférieur & 1 — §;. Fixons maintenant
1>7>0et KJ =ho({|]z] <1—17}) et notons:

Zz—a

1-6 1—-az

.

= max
{lals1-61}x{|z|<1-7}

D’une part é2 > 0 et d’autre part
|Bjo...oB;joBy(2)| < |2|(1— 82)F@),

ou k(j) = cardJ N {1;2;...5}.
D’apres le lemme 1.5.2, k(j) — +oo quand j — +oo. Il existe donc p € N tel
que si 7 > palors (1 —7)(1 —62)F0) <1—27, et pour || <1—7:

lBjO...OBlOBo(Z)l S1—27',
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d’otl, en particulier P?(K{) C K2". O

Nous ferons appel plusieurs fois & ce théoreme au cours du chapitre suivant.
Mentionnons tout de suite, une conséquence importante qui correspond & un début
de classification des composantes de F.

Corollaire 1.5.4 Si V. est une composante conneze de U, et W, la composante
conneze de F; qui la contient, alors en réalité V, = W,.

PREUVE. 1l s’agit en fait d’un corollaire de la preuve du théoréme précédent.
Reprenons les notations précédentes, soit zo € Uz(2c0) N V; et k la constante de
Lipschitz de P, nous obtenons alors ’inclusion :

€
D(PZ(20), ) C Upna)(€o).

Considérons z € W, et Z = hg!(z), il ressort de la preuve du théoréme précédent
que
|Bjo...0B;oBy(Z)] — 0 quand j — +o0,

donc |P?(2) — PZ(zp)| tend également vers 0 et d’apres I'inclusion précédente si N
est assez grand P (z) € Upn(z)(€0)- O
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Chapitre 2
La cardioide principale généralisée

Nous concentrons désormais nos efforts sur le cas des polyndmes quadratiques (d =
2) et nous supposons conformément au premier chapitre que :

P..(2) = ca(z)2® + co()

ou ¢ = (cz,¢p) est un élément de C2(X). On note M(X) le lieu de connexité pour
les polynémes fibrés de degré 2, c’est-a-dire les ¢ € Co(X) tels que pour tout z de -
X, K.z soit connexe.

L’objet de ce chapitre est de définir un sous-ensemble ouvert du lieu de connexité
Mo(X), qui généralise & notre contexte fibré-la cardioide principale de I’ensem-
ble de Mandelbrot. Nous voulons que les éléments de My(X) conservent cer-
taines propriétés de ceux de la cardioide comme, par exemple, le fait que I’ensem-
ble de Julia rempli corespondant soit un quasidisque. Nous souhaitons également
que le polyndéme fibré P, soit uniformément hyperbolique dans un sens que nous
préciserons.

2.1 Enoncé du théoreéme principal

Dans un premier temps, on détermine une borne explicite des ensembles de Julia
remplis corespondant & des parametres de M(X).

Proposition 2.1.1 Si K, est conneze pour tout z (0 € K. ;) alors K., est inclus
dans D(0, 2).

DEMONSTRATION. Soit ¢ € M(X), on note R = sup sup |2|.
T€EXzEKe,z
Supposons que R > 2 et fixons € > 0 tel que R > 2 + 3¢ > 2. Soit z € C tel que
|z| > R — € > 2, alors
|e2(z)2% + co(z))|
||

Or, co(x) € K¢, f(z), donc |co(z)] < R et

@) _ _R
T = R-

|co(2)]
2| -

2 |2 -

€ €
< = =
5_1+R+O(R)
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|co(2)| £ €
Lt b2 BN —_—e -1 = = -
|z] 2] > R—e-1 R+0(R)
> 243 —e—1—<+o0(%)
R R
> 14e=2A
donc p
| C,:C(z)l > A > 1.
|2

En itérant ce calcul on obtient pour tout n € N, |P2,(2)| > A"|z|, donc z ¢ K et
par conséquent :

Vze K.z, |2l <R—ck,
ce qui contredit la définition de R et prouve en fin de compte que R < 2. O

Remarques.
1. La proposition fournit également une borne du lieu de connexité par 2.

2. La majoration précédente est en fait optimale comme le montre 1’exemple
c(z) = (ca(z), co(z)) = (1, —2) auquel cas K., = [-2;2].

Précisons encore quelques notations. Si ¢ € M(X), on notera F,, = Z,z et F, =
{(z, 2) tels que z € F,;}. D’une fagon générale, d désignera la distance euclidienne
standard de C. Si V est un ouvert connexe de C contenant a, dy désigne la distance
hyperbolique relative & V' et By (a, R), la boule hyperbolique ouverte de centre a et
de rayon R.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

Ce théoreme donne des caractérisations équivalentes des parametres qui appartien-
nent & My(X).

Théoreéme 2.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. il ezistek > 1 et ry €]0, 1] tels que pour tout = de X il existe ., un homéomorphisme

de C k-quasiconforme, prolongeant w;}; et vérifiant ®,(0) = 0 et pour |z| > 1o :
Pez(®:(2)) = ¥4z (ca(z)2?).

2. Il existe mp > 0 et une famille (V;)zex de domaines de Jordan vérifiant pour
toutx € X :

D(O,mo) C ‘/:z: C Fc,:c: Pc,-’c(_‘Z) - Vf(z)
et
mod(P (Vi) \ Vz) = mo.

3. Pour tout z, F,, est conneze et non vide, et il existe k > 0 tel que :

dFjn(s (0, Per(0)) <k Vz € X, Vn € N.
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4. Pour tout z, F,, est conneze et non vide et il existe C > 0 et u > 1 tels que :

l(P;‘z)’(z)| >Cu" VzeX,VzeE,,, VneN.

5. Pour tout z, F, . est conneze et non vide, F, est ouvert et il existe A €]0; 1]
tel que pour tout compact A C F, il eziste C > 0 tel que :

(P2 ey (P(2))| < CA" ¥(z,2) € A, Vn €N, ¥m e N.

6. Pour tout z, 0 et P.,(0) appartiennent d la méme composante conneze de
Fef(z) et il existe N > 1 et A €]0;1[ tels que :

|(PNmy) (PR (0))| < A ¥z € X, Vm e N.

7. Pour tout z, U, . est conneze et non vide et il existe €9 > 0 tel que pour tout
z € X, toute eo-pseudoorbite issue de (z,0) est bornée.

On appelera My(X) ’ensemble des parametres ¢ € M(X) qui satisfont ’'une de
ces sept propriétés. Mentionnons tout de suite, quelques conséquences immeédiates
du théoréme ci dessus.

1. La propriété 2 garantit que Mg(X) est un ouvert de M(X) pour la topologie
de la norme uniforme.

2. Si c € Mo(X) alors U, = F et F, est un ouvert de X x C.

3. Si f est un homéomorphisme de X, alors P, admet une unique section invari-
ante attractive, c’est-a-dire une application continue o : X — C telle que

P, .(a(z)) = a(f(z)) et a(z) € F,, pour tout z de X. Pour s’en convaincre,
il suffit de poser :

a(@) = () P2y (B o 0:28) ).
neN

Signalons dés a présent que dans la propriété 2, il n’est pas nécessaire que les
domaines V, soient des domaines de Jordan. En effet, compte tenu des minora-
tions du diametre intérieur de V, et du module de I'anneau P;!(Vj()) \ Vi, les
distances d(8P;(Vf(z)), Vz) sont uniformément minorées. Ainsi, si V; est un ouvert
simplement connexe, il est toujours possible de le réduire légérement pour obtenir
un domaine de Jordan (et méme si nécessaire avec un bord analytique) tout en
conservant la propriété 2.

Avant d’aborder la preuve de ce théoréme au paragraphe suivant, nous présentons
maintenant quelques exemples d’éléments de My (X).

e Sic(z) = (1,7) avec v un élément de la cardioide principale de M alors pour
tout z € X, K.z = K,, ou K, est le Julia rempli de z — 22 + 7.
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e Si ¢ = (c2,¢c0) appartient & M(X) avec |co(z)| < 1 alors ¢ € Mo(X). Tout
d’abord, on constate que D(0,1) C K, car,

1 1
|z| < 5 = le2(z) 2% + co(z)] < 5

On pose V; = D(0, %) et d’aprés la caractérisation 2 on en déduit que ¢ €
Mp(X). Soulignons que ce cas a déja été étudié partiellement par S. Heine-
mann (cf [Hei96]) lorsque X est le Julia d’un polynéme complexe.

Enfin, nous donnons un exemple de parameétre de M(X) n’appartenant pas a
My(X), qui illustre dans quelle mesure des phénomenes nouveaux (par rapport a la
situation classique) peuvent intervenir.

On construit un compact X, f une application continue sur X et une fonction
¢ € M(X) telle que pour tout z, U, = F,, est connexe non vide et 0 € U, ; bien
que ¢ € Mo(X). Notons X le compact de R suivant :

X ={0}U{r, neN}U{2).

f la fonction continue de X dans X définie par :

o f(0)=0et f(2)=2;

e f(1)=2;

o f(3)=miysin>1.
Il reste & définir la fonction ¢, soit 0 < § < 1, on pose :

e c(0)=0cetc(2)=0;

. c(%) =61 —-4§"sin > 0.

En premier lieu c est une fonction continue de X et K.o = K., = D. Ensuite,
notons a, = 0™, par récurrence, on montre trés facilement que :

Kc,l/n NR = [_am an]-

Ce qui prouve, d’une part, que 0 € K,1/» et d’autre part, que d(0,0K;1/n) < |an| ;
donc ¢ € M(X) par contre ¢ € Mo(X). En outre, Py ,,(Ueasn) = Uz et Uz =
U.o = D donc, pour tout z de X, U., = F.;. Remarquons également que dans ce
cas pour tout z € X, K., est un k;-quasidisque.

Cet exemple montre bien la nécessité d’avoir des constantes uniformes (par rap-
port & z) dans I’énoncé du théoréme. La compacité de la base, ne suffit pas & garantir
a priori cette uniformité.
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Figure 2.1: Exemple de Julia fibré.

2.2 Preuve du théoréme principal

Ce paragraphe est entiérement consacré 4 la preuve du théoréme 2.1.2. La démonstration
s’articule autour des propriétés centrales 1, 2 et 3, & partir desquelles nous allons
déduire toutes les autres.

La premieére étape importante sera donc de montrer ’équivalence entre ces trois
propriétés. En second lieu, on établira ’équivalence entre 2 et 3 d’une part et 7
d’autre part. Ensuite, on s’attachera & prouver la suite d’implications 2 = 5 = 6 =
7. Enfin, le dernier pas résidera dans la preuve de I’équivalence entre la propriété 4
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