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SUR DES POLYNOMES

GEVERALISANT LES

POLYNOMES DE LEGENDRE ET I’HERMITE

ET SUR LE

CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES MULTIPLES.
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INTRODUCTION.

Le présent travail est divisé en trois Parties.

Dans la premiére Partie, nous étudions les polynomes P,(z, ),
définis par le développement

(r—20x 4+ o’ =Za"P,(x, A),

en prenant comme point de départ larecherche des polynomes de Jacobi
ayant une fonction génératrice de la forme

[2d(a)+ o(a)]

Nous avons introduit, pour faciliter 'étude des polynomes P,(x, 1),
les polynomes 11, (., 1), définis par le développement

[(t —oxr) — 2] = a2, (x, ).

Ces polynomes jouissent de propriétés intéressantes et se relient

aux polynomes P,(x, 1) de deux maniéres différentes trés simples.
Une grande partie des résultats que nous (rouvons pour les poly-
nomes P,(x, &) a déja été obtenue par des méthodes différentes;
A,
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Gegenbauer (') s’est notamment beaucoup occupé de ces polynomes :
nous les reproduisons & titre de préparation pour la suite. -

Dans la deuxiéme Partie, nous généralisons premiérement les poly-
nomes P,(x, A), de méme qu'Hermite (*) et Didon (*) généralisent
les polynomes de Legendre, par des polynomes & s variables

UM1,"'2, ,m,('Th Loy ooy Lgy )\) et Vm,,m,, ,ms(xn gy <oy Lsy )‘)'

Nous commencons par les polynomes a deux variables, que nous
étudions avec un peu plus de détails, pour mieux nous guider dans
I'étude du cas général. Les polynomes 4 s variables, qui généralisent
les polynomes II,(x, A), nous ont beaucoup servi dans cette étude.
Nous indiquons aussi des polynomes plus généraux auxquels certaines
propriétés des polynomes U, , etV, . peuvent étre étendues.
Finalement, dans cette Partie, nous étendons, & des polynomes qui
peuvent étre rattachés a une forme quadratique de s variables décom-
posable en s carrés positifs, de méme que les polynomes U, .
etV, . serattachenta la forme &} + x}+...+ «;, les propriétés
fondamentales des polynomes U,, ,, etV, . Ces nouveaux poly-
nomes se réduisent, dans un cas limite, aux polynomes qu'Hermite
définit (") a I'aide des fonctions exponentielles. On établit ainsi un
lien entre ces polynomes d’Hermite et ceux qu’il donne comme géné-
ralisation des polynomes de Legendre.

Dans la troisieme Partie, nous nous occupons d’une classe de poly-
nomes a plusieurs variables, dont les polvnomes précédents ne sont
que des cas particulicrs. Nous ¢tudions cette classe de polynomes en
étendant au cas de plusieurs variables les résultats donnés par
M. Appell dans son Mémoire (*) Sur une classe de polynomes a deux

(t) Poir, pour la bibliographie compléte des Lravaun concernanl lout notre travail,
Particle Généralisations dicerses des fonctions sphériques par MM P. Appell et A. Lambert,
de I'Enc) clopedie dev Sciences mathématigues, édition francaise, t. II, vol. V, fasc. 2.
Four ausst la These de M. kampe e Feriet parue (1915) apres cet article.

(%) OEwres de Charles Hernute, t. 11, p. 31g.

(3) These. Annales de I’Ecole Normale, 1868.
< (*) OEuvres de Charles Hermite, t. 11, p. 3o1.

() Annales de la Fuculté des Sciences de Toulouse, 13go.
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variables et sur le calcul approche des intégrales doubles et en ajoutant
aussi d’autres résultats. Nous montrons ensuite, suivant toujours
M. Appell et aussi M. Bourget ('), comment ces polynomes inter-

viennent dans la recherche, suivant la méthode de Gauss, de la valeur
approchée des intégrales multiples.

(3) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CXXVI, p. 634.



PREMIERE PARTIE.

Polynomes de Jacobi & fonction génératrice simple.

1. Considérons I’équation différentielle

M (1—2) 2 4 (@ —1) +p(e +Dlu=o

qui a pour solution I’expression
(z + 1)@ —1)k,

En différentiant ’équation (1) » + 1 fois par rapport & @, nous
\ - danr
aurons, aprés les changements de A en n+7, wenn+p et dT:: =3,

(1) (—a) o2
L= 1) (8= 1)+ (= 1) (@ + )] 2% + (n+1) (n+ A+ p)z =0,

équation qui aura pour solution I’expression

dn(zx 41 M — 1)n+p
dx )

De I’équation (2) on d¢duit, par le changement de fonction
s=y (@) (e —1)¥,
I'équation différentielle
(3) (=2 TE — [ =1+ +r+m2]L bttty =o
a laquelle satisfait le polynome de Jacobi

(4) Jo(z, Ay p)=(z+1) Mz — 1)—Hd"(x + 1)’;:5‘1’_ DT
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2. Une fonction génératrice des polynomes J,(x, A, ) serait la
somme d’une série de la forme

(5) Zanann(xa )\a P‘) =s(a, 7),

C, ne dépendant pas de « et «. En multipliant I’équation (3)
par C,a" et puis en faisant la somme des équations obtenues en don-
nant a n les valeurs o, 1, 2, ..., ad inf., on déduit que toute fonc-
tion z(a,x) de la forme (5) satisfait & I’équation aux dérivées
partielles '

2
6) (1—an) 22

dz dzz dz
—‘[(H—)\)"l—(ﬁ—l-)\-l—l-l)x]%+O(2T“2+()\+P-+2)0('d—a—0-

3. Cherchons les conditions pour que I’équation (6) ait une solution
de la forme
z=[z¢(a)+o ()],

En substituant dans I’équation (6) z par cette expression, on est
conduit au systeme d’équations différentielles

— 60— (A + 4 2) 0+ @Y + 622 (A + o+ 2) P =0,

() A== (A +p+2)d9
+ o (9" + @") + 20 ' @'+ (A + p + 2) (Yo' + ¢¢') =0,

60+ (A — @) oY + (99" + 69"?) -+ (A + p + 2) 299’ = o,

qui nous déterminera o, { et la constante 6.
Des deux premiéres équations de (1), nous déduisons

9 (6742 — 04*) = Y[(A — )P+ 2" g0 + 20024 ' + (A + p + 2) g’ ].

D’ou, en tenant compte de la derniére équation de (I), on déduit
I’équation indépendante de 0, A et

‘.pi_*_ 0‘2‘-!)2‘?,2— CP’&!J’—E— aZCPQLP”__ Qai(PqJ¢’qJ': 0,
qui devient, en posant ¢ = u{,

Yo(1+ a?u't—ut) —o.
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Par conséquent
_ CGla+1

= 2C o ¢-

La premiére équation de (1) nous donne facilement ¢.
En effet, en posant d’abord ¢ = av, elle deviendra

(7 ape” L fop't4- (20 + A+ p+4)ev =o0,

et puis, en posant

nous aurons
ay +(0+1)y*+Ay—=o,
ou

A=20-+h+p+3.
On en déduit

v A
(8) e W,y

Pour déterminer 6, faisons dans la derniére équation de (1)

Cia?+1
= ——— et =av.
2(41 q’

On est conduit, en tenant compte de I’équation (7), a I'égalité

o Cla’+1

(A ) o (0 BE )
(9) e | (@GA+p— ) + o0’ ( ')—cl_ =0

qui n’est possible, comme on le voit immédiatement en utilisant la
relation (8), quesiA—=o0, A= —100 A= —2.
Examinons séparément ces trois cas :

1° A =o. — Larelation (8) change dans ce cas, elle devient

oy 1

% T G+ LogCea’

et pour que I’égalité (g) subsiste, il faut que C; = o, donc ¢ égale une
constante C, et, de plus, que A = w. Nous aurons donc

2,2
Y =Ca, q):-g—(—(—:’:t—ciﬂ; 20 +A+p+3=o0 et A=p;
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ce qui nous conduit, en remplacant G, « par — a, A par — A —é et en
divisant par une constante, a la solution
(x0) z=(—2az+ a?)*
de I’équation aux dérivées partielles

d*: dz dzz dz
(1) (1—2*) - +(2h—n)x — + a7 + (1—2)ag==o.

Remplacons dans cette équation z par sa valeur (1o) et puis différen-
tions cette équation n fois par rapport a «, en faisant ensuite o = o,
nous arrivons a I’équation

(12) (1—2?)y"+ (2A —1)ay' +n(n—20)y=o0

qui aura pour solution le polynome

n(y — A
Pz, 1) = ;l'—,[d szt a) ]_

Ce polynome est précisément le coefficient de o” dans le dévelop-
pement taylorien de (1 —-2ax + a*)* suivant les puissances de «.
Nous aurons donc

(13) (1—20az 4+ a2 =3Xa"P,(z, A).

Le polynome P,(x, ) satisfaisant & I'équation (12), et comme cette
équation ne peut admettre d’autre polynome comme solution, il
résulte, d’aprés ce que nous avons vu pour I’équation (3), que I'on

aura
1

. n—)—;
Y5 dr(1— x?)

(14) Pn(-1'7 )\)_—_A"(l-—-.’l") dxn

)

A, étant une constante qui se détermine facilement. Faisons, en effet,
= — 1 dans les deux membres de (14). La formule de Leibnitz,
donnant la dérivée n'* d’un produit de deux facteurs, montre que
I’on a

dn n—+ — n—+
[—anwEOEDEUZ D om0 ). ()




— 8 —

tandis que le développement (13) nous donne immédiatement la valeur
de P,(— 1, X). Nous trouvons ainsi

(15) Pp(z, A)

1

(=1 ak(2h—1)...(2h—n +1) rtdn(i—a) F
—  n! (27\—1)(21—3)...(2)\——2n+1)(l_x) dz"
ou bien
< T
(13") P,,(-Z‘,—l-’-"‘;)
(=) (2p ) (2p+2). . (2p + n)(‘_ Ztyb d"(l—x’)""’l’-.
T oetnl (pH)(pt+2).. . (p+n) dx™
2° A = — 1. — L’égalité (9) ne sera vérifiée que si

Cl=@@+)A—p) et (A—pr=gy
¢ sera donné, d’apreés la relation (11), par I’équation

ﬂ_ da
(4 _(6+l)a—Cz.

Done, 4 un facteur constant prés, nous aurons
A
p=[(0+1)a—Cy]0+!
ou bien
. L
¢ =[Cyot + p —A]0+1

En prenant p. — A =1, nous déduirons, comme précédemment, des
valeurs correspondantes de { et ¢, que I’expression

——

~l=

(14 ) (1 — 202 + a?)

est une fonction génératrice des polynomes J,(x, & — 1, £).
En posant done

(16) (1+a)(t —202 4+ a”»=ZaR,(x, }),
R.(z, L) satisfait a I’équation

(t—2) ¥+ (—1+202)y ' +~n(n—2r—1)y—o0
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et I’on a
1

Ry (2, —E— 5) =Badu(@ E—1, 6.

B, se détermine comme A, et ’on trouve

B.— _* 2f(28+1)...(26+n—1)
" arpl E(E4+1)...(E+n—1)

Pour . — A = — 1 on sera conduit & un développement tel que
(1—a) (1— 202 + a?) = Za"$,(z, 1)
qui ne differe pas du développement (16), car
Ro(2, 1) =(—1)"Su(— 2, }).
3° A= —2. — L’égalité (9) est vérifiée si
A=p et 641=C,ClL

La relation (8) donnera pour ¢
1
o =[(0+1)a2— Cy]3+1.
D’ou I'on déduira la fonction génératrice

(17) (a2 — 1) (1 — 20ta + a2

des mémes polynomes (14), la valeur de la constante A, étant diffe-
rente. Nous aurons 'occasion de retrouver l'expression (17) et son

développement d’apres les puissances de a.

4. Les polynomes P,(z, A) et R,(x, A) sont ce que nous appelions,
en téte de ce Chapitre, polynomes de Jacobi a fonction génératrice
simple. On pourrait, de méme que nous le ferons pour les poly-
nomes P,(x,A), étudier directement les polynomes R,(x, A). Ces
polynomes se relient, comme il résulte des développements (13)

et (16), aux polynomes P,(a, 1) par la relation

P.(z, A) + Ppy (2, A) =R, (2, A).
A.
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Nous aurons donc

(18) P, (w —E~ %) + Pry (”” —E&— 'L‘)

1 2E(28+1)...(28+n—1) .
T atnl E(E4+1). (54 n—1) (2, =1, E).

Donnons, comme vérification des résultats précédents, une démons-
tration directe de cette formule. En remplacant dans (18) Py, Py, J,
par leurs valeurs de (15) et de (4), nous sommes conduit &

125 +n+1 drHi(— gtttk d(1— z?)n—t
(19) 2 E+n+1 dan+t (n+1) dx™
dr (1 4z n+E(‘ — g)n+1+E
:(l+$) ( ()lx"“’l ) ’
apres avoir remplacé n par n + 1. En posant
dn—l(l__xZ)n+E
(20) y= ——C?.z‘"'—"l——_,
nous aurons
dr+t(1 — 2?) (1 — 22)n+€ d? d
( dxz‘f" ) :(l—x’)d—‘z“};—2(n+l)w%—("+‘)n3”
dn+1(l__x)(l_x2)u+€ . y ) dy
dzn =U=2) Z — (0

De sorte que la relation (19) deviendra, aprés des réductions,
dy d
(l-—-x’)w-}— 25‘”2’% +n(n+2f4+1)y=o,

équation différentielle qui admet bien la solution (20), comme il résulte
de ce que nous avons établi pour I’équation (2).

5. La formule de Rodrigues

i
. o n—+1 d"(l—x’)n+3
sin[(n + 1) arc cosxz] =( 1)'13.5...(2”_{_1) To
résulte immédiatement de (15) en faisant A = — 1, car
__sin(n+1)a

P,(cosa, —1) = sina
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comme le montre le développement connu

I

)\sinmx sin(n +1)a
=1 -_—
1— 2Acosa + A?

- 4. AR -
sina sina

(21)

. . 1 .
Nous aurons aussi, en faisant £ = 5 dans la relation (18),

sin(pn+1)ae  sinna
sina sina

— 1 1
1 i -3 dr(z+ N i z—1)""
:3.5...(2n——x) l(x—l—x) (x_l) dzr ].r:coua’

formule qu’on peut écrire

sin[(n + 1) arc cosz | + sin(n arc cos z’)

1 1
(—1)" d"(1+.z')n—§(x—x)n+;
—3.5...‘(2n——l)(1+$) dx" ’

ou bien
sin [(n -+ %) arc cos x]

1 1

o (—1)" dr (1 + .1:)"_;(1 — m)n+’

_'ﬁ 3.5...(2n—1)\/1+x dz" ’

formule analogue a la formule précédente de Rodrigues et que nous
croyons nouvelle.

Etude d’une série.

6. Le développement
(13) (—2az+?P=Py+ aP,(zt, \)+...+a"P (2, X)) +...,

ou «, x et A sont des quantités réelles, est valable pour|z | <1,|a| <1
et A quelconque, car, en posant & = cosy, nous aurons '

(1—2acosy + 2= (1— a eV (1— a e~iT)\, i=y—1.
Mais chacune des expressions
(1—aety et (1—ae 1)

peut étre développée suivant les puissances de a, pour |a| <1, et du
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produit de ces deux développements, nous déduisons le développement
considéré. Nous trouvons ainsi pour P,(cosy, A) la valeur
_wrA=D...A=n+1) AA—1)...(A—n+2)
(=n [ n! en+ 4 (n —1)!

LAA=D) A=t 3) oy +l(l—r).--(l—n+r)e_,.,,,]
2! (n—2)! nl

e(n—2)Yl

ou bien, sans le symbole i,

(A= n+1)
n!

Ao.(h—n+2)
R

cos(n—4)y +..q

(23) (—1yra 22 =0

cosny —+ (—1)" 22

A —1) hees(A—n 4+ 3)
2

x cos(n—2)y +(—1)"2——/ (n—a)1

le dernier terme de cette somme étant
l(l—l)u-(l—";' +:> 1(1_1)...<x_":')
(=) (=)
m_l)...(x_%ﬂ)

< >!
2
si n est pair.

On voit, sur I’expression (22), que P,(cosy,A), polynome de
degré n en cosy, est aussi un polynome de méme degré en A.

—2

cosy

si n est impair, et

)

7. L’expression (22) des polynomes P,(cosy, A) nous permet de
trouver l'ordre de grandeur de ces polynomes lorsque » augmente
indéfiniment. Remarquons pour cela, que si 0> A> — 1, les coeffi-
cients de cosny, cos(n — 2)y, ..., dans I'expression (22), vont en
décroissant.

Done, d’aprés un lemme d’Abel,

A —1). .. (A—n—+1)

nl

M(—1)"2

A—=1)...(A—n—+1)

A
> P,(cosy, A) > m(—1)"2 o
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en désignant par M et m la plus grande et la plus petite des sommes

Sy=cosny+cos(n —2)y +...+ cos(n—ak)y,

ou % prend les valeurso, 1, ..., %(partie entiére). Mais les sommes Sy

. 1 —_1
sont toutes comprises entre —— et ——> nous aurons donc
smy smy

AMA—1)...(A—n 1)
nlyi1-- 22

pour o >A>—1, |x| <13 0 varie avec x, mais | 0| <1. Lorsque n
augmente indéfiniment, on sait que 'on a

(23) P,(x,A) =20

o
T'(n+a)=y2n enn 0T,
—)—1

S
T(—2)yi—2?

done

(24) P,(z,})=(—1)"26

(n=o0).
Par conséquent P,(x, 1) est, pour les valeurs indéfiniment grandes

de n, de l'ordre de n-'. Nous avons établi ce résultat dans I’hypo-

thése 0 > A > — 1, mais nous verrons dans la suite qu’il est valable
quel que soit A.

8. Considérons la série du second membre de (13) comme une série
en z, et démontrons que si |x| <1 et || <1 cette série est absolu-
ment et uniformément convergente. Supposons d’abord A < o; nous
voyons alors que nous aurons le maximum pour la valeur de I'expres-
sion (22) de P,(cosy, A) si y = o, ce qui correspond & = 1.1l s’ensuit
que les termes de la série (13) sont inférieurs, en valeur absolue,
aux termes de la série qui représente le développement de

(1—2a 4+’ = (1 — a)*

suivant les puissances de a, 0 <<a <1, série qui a tous ses termes
positifs et qui est convergente. Si A > o0, nous pourrons toujours le

supposer de la forme A =m-+A,, ou m est un entier positif et
0>A,> —1; done

(1—2azx 4+ a?P=(1— 202 + a2)"(1 — 20z + at)h,
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Ceci nous permet de voir facilement que les termes de la série (13)
seront, dans ce cas, plus petits, en valeur absolue, que les termes de
la série qui représente le développement de

(14 20+ a?)™(1— 20 4 a)h = (1 + &)™ (1—a ),

suivant les puissances de a, o <<a <1, série qui a tous ses termes
positifs et qui est convergente. Donc, pour toute valeur de A, la
série (13) est absolument et uniformément convergente.

9. En intégrant les deux membres de (13) par rapport & x, nous
aurons

(25) (1—2az +a*) M =Ry+aR;+...+a"R,+...;
R,., doit étre tel que I'on ait
(26) [Ras1]z=—2(A +1) Py(2, A).

Mais le second membre de (25) doil étre de la méme forme que celui

de (13), donc
Ruti=Puri(z, A +1)

et I’égalité (26) devient
(27) [Prsi(2y A+ 1)]=—2(A +1)P,(x, A).

On pourra, a 'aide de cette relation, calculer P,.,(x, ) lorsque
I'on connait P,(«, 1) et la valeur P,,,(x, A) qui se déduit immédia-
tement du développement (13).

En dérivant, par rapport a x, les deux membres de 'égalité (27),
nous déduisons, de proche en proche, la relation plus générale

arP,,(z, 1)
dz?

(28) =(—2)MA—1)...(A—g+1)P,_4(x, A —q).

Si nous remplacons dans cette égalité P, et P,—, par leurs valeurs
tirées de (15), nous aurons

am(y1— x)ym—t

— 2
a7 [(I z2 )P dm—a(1 — z2)ym-p.
dxm—q

] =A(1 — x?)b—9

b

dx
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A étant une constante. En faisant . = o, on retrouve une formule
donnée par O. Rodrigues et puis par Jacobi.
Pour ¢ = m, la formule (28) nous montre que le coefficient 2™ dans
le polynome P,,(x, A) est
A(A—1). ..(7\-—m+|).
m!

(—2)"

10. Si I'on fait A = o dans le développement (13) on est conduit a
Fidentité 1 =1, car tous les polynomes P,(«, 1) sont nuls pour A = o.
Mais si nous considérons I’expression

1— (1 — 20z + a?)
b

A

sa valeur, lorsque A tend vers zéro, est

Log(1—2ax + a?).
Nous aurons done

Log(1—a2ax + a?) = [“P‘(“” 7‘)‘*‘-“4—)\“"Pn(w, 7\)+...]

=0
On connait le développement

(29) Log(1 — 20z + a?)

__ 2acos(arccosx) 2" cosn(arc cosz)
pusa— l DR Bl n e e e

11 résulte que

P.(z, }) 2
[—7«—]x=o_— 5 cosn (arccosx).

On voit de plus que, par continuité, le développement (29) se rattache
au développement (13).

Propriétés des polynomes P,(z, }).

11. La propriété fondamentale des polynomes P,(x, 1) est celle
d’orthogonalité représentée par I'égalité

+1 < 1
(30) f (1—=x?) A_ZPm(.I’, W P,(z, N)dzx =o,
-1
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A< éet m = n. Celte égalité est une conséquence de la forme (15) des

polynomes P,(x, X). Elle résulte aussi de la valeur d’une intégrale
indéfinie qu'on peut rattacher a 1’équation différentielle (12) des poly-
nomes P,(x, X). Considérons plus généralement les équations

b (2)y" + da(2)y' + k Ys3(z)y =o,
Yi(z)y" + $o(2)y' + ky Ys(z) y = o,

qui ne different que par les valeurs du paramétre £. Soient Yy et Y, des
solutions respectives de ces équations et g(x) une fonction déterminée
par I’équation

[$1(2) ¢ (2) Jo=1a(2) 9 (2).

On trouve sans difficulté la combinaison intégrable
d . ,
(k— k) o (2) §a (@) Vi Yo, = i (2) (@) [V Vi, — Vi, Y} ] s
d’oul'intégrale correspondante, qui, dans le cas des polynomesP,(x, 1),

est

(31) [m(m—2A)—n(n—21)]

1 1
xf(l—x’) 1P, Podr=(1—a2*)  (P,P,— P, P,).

Sil’on intégre entre les limites — 1 et + 1, on retrouve (30).
., ., . R > .

Il se peut que I'égalité (30) subsiste méme pour AZ -; il faut pour
cela que P,(«, 1) contienne (1 — x?) en facteur, ce qui arrive si A est
de la forme p + %, p un entier positif ou nul. Car, si nous considérons
le développement

1
p+3 1
(1—2ax +a?) *=Zam Pm(x,p + ;—)

et ses p dérivées par rapport a a, on voit, en faisant dans ces dévelop-
]

pements x = + 1 et = — 1, quc tous les polynomes P,,(x,p + ;),

ou n>2p—+1, et leurs p premiéres dérivées sont nulles pour ces

valeurs de . Donc P, (.z', p+ -:3), n>2p+1,a(1 —x*)?* enfacteur
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et par suite, d’apres (31),

1 . 1 1
[ (I—x’)—P—‘Pm<x,p—|—;>P,,<x,p—}—;)dx:o,

vt
pour p entier 2o, m>2p + 1, n >2p+1 et m £ n.

12. L’intégrale définie
+1 =t
f (1—a?) (Pn(z, 2)]?dx

se calcule facilement en nous servant de la forme (15) du poly-
nome P,(x, A). On arrive, aprés des intégrations par parties, a

+1 51
f (1 — ) 2P (x, A)dx
-1
A 27\(2)\—1)...(27\'—':+|)/'+'(I_x2)—l—%dx.
-1

:(—l)nl—n n!
Mais

(32) f+ (I—-wﬂ)ll-dx_—_gf ([___xz)p.dx:f ([:/':;)HdZ:vIE r(p+;) ,

donc

+1 1
f (1—z?) . *Pi(z, \)dx
—1

1
. . A 27\(27\——1)...(27\—n+1)ﬁr(E_)‘>
== A—n nl Ta—2x)

13. Reprenons le développement
(13) (1—2azx+a=14+aP +...+a"P,+...
et dérivons-le par rapport a « et par rapport a «, nous aurons
(134) —2Mx —a)(1—20x + 2P 1=P,+2aPy+...+ na* 1P, 4+...,
(132) —ada(t —2axr 4+ 2P t=a(P),4+...+a* (P,)e+....
De la comparaison de (13,) et (13,) nous déduisons

(33) Z[Po(z, M) ]z—[Pr-1(z, X)), == n P,(2, }).
A. 3
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De méme de (13) et de (13,) nous déduirons

—2A Py (2, A) = [Prri(2, M) ]z —22[Pr(2, )]z + [Pri (2, A) ]2
Et de ces deux derniéres relations on a
(34) 2(n —R)Py(z, }) =[Puss (2, M) — [Pucy (2, 1) ]
En faisant dans cette égalité n =o, 1, ..., n et en additionnant
ces n + 1 égalités, nous aurons

k=n
(35) D 2 (k=0 Pi(z, ) = [Ppus(2, 1) + Pul2, Vi
A=0

De (13) et de (13,) on déduit la relation récurrente

(36) (n+41)Pppy(2,R) +2(A —n)2ZP,(2,2) +(n—2A —1)P,_,(z, ) =o0.

14. Le polynome P,(«, X) peut se mettre sous la forme d’un déter-
minant. Posons, en effet,

YnZ Ay o o
Bn Yn—1&  Opy o o
A — o Br- Yn—2Z - Ap_s O o
n= ’
cete eeaen o
..... cese . O p3- 72 Oy
o ..... ciee o .0 By iz

On voit facilement que I'on a la relation récurrente
(37) An—YnxAu—-1+ OtnﬁnA,,__gro

et que le déterminant A,, qui est un polynome de degré n en z, ne
dépend pas séparément des quantités a,, o,,, ..., %, €t 3, Bayy oovy By
il ne dépend que des produits a,_; 3,_;. En prenant

(38) yn= 2(n—1—171) oL Bty = n——2)\——2’

n n

les relations récurrentes (36) et (37) deviennent identiques, et comme

A =P, =—2dx et = Py=—20(1— Vx4,
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il s’ensuit que, avec les valeurs (38) de «, Bety, onaura
P.(z, N=A,
15. Vérifions a I'aide des relations (33) et (34) que P,,(a:, 9]

satisfait a 'équation différentielle (12). Cette équation peut s’écrire

d(zP, — nP.)

Pi— dx

(22 —n)(zP,—nP,)=o0

ou bien, d’aprés (33),

P,—zP,_,+ (2h—n)P,_,=o0
ou encore

PZ_[Q'P;z-l_(n—l)Pn—i]x 2(”—)\—1)1)" 1= 0.
Ce qui devient, en tenant compte de (33) et (34),
P,—P, ,— (P, — P, ,)z=o0.

16. Des développements (13) et(13,) on déduit les développements

(39) (1—azx)(1— 20z + a2)— ‘——2 (1——) P.(z, })an,

A—n

(40) (1—at )(l-—2ax+a")l—’_—_z P,(z, A)a®.

Le premier membre de (40) est précisément I’expression (17); nous
retrouvons donc le résultat établi, que cette expression est une fonc-
tion génératrice des polynomes P,(z, 1).

En dérivant (39) par rapport & « et puis en multipliant les deux

A— =
membres par (1 — x?) !, nous aurons

-1
(1— a?) 2-67&(1—ocar,')(l——2oc.z'+oc’)"""

1 —1
:Z—_n(zlz)\——n)(‘_x,)—)\ 2P, (z, A)anr—1,
En tenant compte de I’équation différentielle (12), qui peut s’écrire

R(ah—n) (1— ) TiP, (2, = [(n—x*)’* P, (2, 1),
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et de la relation (27)
P'"(J;, )‘) =-—2A Pn~l(‘z‘7 A —l)7

I'¢galité précédente nous conduira a I'identité

~)-1d(1—az) (1 —2az + a?)-!
do

(47) (1—a?)

1 -~
_da— 22V (1 — 20z + a?)i!
dx )

Cette identité, qu’on peut facilement vérifier, est trés intéressante.
Elle nous permettrait de trouver directement la forme (15) des poly-
nomes P,(x, 1) et 'équation dilférentielle (12). Elle se préte en outre
a des généralisations étendues.

L’identité (41) nous conduit aussi a cette autre identité

(42) (l—x")%—l—(l—ax)%:—iﬂur,

ou I'on a posé
u=0(—2azx+ a");

en remplacant u par son développement dans (42), on obtient la
relation

(43) —2)P,+(n+1)Ppy—(n—20)zP,=o0.
L’identité
,\ du du
(1—a )% —|—(.L‘——a)oc7a—_—27\ua

résulte de 'identité (42), comme on le voit en les retranchant membre
4 membre; elle nous conduit a la relation

(417) (1—2) Py +(n+1)xPy —(n—21)Py=o0.

En considérant les relations (43) et (14) comme un systéme d’équa-
tions différentielles délinissant P, et P, .,, on pourrait retrouver I'équa-
tion (12).

En additionnant et en reiranchant les égalités (43) et (44) on aura
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les relations
(‘_x)(Pllwl",*"Pln )+(n+l)Pn+l_(n_2)‘)Pn:°7
(l+x)(PIn —P'n+|)+(n+')Pn+i+(n—2)‘)pn:07

a l'aide desquelles on pourrait retrouver les équations différentielles
auxquelles satisfontP,,, + P, et P, ,— P,, polynomes que nous avons
désignés parR,,, et S, .

17. Sia <L % I’équation en
(45) P.(z,d) =0
a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre + 1 et — 1.
C’est une propriété qui résulte de la relation (30) et qui appartient 3
tous les polynomes de Legendre généralisés. Car si U,, est un polynome
de degré m en x tel que

b
[ @ UUdz =0 (mzm,

la fonction ¢ () restant positive dans U'intervalle d’intégration, I'équa-
tion U,,= o a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre a
et 6. On le démontre par la belle méthode que donne Legendre pour
ses polynomes X,.

La relation récurrente

nP,(z, M)+ 22(A—n+1)P, (2, ))+(n —2—20)P,_,(x,A) =0
nous permet d’étudier I’équation (45) dans l'intervalle —1 & + 1,
méme pour 2>L, car elle nous montre que la suite des polynomes
2
(46) &Py & Pi(z, 1), ..., & Pu(2,2)

jouit des propriétés d’une suite de Sturm, ¢,, ¢, ..., ¢, étant 'une des
deux quantités +1 ou —1 convenablement choisie. Les valeurs

de P;(x, A) pour x = + 1 et x =—1 seront données par
Po+aPy( 1,)+a?Py( 1,A)4+...=1—2)a + ww——...,
P0+aPl(—1,7\)+a’P,(——1,)\)+...:1+2)\a+3—)lm-—_l)a’+....

2]
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Si, par exemple, 2A > n — 1, I’équation (45) ne peut avoir qu’une
seule racine réelle (x = o) comprise entre — 1 et + 1. Ceci résulte
du fait que la suite (46) sera

-+ Pln -+ Pn—h - Pn—h - Pn—:n -+ Pn—u -+ Pn—ﬁa ceey

P,_, et P,_,_, étant de signes contraires et le nombre des variations
, . . o1 . y n+1
présentées par cette suite, pour x =1, est égal a la partie entiére de

et, pour z =—1, elle en présente un nombre égal a la partie entiére
de '—;- Supposons aussi A entier et plus petit que n; P,(x, \) sera un
polynome de degré 2A — n et 'on devra prendre pour (46) la suite

+Pu +Pupryn —Purs, —Puys, .oy =Py,

P... et P,,.., étant de signes contraires. Dans ce cas aussi, I'équa-
tion (45) ne peut avoir qu’une seule racine réelle ( = o) comprise
entre —1 et + 1.
Les racines de I'équation (45) sont séparées par les racines de
I’équation
P,_i(2x,A—1)=o,

comme il résulte de la relation (27).
. I 9y, .
Siag — S I’équation
Puri(2, d) +Py(z, d) =0

a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre +1 et — 1
ceci résulte de I’égalité (18).

18. Considérons le polynome P,,(x, A); c’est un polynome de
degré ~ en x* et si nous posons ax*= 3 l'équation différentielle a
laquelle satisfait P,,(2, A) deviendra

2 ’
z(x-—-z)‘fl,z{ -+ [—; +(7\—1)z]%+n(n—7\)y:o.

Donc, en introduisant la fonction hypergéométrique F(a, 3, v, ), nous
voyons que I'on a

Pou(2, 3) = Py (0, 1) F(—- R xz)’
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ou bien en remplacant P,,(o, A) par sa valeur

(47) Pg,.<x,1):"“'—"""‘—”+"F(-_n,n_x,g,x=>.

n!

En dérivant par rapport a z les deux membres et en tenant compte
de (27), nous aurons, pour les indices impairs,

(48) Ponus(z,}) = — x<x_x)...(x~n)mF<_ R g xz)'

nl

De la relation (47) on déduit, en tenant compte de la formule

connue
i I
I‘<p+ ;) I‘(.u—r—;—)

C(p+p+1)

T
f(cos<p)21’(sin<p)wd<p:
0
que I'on a
f Py, (z cose, 1) (sing)** do
(]

T
_AA—=1)...0—n+1) \/7‘:r<p+;>
- nl T(p+1)

F(—n,n—2%, p+1, 2%).

Mais les polynomes de Jacobi satisfont a I’égalité

dnr [xn+p.(l _x)n—i—p—)]
dxll
=(p+1)(p+2)...(rg+n)F(—n,n—2% p+1, z).

zb(1—x )p+)\+1

De la comparaison de ces deux derniéres égalités on déduit

dr [le—p. (I . r)n—i-y.—-) ]
dxll

:Af. Pg,,(\/—x_cos% l)(sincp)li*dcp,
0

(49) k(1 )i

A la constante correspondante et u. > — %-

Comme

T
f Pyt (\/E cos o, 7.) (sing ) do = o,
0
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nous concluons que
k11
f (1—ayazcose + ) (sing)® d
[}

est une fonction génératrice des polynomes (49) de Jacobi pour

p>—

19. La relation (33) peut s’écrire, en vertu de la relation (27),

oAl (z, A—1) —2hx P, (x, A —1)

n

=P,(z, 2).

Elle nous montre sous cette forme que si » augmente indéfiniment,
P,(x, 1) est de I'ordre de ;'Pn(x, A —1)3done,si o <A1, Py(x,))

est de 'ordre ', comme il résulte de I'égalité (24 ) valable, comme
nous Favons vu pour 0 > A >—1.0On démontre de proche cn proche,
al’aide del'égalité précédente, que, pour toute valeur de A >o, P, (x, 1)
est de 'ordre de n>'.

De méme, de la relation (43) que nous pouvons écrire

(r+1)Ppii(2, ) — (2 —20) 2 Py(x, })
2A (1 — x?)

=P, (x, A—1),

on peut voir, de proche en proche, que, pour toute valeur de A << — 1,
P,(x, 1) est de 'ordre de n™-" si || < 1.

P,(x, \) est donc bien, quel que soit A et pour || <1, de I'ordre
de n-'.

20. Remplacons dans le développement (13) = par x\/:;Ta et a

—a
par « Y nous aurons

a?— aox\} —a —a
(l—a———z)\——> —m ( Py ) P"(-T PYY ) )\).

Faisons croitre A indéfiniment par des valeurs négatives; le premier

_fca’—"al\

membre deviendra, a la limite, e ’ , ce qui est précisément la

Wl
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fonction génératrice des polynomes U, d’Hermite (*)

a2 gn —‘—;-xl
U,=(—1)"e? dd%-
Nous aurons donc
(—aNi, (o /=a )\ _(=nr fwdne i
(50) )\l:lll]m <_2_—)\—> Pn(.‘l‘ 2)\ ’ )\> - n! e d.’l‘" *

M. Appell (*) a démontré cette égalité limite en partant des polynomes
de Jacobi qui coincident avec nos polynomesP,(x, A), exprimés par
une fonction hypergéométrique, donc d’une égalité analogue a (15).

2

—a o\ _(=v" ad(2A—1)... (2 —n+1)
i (x\/_z'l—’})_ nl (22—1)(2hA—3)...(2h —2n+1)

Remplacons, en effet, dans I’¢galité (15) « par ;l‘\//— 2, nous aurons

N 1
—h+n—=

2 2
N ).+% d"(l—]—ax)
ax? 2 2
x(1+—>
—a 2d n
(zx> “

En faisant croitre A, par des valeurs négatives si @ > o pour ne pas
introduire les imaginaires, vers I'infini, nous retrouvons I’égalité (50).
Il'y a une infinité d’autres polvnomes qui se réduisent comme cas

limite aux polynomes U, d’'Hermite. En elfet, si nous considérons le
développement suivant les puissances de o de I'expression

Is

(51) l1—2ax a2+ o(a, )]

o(a, x) étant un polynome en « et . tel que

“a —a
o(0, L)=o0 et ch(a\/z)\ y & T)T)

tend vers zéro pour A infini, les coefficients des puissances de « dans
le développement de (51) seront des polynomes qui se réduisent,
comme cas limite, aux polynomes U,, comme P,(x, 1).

(1) OEuvres, t. 11, p. 3or. -
(2) Journal de Vathématigues pures et appliquées, 1882, py ag4: -t r.'_‘,‘
A. -
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Fonctions associées aux polynomes P,(z, ).

21. Considérons la fonction

+1 _i
(52) Qn(y, ) :f (r—az%) * 'P.—;(—EL‘—;\) dx (l < %);

4 laquelle on est conduit lorsqu’on cherche le développement de ——

en série des polynomes P,(x, A), y étant en dehors de l'intervalle
de —1 a4 + 1. Cherchons I’équation différentielle linéaire 4 laquelle
satisfait cette fonction. Remplacons, pour cela, P,(x, A) par sa valeur
tirée de

(1—x)Po(z, M) +(2h—1)xz P\ (z, ) + n(n — 22) P, (2. 1) = o.
Nous aurons

n(n— 2)‘) Qn(}'; )‘)
—X

.. 1
=_f+l(l+x’)rAdPﬁ.(w, A) —2()\_1)‘/‘“.2:([—-1:’) P (=, )‘)dx.
—1

—1 y—z y—=z
Apreés une intégration par parties de la premiére intégrale, il nous
restera
n(n—22)Qu(y, 1)

1_a +1 1
I P'n<x,x>] e L
— [ y—= —l+-[1 7 —=) P, (x, A) dzx.

Le crochet s’annulant aux deux limites, nous aurons, aprés une nou-
velle intégration par parties, la partie intégrée étant nulle,

(53) n(n—23)Q,(y,}) :

_*f+'<2A-r>x(r—x2)‘?‘*(y——x)+z(x—z*)E‘
- J (y—=z)?

A

P,(z, V) dx.

De (52) on déduit par dérivation
1
1 a— x’)—)&;

(54) w(yy M) =— - (y—=z) P,(z, })dz,
1
" . +‘2(1-—w1)—)\_5

(55) Qn(yv )\)—- [_‘ —T;‘:—x)a—Pn(.Z, l)da:.
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Considérons, a présent, ’expression
(56) E=(1—»*)Qn(35 2) + (2A—1)y QL)+ 1) + n(n—22) Qu(y, R).
En remplacant Q,, Q,, Q. par leurs valeurs (53), (54), (55), nous

aurons aprés des réductions

__(TeAE) (2 +Y) 03
E __—[, 7 —a) (1— 2?) P,(z, 1) dz.

Ce qu’on peut écrire aussi

=1
_ a—at) TP, (a,))
E_.-(:x)\+1)‘[_l =

-1
1+1(l.____mg) 3

_m(zm-x)yj_l Dy Pl M da

Done
E=0A+0)[Q.(y, })+25Q,(y, ),

et en égalant cette valeur de E a (56), nous trouvons I'équation
(1 —-y’)% —(2A+ 3)y%; +(rn+1)(n—22—1)3=0
a laquelle satisfait la fonction Q,(y, ).

22. L’expression

+1 __1__
(57) Rn(xm:f (1— 1) @ — )Py, M) dy

satisfait & la méme équation différentielle (12) que P,(x, A). Pour le
démontrer, on établira, comme précédemment, les relations :

+1 1

n(n— 2Rz, ) =2k(ah—1) f (1—y) " F (@ — yyt(zy—1)Poly, N dy,
+1 1

R@d= 2 [ =y Tie—y P.(y.Ndy,
+1 1

Ri(z,))=2A(2h— .)f (|——y’)—)‘—"_(x——y)’)‘—’ P.(y,Ndy,

a I'aide desquelles on vérifie immédiatement que l'on a

(x—2*)Ry (2, A) + (2A — 1)z Ry (2, A) + n(n — 22) Ry (2, A) =o.
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23. On aurait pu établir ces résultats en se servant de la relation (15)
ct ramener les intégrales (52) et (57) a des intégrales hypergéo-
métriques. Mais par les considérations précédentes on peut é¢tendre ces
résultats, car nous ne nous sommes pas servi de la forme particu-
liere n(n — 21) du coefficient de ¥ dans I'équation différentielle (12).
Prenons, en elfet, & laplace de P,(y, }) dans les intégrales (52) et (57),
une solution Y;(a) de I'équation différentielle

(58) (1—a)y" + (2d—1)zy'+ Ay —o.

Si ces intégrales ont un sens et si les quantités Y, (— 1) et Yy (+ 1)
sont finies, on voit, en suivant la méme marche que précédemment,
que l'intégrale

+1 ot
f (—3*) i@ — )Y (y) dy

satisfait a la méme équation (58) que Y,(«), et que I'intégrale

! -1 Ya(»)
1— y? P = —dy
S o=

satisfait a ’équation
(—2")y"— (2A+3)x)'+ (k—22—1)y=o.

Il se peut que, par la méme méthode, on puisse trouver des équations
différentielles ayant ces intégrales comme solutions, méme si Y, (— 1)
et Y, (+ 1) sont infinis. Soit, par exemple, I'équation

(1—2")y"+ (2d—1)zy'+(n+1)(n+2A+1)y =0
qui admet, comme il résulte de I'équation (2), la solution

d”(l _ xz)n+)\+

Y, (=, )\) = s

En considérant 'intégrale
Y
n(x,x)~f Lond  (i<3)s

et en reprenant la marche suivie, nous aurons

(n+1)(n+22+1)l,(2,2)

LY
— (l'_'.yz)2 Yi.(y,)\)] _H(l_y ) Y/ A d
= [ r—y +f y), n()’v ) Y.
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Mais
1
(=" " Yalys N =APuni(y, — ),
ou I’on a posé
(=)t (22) (2A +1)...(2A+n)
Tl h+1)(2A+3)...(2A+2n+1)

et comme -
1 1—)‘
+ (‘_V,)z 7
—— ——Yi(y, N d
[, (z—y)? (o M)y

15 +1
_|a=p 1]
—[ =) Yu(y, 4) _

1.3 1_
+1 B
(2A—n)yl1—y?) * (xz—y)+2(1—y?)
— Yn(y, 2)dy,
f_, (2 —y)? 4 4
le crochet étant nul aux deux limites, il nous restera
(r+1)(r+274+1)1,(z, )
— [_’ AP, (y, — )‘)]-H
- ey B
Hah 0 y(z—y) 0y ey
—f (;v——y)"’ Yn(ya)‘)dy'
-1

Par suite, I'intégrale I, (x, A ) satisfait a I'équation

(1—2Y)y"— (2h+3)zy'+n(n+ 22 +2)y =— A[EM]FH-

zr—=)

y=—1

L’intégrale I,(x, 1) a, pa1 rapport aux polynomes P,, une forme
simple, car

(— )" (2A+2)(2243)...(2 A+ n+1)

—1a
(=09 7 Yuly, D= nl  (2A4+3)(22+3)...(2°h+2n+1) n(y,—A=1).

Donc I'intégrale
f“Pn(y, M) gy
satisfait & I’équation
(1—2h)y"+ (2h =)@y’ + n(n—2R0)y

— ! 2)‘+2 Pn+|(+lvl+l)_Pn+l(—la)‘+l)
T n+12h+1—n x—1 z+1 )
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Sur d’autres polynomes remarquables.

24. Considérons le développement
(59) [(1—az)—aP=1+all(z,d)+...+arD,(2, A)+...
qui définit les polynomes II,(x, A) que nous nous proposons d’étudier :
Remarquons d’abord que ces polynomes se relient aux poly-

nomes P,(x, ) par une transformation simple. En effet, sj dans le
développement (59) nous faisons

a_—:ﬁ\/z’—l et xr = d ’

nous aurons

(|—2ﬁz+ﬁ’)X=Zﬁ"(z"—l)%lI,,( Pz s )\).

2
Done
(60) P,.(s, R):(ﬂ—l)*ﬂn(\/ﬁ, A).
Et inversement
(61) ]],,(z,l):(zz——x);P,,( ad ,7\>.
52—
25. Les racines de ’équation en x
(62) I, (z, A)=o0
seront
p: f__
—\/?:_—: (l—l,...,n),

p:; désignant une racine de I'équation (45). Donc si 7\<; I’équa-

tion (62) a toutes ses racines imaginaires et de la forme ry— 1.

26. Le premier membre de (59) pouvant s’écrire
[t—a(z =P [1—a(z+1)],
on voit que le développement (59) est valable si

Ja(z —1)| <1 et |a(zx—+1)|<1.
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On voit encore que 'on a

AA—=1)...(A—n+41)

R 1):(__,)»:[ 7l (@ —1)"
%l‘"((::ln)!_l-z)(x—l)""l(év—l-l)
+)\()\2T l) )\...((ﬂ)\:zn)!'l'3)(w_|)n-—2(x+l)z+..']'

En divisant les deux membres de cette égalité par A et en faisant
ensuite A = o, nous aurons

(=, 7\)] __ (2=t (z+1)"
[ A )\=0__ n
Ce qui résulte aussi de

— — a2l
lim | - [+ ax)? —al]
=0 A

%:log[l-—tx(x—l)] + log[t—a(z +1)]-

27. Dérivons le développement (59) par rapport a « et par rapport
a &, nous aurons
(594) [—2hz(1—az)—22a][(1 —az)t— 2 -1=Zna II,(z, 1),
(59z) —2ha(1— ax)[(1—azx)—a:P1=3 a* I (z,]4).

De la comparaison de (59), (59,), (59,) nous déduisons la rela-
tion
(63) (n— 20, (z, }) =10, (=, })
qui nous montre que les polynomes II,(x, A) rentrent dans la classe
des polynomes étudiés par M. Appell (4nnales de I’ Ecole Normale supé-
rieure, 2° série, t. IX, p. 119-144).

De la comparaison de (59) et (59, ) nous déduisons la relation récur-
rente

(64) (n+1)Mupy(x, 3)
+2(A—n)zl,(x, ) +(n—1—2)) (22—1) [, (2, }).

28. De (63) et (64) on déduit immédiatement 1’équation différen-
tielle

(65) (*—1)y"+2(A—n+1)zy'+n(n—22A—1)y=o,
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i laquelle satisfait le polynome IT,(«, 1). Celte équation admet, d’apres
la théorie générale (') des intégrales hypergéométriques, deux solu-
tions de la forme

f+ (u—l)b'_‘(u—i—I)ba“(u—z)p-—l du
-1

qui sont dans notre cas

(66) fﬂ(l—— W) (u —x) du (A<<o)
et -
(67) f (1= )M u —z)* -~ du (A>—1).

L’intégrale (66) est un polynome de degré n en z, il fautdonc qu’on
ait, A étant une constante,

+1
lI,,(x,l):Af (1— w2y (z—u)*du.

Pour déterminer A faisons dans cette égalité x = 1, nous aurons

(n—2—1)(n—xk—2)...(—2}) _ n_z)‘_ll‘(n—)\)l‘(——l)A
nl =2 T T(n—2))

2 n

D’ou la valeur de A, et par suite

2T (n — 21) +1

(68) IL, (2, %) = T (=) nl

(1—w)y Y (z —u) du.
—1

Ou bien, en faisant © = cos g,

221 (n —21)

(68)  M,(x,2)= l,—(_)\)”—,f (x —cose)?(sing)~" 1 do.
mJ ,

Sous ces formes, on voit immédiatement que les polynomes I, (x, 1)
sont de la classe de polynomes de M. Appell (*).

(1) Pour, par excmple, le Traité d 4nal) se de M. Picard, t. Ill, p. 320.
(2) Plus généralement, les polynomes

B
() u=f (r —u)re(u)du
-3
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29. Les polynomes IL,(x, }) ont une autre forme intéressante. En
comparant les équations différentielles (3) et (65), on voit que (65)
aura pour solution I'expression
d(t—a'h

 ?\n—)
(t—=2") dzn

qui est un polynome de degré n. 1l résulte que I'on a

dr (l—x))

I, (2, 0) = A(—at)r 2

sont de la méme classe. Cherchons 3 mettre les polynomes de M. Appell sous la forme (1).
Formons pour cela la fonction généralrice que donne M. Appell (foc. cit., p. 121),

Z-'Al—’!‘lzﬂ: a(h)eh= =fe’lu'")c?(u)du.

Nous sommes donc conduit a I'équation de Fredholm de¢ premiére espéce

B
Yy = —~uh du.
(2) a(h) f cuho(u)du
b

Dans le cas parliculier a(/) = ¢, cetle équation inlégrale se résout facilement. En par~
tant, en effet, de I’équation différentielle

a'(h) —ha(lh)y=o,
i
a laquelle satisfait €2, et en remplacant « (/) par sa valeur (2), nous aurons

8
[e-sha(wl— [ 1)+ up(w)]etn du=o,
o

u

égalité a laquelle on satisfait en prenant ¢(«) =e 2, solution de

o'(#) +ug(uv)=o,

@ =— % et B =+ . Nous aurons donc
h? + o
— 1 ——ulx—-—
e2 = _— [ e 2 ll
27

e

_._ 2 +e
dne T ~\/ [ (r—u)re 2du.
dxn 27

On a ainsi unc représentation intégrale des polynomes d'Hermute. On pourrait résoudre
P'équation 1ntégrale (2) par la méme wéthode, lorsque a(/) satisfait  une équation diffé-
rentielle linéaire de Laplace.

A, 5

et, par conséquent,
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Pour déterminer la constante A, faisons # = — 1 dans les deux
membres et nous aurons

2n)\()\—|)...(7\~n +1)

nl

=22 (A—1)...(A—n-+1)A.

Donc

(69) IL(z,)) = — (1—2*)

1 ay @ (1 — )
n! '

dxn
30. De la comparaison des relations (15) et (69), nous déduisons

(70) Pa(z,A)=(—1)"

2h (22 —1)e.(2h—n +1) I <

1
(2h—1) (22 —3)...(2hA —2n +1) x‘n_)\_;),

7

d’ou ’on tire, en tenant compte de (60), I’équation fonctionnelle

r -z
(z2—1) H"(VZT__; 7\)

— n ah(2d —1)...(2A—n+1)
=(=0 (2A—1)(2A—3)...(2A—2n .|..[)I["<

a‘,n——l——)-
2

31. L’intégrale

+1

f (1— y2P—(2 — y)m—=111, (y, 1) dy

est solution de ’équation (65) si A > n, car cette intégrale se raméne
2 (67) en nous servant de (69).

32. L’égalité (68) pourra s’écrire, aprés avoir multiplié ses deux
membres par o”,

all,(z, })
T (— +1 _ —
= - rzlz(_xil) : A= 0 OR D) (g — s (1)t

1

En faisant n =o, 1, 2, ..., ad. inf., et en additionnant toutes ces
égalités, nous aurons, en supposant |a(uz — x)| <1,

A+ T +1
(71) Lo —aep—ap=2p (520

[1— (e — u)]H(1— ut) = du,
-1
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formule qui nous sera utile dans les généralisations des poly-
nomes IL,(x, A) et P,(z, }).

33. En écrivant I’égalité (68") sous la forme

ar I s T(ax — acosp)”
T —an (&N =y | nl

(sing)=~tdo,

nous obtiendrons le développement valable quels que soient et a
2 R ot I ) = 27! ax " acosd ( gj —2A—1 g
T(r—2%) (2, )——me [ e (sing) ?-
Mais d’aprés une formule connue, qui se vérifie facilement,
)\_-

+ 11 NG U 1
(72) / e °‘°°‘-‘°‘(sincp)—37‘—’dq):\/1_1:1‘(——7\)(g—t) T (ia),
[

J¢ () étant la fonction cylindrique

— )n p+2n
W =3 o (5)

n=0

Nous aurons done
A+
ax [ L% 2 —h—3 ; r(_)‘) n(‘To )‘)
(73) ¢ <2> J “(ia 221+1\/‘2 T(rn—2h)
qui correspond au développement générateur que donne M. Appell

1 . . .
pour ses polynomes. Le cas A = — ; est particuliérement simple.

34. Les polynomes I, (x, \) peuvent, comme cas limite, se réduire
a des polynomes d’Hermite. Ceci résulte du fait que la fonction géné-
ratrice de ces polynomes
[(1—az)*—a]

estde la forme de I’expression (51). On pourraitle voir aussi en partant
de (69). Nous aurons, de toute maniere,
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En appliquant ce résultat a la formule (68) on est conduit &

__L’dne'le__ . 1 —9’1+‘I‘(n——27\) M -1d
¢ dr ﬂ';'l‘,(—zx) F=n f <\/—z ‘") po

Cherchons lalimite du second membre. Posons pour cela v =

.
V—21

Nous aurons, en faisons croitre A indéfiniment,
+w o
Af (xz—v)re %dp,
—®
1

n— -

ou

A_)l_lm (___X> 22»)‘+1(n—2)\—|)(n-2)\___2)“ (— 2)\) ‘2( 27\;

ou bien, plus simplement,

o 1 T(—22)
A=lim = " r’(— N

Et comme

2—2)\—-11‘2(_)\)—_ +1 e B | +V—2) 2° \ —h—1
F(—22) _h[l (=5 ’d'y_\/—z)\f_‘/_—z)‘ <l+§7> d

il résulte que

1 -+ ® _2 .
K:[-w e Tdt=\/am.
Donc

_"_’due2

e x—v"—’dv,
== =0

résultat trouvé précédemment en note.

35. Si nous considérons les polvnomes
O 1) = 2o, (5 2)
x

qui ont pour fonction génératrice la fonction

[(] —a)t— azxz])\
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- et pour représentation intégrale, comme on le déduit de (68°),

21T (n —21)

— T _ s )2 ( Si —2h—1
On(w,l)_—m—!—j; (1—x cose)"(sing) do,

on déduit

. I‘z(—)‘)n' (‘_T_ 1) _f“ —2c0sQ ( gi —zk—ld
r!lzrrln"""*'r(ll—z)\)ou n’ - ¢ (sing) e

0

ou bien, en tenant compte de (72),

n EED o, (25 ya () T

n=w ’l“""l‘(n—Z 2
En partant de I’équation différentielle (65) on trouve que le poly-
nome O,(x, A) satisfait & I’équation

z(1—x2)y'+a[(n—1)x2*—A)y' + n(1— n)xzy =o.

. x o« .
En remplacant dans cette équation 2 par -, en divisant par r et en
faisant, ensuite, croitre indéfiniment n, on trouve un résultat connu,

a savoir ’équation

zy"—a2dy'—zy=o0
a

ix A+ -1
pour solution.

Autres propriétés des polynomes P,(zx,1).

36. La relation (60)
pn(‘r’)‘):(‘x’—”l);nn( z_ ))\>

x:—1

nous permet d’étendre les propriétés précédentes des polynomes
II,(z, \) aux polynomes P,(x, A).
De (68), on déduit ainsi

227\4—11‘(” *27\)

(74) Pn(-”s)\)zwf (z—uyZZ=1)"(1—u?)*~tdu (A>o).
A
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Transformons cette formule de manieére a avoir les coefficients de x?
dans le polynome P,(x, A). Considérons, pour cela, I'intégrale

f (au + be 4 ¢)* (1— u?— o2)0-1 du dy (6> o),

étendue au domaine u?+ ¢2S1. Faisons la transformation

u__aE+b-n __bi—an

Vaar e | Vaxrb

L’intégrale précédente deviendra

[ [T o) o — p—ntp-r dgam,

£2 + n2S1. En intégrant, par rapport a v, nous aurons

o) ', —— ,, -1
,!0—lr(29;[1 <£\/a2+b’+c) (I_Ez)e 2d£.

En identifiant cette intégrale a I'intégrale (74), nous concluons que
Pona
1

. .
. 2 T'(n—22)
(75)  Pu(z M) = . nlT(—2})

-3
xff [2(14u)+ i0]"(1 — w'—o?) " dudp.
u’-;—v’_s_l

Donc le coefficient de «? dans P,(«, 1) sera

1
l"; I'(n—2})

- 1
o —2 S G [, e, O s,

expression qui est nulle si p n’est pas de méme parité que n.

37. Laformule (71) nous conduira de méme &

%}—)[‘ [1—a(x——u\/x’-—l)]ﬂ‘(l—-u’)*l“’du.

(1—2azx + a2 =
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. . 1
Ce qui devient, en changeant « en —»

(1—2azx +a') = ﬁh;:f(—_ﬂ\)-f [ — (2 — uyz*=1) | (1 — u?)*-1du
si @ > 0; mais si « < 0, nous aurons

(= ae = 2T (o T — - u et

Le crochet sous signe d’intégration de cette derniére égalité pouvant
s’écrire

(o= (= =)

et en développent en série suivant les puissances de « le second facteur,
ce qui est possible dans des conditions qui peuvent étre remplies, nous
arrivons a une autre forme intégrale des polynomes P,(x, A)

2M1T(n—2}) *' (1—u)Mtda
I} (—2)n! - (x__u\/;r_—,)n—ﬂ
En comparant (74) et (76) nous déduisons 'égalité

+ 2 n -1 i ('_ug)——)\——ldu
f__, (x—u\/x 1) (1—wt)y-'du = 8 (x—-u\/x’————l)n_n.

Les formules (74) et (76) sont connues (NieLsen, Fonction meta-
sphérique).

(76) P,,(.a:,}):

38. Le développement (73) deviendra, aprés la méme transfor-
mation,
A+

(77) ez("i‘;—x) 7 ey = LD X g P )

21)+1 \/

ol

qui est valable quels que soient « et . En faisant « = o, il nous restera

i — T(—2)
I‘(-——l+é) a+1y/n T (—22)
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¢e qui est bien une identité. Nous donnons cette vérification du coef-
ficient numérique, parce que la formule analogue que donne M. Niel-
sen (loc. cit., p. 202), en outre d’une faute de signe (qui se conserve
dans les deux égalités suivantes), a un coefficient numérique différent
du notre.

39. De la relation (70) nous déduisons

(-L"——l)% Pn(\/‘—z‘!ﬁ:’ )‘>

. n 2A(2h —1)...(2A—n +1) 1
=(=n (27\—-1)(27\———3)...(27\——2n+1)P" <.z', A=A 2)'

Donc les polynomes 1I,,(x, 1) et P, (x, A) satisfont 4 une méme équation
fonctionnelle.

40. De la relation (70) il résulte encore que I’équation
P,(z,A)=o,

enx, a loutes ses racines imaginaires et de la forme r—1siA>n—1.

41. Comme une série de la forme
2(]”,Pll(‘t’ )\)a"'Y
les C, étant des constantes quelconques, satisfait 2 I’équation aux
dérivées partielles
2 - ~ 2 - -~
(1 —x’)% + (22 — 1)x% +o:’d—a“' + (1— nk)ad—; = o,

équation qui a donc pour solution aussi le premier membre de (77), il
résulte, d’aprés (74), que I'intégrale définie

Al
j flar —auyz@=1) (1— u?)* ‘du (A>o0)

-1

y satisfait aussi, £ étant une fonction arbitraire admettant un dévelop-
pement taylorien. La série

2C. R, (z, M),
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R,(z, 1) étant la fonction associée (57), satisfait a la méme équation
aux dérivées partielles. Donc I'intégrale double

+1 . A A1 e
f L=y ld_yj olay —auyy'—1) (1 — u?)-*'du,
—1 ayAt3 —1
(r—y% 2
la fonction p admettant un développement taylorien, sera une solution
de la méme équation.
On pourrait, d’apres (49), représenter par des intégrales doubles

les polynomes de Jacobi et donner, de méme, des solutions de I'équa-
tion aux dérivées partielles (6).

Sur des intégrales définies et des intégrales singuliéres.

42. Du développement (13) nous déduisons, en multipliant les deux

membres par
1
(1—ax?) "Tidy,

et en intégrant de —1 4 + 1,

+1 y_1 +1 1
(78)/ (l—x’)_'\_i(l—zaw+ot'l)kd,z::[ (l—mi)—)‘—;d.l‘ ()\<£.>,
—1

V1

égalité qui nous montre que l'intégrale du premier membre ne dépend
. . I , .
pas de a si |a|<<1. Si|a|>1, nous posons « = et 'on déduit la
1
valeur de l'intégrale. Pour |« | =1, cette égalité subsiste; pour o« == + 1,
par exemple, son premier membre devient

1 L ! o VaT(=—»
27“/‘_‘ (l—x)—;(!—l-.l‘) ’dx:[ (l—:)_%z ’ 2dz:_i‘_(}<"'2_)\_")_}’

et nous avons trouve aussi (32)

+l(r—x’)_)‘—§dx = \/EI‘(-;- —1) .

-1 l‘(l—)\)
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43. De méme, en partant du développement (16), on déduit

(79) (1+a) “('*””)6_'('_x)e.dw=f+‘<'+x>°—'<:—x)°dx (6> o),
=1 (1—20z +a?) 2 -1

égalité valable pour |a] <1.
44. En dérivant (78) par rapport a «, nous aurons

+1 3L
f (a—z) (1—x?) 1—2ax + a?)»1dz = o,
v
égalité valable pour || < 1, mais « peut étre pris aussi prés que ’on
veut de +1 ou de — 1. En comparant cette égalité a (78), nous
déduisons

80) (—at)[ (T _\/FF(Q—I) (r<3)

_, (1—2az +oa?)t * r="T0a—0n

Lorsque « tend vers + 1 ou — 1, soit vers -+ 1, I'intégrale du pre-
mier membre devient une intégrale singuliére, car, dans I'intégration,
seul I’élément voisin de + 1 comptera.

On peut employer cette intégrale a la représentation des fonctions
intégrales et bornées. En effet, /(z) étant une fonction bornée dans
Pintervalle (y, y — 2), choisissons ¢ assez petit pour que la variation
de f(s) dans lintervalle (y,y — €) soit aussi petite que possible.
Comme

1= (I—.’L’z)_)\——; 1 1—e
f )dx< t )\f
1 (t—2ax 4 a?)—* (2ae)t=*J_,

et si I'on prend a suffisamment prés de 1 pour que

(l—x’)_k—%dw

(1— a?) (2ae)*-1

tende vers zéro, on voit que I’on pourra écrire
1

T(1—2) +1 (l—-ar:’)—-)\—i
L= Ty e ) o
\/El‘(—;-——l)'[—‘ (1— 202 + az)t—

f(y—o)=lim (1— )
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45. On peutdonner une autre forme a ce résultat. Posons dans (80)
= cos{; nous aurons

(l_a’)‘[n(l_(simq,)—ldq, YT G__)\>'

axcosy +ar)y >t T(1—4)

En changeant o en — « et ) en ¢ + =, on voit que I'on a

(l———ocﬁ)l/:” <sin2’¢)—u¢ \/El‘(g—x)

(1—2a cosy + a?)t-2 =2 Ta—»n

ou bien, comme la fonction sous signe d’intégration admet la
période 2,

1
(s (5
( a),[ [:—-20:(:05(‘.[:—cp)—l-—oz’]""_2\/E Ta—2)

Considérons alors l’intégrale

—2acos(y—¢)+ at]i—A

— 2 [sin*(¢ — )]y
81 I=(—a)———F"— f(¢)
2\/7L'I‘(—— )f

et cherchons sa limite lorsque « tend vers 1. Posons ¢ — ¢ = ¢, nous
aurons

. T(1—2) e (sin*¢, )~ dy,
l___ 2 1 .
G “)2¢;r<%_x>f—¢ S+ 0) e

On voit, comme précédemment, que les deux intégrales

(I_“’)r('_)‘)fl (Sin’qﬂ)_)‘dq’l ’
2\/EF<§_)\> (1— 20 cosy, + a2)t—2
—a)Ta—N) °  (sin?gy)dy,

2\/El‘<é—)\> _i(1—2acos, + a?)t—*

ont pour limite % lorsque « tend vers 1, / étant positif et plus petit

que 2m. Donc si f({) est bornée dans l'intervalle (o, 2w) on aura la
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valeur de I'intégrale singuliére
1= 2[f(¢+0)+ f(g — o).
Pour ¢ = o, on trouve

=2 [f(+0)+ f(am— 0)].

L’intégrale (81) généralise I'intégrale de Poisson qu’on retrouve en
faisant A = o.

46. Lorsque « tend vers — 1, 'intégrale (79) devient aussi une
intégrale singuli¢re qu’on pourrait, de méme, employer & la représen-
tation des fonctions.
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DEUXIEME PARTIE.

Généralisation des polynomes U, , d’Hermite.

1. On sait que les polynomes U,,, d’Hermite proviennent du déve-
loppement suivant les puissances de a et b, de I’expression

ol

[0—azx—by)y—(a + b*)(x*+y*—1)] 2,

qui généralise la fonction génératrice des polynomes de Legendre,
fonction qu’on peut écrire

i

[(1—az)*—a*(2x2—1)] 2.
Le développement

(1 [(—az—by)y—(a*+ ) (22 +y*—1)P=Zamb"U, ,(z, y, 1)

définit les polynomes U, ,(z, y, 1) qui généralisent les polynomes U,, ,
d’Hermite et qui peuvent étre considérés aussi comme une générali-
sation des polynomes P, (x, A) qu’on retrouve en faisant b=o
et y=o.

Le développement (1) est valable pour z*—+ y*S1 et a®*+ b2°< 1,
comme nous le montrerons bientot. Montrons, dés & présent, que, pour
x*+y*S1, a>o0, b>o0 et 1+a+b <2, ce développement est
absolument et uniformément convergent. Mettons pour cela le premier
membre de (1) sous la forme

l1—[2az +2by — 2abzy + a*(y*—1) + b* (2 — 1) = (1— u)
SiA <o, le développement suivant les puissances de a et b de

[1—(2a+2b + 2ab + a®+ b))

est absolument et uniformément convergent si 1+ a + b < V2, et il
sera majorant pour (1). Notre proposition est donc vraie dans ce cas.
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Si A> o0, on posera A =m—+ A, ou m est un entier positif et A, une
quantité négative et la démonstration se fera en considérantle produit

(1—u)m(1—u)h,

2. Démontrons que le polynome U,, ,(x, y, ) est de la forme
1 m4-n— )\—%

(2) A(:c’+}’“—l)’+)dm+"(x2+y2_l)

dxm dyn

b

A un coefficient numérique. Nous formerons pour cela, en suivant la
méthode qu’emploie Didon dans sa thése pour les polynomes d’Her-
mite, un systéme d’équations aux dérivées partielles auquel satisfait
I’expression (2); nous vérifierons ensuite que le polynome U, (2, ¥, \)
satisfait au méme systéme et que ces deux solutions doivent étre
identiques.
Soit
S = (xi_'_yz - zz)m+n+p.’

on aura

ds das as S
x%+y@+zﬂl_2(m+n+p.) .

Différentions cette égalité m fois par rapport a « et n fois par rapport
ay, nous aurons

dm+n+1§ dm+n+1§ dm+n+1§ dm+n§
T dzmidyn Y dem dyn i T A g dyn (R )
ou bien
dm+n +1 S dm+n+1 S dm+n S

z dxm+t dyu +y dx™ dyn_H —2 52(”‘ -+ n4- fl-)

——(m n-+4 2 _d_’ﬂ
- + H)dxmdyn'

Si 'on fait z = 1 dans cette égalité, et si I’on pose

T _ dm+n (x: “+ },2 — ])m+n+y.
dxm dyn ’.

il vient
dm-+n (x2+ ys__ 1 )m+n+p. 1 dT

dar
(3) 2(m+n+f"‘) d.t’"d}’" —‘Z'EE-F}’@—(IN—F'E—FQP)T.
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Soit, d’autre part,
CE= (a4 yt —()min+p
on tire
dE 2 2 m+n—+p—1
— —=2(m—+n+p)z(z+yr—1) -1,
dx
En différentiant cette égalité m —+ 1 fois par rapport a et n fois par
rapportay, on a
dm+n+2 F dm+n+l(x2+y2_ ])m+u+p.—l
dzrridyn = 2(m ) dzr T dy”

dm-f—n ((L‘q <+ Y2 —_ l)m+n+p.—|
dxm dyn :

a(mn 4 p)(m )

De cette relation on déduit, en tenant compte de la relation (3),
I’équation suivante, 4 laquelle satisfait la fonction T,

darT dT
G AT di—xz‘; +yg;—(171+n+2p)T]
) dzt 7 dx
— (m +1) l-.rg +y %—}l;——(m+n+ zp)T] =o.

Si dans cette équation nous faisons un changement de fonction en
prenant U pour nouvelle fonction, U étant tel que I'on ait

(3) T=(z*+y"—1)*0,

nous obtiendrons une équation a laquelle satisfait le polynome (2),
si I'on fait p=—2x — % Nous aurons, aprés avoir divisé par
(2 +y*—1)*,

d*U de dU
2 | S 22 — — ) a0 =
(z?+y 1)[‘1‘):z z (m+1)®] zy(mU xdx) apx?® =o,
ou ’on a posé

dU dU
(6) O_x—(g+ya7—(m+n)U.

Nous obtiendrons une autre équation a laquelle satisfait U en permu-
tant x et y, m et n dans cette équation. Nous concluons donc que
I'expression (2) satisfait au systeme d’équations linéaires aux dérivées
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partielles
(.‘z’—}—‘y’—l)[%‘;—[’]——x%—(m‘l'l)@] +(2}+x)<mU—x%+z’8>:o,

au

(7)
(224 yr—1) [6;—},';1-——-3/%—(11 +1)@] + (22 +1) (nU — y-ﬁ +y’9)=o.

Démontrons & présent que U, ,(«, y, 1) satisfait 4 ce méme systéme.
Reprenons pour cela le développement

(1) H*=Za”b"U,, »,
ou
(8) H=(—-azx—by)— (a’+ b*) (2?+ y*—1).
En dérivant (1) par rapport 2 @ et en multipliant ensuite par a, nous
aurons
AM(—2ax —2a%y*+ 2abzy + 20 )H*'=2Ema” b"U,, ,
et de méme

AM—2by —2b*y*+2abzy + 20?)H-'=Z2namb"U,, ,,

M—2ar— 22+ 2abzxy)H 1= E.ra’"b"d—:]['i’—";

AM—2by —2a’y*+2abxy) = Zya"‘b"%ﬂ-
Nous déduisons de ces relations
—2Aa*+ b*)H-'=3a"5"@,, ,,
©,., étant la valeur que prend ® de (6) quand U a été remplacé

par U,,,. Et puis

du

(9) —sha(at+y—)W-1=2anbr [ mUp,— o T2 1 200, .

Et des relations
—a:(3a 4 H)HM ' — 2 h(2) —1) (a2 b?)
X (— 28z —2a'y'+2abzy + 20 ) =3 (m +1)a™ "8, ,

—a2h(A —1)(at+ b)) (—2ax —2b*2? 4+ 2abxy)Hr 2= Zxamb® d~———3;’";

2
— 22 A(h—1) (—2a — 207 + 2aby ) H'—2==Sam b" fl_a%";-_",
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et de I'identité
(a*+ b%) (— 2ax — b’.zﬂ—i—‘zabx_y —ay?+ a?) + (a—aby + b*z)*=a'H

il résulte que nous avons

2
(40 +2))a2H 1= amd" [d Un.n —xde'"‘" — (m +1) @m_n] .

dx? dx

De cette relation et de la relation (9), il résulte que le poly-
nome U,,,(z,y, A) satisfait & la premiére équation du systéme (7).
De méme pour I'autre équation du systéme.

Il nous reste 4 démontrer que la solution (2), du systéme (7), est la
méme que U, ,(x,y, ). Faisons, pour cela, dans ce systéme, le
changement de fonction

N 1
U:(xz—i—‘yz—l)'&ET.

Nous retombons sur le systéme d’équations

T T dT dr _
o) (l—x’)dw,——wymy—i-(n—zl—s)xg;—(m+l)yﬁy+(m+n—2)\—()(m+x)T__o,
10 .
aT a:T darT ar
— 2 — —_— —_ — —_— —_ —_ —_ =
(1—y )dyz «’vydxdy—i—(m 2 3)yd)’ (n+1)z—— +(m+n 2h—1)(n +1)T=o,

formé par I’équation (4) et son analogue. Ce systéme aura donc les
solutions

1
—_——
m+n 3 1

—A—-
et (.’1,‘2-4—.72—1) 2[-Tm,n(‘r'l.}'i;‘)'

(11)

Mais le systeme (10) a pour intégrale générale ()

2A4+1—m—n m—+1 n4+1 1 1
('2) AF2< 2 > y <=y = -Z“, y‘)

’
2 2 2 2

2A—m—n m n+4+1 3 1
+Bz F,(l—i—————:-—- by, ——— =y =y 2, y‘)
2 2 P 2 2

F 2A—m —n m+1 n 13 L,
+ Cy Fy(1+ 2 ) ;;—%—l,;;;,x,y

+nyF2<3_—_l__2_)‘_'2__m:.{l_,_’;_l+l’§+l’%’ g’ .l‘!,]’),

() P. AppELL, Fonctions lypergéométriques de dewr wartables (Journal de Mathé-
matiques, 1882, p. 189).

A' 7
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F.(a, B, B, ¥, ¥ @, ) étant une des fonctions hypergéométriques de
deux variables de M. Appell. Comme les solutions (11) n’ont, dans leurs
développements suivant les puissances des « et y, que des termes en x
et y respectivement de méme parité que m et n, il faut que ces deux
solutions se réduisent 2 un méme terme de la somme (12). Par exemple,
si m et » sont tous deux pairs, les deux expressions (11) seréduiront a

) ) y ~y —) .'1:’, ),z

AF 2A+1l—m—n m=41 n—4+1 1 I
2 2 2 2 2 2

et ne différeront que par la valeur de la constante A.
1l résulte donc bien que I'on a

1
man—A—=
1 2

. . - 2_,_)‘ dm+n(x2+y2__l)
Um,n(x’ }’J\)——A(x +Yy 1) dx™dyn

Calculons le coefficient numérique A de cette relation. Posons pour
cela
_ _ dm+n(x2+y2_ |)m+u+|.l.
(13) Dz, yyp) = (22 + y?—1)"# dz™ dy™

De l'identité

2 2 m+n—+@
d(x +_}’dx 1) :2(m+n+p)x(x’+y‘—l)’"+"”""“',

nous déduisons, en différentiant 7 — 1 fois par rapport a x et n fois
par rapport a y,

dm+n(x2+y2__])m+n+p. dm+n l(w2+y:_ ‘)m+n+p.—i

=2(m+n+p)x

dx™ dy" dxm=1 dyn
dm+n—2 (xz +y2_] )m+n+p.—i
+2(m+n+l“') (m—'l) dxm_g dy"‘

En multipliant les deux membres de cette égalité par (x? +y* —1)*
et en tenant compte de (13), nous aurons

Dpn(z, y )= 2(m+n+p)xDp_y.(z, y,p)
+2(m4+n+p)y(m—1)(2?+y—1)Dpan(z, y, r +1).

Si dans cette relation nous faisons y = y/1— a2, elle deviendra

Dpn(z,Vi—atp) =2(m+n+p)zD,_ (z,Vi— 2, B).
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De proche en proche nous arrivons a la relation

(14) D,,,,,,(x, \/l—a:!,p.)z 2m(m—+n+p)(m+n+p—1)...(R4+p+1)z™

x Do‘,,(x, Vi—ax?, y.),

D,..(@, yi —? ) se calcule facilement par la formule qui donne
la dérivée n'®me d’un produit de deux facteurs, car on peut écrire

Do,,‘(x, Vi— a2, p)

Sl OO iy
dy" y

— 2 2__
__[(.z +y:—1 _

et I’on trouve
D, (=, Vi—zhp)=(n+p)(n+p—1)...(x+ 1) (2y1=2%)".
L’égalité (14) deviendra donc

(15) Dm,n(x, Vi— a2, l-‘)

=2m(m a4 p) (M n 4 p—r1).. (A1) 2 (1 —2)E.

En partant, d’autre part, du développement (1) ot l’on faity = 1 — z?,

nous voyons que U,,,(@, Vi — 22, A) est le coefficient de a™b” dans le
développement de

(l—ax—b\/l—x’)’)‘.

Donc
Up (2, T— 2%, 1) = (— 1)m+n ak(ad —1). ,,fxzil—m_" +[)xm(l — ),
En faisant p = — A — gdans I’égalité (15) et en tenant compte de
Iégalité
Um.n(-z', Vi— x?, 7\) =AD,,, (.1:, Vi— 28, —A— %)’
on a
(—l)m+n21(2)\_ ‘)- . -(2)\ —_m—n +‘)

mln!

=A(—1)"r2 (22 —1)(2A—3)...(2A —2m — 2n +1).
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Et finalement

1 eh(2A—1)...(2A—m—n-+1)
(16) Um’"(m"y’)\)—m!n!(27\—1)(21—3)...(21——2m—2n+1)

1
m+n—)\—§

)\+% dm+n (224 yt—1)

X (z*+y*—1) dem dy

Quelques propriétés des polynomes U, ,(x,», ).

3. De la forme analytique (16) des polynomes U, ,(x,y, A) on
déduit, par des intégrations par parties, que I'on a

1
(17) ff(l ——-.z-’——y’)—)\—EU,,,’,,(x, o) U, (2, v,\)dzedy = o,

le domaine d’intégration étant 2*+y*S1 et m+n#£p+4q, AL i.
Ceci résulte aussi d’une autre propriété des polynomesU,,,(z, y, X).
En faisant, en effet, la somme des équations du systéme (7), on trouve
I’équation aux dérivées partielles

d*s d*s Az
(18) (l—m’)d—x2 —2xym +(1—) )W

+(2)\—2)(x% +yZ—;> +(m—+n)(m+n—2A +-1)z=o0,
a laquelle satisfait U, ,(z,y, ). Et, d’aprés un théoréme (') de
M. Appell sur les équations de la forme (18), il résulte que I'on a
Iégalité (17).
4. L’équation en x

(19) Upn(z, y,2) =0,
ol A< ; et |y] <1, atoutes ses racines réelles, distinctes et comprises

entre — \'1 — y* et 4~y 1 — y*. En effet, il résulte de la formule (16)

(1) Journal de Mathématiques, 1882, p. 212,
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que I'on a

HI=r a1
f (1=yt—2a?) *Um,n(2, ,0) 9(z)dx =0,
—/i=3%

¢(«) étant un polynome quelconque de degré inférieur a m.

Si I'équation (19) n’admet que ¢ racines réelles x,, x,, ..., x; com-
prises entre — 1 — y? et + 1 — y?, posons

P=(z—2z)(x—x)...(z—ax)
et
P.Q = Un,n(z, ¥, A),

Q ne changeant pas de signe dans U'intervalle — 1 —y? 4 + Vi— yi.
Or, en prenant ¢(«) = P, l'intégrale précédente devient

+y1—y2 !
f (1—zr*— y?) g tP:Qdx —=o,
-

ce qui n’est possible que si Q change de signe dans I'intervalle

= Sy
Il faut donc que ¢ = m.

5. Démontrons que la courbe U,, ,(x, y, A) = o, abstraction faite du
facteur x ou y, suivant les cas, sera toute comprise dans I'intérieur du
cercle x* +y*=1, si A< o.

En désignant toujours par H I’expression (8), écrivons, pour cela,

H = u[1— (a*+ %) (z*+ y* — 1)’ ],
ou I'on a posé A = — u, u étant essentiellement positif et
u=(1—azxz—by) .
Nous aurons alors le développement

H = wt + p(a?+ 6) (22 + yr— 1) u B+ |

+ u(#+l)--i-l(ﬂ+i—l)

(a?+ b)) (224 yr— 1) ud+h |

En égalant’ensemble homogéne des termes de degré ken a et b des
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deux membres, nous aurons

ak Ult,o(x’ )’,7\) +ak_lbUL—l.l(w) J’,)\)+---+ kan,k(“", )’J)
_2p(ep+)..(2p+ hk—1)
- k!
plp4+1)...(p+i—r1) (2p+20) (2p+20i+1)...(2p + k—1)
-+ g g
! (k—20)!
X (a+ b)) (22 +yr*—1)i (ax + by )24 ...

(az +by)k+...

Cette relation met ce fait en évidence, que pour des valeurs positives
des coordonnées, rendant positif 2® + y* — 1, toutes les quantités Uy,
Uk-1,i ++y Ug(@, y, A) seront également positives si A <<o. Or,
Upn(2, v, \) étant de I'une des formes

F(z y%),  zF(2%y%), yF(a)y?),  xyF(at )
ne pourra, par conséquent, jamais s’annuler, quel que soitle signe des

coordonnées, abstraction faite du facteur « ou v, qu’en supposant
x*+ y* — 1 < o, ce qui démontre notre proposition.

6. M. Appell montre (') comment les polynomes U, , d’'Hermite
peuvent étre rattachés aux polynomes X, de Legendre. On peut
voir, de méme, comment les polynomes U, ,(x, y, A) se rattachent
aux polynomes P,(x, A). En effet, si dans le développement (1) nous
posons

xz=rcosh, y=rsind, a=pcosa, b—=psina,
il deviendra

[1—2prcos(d —a)+ p*— p?r?sin?(0 — a)]*= ZpNHy
avec
Hy= 2 cos™asin”a U,, ,(z, ¥, }).

m+n=N

On déduit facilement de 1a que I'on a

N
. T 6 —a)
Hy=[1—7*sin*(6 —a)]* P r cos( A
bi n=l=r (0=al N[\/l—-r’sin’(e—a)’
ou e B z cosa + ysina
HN:[I—(xsina—-ycosa)’]’PN[ - Y ,l].
Vi—(x sina— y cosa)

() Annaes da Academia polytechnica do Porto, t. V, 1910, p. 65.
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En rendant le deuxiéme membre homogéne en cosa et sina, on voit
qu’on peut former tous les polynomes Up,.(z, y, A) d'un méme degré
donné m + n = N, au moyen du polynome Py(x, 1).

Les polynomes U, .(x, y, A) peuvent étre définis aussi a I'aide des
polynomes II,(z, 1). On vérifie, en effet, sans difficulté, la relation

N N
2 am b Uy o (2, y,0) = (a?+ b2)* (22 + y2—1)*
m-+n=N
< 1I [ ar +by )\]
N ’ .
Via*+ b%) (22 + y*—1)

7. Etendons aux polynomes U,,,(x, y, ) une autre propriété que
donne (') M. Appell pour les polynomes d’Hermite. Considérons I'inté-

grale
1

. it
(20) fj (22 + ) (1— a2 — y?) *Unn(z, y,2) dr dy,
A< -;—, a? + y*S1; elle est nulle si 25 <<m —+ n. En exprimant cette

propriété en coordonnées polaires, nous aurons
1 —-)\—1 27
f res+t (1 —r) *dr Up,n(rcos, rsinb, ) df = o.
0 ]

Mais I'intégrale

2T
f U (r cost, rsind, Ay df
0

est nulle si les entiers m et n ne sont pas tous les deux pairs.
Soient doncm =2p, n = 2q et

27
R, q(r% 2) :f Uyp,2q( 7 cosb, rsinb, 1) do,
- (]
R, ,(r?, X) est un polynome de degré p + ¢ en r* et tel que

1

1
[ BuaGr Dy = e dr =
0

(1) Annaes da Academia polytechnica do Porto, t. V, 1910, p. 209.
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pour toute valeur de s < p + ¢. En faisant 7* = z nous aurons

1

1
21) -:;f R,,,q(z,l)(l—z)_)_is‘dz:.o.
0

Ceci nous montre que 'on a

1
)\+; dP+qu+‘I(| — )P*"l_)\" H

Rpg(20) =Ap,e(1—3) dar+d

A,, étant un facteur constant. Donc, tous les polynomes R, (5, A)
d’un méme degré p + ¢ sont égaux, a des facteurs constants pres, a un

méme polynome. Ce résultat établi pour A < % est, évidemment, valable

quel que soit A. A, se calcule facilement en faisant s =p + g et en
égalant les valeurs des intégrales (20) et (21). L’intégrale (20) se
réduit apreés avoir remplacé U,, ,,(«, y, 1) par sa valeur (16), a

i 1 2A(2A —1)...(2A —2p —2g +1) dPTI(2?+ y?)P+e
(2p)! (2¢9)! (2A—1)(2A —3)...(2A —4p —4q +1) dx’? dy*

1
xff(l-—x’——y’)ﬂp“q—)_:’-dxdy

ou bien

(p+g)! 2Ah(2A—1)...(2A—2p —2q +1) 2T .
plgl (2A—1)(2A—=3)...(2A—4p—hg+1) hp + 4g—2) —1

L’intégrale (21) se calcule facilement et I’on trouve
I‘(p +qg— A+ %)

2T <2p+2q—7\+§>

(=P 7 Apql(p+ T

En égalant ces deux derniéres expressions, on trouve

A, = 4 (—1)P+e
PTT hp+hg—2h+1 plql(p+q)! .
2 (2h—1)...(22—2p—2g+1) r<2P+2q—)\+;).
(2h —1) (224 —3)...(2A —4p —bq +1) (o7t
(pra=r+3
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D’otr il résulte aussi I'égalité

* 27
(N—-p)!p!f Uyn—ap,ap(rcosf, rsind, A) d
[}
27
= (N - q)lq!f UjyN_2q,24 (7 cosb, rsinb, 1) db.
[}

8. Changeons dans le développement(1)xen x\/jlz—)\,y eny\/_;z)\,
aen a\ /:ﬁ, ben b\/—_—'ﬁ- Nous aurons, pour le premier membre,

I I
abxy — - 02— - a%)?
bxy 7 7 )

A
) ’

1 1
ar+ by — Ea’—— é-b*—t—

1

et en faisant croitre A indéfiniment par des valeurs négatives, ce pre-
mier membre aura comme limite
1 1 1 1
nt-+[;_y-§n?—§l;‘1__ enn—-in’eby-—-;b’
Donc

m—+n

i (=) Vo /S
“l:lgxum! n! (2)\> Unin (x YR a3 Z)
1 2

1
1 :dme—lr 1 2 i —5"’
:(_,)mezJ' _d_m_(_l)uezy €
X

dy"

Autres polynomes remarquables a deux variables.

9. Les polynomes II,, ,(, y, A), définis par le développement
(22) [(1—az— @J’)’— “2—"52]) =2 “m@" an,u(x' Y )‘),

sont des généralisations des polynomes 1I,(x, A) que nous avons
considérés dans la premiére Partie. Remarquons que si nous faisons

a=ayzi+yi—1, B=byri+ yi 1,
Xy Y1

Vairi—t T Vet

le premier membre de (22) devient identique au premier membre
A. 8

xr =
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de (1); done

(23) Upn(z, y, )\):(x’+y2—1)m_;__nnm . z , Y s )\)
TV yri—1 V2 + yi—1

et inversement
x

m-+n
2 lImn ) 77\ = 24yt — TUI!I" ’ 4 ’)\ .
(26) Wyn(@, y,h) = (@2 + y2—1) '<\/xz+y=_. =L, )

10. Ces polynomes II,, (2, y, A) peuvent étre définis a I'aide des
polynomes II,(x, 1). En effet, on voit facilement que I’'on a

N
m _ 2 axr+ by
(25) m;,,:na B (2, 7, A) = (a2 + b2)* Ty <—\/a2+ 2, 1),

et que le second membre est un polynome homogéne de degré N en a
et b.

11. Du développement (22) et de ses dérivées par rapport a a, f3,
a et y on déduit les relations

—_ dnm+l.n(x: .}’) — dnm,n+1(‘”y )’, )\)
(26) (m+n—2M, (2, y, )= T = P

qui nous montrent que les polynomes II,, , rentrent dans la classe des
polynomes de M. Appell.

12. Du développement (22) et de sa dérivée par rapport 2 «, on
déduit une relation entre les six polynomesIl,, ,, I, 4, M,p 0y Iy 0y
M,y I,_,,de méme paramétre A, qui, al'aide des relations (26),
nous conduit & I’équation aux dérivées partielles

d’z d’z
— 2 — 2__ —A— _
(m—2) —2)(x [)dx’+2(m A I)x‘ydxdy
+m(),z_,)ﬂ__2(m—)\—1)(m+n -21—2)xd—z
dy? dz

—am(m—+n—2A—2) ds +m(m—+n—2A—1)(m+n—2A—2)z=o,
‘ydy

a laquelle satisfait le polynome II,, ,(«, y, A). En permutant m et n,
x et y, nous obtiendrons une deuxiéme équation & laquelle satisfait ce
méme polynome. Sil'on élimine entre ces deux équations 22 et 2= on
poly . q dy? % dz
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obtient le systeme d’équations plus simples

d*s d’s ’ dz dz
— 2V _ —— - — — — — froend
(1—z )dx’ a“ydm_d},—i—(n +2m — 2} 2)wdx+mydy m(m+n—3X—1)z=0,
(27) .\ dis diz dz dz _
(r—y )—dy2 —xym+(m+?.n—27\-—z)y2;+ nx% — n(m+n—21—1)z=o,

auquel satisfait le polynome II,,, , €=, y, X).

13. Considérons I'intégrale (71), que nous avons trouvée dans la
premiére Partie,

22)\4-11‘(__2)‘) +1

[(1—as)?—aP= T T)

(1—az+au)*(1—u?)tdu (A<0)
—1 .

et posons

az=azx+By el a=\a+f,
nous aurons ainsi
(28) [1—az—By)—ar—p2]

_22)\-»-11‘(_ 21) +

ey (1— az—Py +yar+ B u)™ (1 — ut) ' du.

-1

Mais par une transformation orthogonale, comme nous l’avons vu
9 2
propos de I’intégrale (75), on prouve que

3

riﬁ(‘(‘_j;:—l;)f\/":w‘él(“—ax—ﬁy—&-au—i—ﬁv)ﬂ(l__uz_pz)—l‘i

9 2A-+2

2
:f—'-l(l —axz—PBy+ Yo+ B? u)ﬂ(l—u’)—l"’ du.

Donc I’égalité (28) deviendra

(29) [(1—az—By)—a—p T

1
—A—

3
X (1—u?— v?) *dudy.

En développant les deux membres de cette égalité suivant les puis-
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sances de « et 3, on déduit la représentation intégrale

_ manst 201202k =1)...(2A —m—n+1)
(30) nm,n(xr.}'s)‘)—(—]) ! o m!n!

3
= f . (x—u)’"(y—v)"(x—u’—v’)_)\_;du dy,

ou I'on suppose, bien entendu, A << — %-

14. De cette formule on peut obtenir un développement analogue
a (73). On déduit, en effet,

am 611

2)\(2)\—1)...(2).—m——n+x)n"""(w’y’ 1)
3
S 2)‘+'ff e(’”—"’“"'(«"“")ﬂ(l—u’—vz)—x_;a’u do.

2T w4+ v2S1

z (_ ')m+n

L’intégrale du second membre se réduit 3

2—2)\—21‘(__)‘ —_ i)
2h 41 2
T T(—2h—1)

. o 2A+1 T'(—23)
T'(—n ¢

+1
—1
T
Z0+) ﬁf e—tosP \/Ep‘:( sing)~?~1 do.
3

D’ol, comme pour (73), le développement

1
Ao

3 enertr (WEEE P )

. I‘(— )‘) am@n
- oh+1 \/E 2 T(m + 11_27\)11”,,,,(.%', Y, 1),

valable quels que soient «, 3, x et y.

15. On peut voir, par les mémes changements que pour les poly-
nomes U, ,(x,y, 1), que les polynomesIL,(x,y, ) se réduisent, dans

un cas limite, au produit des deux polynomes d’Hermite i une va-
riable

1 1 1 1 ¥
o1 dm et S dnr et
dzm dyn
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16. Considérons les polynomes
Om,u'(xa Y, )\) = -T’"y" Hm," (%’ ;, l)
qui ont pour fonction génératrice
[l—a—B)2— a‘x’—ﬁ’y’]".

Ces polynomes peuvent se définir & 'aide des polynomes O,(=, X)
d’une seule variable, par la relation facile a établir

2 amBr 0, .(x, ¥, ) =(a+ B)N Oy <_____V“"”2"W, )\> .

a—+f

m+n=N

De la relation (30) on déduit

. manet 221 20(2h—1)...(2h—m—n+1)
(32) Om,n(“”y, )\)'—(—[) +n+ am m’n!

=3
x f (1—zu)™(1—y o) (1 —u?—o?) *du dy.
w4251

D’ou Iégalité limite

i m+n m!n! x y
(33) 'lem”(-—-x) M 27\(21—1)...(2)\—m—n+|)0m,n(;ﬁ’ -l_l, l)

3
2A+1 —_A—
—_— )\ ff e—-.ru—yv(l__uz v!) ﬁdu dV.
2T w21

Il est intéressant de remarquer que le second membre de cette
égalité peut étre considéré comme une généralisation de la fonction
cylindrique

(i.z-

1
*3 -t

— 2 1
2 ) J (iz)
qu’on retrouve en faisant y = o.

Du systéme (27), auquel satisfait IL, ,(z, y, \), on déduit le sys-
téme d’équations aux dérivées partielles
x(l-—x’)g—‘;z;+y%;—y+ [2(m —1)2?*— 2).]-3—;+ m(1—m)zs = o,

ds

(34) dz dz
)’(1—}”)37+xd$—d;+[2( n—l))”—27\]@‘+ n(1— n)yz=o,
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auquel satisfait 0, ,(«, y, X). Vérifions-le, pour la premiére équation,
en prenant ce polynome sous sa forme (32). On sera conduit 4 prouver
que

ff[(l —m)z(1—u?) + 20 u(1 — ux)]
X (11— uz)" 21 —oy)*(1 — 12— 92)—)‘_;du do

:-—ffnuvy(l—— wx)" (1 —ey)t(1—ut— v’)—l_;du dv

ou bien, en développant (1 —¢y)* et (1 — vy)"' et en égalant les
mémes puissances de y,

jf[m(l—m) (1—u?) + (22A —plu(1 — uz)]
3
X (1— uz)m—2pP(1 — ut— v’)-l_-"du dv = o.
Pour p impair, cette intégrale est bien nulle. Pour p pair, elle se
réduit, aprés avoir intégré par rapport a ¢, &

+1
f [z(t—m)(1—u?) + (2h—p)u(1— vx)] (1 —ux)™ (1 — u")g —l_ldu:::'o,

égalité qu'on vérifie immédiatement.
Du systéme (34) on déduit, en tenant compte de ’égalité (33), le
systéme d’équations aux dérivées partielles

d2z d?z ds

xa?-l—yd-—xdy——nlz;—xz:o,
d*z d*s )\dz —0
yﬂ?—‘_w——dmdy 2 t_i;—yz_ ,

qui a pour solution

=3
‘/‘/' e~ TU=YY (1 — u?— o) *dudv.
o u’+v’§l

La premiére équation du systéme (34) ne dépendant pas de n, il
résulte que cette équation aux dérivées partielles a pour solution
'intégrale

3
(35) ff f(r—y0) (1—xu)"‘(l—-u’-—-v’)—)‘_idudv,

+v’§.l



— 63 —
Jf désignant une fonctlon quelconque admettant un développement
taylorien.
Remarquons encore que la vérification que nous avons donnée
reste la méme dans le cas ou m et » ne sont plus des entiers.
Les intégrales (32) et (35) satisferont donc aux mémes équations
aux dérivées partielles, m et n étant des quantités quelconques.

17. Les polynomes A, ,(z, y, 1) définis par le développement
[G—az—By)—(a+ Bl P=2amB" Apnna(x, ;)

sont aussi des généralisations des polynomes IL,(x, A). On vérifie,
sans difficulté, qu'on a

d A0 (2,y, )\) dAy (2, y, 1)

(m—+n—20MA, (2,5, A) = dx dy

donc ces polynomes sont de la classe de polynomes de M. Appell, et
que le polynome A, ,(:r, y, A) satisfait au systeme d’équations aux
dérivées partielles

dsz

d*z dz
(l-xz)dx2—|—(| .ry)d dy—|—(n—|—2m—27\—2)x +my dy —m(m+n—2A—1)z=0,

(36)

)

(l—y) —|—(1 xy)d y—l—(m+zn—2)\—2)x%+nz'jx——-n(m+n—2)‘—l)z:o.

L’intégrale (71) nous donnera, de méme que pour (28),

[((1—az—PBy)— (“+ g1
2?+1'(— 2])

="Tn J, "l alw— ) — By — w1 — )y
d’our la représentation intégrale

. man 22 D (—20) 22 (2h—1)...(2h — m —n +1)
(37) Amn(z, y, ))=(—1)"* r2(—2) m! n!

“+1

< (z — u)"(y — u)* (1 — u?)"*1du,

Nous avons ainsi une solution du systéme (36) mise sous forme
d’'intégrale définie. De la relation (37) on déduit le développement
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analogue a (31)

. ;\+-‘- 1
. a1
eaz+37<@) ,J ’(ia+iﬁ)

_I(=» ampn )
= 22)\+l VE 2 [‘(m 4+ n — 2)\) Am,n(-z‘q 7 )\),

valable quels que soient «, B8, et y.
On pourrait considérer aussi les polynomes

1 1
xn)‘nAm,u <;’ 5,’ }>,

et étendre a ces polynomes toutes les propriétés établies pour
Omn(x, ¥, N).

Représentation intégrale des polynomes U,, .(x,y,1).

18. Nous avons vu que
m+n
3 Umn ) 71 =(zt+ y*— —z—nmn Z - ,)\),
(33) Upn(@r,0) = (a8 +y'—1) '(\/x“+y’—x’\/a"+y’—l

donc I'intégrale (30) nous donnera

(38) Ul y )\):(_l)"l+,t+,27\+l 2A(2A —1)...(2A—m —n +1)

2T m!in!

x f (.z'——-u\/x’—i—)’—l)"l
u’+v’§l
x (y — oY@ F 1)

=3
X (1— u?— v?) 2dudy.

19. Le développement (31)deviendra, aprés les transformations qui
relient les polynomes I, , et U,, ,,

3 )‘+; oy
(39) ex=+® <\/a + o \/;—x’—y’) T (Vex B im o — )
(=N am™br
- 22)\+lﬁz L(m+n— 2)\) Um,n('ry Y A),

valable quels que soient a, b, x et y.
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20. De méme, l'intégrale (29) devient
[(1—az—by)—(a*+ ") (22 + 2= )]

2A 41

=== ff (l—ax——b)’—i—au\/x’—l—y’——l—l-bvv-’t’+y’—l)2)‘
u’+u“§l

N 3
—_— -
X (1—u*— %) tdudy.

Démontrons, a I'aide de cette intégrale, que le développement (1) est
convergent si
x4+ yia et a4+ b <.

Supposons d’abord A < — %, alors cette intégrale est finie, et le

développement (1) sera convergent dans les mémes conditions que le
développement suivant les puissances de a et b de

(l —axr—by+auyxz+y —1+ beJxr+ y— l)ﬂ‘.
Ce développement sera convergent si

= ar—by + iau\/l———.ﬂ——_y?—i—ibv\/l—.z"—)"|<1

ou bien si

(axr +by)+ (au+ be)*(1 — 2" — y?) <1.
En passant aux coordonnées polaires

& =rcosb, y = rsinb, a= pcosgy,

b=p sing, «=R cosy, v =R siny,
il revient & prouver que

,.“'IO‘_’ . R2 p2(l_r2) < 1
si RS1, 1 et p2<1, ce (ui est immédiat, comme on le voit en
remplacant R par sa plus grande valeur 1.
SIAZ— %, on posera A=A, +mou A, < — % et m un entier positif;

on est ainsi ramené au cas précédent.
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Généralisation des polynomes V,, , d'Hermite.

21. Considérons les polynomes V,,,(z,y, A) définis par le dévelop-
pement

N
(40) (1—2azx—2by + a®+ b*)A—E: Xambr V, n(x, y, b).

Ces polynomes peuvent étre définis aussi a l'aide des polynomes
P,(x, N). Reprenons, en effet, le développement

-1 1
(1—2a5+ &) 2:20("P,,<::, A — ;)

qui, comme nous l’avons vu, est absolument convergent si [z|<1
et o < 1. Par les changements

ax+ by

a=\a*+ b? el s= \/m,

on voit que

3 ar—+ by 1
(41) 2 a” o™V n (2, y’)‘):(a2+b2)2PN<_\/ﬁ,)\_;>,

m+n=N

et de plus que le développement (40) est convergent si

I\/a‘3+b"|<l et

conditions qui sont remplies si

<

="

ar+by
Va© + b

a’+ b2 <1 et 2%+ 251,

comme on le voit par un passage aux coordonnées polaires.
22. Démontrons que I’on a

-1
(42) f (1—a2*— »*) *Umin(2, ¥, M) Vpo(z, y, A)dz dy = o,
/ JxiyyrSi

7\<-;- et si 'on n’a pas en méme temps m = p et n =gq. Calculons
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pour cela I'intégrale

: 1
1= [ =2 =y T U 5,0
at+yrSy

.
X[1—2ax —2by +a?+ 0] 2dzdy
qui devient, en tenant compte de (16),
m+n—}\—-l

[ A=t : 8 s 6] Tidway
l-Cff dzm dy [1—2azx ®2by +a*+ 6] *dzdy

ou I’on pose
(—1)m+n 2A(2h —1)...(2A—m —n +1)

C= minl (2h—1)(2h—3)...(2h—2m —nan+1)

Aprés m + n intégrations par parties, nous aurons
1 A(2) A an br
=(—1)"*"2pA(2A—1)...(2A—m — R+ 1) ——
(=1 ( ) ( m + 1)
Mt n—A+ =

S S P
Xff (r—x*— y?) dz dy N
m+n—)\+§

(1—2ax—2by+ a’+ b?)

L’intégrale figurant dans cette expression devient, aprés la trans-
formation orthogonale,

_au—+ by __ bu—av
“Varo T Vaxre

et apres avoir posé r = ya® + b2,

mA4n—h—

1
(1 — u?—9?) 2du dy
T 1
u’+v’;l m+n-—A+§-

(r—2ru+r?)

ou, aprés avoir intégré par rapport 3 ¢,

/+1 (1— u2)1n+u——)\ q’u f+l(l _Ez)m+n—7k—§d£.
—1 —1

1
man—h+=
(1 —2ru—+r?) 2

Mais la premiére intégrale de ce produit ne dépend pas de rsi|r|<1,
comme nous 'avons vu pour (78), il nous reste donc

+1 +1 man—h— i s
f (1— u:)m+n—)\ duf (1 _Ez) ° dE — ;
—1 —1

I
m—i—n—-)\—i—;
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d’ou finalement la valeur de I'intégrale I

a” bu T
m! n!

l=(—1)"*t22)(2h—1)...(2A—m—n +1)
m+n—7\+§

Si dans l'intégrale [ on remplace
1
(1—2ax—2by +a*+ b‘))'._E

par son développement g.o). on déduit que I'on a bien (42) et que

1
ff(l — " — )q)_" ’ Um,u(x, Y )‘) V,,,,,,(J‘, X k) dx d.y

(=nrrmn 2d(2h—1)...2hA—m—n+1)

1 m'n!
m-4+n— A4 —
2

23. 1l résulte de (42) que le polynome U, ,(x,y, A) s’exprime
linéairement au moyen des polynomes V,,(x, y,A) o p+g=m—+n.
Nous aurons donc aussi

I =m-+n

‘rm.n: 2 278 Ur‘.m—l—n—l‘
. =0
et, par suite,
1

-1
ff(l—.r’—y’) "ViunVpqdzdy —o
<7\<éetm+n¢p+q).

Faisons une application de cette formule aux polynomes P, (z, X).
L’égalité (41) pouvant s’écrire encore

. . I
Z cosmasin”aV,, (2, ¥, A) = l’N<x cosa + ysine, A — 2),

m+n=N

nous aurons

R W
ff(l—.z:’—)") Py <.z' cosa + ysina, A — %)

x Py <.1- cosfB + ysinf, A — %) dz dy = o,

si M= N. Pour a = f cette formule se réduit, apres une transformation
orthogonale et une intégration, a la propriété fondamentale des poly-
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nomes P,(z, X). Pour, =0, = 1;7’ x =rcosh, y=rsinf, elle
devient

1 a1 2T i\ 1
f r(x—r?) ’a’rf PN<rc056,)\——;)Pu(rsine,l——;>d6:o.
[} [

Si nous intégrons par rapport & 0, nous avons un résultat nul si M
et N ne sont pas pairs en méme temps. Dans le cas ou M et N sont pairs
cette formule est une conséquence immeédiate de la formule (49) qui
relie les polynomes de Jacobi aux polynomes P,(x, A).

24. Si dans le développement

r—1
(1+2a2 + 210y + a2+ b)) =Z(—1)m+trqmb*V, (2, y, 1),

nous faisons les changements

P S
1/£2+'n2—l \/E’-*-'fl’—l
—_ —__B
a_\/EZ—*-n’——l' ° Ve +mt—1

le premier membre deviendra
a1

[(Eray e pron ™,

et comme

.1 a1
d"““"[(&—%—Ot)n—f-(‘f)‘*‘ﬁ)z—'l]"_; _d"‘+"(£"+n’——|)"_;
dm o d" ﬁ g dEm dﬂ n ’

°o—
]

il résulte que

3 Vien £ n 7\\
@) ’ (\/E”’"’J‘—" VBrmi—1 )
1
— _(_l)”H—n m+n—-7\+%dm+n(52+.nz _l))“‘;

Tar E =

dg m d‘ﬂ n

25. Du développement (40) et de ses dérivées par rapport a z, y,
a et b, on déduit facilement le développement

k]
(1—23)(1—2ax —2by + a®+ b’))‘—;: Zam b8, ,,
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ou I’on a posé

d V,,,‘,L(.Z‘, Y )‘)

Om,u:x dz
dV”l n 9 k]
+y+$—y—ﬁ +(m4+n—2h+1)V, (2, 5, R);

et de ce développement on obtient cet autre

%8

a’(t—23) (3 —20) (1 —2ax —2by +a’+ h%) ?

de
=X amb» <x —=2—m0O,.,),

ol I'on voit que le premier membre est la dérivée seconde du premier
membre de (40) par rapport a . Par suite,

dl VIIZ.'L . delll.ll
dz: ¥ dz

+m0, ,=o.

On obtiendra de méme une autre équation correspondante & la
variable y. Donc le polynome V, ,(x, y, A) satisfait au systéme
d’équations aux dérivées partielles

L dis d’s dz dz
(11— )E;—xydxdy——(n——z)\—l—2)x—[7;+mdy@+Iu(m+n—2l—|—1)z:0,

(44) d*s d*s ds ds
— )= — — — 7\+2)y—“+ nx—“‘—l— n(m—+n—2k+1)s =o.

(—y )a’y- xydxa’y (m —2 dy dx

Si nous additionnons membre & membre ces deux équations, nous
retrouvons I'équation (18) a laquelle satisfont les polynomes
Upa(z, y, A) de méme degré m + n. Le fait que le polynome
Vi (2, ¥, ) y satisfait aussi n’est qu’une conséquence du fait que
ce polynome s’exprime linéairement au moyen des polynomes
Unn(x, y, \) de méme degré m + n.

26. Entre les polynomes V,, ,(x, v, A) etII,, ,(x, y, 1) il existe une
relation trés simple qui correspond & la relation

2A(2h— 1) ... (2A—n +1) 1

(70) Pula, )\):(_])n(z)\——-x)(ﬂ.-— 3).i(2h—an + I)H,,<x,n—-—7\—-;>

que nous avons trouvée dans la premiére Partie. En effet, des
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relations
N
m g — niyp, (22 0y
=) .,,§=Na P llmaln g M= (0 ““(\/m’g’
’ N ax+ by 1
m phn j— 2 2\2 — —_——
@) B e Vantong =@ (TEES ),
m-+n=

il résulte, en tenant compte de (70), que

4 L m--n 2)‘(27‘_‘)-"(27\_’"—11"}-!)
(45) Vm,"("v’.):)\‘.'2>—(_') (27\—l)(zl—3)...(27\—2m—-zn+1)

1
x Hm,n <.25‘, y, m—+n— A — ;> ,

ce qui peut s’écrire aussi

2h(2h—1)...(2A—m—n 1)
(2A—1)(2A—3)...(2hA—2m —2n+1)
X V(2 y, m+n—R).

45") M n(z, y, A) = (—1)min

Si dans le systeme (27) auquel satisfait II,, ,(x, ¥, A) on change A
en m—+n — A, nous tombons sur le systtme (44) auquel satisfait
Pnn(2,y, 1). Ceci est bien d’accord avec la relation (45).

27. De la relation (45") et des relations (23) et (24) on déduit

2A(2A —1)...(2A—m —n+1)
(2A—1)(22—3)...(2A—2m —2n+1)
m-n

X(2tf4+y —1) *?
z Y
van( m+n—l )
"\Vat 1 Va1 )

(2A—1)(2A—2)...(2h—m —n)
(2h—2)(2A—4)...(2A —2m —2n)

l Upu(z, ¥, A) = (—1)m+n

(46)
Vm,n(xv Y )‘) = (— l)m+u

m-<-n
X (x4 yr—1) °
xUm.n d ) Y )”‘l—%—ﬂ—-—)\ .
\/xz_._},z__] \/-Z‘z-i-y’—l

Donc on peut déduire le polynome U,,,(x, y, A) lorsque I'on connait
le polynome V,, ,(x, ¥, A) et inversement.
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28. De la relation (46) on déduit, en tenant compte de (43),

2A(2A—1)...(2A—m—n+1) 1

Unn(2y y, 1) = (2A—1) (22 —=3)...(2A—2m —2n+1) mlnl

1
1 ) . m+n—l—;
A3 dm+u(x + y?— 1)

d.’l)’" dyn

X (24 y*—1)
Nous avons ainsi une autre démonstration de la formule (16).

29. Représentons le polynome V,,,,(@,y, &) par la fonction hyper-
géomeétrique Fy(, 3,0, v, ¥, , ¥). Faisons pour cela, dans les équa-
tions (44), #*=E, y*=mn, m =2p, n = 24; elles deviennent
d*s d’s ds ds
(& — Ez)ga—, _‘E"d_giﬁ"_ B - (é—l+q+1> E]ZE +pngs +p(p+q —~7\+§->z-_—o,

(n—myBE g a2 [ (L, Nal% 4 o292 tg—r+ )z
n n)dn, ndidr,+2 5 +p+)nd—n+qqd£+qp q 5

0,
et il résulte
/ . I I 1
Vap.aq(z, y,l)=AFg\p+q — A+ > —pP, —q, 33 ¢, 11).

A doit étre égal a V,,,,(0, 0, 1); donc

(47)  Vapag(@, ¥, V) = (l_ §> (x_ 3 _I?Iq‘(x e i)

I I 1
x F!(P“‘-‘q—‘)“*‘ P 2l Al z?, J”)-
Si les indices m, » ne sont pas tous les deux pairs, 'expression
de V,,, se réduira de la formule précédente par les relations :

D, Vm,n('z'a Y 7‘): (1_27\) vm—l.n (‘T,yv A— 1),
D» an(xy )'a )‘): (1-2)‘) Vm.n—l (x’,y*)"'"' l)*
ny Vm..n("” .ya )‘) = (l - 2)‘) (8 - 2.") Vm——l,n—l(‘ra .}’, )‘ - 2)'

30. Considérons le polynome représenté par I'intégrale

T Y3 -
I, (2 ¥, b pov)= [ f V.p.00(VZ cosh, V3 cosg, 1)
o *o0
X (sin§)2#-1 (sing)*V—" db do,
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ou . > -;; etv > -;- En remplacant dans cette intégrale V,, ., par son

expression (47), on voit facilement, comme nous I'avons vu pour les
polynomes P,(x, %) en établissant (49), que

Ip.q:CF2<P+q_;‘+]§" —P — 9 PV, 2 .)'),

ou .
C_ﬂ(l—%) <)\—%—1>...<7\—-p—q+—;—> I‘(p—%>[‘<v-—é>.
- plql L) F()

Le polynome I, satisfait donc a I'équation

5 @23 d’s A2z I dz

(2= G =2 gy T a b= (3—2+1)=] %

1 ds 1
+[v—(;——)\+1>y]@+(l;+q)(p+q~l+ ;),..._o.

Mais & cette méme équation satisfait (') aussile polynome de M. Appell

s
U+V+h—s

Woe=2" by V(1 —x—y)

1
=< dP+q[xP+p-—lyq+v—1(I _ ‘z,_y)P+f]—)\—p.—v+-2] .
daxP dy?

Le polynome 1, , est done, d’aprés un théoreme (?) de M. Appell, le
polynome associé de W, ;.

31. De I'intégrale (75) on déduit, aprés avoir changé A en A — %,

r—1 A o
[1— 205+ a*] z:__f[ [1—a(s + a5+ iv)]*!
T uu"+v’§l

X (1— wt— )"V dudv (A <o);
ce qui deviendra, en posant

as—axr+by, a=ya*+ b,
. .

[1—2az+2by+a+b2] 2

=—Z‘?ff.[|~ (ax-—i-b.y)(l—i}-u)—l—iv\/;l’—{— b’]’)\ l(l—u’—v’)")‘"dudv

(1) P. AepELL, Journal de Mathématiques, 1882, p. 212.
(2) Loc. cit., p. 207.

A. 10
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ou bien
1

[t—2azx—2by + a+ b’]l—i
—AT(—12)

- (‘rrﬁl‘(—l—%)

xffﬁ . w.gi[l—((m_‘-by)(l"_u)"'i("““‘“"b)]“"

3
X (1—ut— 2 — w’)_)‘_idu do dw,

AL — %- Cette égalité nous conduit a la formule

(—)ym+aT(—A+1) (2A —1)(2A —2)...(2A—m —n)
(n)%l‘<—7\——;-> m!n!

Xfff[x(l—ku)—iv]"‘[y(n—i—u)—-icv]"

x(1— u’—-v’——w’)—)‘_gdudvdw.

Van(z, y, )=

32. De cette formule on déduit le développement

ambn Vm,n(x7 )’, )\)
(2h—1)(2A—2)...(2k—m—n)
T(—A—+1)

:(‘rc)%l‘(——l—%>

3
xfffe(a1-+l,y)nl—zau—zbw(l —_—y?— 2 )—)\_;du do dw.

Mais apres avoir fait une transformation orthogonale dans I'intégrale
du second membre on pourra effectuer deux intégrations et ce second
membre se réduira a

> (_ 1 )m+n

ea.t-i—l: )y

+1 N 1
F(—2+ 1)l eaﬁwf e VETEm @ T (| — ) idu
VT (— A+ -) -1
2

ou hien

I‘(—).+1)[

Va'+ o' — (ax + by)?
2

A
] J")‘(\/tf + b — (az + b),)z)eax-my.
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Donc

am™b™Vy, p(2, ¥, M)

z(—l)m“(zl—l)(a)\—z)...(2)\-—m—n)

Vai+b*—(ax+by)?
2

A
:[‘(—7&+1)e““+bylf ] IMNJarrbi—(az + by)Y),

développement valable quels que soient a, b, x et y.

33. Les polynomes V,,,(x,y, ) se réduisent aussi, dans un cas
limite, au produit des deux polynomes d’Hermite. On a, en effet,

m-+n
lim m!n! ———I—> : \4 z _—I,_y\/———lﬂ\
r=—w 24 """ 2 2

1
—s(224)2)
l(xl+y|)dm+ne 2 )

—_— e “+n o2 —_—
- ( l)m "e dx™m d},n

Les polynomes U, (#, y, X), I,.(x, ¥, X), Va.(2,y, X) se con-
fondent donc dans un cas limite.

Sur quelques intégrales doubles.
34. Du développement (1) on déduit

([ l—az—byy—(@+5) (@ y )
1-:+y:§

—A—3 am
2 a2 2 , . 2%
X (1—z2*—y?) d.z'd_;__l_z)\

()\<-;-et a’—+ b’<l>.

En faisant b = o dans cette intégrale, on trouve une propriété des
polynomes P,(z, ) exprimée par l'intégrale

ff (l-—x’—_}”)_)\—;(l-—]’)—zpn< =, l) dxdy =o.
at+y1<1 Vi—y?
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35. Nous avons vu que

> @bt Upu(a, y.2)

m—+n=N
N N

=(a’+ b?)? (24 12— 1) Il az + by » A ).

’ Viat+ %) (=" +y*—1)

D Y
onc

ff (n—x’—y*)!:—N—)"—%IlN[ ax+by ’ )\]

xSt V(a*+ &) (2° + y*—1)

= “u[ az + By ’ 7\] dr dy—=o
V(e + B7) (224 y2— 1)

()\ < ;-, M=Neta, b, quelconques>.

Nous avons trouvé aussi
N
[(1— (zcosa — ysinax)?]? Py -
V1— (zsina — y cosa)’
=Zcos™asin®*a U, ,(x, y, ).

& cosa —+ )y sina 'J
. , )\

Désignons par Ay(a) le premier membre de cette égalité; nous aurons

1
ff (1-—m’—y’)‘)\—iAN(a)A,,(ﬁ)dxdy:o (7‘\<-1 etM;ﬁN).
ar+y251 2
36. Du développement (jo) on déduit

(48) fj (1 —ax?— y) 2dxd_y — = 2m

—2h
(l—zax—21)_)'-1—cz2—|—b’)2 T

Nous avons calculé directement cette intégrale et nous avons va que
sa valeur ne dépend pas de a et b tant que a* + b*=1.

Si nous dérivons (48) par rapport a a et a b, nous trouvons des
valeurs nulles tant que le point (a, 0), dans ces nouvelles intégrales
est a I'intérieur du cercle a® + b* =1, mais aussi pres que 'on veut de
son contour. On déduit de ces intégrales, par une combinaison facile,
'intégrale

(48) (1—a "‘b’)ff (l——xi__.y) 2dxdy — 2T

— oA
(1—2azx—2by+a +b")‘2 -
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Cette égalité est valable tant que a®+ b*<1. Si le point (a, b)
s’approche d’un point.M(1, 0) de la circonférence a*+b*=1, la
quantité 1 — a* — b* peut étre rendue aussi petite que I'on veut, mais
I’égalité (48) subsistera, car un élément de l'intégrale sera, dans ce
cas, trés grand ; cet élément est celui qui entoure le point des mémes
coordonnées polaires 1, 6 que le point M vers lequel tend («, &),
comme on le voit en égalant a zéro le dénominateur de la quantité
sous signe d’intégration de (48) et en passant aux coordonnées
polaires.

L’intégrale (48) est donc une intégrale singuliére et 'on pourrait
I’emplover a la représentation des fonctions a deux variables.

POlynomes Um,,m,, ,mv( L1y Ly ooy Loy )‘)'

37. Ces polynomes seront définis (') par le développement
(49) [—ajzi—ayxy—. . .— a;x,)?
—(aj+ay+...+a}) (2 +xt+. ..kl —1)P

= Za',"*a{,"* ce a:‘n'Umhm,, ..,m‘(x“ Loy oo vy sy )\).

Nous désignerons par J¢ la quantité entre crochets.

Commencons par établir que ces polynomes peuvent étre mis sous
la méme forme analytique (16) que les polynomes a deux variables.
De I'identité

dx ax

2 —aqy— —ay——...—a =2(l—a, X — A2y —...— a2,
Yda, *da, ‘dag ( 1 22 s%s)

on déduit le développement

(50) (1—a,z;—...— azzs) IA—!
2A —my— my—...— my
:2 i ati...a™ Uy, m(Z1y ..., B, A).

Nous avons aussi l'identité

(51) (x—xf——...-—w’)_)‘

1
2 D, (1 —ayzy—...— a;z;) Fer-t

1
=—D, (1 —2t—.. .-—x;)?“:vcl—i,

(1) ANGELEsco, Comptes rendus, t. CLVII, p. 1770.
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qui est une généralisation de ’identité (41) et qui se vérifie facilement
en la réduisant a cette autre

d3e
(1—ayx,—...— a,zy) +(|—mf—...—x§)H:—2x,J€.
1

3

‘ da,

De U'identité (51) et des développements (49) et (50) nous dédui-
sons la relation

a1
(l — .Z‘z——. . —x:) 2[-]m,,m,,.“,m,(xh coey Xy )‘)
f 1
2A A

= ]) I—.Z'2——..,—x2;_
my(m, —+ my+...+ m;— 2h) ( : 0o

X Uty my ooy (Z1y ooy @y A —1);5

nous aurons s — 1 autres relations analogues, correspondant aux
variables x,, z,, ..., ;. Démontrons a I'aide de ces s relations que
Pon a

(52) Um”m,,...,m, (a"h ey XL, )\)

1 2h(2h —1)...(2h —myy—...— ms—+1)
my!...omg! (20 —1)(2A—3) ... (2A—2m;—...—2ms+1)
m,+...+m,—)\—%

7\+1d”‘r“"-+”‘r(x’ Hat—T)
2 2 2 it s .
X (@42 —1) dxi ... dxs

Ceci est immédiat, d’apres les s relations, pour les s polynomes
Uiyoro(@yy ooy 26 8)y Uggo0(@sy ooy @A)y ooy Ug o1y o voy @y A).
En supposant la formule (52) vraie pour le polynome

Um,,mg,...,m,(xn ooy Xgy 7\)’

on voit facilement, & 'aide des s relations, qu’elle subsiste pour les
polynomes U, ,. . (& ..., 2, A), 00 nyy Ry, ..., 7, SOt TESpecti-
vement égaux aux m,, m,, ..., mgaugmentés ou non d’une unité. La
formule (52) est donc démontrée de proche en proche.

38. De la formule (52) nous déduisons

=1
f (I-——xf-—...-—-—l‘g) 2Um1,..‘,m,(xia H-,ws,)\)
(s

x Unh;..,n, (.’D,,.. ey Lo )\) dxy, ..., dxs=0,
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our<L é etm,+...+my£n,...+n, le domaine d’intégration étant

A S S B

39. Les polynomes U,, ,, peuvent étre définis aussi a I'aide des
polynomes II,(«, A). En effet, on voit sans peine que

-
Z a’l"l"'a;ns Um,,...,m,('z'h ---1‘7".“)\)

my—+...+me=N

N
_ a2+”.+a3 PRI o Q) +...+ a;x; Al
[(at (@i 2 "L/(a3+...+a3)(w:+---+ws’—'>’

40. L’équation en x,

Um, . ..m‘(xl) Loy o ooy sy )‘) - 01

Y I . ,
ol A< ~et @)+ 3 +...+ 2] <1 a toutes ses racines réelles et com-

prises entre — V1 —x; —...— x} et +\y1—x;—...— x}. On le voit
comme pour le cas de deux variables.

41. Formons le systéme d’équations aux dérivées partielles auquel
satisfait U, ,..(@,, ..., 2, A). Posons

dUm,, ee gy
dx,

my, ., M,

d
-+.. .+xsT i (ml+' « ot ms) Um,,...,m,l
s

Om.,m,, cam,— T

Du développement (49) et de ses dérivées nous déduisons

—oA(al+...+a)H'=Zam...a™0,,

, Ny
et puis
—2hal(x? 4. ..+ x}) Fer-!

dUI" m
= Ea’l"l' . afv”'<'"‘l U"'.. sy~ Ly dlx — + .L‘: Gml,. smg |y
1

et aussi, en passant par I'identité,

die  dx . /dRe\:
2(“1"E+$xd—xl>(ﬂf+---+ as)'*‘(a;'l') =4aj 3,



le développement

(63*+ 22 ) a3 A1

dz Um., ,me dem,. me
:Za'{"...a;"'[ dxz — dxl, _(ml+l)®mh._,,m,]:

de la comparaison de ces deux derniers développements, on déduit

a: de
(et st | S S — ) B
dUm., N 9
+(2)\+1) ’nlUm,,....m._xlT+x|®m,, e :07
1

qui est une équation aux dérivées partielles a laquelle satisfait le poly-
nome U, . . (x ..., 2, N). Nous obtiendrons de méme les s —1
autres équations, correspondant aux variables x,, z,, ..., x,, aux-
quelles satisfait le méme polynome.

42. De méme que nous I’avons vu pour deux variables, on peut voir
que :
[} p ’ ’ v, .
L’hypersurface représentée par I'équation

Up, w2y, ooy sy M) =0,
abstraction faite des facteurs «,, x,, ..., x,, est tout entiére comprise
a l'intérieur de I’hypersphere

ri+xi+. .+ xi=1,

siA<Lo.

43. Les polynomes U, . se réduisent, dans un cas limite, au
produit de s polynomes d’Hermite & unc variable. On a, en effet,

M+ +m,
i —_! 2 1\ =1, ‘ f=1
Al:n_nn myl .. mg! (?)‘—) Un, .. <.1l 3 y T, %’ 7\>

! "
1 — 5+ +132)
;(1'{+ +~l"%)d’"i+ +ms g
e

—_— ny+. +m
_( l) ' : d "y d i
.Zl DRRRNL £ A

)

comme on le voit en partant soit du développement (49), soit de la
formule (52).
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POlynomes II'"u . .,m,(xu ceey Ly l)'

44. Ces polynomes seront définis par le développement
(53) [(1—a,z—...—aszs)*—a,—...—al]
=3am...a" I,  m(Zy...)&sh).
Ils sont reliés aux polynomes U, .. (% ..., %, \) i)ar la relation
(54) Unm,, . ,m (@15 vy sy A)

ny—4.. +m,
=(z!+...+2f—1) *?

X, s
x ﬂm,, ,m, 3 3 LA ] 2 2 ’ )\ y
Vei+.. . +zi—1 Val+.. .+ xi—1

comme on le voit en posant dans (53)

‘a,:b,\/y§+...+y§——1, e as=bs\y?+... +yi—1,
55
( ) } Ty = 2t ’ L] Xs— Js .
Vil yi—1 Vyid.o 4 yi—1

45. Les polynomes II,, =, peuvent étre définis a I'aide des poly-
nomes IL,(x, X). En effet, on voit facilement que 'on a

- Wl
(06) z ay...al Hm“ . ,m,(xh .. .,JZ‘;,)\)

m+, +m;=N

N
5 a, Xy +... asx.
= (al4...4a2) Oy (B2 0% 5
Vai+.. .+ a?

46. Du développement (53) et de ses dérivées on déduit

dll, +1,m m' dlIl
. y oy v o <+ 1
(m1+---+ms—2)\)ﬂm., ’m,___—'[_lx_'___-—.. —.__""7[”_L.

1 s

Ces polynomes sont donc de la classe de polynomes de M. Appell.

47. De l'intégrale (71) nous déduisons, comme dans le cas de deux
variables,

r(—*)-ﬁ-é) +1
K»— -———f (I—a,.z',—-...—asxs-i- u \/'a{+...+a})ﬂ(1— u’)—)"" du,
—1

A, 13
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ou K*désigne le premier membre de (53). Mais par une transformation
orthogonale et s — r intégrations, nous voyons que l'on a

r(-23)
5 f (r—ayozy—...—axs+ ayuy +.. .+ asus)’)‘
(‘n')’I‘( A—il )
A St
X(1—ul—...—u?) 2 duy...du;
(o) - e
\/—I'( N j (1 a,x,—-...——asx_,—ku\/a§+...+a})ﬂ(1—u’)’7‘"du,
si A< ? De cette nouvelle forme de K* nous déduisons immédia-
tement
(57) l-[m,, s ( L1y ooy Ty A) = Af (@ — wg)™ (Za— Uug)"s. o . (Zs— us)™
s+1
X (1—ut—...—u?) —Tdu, ... dus,
ou I'on a posé
I‘<—7\+1>
(58) A=(_ 1)m,+..+m, - 2
ir(—r—3 1
(x) r( =2 2)
2A(2A—1)...(2A —my—...—m;+1)
> myl...myl )

48. De cette formule nous déduisons le développement

U
. iVal+...+al ? —1—- P Em——
(39) eyt Ay <_.—1_'_—._.__L_> 2( a —+...+ a; )

. I‘(___ )\) alllll am‘
T g Vr 2 T(m,+...+m,—23) W, (21, ooy 0y D), .

valable quels que soient a,, ..., a,etx,, ..., z,.

49. Ces polynomes se réduisent aussi dans un cas limite au produit
de s polynomes d’'Hermite & une variable.

30. Soit, pour la simplification de I'exposition d’une généralisation
des polynomes II,, .., le cas de deux variables; partons de I'inté-



— 83 —
grale

[(1—ayzy— ayx,)t—a}— a:]l

__)\;3
:——2)\+Iff(x—alx,—a,x,—i-a,u—\——a,v)’)‘(l———u’——-v’) *dudy.

T

Si nous posons

a,=b,+ by+...+ by, a2y =byy1+...+ by,

as = Cy~+ Cy+...=+ Cy, ATy — C1 33 + ...+ Cy3y,

’intégrale précédente deviendra

(60) [(1—byy1—...— b, Ys—C131—co—Cy 3y ) 2— (b1 4o + B, )2 — (€1 y) ]
2 A
—__2 2;—lff[l~b1(y|— ) —...— b, (y,—u)
—_ 01(51 -_ V) —_— . '—CY(ZY_ ,,)]z)\

.
X (1— u2— ¢?) 2dudy.

Désignons par A,, . .. . ‘,,T(y,, vers Yis 515045 5,) le polynome qui
est le coefficient de b+, ..., &), ¢}, ..., ¢jr dans le développement du
premier membre de (60), suivant les puissances de b,,..., b,,¢,,..., ¢;.
Il résulte de (60) que nous aurons

Aml, my,ny, ’"Y: Cff('},l_ UI)'"I. . .()’1-— u)’"-(z‘— p)"u. . .(z},—— ())"«{
3

h—
X (1— u?— v?) *dudy,
ou I’on a posé

C = (_ [)ml-}—...+m‘+n|+...+n.{+l 2h+1
2A
2h(2A—1)...(2A—m—...—m,—ny—...— ny+1)
my' . om el nyl

Nous aurons donc pour ces polynomes aussi un développement ana-
logue a (59).

Il est évident que ces considérations peuvent étre appliquées au cas
général de s variables x,, ..., x,.

Les polynomes ainsi obtenus seront donnés par des intégrales
multiples d’ordre s.
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51. Les polynomes
Omn smg = w'lni e x;n, I[m,, .,m,('l—’ cre) L’ l) )

Zy &g
qui ont pour fonction génératrice

[O—a—...—as)’—a;zt—...—a;x? P,

auront pour représentation intégrale

(61) O,,,h_,‘,,,,:Af (O —zyu))™m. () — 2sug)™
Y] st
X(1—uj—...—ul) ? du,...du,
ou A ala valeur (58).

On peut vérifier que le polynome O, = ,,. satisfait au systéme formé
par I’équation
d*z dz

o\ A%
(62) 2 — @) o+ B v S

+[2(my—1)a] — 2)\];7: +my(t—m)x;s5=o0
1

et les s — 1 autres correspondant aux variables «,, ..., 2. On sera
conduit, en remplacant dans cette équation s par Pintégrale (61)
et en procédant, comme pour deux variables, & prouver que l'inté-
grale

f[(l-—nll).’l‘i(l———ll‘:)—l—(‘2)\——[)2—-[)3—...—P5)u1(l——ll‘.’l“)]
« _ame
X (1 —uyz )™ 2ulr . uls(1— ui—. .. —u?) 2 duy...dug

est nulle, ce qui se voit en intégrant par rapport a u,, u,, ..., u,.
De méme que pour deux variables, on voit que ces polynomes se
réduisent dans un cas limite a la fonction

s+ 1

(63) fe—m— —rn (i — e =Y T duy. . du,

)
qui généralise la fonction cylindrique. La fonction (63) satisfera au
systeme formé par I’équation

d*z d*z d*z ds

Xy + Xyg———— + ..+ Xyg——— — 2A—— — X3 =0
Ydz} + P g, dr, ‘dxsdx, dzx, !

et les s—1 autres analogues.
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Autres propriétés des polynomes U, . (21, .... 2R

52. Des formules (54) et (57) on obtient immédiatement
(64) Um,, . ,m,(xl’ ey xsa )‘)

:Af (2, —u ot ..+ ai—)™. . (2y— 2T+ 2 — )"
(s)

L Wk
X(1—ui—...—uy) 2 du,...dus,

1—s
2
comme d’ailleurs dans toutes les intégrales multiples d’ordre s que nous

avons considérée.

A ayant la valeur (58), A <

»ledomaine d’intégrationuf +... +ull1,

53. Le développement (59) nous conduira au développement

e+t
r) 2
(65) eaih_‘_._+"sls<\/a}+...+a}\/l—x§—...—x,)

2

1
XJ_)_E(\/af+...+a} Vi—zl—. . —z!)

_ I(=1) i
= 21)\+1ﬁ2r(m‘+“.+ms_2)\) Uml, A C T w,,)\),

valable quels que soient a,, ..., a,, z,, ..., z, et qui généralise le déve-
loppement donné par M. Kampé de Fériet (*) pour les polynomes
définis de M. Appell (*).

54. Nous avons mis, en étudiant les polynomes II,, ., K* sous
forme d’intégrale d’ordre s; on déduit de la 3¢* sous forme d’intégrale
d’ordre s, 7e* étant le premier membre de (49). La quantité

2\
(l—a,x,—...—asxs—kalu, Xt X —1 4+ asu_,\/.z';+...+x_3’—|) ,

sous signes d’intégration de cctte nouvelle intégrale, sera développable

(1) Comptes rendus, t. CLVII, p. 1393.
(2) Comptes rendus, t. CLVI, p. 1582.
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suivant les puissances de a,, ..., a; si

la,.z',—-. co—asxs+i(agu ..+ a,u,)\/t—-m}—-...—£}|<l
ou bien
(ayzy+. ..+ a;z) 2+ (auy+. ..+ a,u) (1 —a2t—. . . —2}) <I.

Et 'on voit, comme pour deux variables, par un passage aux coor-
données polaires dans I’espace 4 s dimensions, que cette derniére
inégalité est satisfaite, dans le champ d’intégration u] +...+u’Z1,
si

(66) af—|—...—|—a}<1 el x%+ '-"_zs!_i_l-

Ir—s

Il résulte que le développement (49) de 3e* est valable pour A < ~

dans les mémes conditions (66). La valabilité, dans les mémes
11—

domaines, subsiste pour AZ

» comme on le voit en posant dans

I1—s
2

le développement (49) A = A, + m, m un entier positif et A, <

55. Du développement (49) on déduit

—a-1 3 I‘<_;f_)‘> I
f(l—.z-}—...—x}) ’J(’.)‘dx,...dx,—_—(ﬂ)lT— <7\<;>,
(s) —
(%)
égalité qui sera donc valable pour aj+...+a}S1. En faisant
a,=a,=...=a,= o, nous déduirons

1 r
f (lm 2 i — i — 22}
(s)

X'y

><P,,< y A dxy...dzs—o0.
Vi—zl—. . —2? >

56. De la généralisation des polynomes IL, =, on déduit, par des
transformations analogues a (55), une généralisation des polynomes
U,. .» qui nous permet de donner une extension nouvelle 4 la
formule (64) et au développement (65). Considérons, par exemple,
le développement

l(l— ar—by —cz)—[a’+ (b +c)?](z*+ 2+ Z’——l);)‘: ZarbicSy 4.
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qui se déduit du développement de I'expression

[(l —ax — _ﬁ_}"_ 73’)2— o2 — (B +}')2];‘,
en posant

o =a\xi+yi+zi—1, B =>bJ2+y +z—1, y=cyai+ y+zi—i,

x'= d ’ Y= Y ’ 3= ad .
Vai+ yr s —1 Vo +yi 45— Var+ yr+3i—1

Il résulte, de ce que nous avons vu pourles polynomes A,
que

Y TR 9

Spar=C [ [(o—uVTTyT a1y (y— /@ s F o)

- -3
3 1 ><(z—V\/x’+y‘+z’———x)’(|—u’——v") dudy,
ou l'on pose

€ = (— 1)pra+ra 2A+1 2A(2A—1)...(2A —p—qg—r—+1)
- 2T plqglr! ’

et aussi

PR
2

ear+by+cs [\/a2+ (b+¢)? \/' ——yr— z’]
2

1
<3 TilVaT G oV i— e —y—7)

_ (=) 2 arPbicr S
T ot/ & D(p+gq+r—2)) """

On pourrait traiter de méme les polynomes généraux définis par le
développement de

[(l-A;—..."—'AS)2—(BI+..-+B;)(Yl+...+Ys—!)])‘,
oul’on a posé
\—=alzl+.. . +alxl, B,=(al+...4+a})?, Yi= (22 +...+ (2}),
As=ajzy+...+ a)x}, By=(aj+...+a})? Y,=(2})+...4(2})?

suivant les puissances de a, ..., @/, ..., a), ..., a;. Ces polynomes
seront représentés par des intégrales multiples 'd’ordre s, faciles a
trouver, de méme que le développement correspondant i (65).
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Polynomes V,,, .. m (24, ..., 25 1)

57. Nous définissons ces polynomes parle développement

st
(67) (1—e2ayry,—...—2a,2;+ a} +...+ a?) 2
=Zam...a™Vy, ;& ...y & A).
Ces polynomes V,,, ..(x,,..., 2, L) peuvent étre définis aussi a 'aide

des polynomes P,(x, A). En effet, du développement
(1—2az + at) = ZarP,(x, 1),

qui est absolument convergent si |z |1 et|a| <1, on déduit que

(68) S @ Vi@ s 30 )
my+.. +mg=N
QT +...+ asx;

N s—1
= (a? + +a’)3P > h—

et de plus que le développement (67) est convergent si

Xy +...+ a; g
Vai+.. .+ a?

<
="

Vai+...+al<<i et

conditions qui sont remplies si

al+...+al<i et xi4. . .+ 2il,

comme on le voit par un passage aux coordonnées polaires.

58. Démontrons que ’on a I’égalité fondamentale

A 1

(69) f (1—zt—. .. —22)  *
(s
X U om( &y ooy 2y, MYV gy -y, N dery. .o dzs= o,
A< ; etsi ’on n’a pas en méme temps m, = n,, ..., m; = n,. Calculons,

pour cela, l'intégrale

b o 2 —‘I'—i‘-
1= (—ux]— ..—x))
(s)
A=t
XUm,, ..,m X1y 0oy 25, A) (1 — 2042 —...— 20, s+ AL+ ..o+ al) t dzy...dzs
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qui se raméne, aprés avoir remplacé U, ., par sa valeur (52) et
fait m, + ...+ m, intégrations par parties, a

my+... +me—\

1
(70) I=_Cap...a" (1—zi—...—xf) *dzx,...dz

—1
15) 2 . m,+...+m,+"T -2
(1—2a;2y—...—2a;25+ a} +...+ a})

ol I’on pose

=) (- —1>.--(7\— s—1 _m,_..._msﬂ)
C=(— 2)mr+otm, 2 2 2

my!l...my!
< 2d(2h—1)...(2hA —my—...— m;+1)
(2hA—1)(2A—3)...(2A—am,—...—2m,+ 1)

Si dans I'intégrale précédente on fait la transformation

= a, Y1+ asy. et Py = as, y1— al}’z,
a}+ a? Val+a}

on voit que la variable y, disparait dans ’expression
1— 202y — 20y Ly—...—2q;Zs+ At +. ..+ al

et que le domaine d’intégration restera le méme. Aprés s — 2 transfor-
mations analogues, nous aurons
my+. .+m,—-7\-—1

— 2 — 2 2
I=Capi...qm [(U=Zize e —20)

5= de,. ..dxg,
Myt
(t—2a2,+ a?)

ol I'on a posé
a=\al+ ... +a’.

En intégrant par rapport a z,, x,_,, ..., , nous aurons

+1 (1—z?)
CaT'...a;’"f ! —
a1 met+.. A Mt —— — A

(1—2a x+ a?) 2

+ +1 My A M= — &
xf (I ,_y:_‘ )m,+...+m,—)\ dy-‘—lf (l—y:) +. ’dys_
—1 —_

1

myt. +mer i 3L
1. $ 2 2

dz,...

La premiere des intégrales de ce produit ne dépend pas de «,
si|a|S1, commeon 'avu pourl'intégrale (78) dans la premiére Partie;

A, 12
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nous aurons donc
§—1 I

EI‘(m,-&—...+ms+ —2———)\ +;)

I=Ca%...am(m)?

s—1
I‘<m1+...+m,+ —;——-A+1>

I‘<m,+...+ mg— A +l>
L (my+...+mg—2A+1) 2

I‘(m‘ Feeet mg— A+ 3)

3 F(my+...4+~ ms;— A +1)
2

ou bien

s I‘<m1+...+ms-——7\+ -l->

3 2

I‘(ml—l-...+ms+ S‘:I —A)

m. Mg
amt...ams;

I=C(m)

d’ou Iégalité (69) et aussi I’égalité

-1
" (1—z}—...—x?) 2Vongosmy(Z1y o0 es Zsy NYUpny o m (21, 000y Zsy N) A2y dzg
S

s I‘(m,—|—...+ms-—-)\+-l-)
3 2

= C(m)

T(m,+...+m,+ s-|2—1 —)\)

59. Il résulte de 1’égalité (69) que le polynome U, . . s’exprime
linéairement au moyen des polynomes V, . ou

ny4...4+n=m+...4+ mg;
on en conclut

2 2 '—)‘—%
(—z}—...—2})

x Vm.,m,m,(xh c ey Lsy l)Vn,,...,n,(-'”h veoy Ty )\) dz,...dz,— o,

AL % et sim, +...+m;£ n, +...+ n,. De cette égalité on déduit, en
tenant compte de (68), que

B W
f(l—xf—...—a:}) 2
(%)

AT, +...+ a;x; s—1
XPN —_— ’7\— —-
<\/a%+ ..+ a? 2

< Pm(bi-tl“‘...—‘— b.n’l?s’ A — S:l) da:,...dxs:o,

Vor+-. ..+ b?

méme domaine d’intégration, A < é et M=£N.
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60. Si dans le développement (67) nous faisons les changements

Z, = 4! —, ) s = Js
Vyi+. .+ yi—1 Vyi+.. .+ yi—1

et

_ — a.— — O

= ’ ooy = ’
Vyi+ .+ yi—1 : Vyi+ - yi—1

a,

nous déduirons, comme dans le cas de deux variables, que

Ys
(7‘) Vm,'.,m,< }’1 e = A)
\/yf+...+y§—1, ’\/y§+...+y§—-x,
— )t . +my M. Amy g s
=0 (Fit+eyi—y T

myl. .. mg!
A=t
amt Ayl Hyi—1n)

x
dys...dyms

61. Le systtme d’équations aux dérivées partielles auquel satisfait

le polynome V,, . . (%, ..., 2, \) se forme facilement. En effet, du
développement

A1
(s—2A—1)(1—2ay2,—...—2a;Zs+al+...~+a?) 2 =3a™..a™ O, .. m,

ou I'on a posé
O, ..oy = By —— G e g —
+(my+...+mg+s—1—20)V,, o,

qui se déduit de (67) et de ses dérivées, on obtient
s+1

at(s—a2k—1)(s—2A+1)(1—2a1 2y —...—...— 28,2, + @} +...+a?)  ?
)
=3 at... a;"'(‘z"——'—;h?l”—'m - miem., ..,m,>,
ou I'on voit que le premier membre est précisément la dérivée seconde
par rapport a z, du premier membre de (67); donc

BVy my O m, _
(72) Aot Ty O m =0

ce qui est une des équations cherchées. On aura, de méme, les s — 1
autres correspondant aux variables z,, ..., z,.
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62. Entre les polynomes V,, ., etIl, ., il existe la relation trés

simple

(73) Vm,,...,m,(xh LA ] .‘L‘,, )\ =+ 8_2—1)

2h(2A —1)...(2A—my—...—mg+1)
(2A —1)(2A—=3)...(2A—2m;—... —2m;+1)

= (—1)m+ +m

I
x Il,,,",_,,,,,,<.z',, e Ty My mMg— A — ;)
qui résulte, comme pour deux variables, des relations (56) et (68).
On aura donc un systéme d’équations aux dérivées partielles auquel
satisfait le polynome I, (x,, ..., x,, A\) si dans le systéme formé
par ’équation (72) et les s —1 autres analogues, on change A

s \
en m,~+...+~m;— N+ s — I
La relation (73) peut encore s’écrire

(73") W, ,m, (24, ..., x5, A)
. 2h(2A —1)...(2A —my—...—m;+1)
(2A—1)(2A—3)...(2h—2my—...—2m;+1)

=(— 1)

s \
me,_,,__,,,,(r,, cey Ty My~ . Mg— A+ 5 -—1).

63. Des relations (73), (73’) et (54) on déduit

Um,,...,m,(z'h ooy Ty, )\)
my+...+m,

=A(z}+...+xi—1)

xy xs s
x an- e L y my+...+ m,—-)\-—{—- - —1 )
Vai+.  +xi—1 Vai+.. . +axf—1 2

(74)
< vm,,...,m,(xn cear T X)
m+ . +m,

=B(xl+.. +at—1) °
Z Z

x Um.,...,m, ! LR 2 : 2

Vol +. . .+ —1 V4. .+ axl—1

s .
’ m1+---+m3—'l+;-—-l>)

ol I'on a posé :
2A(2A —1)...(2h—my —...— ms+1)
(h—D(2A=3)...(2h—am;—...—am,+1)
(2A—s+1) (22 —8)e.(2h —s+1—my—...— M+ 1)
(2h—s)(2A —s —2).n(2h — S 1—2my—...—2m,+ 1)

A= (___ l)m.+. Amy

B—= (___ 1)kt me
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Ces relations nous montrent qu'on peut déduire du polynome
Vororo..m (&5 ooy &y 1) le polynome U,, . ,.(z,, ..., 2, A) et inver-
sement.

64. De la comparaison des relations (71) et (74) il résulte

Um,, ...,m‘(‘rh ooy Lgy )‘)

1
MytiA-my—A——
(—-I my+ ..4+m, *+§d'"‘+"+"“($?+...+x;-—1) 1 s 2
_—A_....._._.(x2+. +x2_[)
my! ... mg! po s dx7 ... dzrs

)

A ayant la méme valeur que dans (74). C’est précisément la for-
mule (52). Nous avons donc une nouvelle démonstration de cette for-
mule.

65. Pour avoir une représentation intégrale des polynomes V,, .
reprenons l'intégrale qu’on a obtenue dans la premiére Partie

)My

+1
(1—2az4o?)b= fi%(!i_y_)gf")f (1— azs —oyaiz=—a?) ™ (1—p?)—b—t dyp
-1

et faisons

as=a Xy +...+ a; X et at=a}+...+ al;
nous aurons alors

(1—2a 2y —...—2a;x,+al+...+al)t
_awHT(—ap)
=

[l — Ay Xy A5 X5

—oV(azy+...+ag rs)’—af—-...—a,’]""(x— v?)—t—1 do,
Mais le deuxi¢me membre peut se mettre sous la forme

(o)
— . f [t—aizy—...—a;z;
<_P'——> (1)

(TL‘)TI‘ -
— (@@ +. ..+ axs) —la . —. . . — ia,u,]’!’-

S+2

p_”—dvdu,... dug,

X (1— ot —u?—. . . —ul)

domaine d’intégration étant ¢*+uj+...+u 1. Si nous fai-
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§—1 , . . . 3
sons .= A\ — ——> nous déduisons immédiatement

(75), le,...,m,(xh oy Ly )‘)

=C [(14+ o)y + fug]™. . [(1+ v) &5+ lug]™s
(s+1)

=23
X (1— ¢*— ud—...—u?) *dvdu,...dus,

01‘1)\<—§et
C:(_I)mi_‘_‘_._._ms(z).-—s-!—l)(27\—s)...(27\——s+1—m,—-...—m,+1)

m,!...ml
r<i_x)
2

(n)%tr(_x— %)

66. De la formule (75) nous déduisons le développement

§—2
(76)  emxi+.tasx, \/a:+"‘+a§_(aixi+---+ a;x;)? :
7 2
S—=2_ 3
xJ T "(Val+. . Fal—(ayz,+. ..+ asz5)?)
_ T(s—22—1)

af. .. ads
I‘(S ) 2F(m1+...+ms-l—s—z)\—-l)vm”""m'(x“'"’x'")‘)
2

qui est valable quels que soienta,, ..., a,etx,, ..., z,.

67. On voit facilement que la représentation intégrale (75) et le
développement (76) peuvent étre étendus a des polynomes plus
généraux, qui résultent du développement de I’expression

[1— (2alz}+...+2a}2})—...

— (2a525+. . . +2axy) + (aj+. ..+ al)l 4. ..+ (a]+. ..+ a})t]*
suivant les puissances de (a;, ..., @), ..., (&}, ..., a}).
68. Les polynomesV,, . (z,, ..., , )) se réduisent aussi, dans

un cas limite au produit de s mémes polynomes, 4 une variable, d’Her-
mite, que les polynomes U, . . (25 -5 T A).
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69. Nous avons vu, en calculant I'intégrale 1, que I’on a

=1 r—i=t
(1—2}—...—2?) (1—o2ayy—...—28;2,+ai+...+al) ? dz,.dx,

tant que a}+...4+a;Z1; de cette intégrale et de ses dériyées par
rapport a a,, ..., @, nous déduisons

(77) (n—a:—---—az)ﬁx—xf—.--—x:)‘*‘i

s$+1
X (1—2a,2)—...— 2a;Z;~+ a +...+ a?) ? dx,...dz;s

; r(%_m)

™)

égalité valable pour ai+...4+ a; <1. On voit, en passant aux coor-
données polaires dans I’espace a s dimensions, que, lorsque le
point (a,, ..., a,) s’approche infiniment prés d’un point fixe M de
coordonnées (a, ..., a;) situé sur I'’hypersphere a}+...+al=1,
I'intégrale précédente devient une intégrale singuliére, car elle n’a
qu'un seul élément qui compte dans I'intégration : c’est celui qui
contient le point z, = a,, ..., z,= a;.

Généralisation des polynomes précédents par des polynomes rattachables
aux formes quadratiques.

70. Soit

=3, Y=5

P(Zyy ovoyTs) = E Ciy &y Xy (ey=cy)
=1, y=1

une forme quadratique quelconque, de s variables z,, ..., x,, que nous
désignerons par 3(x) et par ¢(a) la forme ¢(a,, .... a;).
On voit immédiatement, en développant o(x,+ a,, ..., ;+ a,)
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suivant les puissances des « ou des a, que I’on a I'identité

do(z) de(z) __ do(a)
(78) dwl ay+...+ d.z's as— dal

Lyt . At g,

de(a)
dag z

Désignons par E un des membres de cette égalité, et considérons
(o}
I'expression

H= (l—é-E\)z—(p(a)[cp(x)-—t].
Si nous posons

A I dm+ - +m,H)\
0 Ly veny & =
mg,...,m3( 1 [k 3 ) ”21! .. m_;! da’{'l ... da;": A=0y.ray=0

nous aurons le développement en série de Taylor
(79) H*=2Za7...a" Op, . ,m &y, ..., Zs, A),

qui nous définit (*) les polynomes ©,, . (x,, ..., z,, A) qui généra-
lisent les polynomes U,, =, (x,, ..., ; A) précédents.

71. Laformule (52) peut étre étendue & ces nouveaux polynomes.
On déduit, en effet, de 1’identité

dH dH

oH—a,— —...—as— =
‘da, ‘da,

2 —E,

que I'on a le développement

I 2h — my—...—mg -
(80) (1—;]*]) H’*“:z '2)\ at. .. a™Op, .. m (X ... 25y D).
Nous avons aussi I'identité
-t X 1_a
(81) [1—og(x)] 21)“,(:- ;E)H”-—‘:— D, [1—o(x)]}  HV,

D, étant la notation différentielle de Cauchy, identité qui se vérifie
facilement en la réduisant a cette autre

1 dH dil d¢(x)

en tenant compte des deux expressions (78) de E.

(1) AncELESco, Bulletin de la Section scientifique de I’ Académie roumaine, t.1V, p. 3o,
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De I'identité (81) et des développements (79) et (80) nous dédui-
sons la relation

1
[[_Cp(x)] 2Unx,,...,m,(x17 ---7xxa)\)
22

1
13
= Dy[1—o(x)] 0,,.— m(Lpy eeey gy A —1
mi(’nl my 2)\) 11[1 CP( )] 1—1,my, .., :( 1y y Ly ))

Nous aurons s — 1 autres relations analogues, correspondant aux
variables x,, ..., 2,. Démontrons, 4 I'aide de ces srelations, quel'on a

(82) @m,,.,.,mﬁ(x“ ---1x877\)
1 2h(2h —1)...(2h—my—...—my+1)
myl...mg! (28 —1)(2h —3)...(2A—a2m;—...—2m;—+1)

o= A— &
)\+1d’"i+"'+"’*[(.z’) — 1 Mgk, 2
< [o(a)—1]"? ] :

dx. . .dxs

Ceci est immédiat pour les s polynomes

'01,0,...,0(‘2’“ '~-7xsa)\)a ‘C)O,l,o,...,o(xh "'7':”3’})’ ey

O, ..y0,1(Z1, o oy X5, B).
En supposant la formule (82) vraie pour le polynome
Om,,m,, ...,ms(xh ooy Lsy )\)1

on voit facilement, i I’aide des s relations, qu’elle subsiste pour le
polynome ©, . (2, ...,x5 %) 0Up,, P, ..., p,sont respectivement
égaux aux m,, my, ..., m, augmentés ou non d’unc unité. La for-
mule (82) est donc démontrée de proche en proche.

72. En supposant la forme quadratique 9(x) décomposable en
s carrés positifs, nous déduisons de la formule (82)

,,,,,

le domaine d’intégration étant ¢ (z) <1 et ot A < % et

my—4-...+mgZEn +...+ ng.

73. Considérons les polynomes x,, . (2, ..., z, A) définis pér
A. 13
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le développement
(83) [(l — EE)2 — cp(aa')]1 =3a™...a"Fop, . m( L1y ...y Tsy A)-

Ces polynomes sont reliés, comme on le voit facilement, au poly-
nome précédent ©,, . par la relation

my,

(84) Omy,ye smg(Zyy oo oy Ty )‘)

_ _ m.+2+mg _ N X ) eens XTg ’;\>.
e = e ‘(W(x)—: Vo(z) —1

On peut les déduire auss1 des polynomes II,(x, A) de méme que les
polynomes II,, . (z,, ..., z,, A) qu’ils généralisent. On a, en effet,

N E
(85) 2 at. .. ats I, m (21, ...,x,,l):[q)(a)]2ﬂ_\<2ma—)’ 7‘)'

my+. +mg=N

74. Ayant mis le premier membre de (53) sous forme d’intégrale
multiple, nous avons trouvé

(86) [(1—ayyy—...—asys)?—ai—...—alP
I‘<—7\+£)
— g Fa— (1— Qg Y1—eem— O Y g Oy Oy aeet 00, ) 2R
—_A— - - (s)
(x) r( A 2+2>
S__-l—l
2 do,...dys.

Ca—
X (1—p2—.. . — )

Supposons la forme ¢(a) décomposable en s carrés positifs. Soit

9(a) = (Auai+ A na+. ..+ Aqa)

=1

une décomposition quelconque. Faisons alors dans I’égalité (86) les
changements

o,—= A a+Aya, ...+ Aga; (I=1,2,...,9),
Yi=AuZ,+ Ay Za+. ..+ Ay, (i=1,2,...,9),
vi=Apuy Ay us 4. .+ A us (i=1,2,...,8);

le premier membre de (86) deviendra identique au premier membre
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de (83), car il est facile de voir que

2(A11a1+- ot Agas) (Apzy 4. o+ Ag ) = %E,

=1

et l'intégrale du second membre deviendra, en désignant par A le
discriminant de la forme ¢(a)

i ‘gl_éal[”(w) - dq,(u)] _ la:[d?(x) _ d?(u)]}n

) dx, duy 2 dzg dug

s+1

A=
X [1— o(u)] 2 du,.. du,

le nouveau domaine d'intégration étant o(u)<1. Il résulte de la la
représentation intégrale

(87) %m,, m.(xh" 7x5’)\)
o x 1do(z) 1 de(u)]™
_A‘/Aﬂ’[E dz, 2 du,] h
S+1

< |5 T2 — s TR e T T .

2 dxg 2 dug

ou AL '—E—S, le domaine d’intégration ¢ (u) <1, et le coefficient A ayant

la méme valeur (58) que dans la représentalion intégrale du poly-
nomeIL, . (x, ..., &, A).

75. En remarquant que I'intégrale

a, d@(w) 2 S+1

_a dou _  _a A e
\/_A-fe 2 du 2 T [ g ()]  du,...du,,
(s)

étendue au domaine ¢(z)<1t, devient, apreés les changements

Apus+.. +Aqus=v, (i=12,..,9),
s+1

J W ek}
fe-—u,(A,,a,+ +Ag ) — —vs(Aa+ +A,,a,)(|__ sz_' ———V;) 2 dv,...dos
(5)

étendue au domaine ¢§ +...+ ¢]<1, intégrale dont on a déja trouvé la
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valeur, on déduit que I'on a le développement

1 « ST )\+§ 1
(88) eﬂ@] 7 iye @)

T'(—=» afs...af
= Jt‘5’n m . N A
022 +1 \/521‘(,);,_4___ S m,—ak) e (21, » Zsa A,

quels que soient @,, ..., a; et x,, ..., z.

76. Les polynomes o%,,  ,, ne sont plus de la classe de polynomes
de M. Appell. On peut généraliser les polynomes II,, ,, par des poly-
nomes se rattachant a laforme quadratique v (a) et qui soient en méme
temps de la classe de polynomes de M. Appell. En effet, on vérifie
facilement que, entre les polynomes ®,, ., définis par le dévelop-
pement

[((—ayzy—...—asxs)’+@(a) P =Za...a" @, ,m,
on a les relations
dd)m.-#—l mg, M. dll)’n » Jm 41
(my+. A+my—20)®,, = az. * ::T

Les polynomes plus généraux, définis par le développement de I'ex-
pression
[—ayzy,—.. — aszs)P+ (Pp(a)])\-:

ou ¢,(a) désigne un polynome homogéne dedegré pen a,, ..., a, sont
aussi de la classe de polynomes de M. Appell.

77. De la comparaison des relations (84) et (87) il résulte que

'Om,. ,m,(xh'-'axs,)\)
1do(z 1do(u) —/—71™
=ava [ [3 550 = e
(5
do(x 1 d ) s —a— !
Lé ZLS)—; 2‘(: cp(.r)-—l] [r—o(u)] * duy ..dug,

le coefficient A étant le méme que dans (87), le domaine d’intégration

aussi @(u) <1, ¢(u) étant, comme dans tout ce qui va suivre, décom-
posable en s carrés positifs,
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78. Du développement (88) nous déduisons cet autre

1 )""Ili s 1
SN e @) | @ v @)

T(—2) am. .. als
T /o 2 L(my+. .+ my— 27\) D (s 20 ),

E désignant un des membres de I'identité (78).

79. De l'intégrale qui représente le premier membre de (83) on
déduit la représentation intégrale de H*, premier membre de (79). En
cherchant les conditions pour que I'on ait

1 do(z) 1 do(x
Eal d.’I,‘l —+. .+2 s d.Z‘s
1 d d
_._l\/x—qo(x)[ a, zt(lu) ...+éas_3li:l)J|<l

dans le domaine d’intégration o(u)<1, on trouve, comme pour les
polynomes U,, ., en nous servant d’une décomposition en s carrés
positifs de 9, qu’il suffit que ’on ait

(a)<<t et p(x)sr.

Si ces conditions sont remplies, le développement (79) est con-
vergent.

80. Désignons par ¢ (a)une forme quadratique {(a,, ..., a,) décom-
posable en s carrés positifs. Soit ¢(x) ce que devient cette forme aprés
la (ransformation

d
(89) v(a)

I .
2 da, =ux; (i=1,2,...,9);

Dg(a) sera donc, en désignant par D le discriminant de la forme q»(a

la forme adjointe 4 (). En partant d'une décomposition en car, (fe:“» N
la forme {(a) PO
NP
(90) q"(a):z (“llal+a21a2+'-'+a.ﬂa.¢)2 !d{q;\ - ::;,;;
=1 \f( o - /
et en posant ‘

(g1) apa;+...+ aga;=b, (t=1,2,...,8),
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on tire

(92) a; =B by+ B by +. ..+ B, b (i=1,2,...,9).
La transformation (89) deviendra, avec ces notations,

(93) o b+ e bo 4. . .+ by =, (i=1,2,...,8),

et, de la comparaison des deux systemes (g1) et (93), on déduit que
Pon aura

b, =Bz + Bz +. ..+ Piszs (i=1,2,...,9).
Donc

i1=s

(94) (@) =, (Bumi-+ Ba@at. ..+ Buste ).

=1

Considérons alors le développement

s—1

A —
(95) [t—2ayz,—...—2a,2,+ Y(a)] 2
:Ea’{'*.. A Om,  m(Z1s ooy T )

définissant les polynomes ©,, (2, ..., x;, A) qui généralisent les
polynomes V,, . (x,, ..., T, A).
Du développement

(1—2az + a2 =2 a*P,(z, A),

qui est absolument convergent si |« | <1et|z|S1, on déduit que

(96) Z am ... a™Om,  m &y ..., Zs, R)
my+ . +m,=N

N
=[¢(a)]ip [a,x,+...+ asxs, A — S—l]’
L VeCa 2

relation qui nous permet de déterminer les polynomes ©,, ,, al'aide

des polynomes P,, et, de plus, que le développement (95) est con-
vergent si

(ayzy+... 4+ asx4)? |

$(a) =0

en remplacant dans ces inégalités ¢ (@) par sa valeur (go) et en gardant

Y(a) <1 et
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les notations (g1) et (g2) on voit que

=S

axy+.. .+ asx_,:z (o, a1+ ..+ a5 a) (Buzs+.. .+ Pisxs);

=1
donc, d’aprés ce qu’on a vu pour les polynomes V,, . et de la
relation (g94), il résulte que les inégalités précédentes sont vérifiées

si
Y(a)<t et g(x)Zr,

et dans ces mémes conditions le développement (95) est convergent.

81. Les polynomes©,, . et?®, ,,de méme paramétre A, sont,
des polynomes associés ('). Démontrons, en effet, que I'on a

=1
(97) f [t—o(x)] *Om, myn, ,n,A2y...dzs=0o0,
(s)
le domaine d’intégration étant @(x)<1, )\<—; et si 'on n’a pas en
meéme temps m, = n,, ..., m;=n,.
Calculons pour cela I'intégrale

s—1

——1 At
a:f [1—o(z)] t—2aqyzy—...— 2852+ Y(a)] °?
(s)

X O, ,m Az ...dzs

étendue au méme domaine. Cette intégrale se réduit, aprés avoir
remplacé v, . par sa valeur (82) et aprés avoir fait m, +...+ m,
intégrations par parties, a

s—1

) -
»):Ca’{'l...a("'f [1—2a,2,—...—2a,2,+ Y (a)] z
()

—my— —my

my+.. +m,——)~—-‘-

< [1—e¢(2)] 2dx, ...dxs,

la constante C ayant la méme valeur que dans I'intégrale I de (70).
Remplacons dans cette intégrale {(a) par la décomposition (go) et,

(1) ANGELESco, Comptes rendus t. CLXIL. p. 490
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en gardant les notations de (92), faisons les changements

oy a+...+oaga,—=>b, (i=1,2,...,s),
ﬁz|$1+---+ﬁlsxs:}’l (l:—-'aga---as)’

on aura, en tenant compte de (94),

m, .. ams )—f;‘-—m,— —my,
Qz—u/‘ [l—2b1V|—'.-.—2b_;-ys+b¥+-..+b:] 2 ”
\/A (s) '
m, mg—A—~
X(—ri—. .—yh) T tdy,...dys,
le domaine d’intégration étant y; +...+y <1 et A le discriminant
de p(x). Donc

\/Zé:l,

I étant I'intégrale (70). En nous reportant aux résultats trouvés pour
cette intégrale, on voit que

I
F(nz G my— A+ —>
gzc(n)g ! s 2 ar. .. am

I‘(ml+...+ms+s_:l——l) VA

pour Y (a)=r1. Cette intégrale nous prouve que I'on a bien I’égalité (97)
et, de plus, que

1

—A—=
f[‘—cP(“')] 2Om., ,m"\?m‘, ,m,dx,...dxs

(s)
s I
__C(TI)E I‘(ml—&— ..+Ills—-7\+;> .
VA I‘(m,+...—a—ms+s+]l ——A)

2

1l résulte de la relation (97) que le polynome v, . de degré
m,+...+~m;=N s’exprime linéaircment au moyen des poly-
nomes ¥, . dedegré n,+...+ n;=Netque

N 1
-3 .
f [I—CP("E)] \()/n,.. ,m,\)n‘, n. dfl‘l ‘e d.z‘s:o
€s)
I
<)\>;, m|+...+m,¢n,+...+ns)

et le domaine d’intégration p(x)<1.
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De cette derniére égalité et de (96) il résulte que

f[,_q,(a.)]")_; PN[a1x1+...+a,xs’)\_s—1]
(s)

Vi(a) 2
byxi+. +byx, s—1
< P » A — dz,...dr;=o,
[ V(o) 2 ]

méme domaine d’intégration, A < é, M=£Neta,, ..., a5 by, ..., b,
quelconques.

82. En étudiant les polynomes V,, ,, nous avons trouvé

s—1
(r—2msy—. . —oaps,+ pi4... 4 p2) 2
:Af [l—(1+v)(p.,z,—i—...—i—p.sz;)—tp.,ul—...—ipsus]ﬂ"“’"
(s+1) _)\_2
X[1—v*—ul—...—u?] *dodu ... dus,

r(g-—z> :
A= s+ 1 <)\<—;>,

(m) * T(=2— %)

et le domaine d’intégration étant v* + uf +...+ 4 1.
Si. en gardant les notations de (go) et (92), nous faisons dans cette
égalité les changements

Oy, Ay~ Olg Qs+ ..~ O A= [, (i=1,2,...,8),
Oy By Olyg S~ . .- Os 3= X, (i=1,2,...,5),
Oy Uy~ Oy Uy = o o O U= Wy (f=1,2,...,8),

on voit que le premier membre devient identique au premier membre
du développement (g5) et le second membre deviendra

a

AVA [t— (14 o) (@ . .4 asxs) —taywy—. . . — {@sws A—s+1
(s+1)

3
X [1— 92— cp(ov)]—)‘__idvdwl .. .dws,

A étant le discriminant de @(a) et I'intégration étendue au domaine
0>+ ¢(w)Z1, car des relations

Sy ly = Uy sl =W, (i=1,2,....8)

A. 14
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on tire, comme pour (93),

U, =By Wi+ Puawet+. ..+ Bisws (i=1,3,...,5)

et par suite, en tenant compte de (94),
ui...+u;=oq(w).
Il résulte de 1a la représentation intégrale
Qg (L1y o ooy Zsy X)
:C\/Kf [(r+ o)xy e J™ (1 + o) g+ i |™
. (s+1)
X [1— 92— cp(w)]—)_% dvdw, ..dw;,

méme domaine d’intégration ¢*+ ¢(w)<1 et la constante C ayant la
méme valeur que dans (75).

83. De méme que pour les polynomes V,, . on déduira, de la
représentation intégrale précédente des polynomes ©,, .., le déve-

loppement
b §—2

enT 1+  +agxs [\/q’(a) —_ (aixi T a-\'xS)z] T

2

= Js_—"_z_l(\/t{.t(a) — (@21 —. —aszg)?)

2

_I‘(s—zl——l)z am...am
= r(s ) F(mi+...+~mg+s—2rk—1)
X'ﬂ‘)mb ,m’(xh ceay Dy )\)
valable quels que solent les a et les «.
84. On peut facilement former une équation aux dérivées partielles

a laquelle satisfont tous les polynomes ©,, , et<, ., de méme
degré N. En effet, si dans la relation

(1 —x’)P;"q(x, A— 3-2—1>

+(27\—s)xPﬁ<.z', A—

sS—1

2 >+N(N—2)\+s—-1)PN(x, )\—s:‘):o
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on remplace x par
a,xy+. ..+ asx;

Vi(a)

N
et qu'on multiplie ensuite par [{(a)]*, on voit, en tenant compte
de (96) et de ses dérivées, '

: N—1
2 am .. .a;"«d O, ... s — [(P(a)]—rph[atx1+.. .—!—asxs, - S—I]’

+ms=N dxi ‘P(“) 2
dzQ N2 a4+, ..+ asx s—1
am|_'_ams__¢i_';ﬂ:aia (a 2 P” ‘9,)\__
S e R = el TR =

que les polynomes ©,  , de degré m,+...4 m,= N, satisfont a
I'équation aux dérivées partielles

(98)  Y(a)— (@ 21 +...+ asz;)?
+ (2A —s) (a1 2y +. ..+ asxs) +N(N—2h+s—1)z=0o,
, d>z ds
ou I’on remplace a;a, par Ty dy et a; par -

A cette méme équation satisfont aussi les polynomes ©,, . ., de
degré m, +...+ m;= N, parce que ces polynomes s’expriment linéai-
rement au moyen des polynomes ©, . de degré n,+...+ n,=N.
Il est facile de vérifier ce résultat pour les polynomes V,, . .,
et U, .. m,:

85. Si dans le développement (79) on remplace les a; par ai\/-:—; et

/—1 . . . , .
les x; par xi\/ —5 et que I'on fasse ensuite croitre indéfiniment A par
des valeurs négatives, la limite du premier membre sera

1_dola) 1_dola) 1

cix, . ek 5 X aa —Eq)(a)’

expression qui coincide avec la fonction exponentielle par laquelle
Hermite définit (') ses polynomes U, /7, ..

De méme, si dans le développement (95) nous faisons les mémes
changements, on trouve, comme limite du premier membre,

1
a,x‘+...+n,x,—§up(a)
)

(1) -OEuvres de Charles Hermite, t. 11, p. 3o1.
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qui coincide avec la fonction exponentielle par laquelle Hermite
définit (') ses polynomesV, , . . car il est facile de voir que, avec
nos notations, la fonction par laquelle Hermite définit les poly-

nomes V, , .. peuts’écrire

+ 4
a

1dylardein 1dy(a)do(r) 1 (uxqum)
et dm Tday P da arn, 2%\ 4

k)

et que ces deux derniéres fonctions exponentielles sont identiques en
vertu des identités

1d{(a) do(z)
4 da, dz,

qui se vérifient sans difficulté & I'aide des relations (go), (91), (92),
(93) et (94).

Les polynomes U, ,,,. etV,, . sontle premier exemple de
polynomes associés & plusieurs variables. Nous les retrouvons comme
cas limite des polynomes ©,, . et©, . quigénéralisent d’autres
pelynomes associés d’Hermite.

On pourra déduire des égalités limites reliantles polynomes U, .,
et 0, ., Vo et©, . lareprésentation intégrale des poly-
nomes U, ,, etV

’
nn',

86. Du calcul que nous avons fait pour avoir la valeur de l'inté-
grale 5, il résulte que

s—1

f [t —2aqyzy—...—2a;2,+ q;(a)]l_T[l —_ cp(a:)]—)\_idx, ... dz
(s)

e TG

VA r(s_‘ztl—x)’

tant que Y (a) <1, le domaine d’intégration étant ¢ (z)<1.
De cette intégrale et de ses dérivées par rapport 4 a,, a,, ..., a,nous

(1) Loc. cit.
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déduisons

s+1

[ ——q;(a)]f [1—zaix,—...—2asx,+np(a)])‘——r[l—go(.z)]_)‘—;dw,...dz‘,
(s)

_ (ay r(z-)

égalité valable pour J(a) <1. On voit de méme que pour (77),
que cette intégrale est une intégrale singuliére, car lorsque le
point (a,,a,, ..., a,) s’approche infiniment prés d’un point fixe M de
coordonnées (a), a,, ..., a,) situé sur 'hyperellipsorde $(a) =1, il
n’y a qu’un seul élément qui compte dans I'intégrale précédente : c’est
I’élément qui contient le point de coordonnées (x|, z,, ..., x,) tel que
’on ait, en gardant les notations (go) et (92),

Buz)+ By +...+ Pz, = ana) + aya,+.. .+ agay,
ce qui nous donne, d’aprés ce qu’on a vu pour (93),

,_1dy(a)

1
T a2 da

!
[3

Ce point est situé sur Uhyperellipsoide d’intégration () =1.

87. Les polynomes V,, ., peuvent étre généralisés aussi par
d’autres polynomes déduits du développement

5=t
do(a) dg(a)
(99) [l-—x, da. T % da, +q)(a)]
=Ea';'t...a;"aW,,,,, my (@1, .oy gy )‘)

Si dans le développement (95) nous posons

N |~
Ny
&

son premier membre deviendra, aux notations prés, identique au pre-
mier membre de (99). Ceci nous montre que les polynomes W,, .
de méme degré m, +...+4 m;== N s’expriment linéairement au moyen
des polynomes ©, ~ , oun +...+n,=N.
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Donc tous les polynomes W, ,, de méme degré N satisfont a I’équa-
tion aux dérivées partielles (98) et I'on aura aussi

1

a1
f [1—o(2)] *Wo, m,Wp, 0, A%y ... dxe= 0,
(s)

s 7\<%, m+...+m==p,+...+p,, le domaine d’intégration

étant o(x)r.
Ces polynomes W,, . peuvent étre définis aussi a I'aide des poly-
nomes P,. En effet, on voit facilement que I’on a

2 at...a™ Wy, a2y, .oy Zsy A)

my+ +mg=N

3 E s—1
== 2 ) A— ’
SR oo i
en désignant par E un des membres de I’identité (78).
De cette relation et de la relation (85) on déduit, de méme que

pour (73), que

s—1
(100) W, ,,,,,<x1,...,:z',,7\+ 2 )

1
=A gt’m;, ,m,(zn coey Tsy ml+'-'+ms—‘)\_;>’

en désignant par A le coefficient numérique du second membhre

de (73).
Si dans le développement (99) nous faisons les changements

.’v,:-———z‘—-——, ceey xsz___li__.
Ve(y)—1 Ve(y)—1

et
=y — o

“=mor——1 7 *Tho -t

nous voyons que son premier membre deviendra

s—1

[cp(a1+ya, .. ,as"“ys)'—l])\_T’
9(y) —1




— 111 —
et par suite

(ro1) W, ,m;[ i__;“-, s 7)\]
Vol(y)—1 Vo(y)—1
- a1t
_—(_‘)m.+ +m, _"%.‘.‘ﬂ_)‘+sztdm‘+ +m,[<P(),)__I] 3
T myl . my! [e(x)—1] dyts. .. dy™s

De la comparaison des relations (84), (100) et (101) il résulte la
formule (82). Nous avons donc une nouvelle démonstration simple de
cette formule générale.

88. On ponrrait considérer aussi les polynomes définis par le déve-
loppement de 1'expression

l—azy—. —asz,y—P(a)[o(x) —1]

Tous ces polynomes de degré N s’expriment linéairement au moyen
des polynomes ©,, , de degré m,+...+ m;=N. De la les pro-
priétés correspondantes.

89. Jusqu’ici, dans ce travail, nous nous sommes occupé des poly-
nomes définis par le développement d’une expression de la forme

He.
Si w=o, ce développement ne définit plus aucun polynome. Une
fonction génératrice de ces polynomes, correspondant a la valeur p.=o,

est
logH,

comme on le voit en considérant la limite

Hx—1
Iim .
p=o P
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TROISTEME PARTIE.

Sur une classe de polynomes a plusieurs variables.

1. Imaginons, dans I'espace 4 s dimensions, un domaine d’inté-
gration D auquel seront étendues toutes les intégrales d’ordre s que
nous considérerons, et désignons par Kune fonction de s variables «,,
&4y ..., z; susceptible d’intégration et conservant un signe constant
dans toute I’étendue du domaine D. Cherchons le polynome P en «,,

Ly «ovy X, le plus ‘général d’un degré donné p, vérifiant les condi-
tions

(1) fo';...a";det...dx,:o (... + i< p)
(s)

pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers ¢,, 7, ..., ;dont
la somme est moindre que p. Soit N,le nombre des coefficients a,,,
dans le polynome le plus général de degré p,

im'

my+ +mg=p

—— m m
P= 3 am, w2

my+ +mg=0

En écrivant les conditions (1) au nombre de N, ,, on aura, entre les
coefficients «,, ., autant d’équations linéaires et homogénes qui
permettront de les exprimer lous en fonction de ¢ d’entre eux conve-
nablement choisis, en désignant par ¢ le nombre N,— N, ,. Nous
allons montrer qu’on peut prendre arbitrairement les ¢ coefficients des
termes de degré p dans P, c’est-a-dire

(2) Ly, my (m1+...+ln,:p),

les entiers m,, ..., m, prenant toutes les valeurs positives ou nulles telles
que leur somme soit égale 2 p. Dans les équations du premier degré (1)
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qui déterminent les autres coefficients en fonction linéaire et homo-
géne de ceux-la, le déterminant des coefficients des incon-
nues o, (i,+...+1,<p) n'est pas nul En effet, si ce déter-
minant était nul, on pourrait supposer les coefficients (2) tous nuls
et tirer des équations (1) des valeurs des «,, , (¢, +...+2,<p) non
nulles toutes a la fois; on aurait alors un polynome P, de degré p — 1
seulement, vérifiant les conditions (1), ce qui est impossible; car, en
multipliant chacune des équations (1) par le coefficient

o, (4. < p)
et ajoutant, on aurait

f KPtdz, . ..dz,= o,
(s)

condition absurde, puisque K a un signe constant.

Ainsi, on pourra résoudre les équations (1) par rapport aux coeffi-
cients o, (¢, +...+1,<p)et les exprimer en fonction linéaire et
homogene des coefficients (2). Le polynome le plus général P vérifiant
les conditions (1) est donc de la forme

P= E Oy, ,m,Vm,, vy My

my+ +me=p

avec ¢ coefficients arbitraires, V,,  , (m, +...+m;=p) désignant
des polynomes linéairement indépendants. Ce dernier point est évident,

car le polynome V, ~ , (n,+...+ n;=p) contient un seul terme de
degré p, le terme @} ...z}

<

Nous appellerons les polynomes P, polynomes de la classe (1).

2. Tout polynome en x,, ..., z, de degré p peut étre mis sous la
forme d’'une somme de polynomesV,, ,, de degrés ézaux et inférieurs
p ) oM, ) 2}
a4 p multiphés par des constantes.
Pour le montrer, il suffit de faire voir que si ce théoréme est vrai
pour un polynome de degré p —1, il I’est pour un polynome de
degré p. Soit donc un polynome de degré p, que nous écrirons

Pp( Ty ooy Zs) = Ppy ( Ly, « oo Xs) + E Any  m X T

n+  +n;=p

A. 15
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en mettant en évidence les termes de degré p. Le polynome

V(‘”h DR} .Z‘s) — 2 lnh ,'lsV"a s My

n+ +ng=p

est également de degré p et a les mémes termes de degré p que le poly-
nome ¢,(x,, ..., x). La différence

Pp(Zyy ooy ) — V(g ooy 25)

estdonc un polynome de degré p — 1 exprimable par hypothese a 'aide
d’une somme de polynomes V,, .
3. Désignons par P¥'(y=1,2,...,N,—N,_ s p=1, 2,...,ad inf.)
les termes d’une suite complete de polynomes de la classe (1); suppo-
sons, dans cette suite, les ¢ polynomes (i =N,— N,_,) d’un méme
degré p linéairement indépendants. Donc une relation de la forme

Y=t
ZP‘YP(YP) =o
y=1

n’est possible que si tous les u., sont nuls. En mettant dans cette rela-
tion les polynomes P;”’ sous la forme

(3) PP= > M o mVa, m (=12, 50,

my+  4+m,=p

nous voyons, comme cette relation n’est possible que pour des
valeurs nulles des ,, que le déterminant des coefficients des
Vo, m(m —+...4+m;=p) dans les ¢ relations (3) est différent de
zéro. On pourra donc tirer, de ceszrelations, V,, ., (m,+...4~m,=p)
en fonction des PY’(y=r1, 2,...,1). Par suite, le théoréme plus
général que le précédent :

« Tout polynomeen x,, ..., x,de degré ¢ peut étre mis sous la forme
d’une somme de polynomes P¥'(y =1, 2,..., N, — N,_,) de degrés
égaux et inférieure a g multipliés par des constantes, les polynomes P}’
de la classe (1) formant une suite compléte et les ¢ polynomes
(i=N,—N,_,) d’'un degré p de cette suite étant linéairement indé-
pendants. »
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4. En désignant par P et P deux polynomes quelconques de la
classe (1) de degrés différents p et ¢, nous aurons évidemment la
relation

f PO PW dz, ... ds,—=o.
(s)

Supposons que ’on ait trouvé, d’'une maniére quelconque, une suite
complétede polynomesAY’(y =1,2,...,N,—N,_;; p=1,2,...,ad inf.)
tels que les i polynomes ({ =N, — N, ,)d’undegré p soit linéairement
indépendants et que I’on ait

(4) f KAP AW dr,.. . dz,=o,
(s)

si p # q. Les polynomes A{” sont de la classe (1).
Pour p =1 les relations

fKA‘lMAi{“dxl...dxs:o (y=1,...,9)
(s)

nous montrent que les polynomes A" sont bien de la classe (1).

Notre théoréme sera démontré si, en le supposant vrai pour
les polynomes de degré p —1, nous prouvons qu’il I'est aussi
pour les polynomes de degré p. D’aprés le théoréme précédent,
xi...xy (1,+...4+1,<p) peut se mettre sous la forme d’une somme
de polynomes AY’(y=1,2,...,N,—N,_,5r=1,2,...,p—1) mul-
tipliés par des constantes; donc, des relations (4 ), on déduira que I’on
doit avoir

Kot .. . 2v AP dzy ... dzs=0 (441 < P)
(s)

pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers ,, ..., Z; dont la
somme est moindre que p. Les polynomes A}”’ sont donc de la classe (1)
et notre théoréme est démontré.

5. On peut démontrer de méme que, sil’on a deux suites complétes
de polynomes B et CY' (y=1, 2, ..., N,—N,_; p =1, 2, ..., ad inf.)
les ¢ polynomes (i =N, — N,_,) d'un degré p, dans ces deux suites,
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étant linéairement indépendants et si

f KBY CY dz, . .. dz,=o
(s)

pour p=£¢q, aSN, — N,_,, BSN,;— N,_,, les polynomes B, et C|” sont
de la classe (1).

6. Associons aux polynomesV

m, ,mdespolynomesadjoints W,,
tels que l'intégrale

yms

fKVm,, ‘m,wnh _,,,dx,...a’x,
(s)

est nulle tant que 'on n’a pas m,=n,, ..., m;=n,. Désignons les ¢
polynomes adjoints de degré p par W (y=1,2,...,N,— N,_,); ces
polynomes étant de la classe (1) posons, pour les déterminer,

W(ip): ot“V(,m -+ ot”V;")—i-. e o d“V:p‘,
(5) WP = o,y VP + 0o,y VP 4. o atp, VP,

W = oy VPt g VP - 2, VP,

en désignant par V' (y=r,2,...,N,—N,,) les ¢ polynomes
Vo, m(m +...--m;=p), les polynomes V”’ et W” désignant des
polynomes V et W de mémes indices m,, ..., m,. Donc

(6) f KV W de, ... dz, = o,
Ts)
i et v désignant des entiers différents. Posons encore, pour abréger,

(7) Ap= [ KVPVPdz, .odo (Ap=Aw),
(s)

et considérons la forme quadratique de ¢ variables y,, ., ..., ¥:
p+v=¢

V(1o )= 2 Apvyudv
®+v=1

ou, d’apres les valeurs des A,,,

(8) Y(yvym -0 ) :f (VP 4+ y, VP +. -y VP ) de, .. dz,.
(s)
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De la premiére des relations (5) et des conditions (7) nous déduisons
le systéme
o Ay + oA+ oAy =Gy,
Oy Agy + g Agy+. . Ay, =0,

oy Ay +otgAy +. ..+ ay Ay, =0,

C, étant une constante quelconque, car les polynomes W seront déter-
minés A des facteurs constants prés, qui nous permettra de trouver«, ,,
Gyay .-+, &, Sans indétermination, parce que le déterminant des coef-
ficients de ces inconnues dans ce systéme, étant précisément le
discriminant de la forme quadratique {, n’est pas nul, car de I'expres-
sion (8) de ¥ il résulte que cette forme ne peut s’annuler que pour des
valeurs de y,, ¥», ..., y, nulles a la fois. On pourra déterminer de
méme toutes les quantités a,, de (5).

Les polynomes associés W nous permettent de prouver l’existence
d’une relation de la forme

Vm,+l,m,, ymy

:xlvmg,mg, ,"1:+ : { l"h ynsvnn :"1+ : l P'Vh :V:VVh »VsY

nm+  +nre=p Vi+ +Vy=p—1

olt m,~+...+my=p et de déterminer les coefficients A, , et

’vi.

7. A toute suite complete de polynomes de la classe (1),
Pir’” y=12,..,N,—N,_ s p=1, 2, ..., ad inf.), les ¢ polynomes
(:=N,— N_,) de degré p étant linéairement indépendants, on peut
associer une suite compléte de polynomes

WP (y=1,2, ....Np—=Np_15p=1, 23, ..., ad inf.)

tels que l'intégrale
t/‘vaguwndxh..dxs
(s)

est nulle tant que 'on n"apasp=gqget p. =v.

Les polynomes cherchés Wi doivent étre dela classe (1); on pourra
donc poser, d’aprés le théoréme du point 3,

WP =B PP+ B PP+ ..+ B PP (y=1,2,...,0).
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Ces 7 relations nous permettent de déterminer les ¢* coefficients B,
comme nous 'avons fait pour les «,, de (5). On formera, de méme,
une forme quadratique qui, mise sous forme d’intégrale, nous montre

ue son discriminant est positif, les ¢ polynomes P!?’ étant linéaire-
q ) p poly Y
ment indépendants.

8. Proposons-nous de chercher les suites des polynomes
U/ym (}/:I, 2, ..., Np_Np—l; p=1,2,...,ad l'nf.)
de la classe (1), les ¢ polynomes (i =N, —N,_,) de degré p étant

linéairement indépendants, qui soient identiques a leurs adjoints, ¢’est-
a-dire tels que I'intégrale

f KUP U dz, .. . de,
($) .

reste nulle tant que I’on n’a pas en méme temps p = get p. =»v.

Voici comment nous formerons les ¢ polynomes Uy’ d’un degré
donné p. Posons

UP = oty V9 4 03, VP o 0 VP,

(o) U = o3, Vi - 0ty VP . o a1y VP,
\ U(l-p): oy V(1P)+ Ay V(zm +...+ OC,','V(,P),
les 1ettres o, ,, 0y, covy 0y %yyy Qagy evy Gajy onvy Giyy ooy & désignant 22
constantes dont le déterminant n’est pas nul. Nous allons montrer qu’on
peut, d’'une infinité de facons, déterminer ces constantes, de maniére
a vérifier les conditions suivantes :

(10) f KUY UP da, . .. dzy= o,
(s)

1 et v désignant des entiers dygférents.
En gardant les notations (7) et (8) on voit facilement que la con-
dition
f KUPUP d, ... do,=o
(s) .

devient, si 'on remplace U/” et U’ par leurs valeurs (9g),

x

A (oty1y Oyay veey %43) A (&g, Aiay veey 0yy) dd (o, ey 0y)
+ a +,...+ a —_— 0
2 daiy, 2 day, u day; }
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et, en général, les conditions (10) peuvent s’écrire

Y (o, -y o) AY (gt - evy Oi)
9 dacvz +..-+ap‘l——-—‘m——— ==

. d’\!’(“vu Olyay oves Olyi)

0.
daty,

Oy, =+ oy,

Sous cette forme, on voit que les conditions (10) expriment que,
dans l'espace & 7 — 1 dimensions, les points ayant pour coordonnées
homogénes

(““, Xigy - - -,aii)7 (aﬂa Xagy o v vy 0‘2:‘)7 R (aih gy oo ey aii)

sont les sommets d’un polyedre de i faces, conjugué a la qua-
drique $(y,, ¥s, ..., y:) = o. Nous avons vu que le discriminant de
la forme quadratique ¢ n’est pas nul. On pourra donc déterminer les
quantités (o, .oy %)y (Rary weny %yi)y o vny (%yyy -0y ;) d’une infinité
defacons, par exemple en décomposant la forme { en carrés. L’une de
ces déterminations étant adoptée pour chaque degré p, on aura des
polynomes U} tels que

(11) - fKU;{”U“,”’dxl...dxs:o,
(s)

tant que l'on n’a pas p=g¢ et p.=v. De plus, comme les quan-
tites (ayyy vvs @4p)y (Rary wuey ®ag)y oony (@iyy +.vy ;) NE sont déterminées
qu’a des facteurs prés, on pourra supposer ces facteurs choisis de telle
facon que les intégrales

fK[U(,’”del...dms, fK[Ugm]?d:L-‘...dxs, fK[Ué"’]ﬂdx,...dxs,
(s) (s) (s)

qui ont pour expressions respectives

G otyyy Hiay ovvy %1i) Yoy Oagy o 0oy Rag)y v eny WAy, Cigy 2 euy Aig)

soient toutes égales a I'unite (').
En résumé, nous avons formé des polynomes U’ satisfaisant aux
conditions (11) et en outre tels que

(12) f KUY Pde, .. des=1,
(s) S

quels que soient p ety (YSN,— N,_,).

(1) K étant positive dans le domaine D.
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Un polynome quelconque d’un degré p, o,(x,, ..., x;), pourra se
mettre sous la forme d’'une somme de polynomes U}’ multipliés par des

constantes
r=p Y=Nr—Nr

(13) e ...,xs):z )\g{r) U:{r),
Y=1

r=1

et des relations (11) et (12) on déduit
)\S{”:f Ko(zyyoov,z,) U dxy ... dxsl.
(s)

On peut a I'aide des polynomes U}” résoudre le probléme suivant :

Déterminer le polynomeo,(x,, ..., x,), d'undegré donné p, qui rend
minimum l'intégrale

J :f K[ (@1, vy @) — 0p (s - o 2] dy . .. Az,
(s)

f(zy, ..., z) €tant une fonction donnée, bornée et integrable de méme
que son carré, et la fonction K étant positive dans le domaine d’inte-
gration D.

Remplacons dans 'intégrale J le polynome 3,(x,, ..., z,) par son
expression (13), en fonction des polynomes U}, et considérons J comme
une fonction de A'(y=1,2,...,N,—N,_,;r=1,2,...,p). Pour
avoir son minimum, prenons les dérivées de J par rapport a4 chacune

des variables )\‘Y” et égalons-les & zéro. On aura ainsi

dl
W :——f Kf(zy ..o, 2) U dz, ... des+ W =o,
(s)

donc
(14) w:f K/(zp, ..., 2) U da, . .. dz,
(s)
(y=1,2,...,N,—N,_j5r=1,2,...,p).

Ces valeurs des A" rendent minimum J, car les dérivées secondes
sont toutes positives et égales a I'unité. Il résulte de ces valeurs des Ay’
que sidans le développement en série de polynomes Uy’ de f (=, ..., ;)
on s’arréte aux termes de degré p, inclusivement, on obtient précisé-
ment le polynome ¢, rendant minimum J.
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Calculons la valeur de ce minimum J. On voit, en effectuant le carré
qui est sous signe d’intégration, que
r=p Y=N—Nr_,

(15) I = [Kf?(a-i, ey &) dx,...dxs—z 2 A2,
“is) r=1 Y=1

mn,
diminue. Mais comme JZ, doit en tout cas étre positive, il résulte
que :

La série formée par la somme des carrés des coefficients du déve-
loppement d’une fonction f(x,, ..., x;), bornée, intégrable et de
carré intégrable dans le domaine D, en série de polynomes U, est con-
vergente.

De plus, si I'on est assuré qu’il est possible, d’'une maniére quel-
conque, de déterminer un polynome p,(x,, ..., x,) de degré n assez
grand pour que

les A{” ayant les valeurs (14); donc plus le degré p est grand, plusJ)

| f(Z1, ey Z5) = Pr( @1y «oey ) | <o

dans toute I’étendue du domaine D, € étant une quantité positive aussi
petite que I'on voudra (extension du théoréeme de Weierstrass), la
série

o Y=N—Np_,

> X R

r=1 Y=1

des carres des coefficients, est convergente et a pour somme
f Kfi(z, ..., x5)dx, ... dx,.
(s)
En effet, en considérant I'intégrale
f K[f(Z1y ..y Zs) —pu(Zy. ..oy 2)Pdy ... da,
(s)

on pourra choisir p,(x,, ..., z;) tel que la valeur de cette intégrale
soit plus petite que toute quantité vy donnée d’avance. Mais au degré n
de p,(x,, ..., ;) ainsi choisi, correspondra le polynome ¢,(z, ..., ;)
pour lequel on a le minimum J;;;, . On a done

Jgm. < n;

et par suite de (15) il résulte notre proposition.
A, 16
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On voit aussi que, dans les mémes conditions, le coefficient (14)
tend vers zéro, lorsque le degré r de Uy’ augmente indéfiniment.

Didon (') a donné un exemple de polynome U’ pour le cas K=1
et le domaine D étant défini par «} +...+ 2} S1. )

Les polynomes de Didon ont été généralisés par Orlov (*) et par

Steklov (*). On peut facilement former d’autres polynomes Uy".
1

-1 —a-! —h—1
Prenons K=(1—2}) *(1—a)) *..(1—z!) *etle do-
maine D défini par z}Z1, 2;Z1, ..., 2] S1. En posant alors

Um,,...,m,'—_— Pm,(xh 7\) “ee Pm‘(xsa )‘)7

P.(x, X) étant les polynomes dont nous nous sommes occupés dans la
premiére Partie, on voit que l'intégrale

1 1

-1t A —
f (1— ) (1 —2z?) *Upm,...,m Un,,...n, d2y . .. dzg
(s)

est nulle tant que ’'on n’a pas m, = n,, ..., m;=n,.
Plus généralement, on formera des polynomes U}’, & I'aide des
polynomes X, (=1, 2, ..., s) de degré m tels que
B
ki(z) XpnXimdz =0 (m # n),
o,
k,(x) gardant un signe constant pour x compris entre «, et $;, o
K==#%(x )k, (), ..., k(x;) et le domaine D défini par les inéga-
lités o, < 2:<Bi (I=1,2,...,5).

9. Cherchons & former deux suites complétes de polynomes
Pl etR (y=1,2,...,N,— N,_,;r=1, 2, ..., ad inf.), les polynomes
de méme degré dans les deux suites étant linéairement indépendants,
tels que

f KPR dx,...dzx;=o,
(s)

tant que I’on n’a pas p=g¢ et p.=v. Ces polynomes P et R doivent

(1) Annales de UEcole Normale, 1™ série, t. VI
(2) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1881 et 1882.
(3) Thése, Petrograd, 1881.
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étre de la classe (1), d’aprés ce qu'on a vu au point 5. On véri-
fiera, sans peine, que l'on obtiendra les polynomes Py et
Ry (y=1, 2, ..., N,—N,_,) d’un degré donné p par la méthode
suivante. On posera

PP = VP 4+ ap o VP 4. - a, VP,
P(zp): oy V¥ + azzv(zp) +.oo o VP,

PP —=o, VP + o, VP +. . .+, VP
puis
R =60, VP o+ Bra V- ..+ Bu VP,
R =Bu VP + B0V +...+ B VP,

RO =B VP 4B VP 4. .+ B VP,
ou 'on désigne par ¢ le nombre N, — N,_,, et I'on prendra pour

(11 Gray ooy A1r)y  (Ola1y Ragy ooy @Rar)y o ney (Oti1y Qegy « o oy i)y

(ﬁlh ﬁlz, LR ) 511)3 (ﬁﬂa ﬁzh cery ﬁu), ve ey (ﬁll, pzz, ML ) 5!1%

les coordonnées homogénes, dans I’espace & ¢ — 1 dimensions, des
sommets de deux polyédres a ¢ faces conjugués 'un de 'autre par
rapport a la quadrique $(y,, ¥a, .., y.) = o définie au (8).

10. Si d’'une maniére quelconque on aobtenu une suite compléte de
polynomes P’ (y=1,2,...,N,—N,_,;5r=1, 2, ...,adinf.) de la
classe (1), les polynomes d’'un méme degré étant linéairement indé-
pendants, on peut déduire tous les polynomes de la classe (1); il suffit,
pour cela, de déduire de cette suite les polynomes V,, . Voila
comment on procédera pour déterminer tous les polynomes
V., .n, (Ry+...4+ n;=p) d'un méme degré donné p. Désignons
par ¢}’ 'ensemble de termes homogénes de degré p en x,, x,, ..., ,
contenus dans le polynome P}’ et considérons le systeme formé par

les ¢ équations, i =N, — N,_,,

of'—ay=o (y=m1,2,...,1),
comme un systéme déterminant les ¢ inconnues

xPxe. . 2P (my+ ma+-. . .+ m;=p);
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nous tirerons z"...2™ en fonction linéaire et homogenedea,, ay, ..., a:.
On aura le polynome V, ~, (r, +...+ n;=p)sidans cette expression
de z7}'...x7 on remplace les a, par PY?'. C’est ce qui résulte du fait que
les polynomes PY'(y =1, 2, ...,i) sont linéairement indépendants,
et que, ces polynomes étant de la classe (1), le coefficient de
.. .xp(ry+...+r;=p) dans P/ est le méme que le coefficient
deV, , dansson expression

(p) — 7
Pp. = E am.,...,m,"m,,.. ,mge

my+. +m,=p

Didon (') indique cette méthode pour déduire les polynomes V
d’Hermite des polynomes U.

11. Tout polynome P de la classe (1) doit s’annuler dans le do-
maine D d’intégration, car s’il gardait un signe constant, 'intégrale

/IKPd:cl...dxs

ne pourrait pas étre nulle, mais des conditions (1) il résulte que cette
intégrale est nulle.

Plus généralement, si un polynome P, de la classe (1), est décom-
posable en un produit de deux facteurs entiers P = QR, chacun des
polynomes Q et R doit s’annuler dans le domaine D. En effet, si le
polynome R, par exemple, gardait un signe constant dans le domaineD,
I'intégrale

f KQP dz, ... dz,,
(s)

qui devrait étre nulle en vertu des relations (1), puisque le degré de Q
est moindre que celui de P, ne le serait pas, car en remplacant P par QR,
elle deviendrait

fKQﬁRdx,...dx,,
(s)

ce qui est une intégrale composée d’éléments ayant tous le méme
signe.

(1) Theése, p. 5.



— 125 —

12. Les polynomes P définis parles conditions (1) se rencontrent dans
la résolution d’un probléme qui se pose dans la recherche des fractions
continues algébriques correspondant & une certaine fonction. Consi-
dérons, en effet, la fonction

K()’i»,}’m-u»ys)
Zy, 3y ey Ls) — dv,dy,...d So
Sz, z, xs) ﬁ,(&ﬁ T (Zr— 0] - Ze77) vy dys Ly

intégration étendue au méme domaine D, dans lequel K(y,, ..., ¥;)
garde un signe constant. Le point (#,, ,, ..., x,) étant pris dans une
région convenablement choisie, on aura le développement

! — ! 2 <.71>"" (,)’2)"" J’s>""
= L1 L2) (L),
x,...ws(x—ﬁ>...<,_li> Lo Ts Z, Zy Zs

Z4 Zs

valable dans le domaine D entiérement & distance finie.
En posant alors )

Aml,m,,.. ,m,=f K(yl, ceey J’s)}","‘}","’ o Yy d.}’i dyz . d}’,,
(s)

nous aurons le développement f(z,, ..., z,) suivant les puissances
négatives des variables

f(.Tl, ...,(L‘s): t 2 A"lpm:- s My

Xy Ty . X TP, . 2P

Proposons-nous de trouver le polynome P, le plus général de degrép
en x,, &,, ..., s, tel que le produit

P-fz — P 2 Am,. c.m,

1+0.Ts NN,
n’ait plus de termes de la forme PP Ty out,+ i+...+4,< p,
les . étant des entiers positifs ou nuls.
Posons

my+. +ms=p

—_— yd n,
P= : i %y, Ty’ oo T

my+.. +m;=0

et exprimons que le coefficient de W dans le produit /P est
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nul, nous aurons
my+ ..+my=p

E i %Ay, ..ym, Am,+1;, Myt1g, ..., Mmgt1, — O
my+ +my=0

pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiersz,, Z,, ..., 7, dont
la somme est moindre que p. Ces conditions sont identiques, comme
on le voit immédiatement, aux conditions (t). Donc le polynome P
cherché est un quelconque des polynomes de degré p de la classe (1).
On pourrait déterminer complétement le polynome P par des condi-
tions supplémentaires. Par exemple, que le polynome P n’ait qu'un
terme de degré p, le terme 7. .. 2" (n,+...+ ny,=p), alors on trou-

. I
vera le polynome V, ~ , ;oubien que les termes de la forme Py

ol ¢, +...+ ;= p, disparaissent aussi du produit /P, excepté le terme
[

en x—'———,:ﬁq”_x;.,ﬂ(n. +...+ n;=p), alors P se réduira au polynome

W, ..., qui est le polynome adjoint de V,

»ng®

Calcul approché des intégrales multiples.

13. La théorie des quadratures mécaniques a été étendue par
M. Appell (') aux intégrales doubles. Nous allons étendre cette
théorie aux intégrales multiples, en la précisant et en la complétant
sur certains points. Considérons d’abord le cas des intégrales simples.

Soient K(x)une fonction donnée de x susceptible d’intégration dans
un intervalle donné a, b, et

f(z)=ay+ayx 4+ a,z?+...+ ayx'+ ...

une série convergente dans cet intervalle ainsi qu’aux limites.
Pour évaluer I'intégrale

V=oo

I =fbK(.z')f(a;) dz =Y al,

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1890, p. 9.



—_ 197 —
ol

b
Iv::f K(z)2" dz,

substituons & f(x) le polynome de degré n — 1

(x —&y) (& — x3). . .(®x— z,)

(P(-Z'): (zy— z2) (21— 73). --(-Tx—xn)f(xi)
(z—x1) (x—23). . .(z—2,)

- (r— @) (22— 25). --(xz_xn)f(x:)

o e T e

(z— 2y (. —23).. . (x— 2py)
(xll_xl)(xn_x2)' . '(xn

qui est, d’aprés la formule de Lagrange, le polynome de degré n —
qui devient égal a f(«) pour n valeurs z,, @,, ..., z, choisies dans
Pintervalle @, 6. Nous prendrons pour valeur approchée de I'intégrale I,
I'intégrale

b
J=f K(2) 9(2)dz = py f(,) -+ Pa J(@2) +. . .~ Pu f(@n),

Pis P2y --+» Pn désignant des constantes qui dépendent de la valeur
de z,, z,, ..., x,, mais non de la nature de la fonction f(x). Par
exemple

b
— (x—2) (. —23). . .(x — )
Pl—'/‘: ( K(z) dz.

Zy— Zy) (Zy—Z3) . . (L) — Zn)

En remplacant f(x,). f(x,), ..., f(x,) par les séries correspon-
dantes, on a

J= Z ay(Pr) 4 PyZh o PrTY).

v=20
Si 'on suppose nuls les coefficients
Qny Apiyy .., adinf.,

JS(x) se réduit 2 un polynome de degré n — 1, p(x) devient identique
a f(x), etl’on a alors
1=,
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quels que soient a,, a,, ..., a,_,. On a donc
P1+ P2 e i Pnr :Io,
Pi1Zs+ PeZa+ ...+ ppx, =14,
(16) P&+ Pl o+ paxi=1,,

Py L pxyt . ppxy T =1,

Ces relations ont lieu quels que soient z,, ,, ..., ,. Pour obtenir
une approximation plus grande, disposons de ces n quantités de facon
a rendre égaux les » termes suivants en

Any  Qpt1s -+ Oap—y
dans les expressions de I et J. Nous aurons les n nouvelles équations
prxt + paxy +...+ pyx;, =1,
(17) Pleﬂ—'—Pz-ﬁgH—F---+Pn$2+1=1n+u

Pttt pxitt 4+ paxitt =1,

On a en tout 27 équations (16) et (17)a2n inconnues p,, Py, .+, Prs
Zyy gy ooy Tpe SO1L

P(z)=d+ Mz + M2+ ..+ Ay 2?1 M 2?,
le polynome de degré » ayant pour racines z,, x,, ..., ,. On aura
P(z,)=o, z,P(x,) =o, ceo 1 P(z,)=o,

pouri=1, 2, ..., n. Alors, en multipliant, dans le Tableau des équa-
tions (16) et (17), la premiére par A,, la deuxiéme par A,, ...,
la (2 + 1)y*™ par A, et ajoutant, on verra que les coefficients de p,,
P2s - +» Pa sont nuls, et I'on aura

}olo+)\|11+. . -+)\n~11n—1+)\nln = 0.

De méme, en multiplant la deuxiéme de ces équations par A, la troi-
sieme par A,, ..., la (n 4 2)*™ par A, on aura

AL +ML+. .+ A L+ 1 =o,
et ainsi de suite jusqu’a

YoLioi+M+. . 4+ 2 Lp s+ Mgy =o.
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Ces équations, qui déterminent les rapports des coefficients A,, A, ...,

A, & 'un d’entre eux, éxpriment que le polynome P(z) satisfait aux
n relations

b
f K(z)zP P(z)dz =0 (p=o,1,2,...,n—1I),

qui déterminent le polynome P(x) & un facteur constant prés, 4 con-
dition que K() garde un signe constant entre a et b. Par exemple,

N 1
siK(x) = (1—a2*) %, a=—1, b=-1, P(x)est égal 2 un facteur
constant prés, au polynome P,(«, A) de la premiére Partie.

Si K(x) changeait de signe dans I'intervalle a, b, le polynome P(x)
pourrait ne pas étre déterminé par les conditions précédentes. 11 parait
alors possible d’annuler un terme de plus dans la différence I —J.
Par exemple, cn prenant a = —1, b =-+1, K(z) = 52>+ 215, il
existe une infinité de polynomes du second degré P(x) vérifiant les
deux conditions

“+1

A1
K(2)P(a)de=0, [ K@)zP(z)ds=o.

-1

C’est ce que I'on vérifiera sans peine, en montrant que le polynome P
contient deux ccefficients arbitraires.

14. Le probléme de I'extension de la méthode de Gauss aux inté-
grales multiples se présente maintenant d’une maniére simple. Soient K
une fonction de «,, 2, ..., ., susceptible d’intégration et gardant un
signe constant dans le domaine d’intégration & s dimensions D;
f(x,, 4, ..., x;) une fonction développable dans le domaine D en une
série de puissances

Sz, oy ooy ) = ,‘..a,,,h,,,,, am XY .

L’intégrale multiple d’ordre s
I:f Kf(z,xy ..., %5)dx,dz, ... dz;,
(s)

étendue au domaine D, aura pour expression la série

I=2 Ay, g, oes,m, lmhm., Y

A. 17



s1 'on pose
La,...m, —_—.f KaPiaPs. .. xatdz, .. . dz,.
()

Prenons un polynome complet de degré p en x,, z,, ..., 2,
myt...+mg=p
O (@1, @ay oy @)= D, mpm, T 2
my A mg=0
Désignons par ¢ le nombre des coefficients &, et déterminons
ces ¢ coefficients en exprimant que le polynome ¢(z,, ..., x,) prend la
méme valeur que f(x,, ..., ;) en ¢ points (&, Xy, ..vy Tyy),
(%195 Xagy o vvy Tsa)y ovny (Zyjy Tayy +ovy Xy, ) situés dans le domaine D et
n’appartenant pas i une surface d’ordre p. Les coefficients b, ,, sont
ainsi déterminés par des équations du premier degré dont le déter-
minant n’est pas nul. Ce polynome pourra se mettre sous la forme

(P(xis -"7xs): Pi(xh ~"axs)f(xlh Za1y "'ﬁxsi)

+ Po(zy, .y &5) f(Z12) Zazy -« oy Tsn)

les polynomes P,(x,, ..., ;) étanttous de degré p et ne dépendant pas
de la nature de la fonction f(x,, ..., x); caron voit que, par exemple,
le polynome P,(x,, ..., x;) sera complétement déterminé par les con-
ditions : se réduire & I'unité au point (z,,, x,,, ..., &) et s’annuler
aux autres { — 1 points (2, Z,y, ..., Zy). L'intégrale

J:f Ko(zy,...,x5)dx...dx
. (5)
deviendra

I =Py f( @11, Zars oy Zs1) + Pa [(L12) Lagy er0y Lsa) .. c P f(Z10y Zais veey i),

Pis Pas -+ -5 pi ne dépendent que de (2,4, Zayy «+ oy L), V=1, 2, ..., L
Cette intégrale J pourra s’écrire sous forme de série

p— m ” v m 7. m .My M m,
J—Zam,,m,,.,.,m,(pimdx,; e T A P XY T e PTG T 2g),

et 'on prendra J pour valeur approchée de I. Si, dans f(x,, ..., z,),
les coefficients a,, ... ., de tous les termes de degré supérieur a p
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(m,+...4+m>p) étaient nuls, f(x,, ..., x,) serait un polynome
de degré p, eto(,, ..., x,)serait identique 4 /(,, ..., ;). On aurait
donc '

I1=J,

quelles que soient les valeurs de ¢ premiers coefficients

. Wy ..oymy (M- o = M P),
ce qui donne

my My my .m me___
(18) PrZT XY 0 B+ P XX} B - P X B = Imnms,---ms

pour toutes les valeurs de m,, m,, ..., m, dont la somme est moindre
que p+1,
my+ my+. ..+ mgSp.

On pourra ensuite chercher a disposer de si indéterminées
(@, Touy « ooy ), V=1, 2, ..., I, de facon 4 rendre identiques si des
termes suivants dans les développements de I et de J, ce qui fournira
st équations nouvelles de la forme

(19) puafialy. . o+ paayaly i+ palioh =T, e

On aura en tout un systéme de (s + 1)7 équations (18) et (19)a (s +1)¢
inconnues p,, Pa, .« Pis (Tovy Tauy «vvs Tyy)y V=1, 2, ..., L.

Il faudra, pour que le probléme soit possible, que ces équations soient
compatibles et donnent, pour les points (z,,, .y, ..., ), v=1,
2, ..., 1, des points réels appartenant au domaine D et non situés sur
une surface d’ordre p.

15. Lecas le plus simple de tous est le cas p = 0,7 = 1. On susbtitue
alorsa f(«,, ..., ) une constante f(x,,, Z,,, ..., z;, ) égale ala valeur
que prend f(z,, ..., ;) en un certain point (z,,, @, ..., z,) du
domaine D. L'intégrale ] devient

J=p f(21y, Za1s -+ -y Tsy), P1 —_—f Kdz,...dz;=1,,,....-
(s)

On pourra disposer du point (x,,, Z,,, ..., Z;,) de facon a égaler
les s termes suivants dans les développements de 1 et d’e I, ce qui
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donne
Przn=l,. . .0 P1xa=Tg1,0,...00 ceey Pizg=1L . 01
’
d’ou
I 0 I ) | 1
@y = Tl Zgy = i)io , R By = 0l
0,0,...,0 0,0, ..,0 050500050

Donc le point (x,,, 3, ..., x,,) devra étre choisi au centre de gravité
du domaine D, la densité en chaque point étant égale 4 K(z,,z,, ...,;).
Si ’on forme le polynome le plus général du premier degré

P:A°+Alxl+A2xz+. .o Asx'_,,

s’annulant pour z,=x,,, x,=x,,, ..., ;= Z,,, on voit, en écrivant

i Av+A iz +AyZo+.. .+ Aszgy =0,
c’est-a-dire

Aglyg,. o+ ALy, o+ Al .o+ ..+AL, ,1=0o0,

que ce polynome possédera la propriété

f KPdz,...dz,=o,
(s)

ce sera donc le plus simple des polynomes de la classe (1). Ce poly-
nome égalé & zéro donnera un plan passant par le point fixe cherché
(.22“, Loy :L'“). A

10. M. Appell donne, pour le cas de deux variables, deux autres
exemples simples, sur lesquels on voit comment les polynomes de la
classe (1) interviennent dans cette théorie.

Sur un autre exemple, M. Appell montre que la détermination par
les équations (18) et (19)desp,,p,, ..., p.et des points(x,,, L.y, ..., Zyy),
v=1, 2, ..., {situés dans le domaine D, peut étre impossible.

17. M. Bourget (') a apporté a celte théorie, dans un cas particulier,
un complément intéressant. Essayons de dégager I'idée générale, qui,
croyons-nous, a conduit M. Bourget au résultat qu’il énonce. Consi-

(1) Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences, t. CXXVI, p. 635.
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dérons le cas de deux variables. On cherchera, de méme, a trouver une
valeur approchée de I'intégrale

szfDKf(x,y)dxdy

par la substitution & la fonction f(2,y), qui admet un développement
suivant les puissances de x et y valable dans D, d’un polynome ¢(z, y)

tel que
J:fqu)(a:,y)dxdy
D

/
donne une bonne approximation. Mais le polynome (=, y) sera
déterminé par un autre nombre de points que précédemment.

Soit P(a, y) et Q(x, y) deux polynomes de degré p tels que les
courbes

P(z,y)=0 et Q(x,y)=0
se coupeni en p* points
(20) (24, Y1) (24, Ya)s  ceey (xp’, ¥p?)

situés dans le domaine D. On prendra pour ¢(«, y) un polynome d'un
degré p’

(_p_i__i;ﬁ_ii_)>p2 (p’égp_l)

a p? termes. La forme du polynome o(x, y) n’est pas déterminée, elle
sera choisie de manieére i ce que certaines conditions, que nous allons
préciser, soient satisfaites. Nous déterminerons les p* coefficients du
polvnome 2 (z, y) en exprimant qu’il prendla méme valeur que /(x, y)
en les p? points (20). Il faudra, pour qu’il n’yait pas indétermination,
que la forme de 2(.r, y) ne soit pas telle que les p” points (20) soient
situés sur une courbe dont I’équation contient les mémes termes en x

et y que ¢(,y). Le polynome ¢(x, y) pourra alors se mettre sous la
forme

go(x,_y):P,(.z‘,y)f(.z‘,,y,)—i—Pg(x,y)f(xg,y:.) +oooPpr( 2, y) f( 200, ¥01)s

le polynome P, (z, y) étant complétement déterminé par les conditions :
étre de la méme forme que ¢ (, y) (c’est-a-dire avoir les mémes p?
termes en x et y), se réduire a I'unité au point x,, y, et s’annuler en
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tous les autres p>—1 points (20). Les polynomes P,(x,y) ne
dépendent donc pas de la nature de la fonction f(z, y). L’intégrale J
deviendra

(21) J=I, f(zy, y1) + 1 f(22, y2) +. oo+ W f(@ s, Y1),
ol ’on a posé

H“:/V»/D‘KPu(x,y) dx dy.

On verra, comme précédemment, que I’on a les p? relations

Hlx!:}"{ + le‘;’y‘; e szxg,y;',z: Ip,,v»

Ip',\,:ffo“y"dx dy,
b

correspondant a tous les termes x*y" qui entrent dans la composition
de o(z,y). Ces p* équations nous permettent de calculer les II,, qui
entrent dans I’expression (21) deJ, en fonction des coordonnées (20).

En général, siles polynomes P(x, y) et Q(«, y) appartiennent a la
classe (1), on aura 2p? + p relations de la forme

W2yt -y yY+. .+ Mpapyl. =1y (i+y<2p)

pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers ¢ et y dont la
somme est moindre que 2p. Donc dans les développements de I et J
les 2p* + p premiers termes seraient identiques.

Démontrons-le en supposant, pour simplifier 'exposition, p = 2.
Prenons pour ¢(x, y) le polynome

o(x, y) =g+ o4&+ A ¥ + ATy,
On aura alors, quels que soient les points
(22) (21, 71)y (Z2y 2)y (@sy 73)y (245 74)
situés dans le domaine D, les quatre relations :

X, =1 + 11, + 1, + 1, — Iy 0=0,
X,=Iz, +Mo, +Iz, +z. —I,=o0,
Xo=I, y+, y,+1; yp+1, y.—I,;=o,
X, =1 1y + ILz,y,+ Iz, ys+ Mz, y,— I, 1= o.

(23)
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Nous voulons que I'on ait encore les six relations :

Xs =z} +Ihae? +WMal +Ma? —I,,—o,
Xe =, yi+M, yj+0, yi+l, yi—I,=o,
(26) X; =zl y, + haly, + L2l y, + Maly, — 1, =o,
Xs =Lz yi + Iz, yi+ Iz yi+ Wz, yi — L s = o,
Xy =z} +Iel +WMzl +Mal —I;,=o,

Xm = ]I1 _}’: —+ IIg y: -+ ﬂ;; y; -+ I[5 yf —_— 10’3: O.

Les relations (23) et (24) forment un systéme de 10 équations a
12 inconnuesII,, I, II;, T, et les 8 coordonnées (22). Prenonsles poly-
nomes P,(x, y) et Q,(x, y) de la classe (1) :

Py(z,y)=A 22+ B 2y +C »*+D 2 +E y +F,
Q:(x, y)=A 2> +Byxy + Cy*+ Dz + E; y + F,.

Donc
ALe+Bl,+Cl,,+DI+ElL,+FI,=o0,
AlL,+BL+ClL,+DL,+EIL;+FI,=o,
(25) ) AL,+BL,+Cly;+DI+EIL,+FI,;=o,

Atln,o‘i— Bl[i,l 4+ Gy 10,2 -+ D1[1,0+ E, I, + FIIO,(D: o,
A113,0+ Bllz,‘ -+ Cl Il’g -+ Dll2,0+ El Il,l —+ Flll,o: 0,
A.llg,l -+ 3111,2 -+ Cl 10’3 -+ Dlll,l -+ Ello,g“‘" F110,1: O.

On est alors conduit a considérer les équations

AX;+BX,+CX, +D X, +EX;+F X, —o,
AXg+BX;+-CXy +D X;+EX;+F X,=—o,
AX;+B Xg+CXo+DX,+E Xs+F X;—o,
AX;+B X +C X +D, X, + E Xy +F Xy=o,
A Xo+BXo+C Xy + D X5+ E X, +F X,=o,
AXe+B X+ G X+ D, X, +E X+ F; Xs=—o.

(26)

On vérifie alors immédiatement, en remplacant les X, par leurs
expressions de (23) et (24) que ce systéme (26) est satisfait si les
points (22) sont les points de rencontre de coniques

P,(x, y) =0 et Q,(z,y)=o.

Pour que le systeme form¢ par les équations (23) et (24) soit équi-
valent au systéme formé par (23) et (26), et par suite étre satisfait



— 136 —

pour les mémes valeurs des points (22), il faut que le déterminant

A C o o o
A, G o o o o
A— D o B C A o
D, o B, C A, o
o E A B o C
o E, A, B, o (

soit différent de zéro, condition qui, en général, est remplie.

Pour le cas de p quelconque la démonstration sera la méme, on
formera les p* équations correspondant aux (22) et les p*+ p corres-
pondant aux (24); il faut seulement tenir compte que, pour p24, le
polynome ¢(z, y) doit étre choisi de maniére qu’il n’y ait pas une
des p* + p équations correspondant aux (26) qui résulte seulement
des p* équations correspondant aux (23), car dans le cas contraire on
ne pourrait plus conclure & I’équivalence des systémes correspondant
aux (24) et (26).

Pour que I'on puisse appliquer les considérations précédentes au
calcul approché des intégrales doubles, il faut d'abord s’assurer de
I’existence des polynomes P(z, y) et Q(x, y) de la classe (1) tels que
les p* points d’intersection des courbes

P(z,y)=o0 et Q(a,y)=o0

soient dans le domaine D, et puis choisir convenablement le poly-
nome 3(x, y), ce qui est probablement toujours possible vu le degré
d’indétermination du probléme.

Dans le cas K =1, le domaine D étant x*+ y*<1, M. Bourget
indique, comme polynomes P(x, y) et Q(«, y), les polynomes d’Her-
mite U, , et U, ,. Les courbes
dr(t —z?—y")?

dyr

dr(1 — x?—y2)r

Upo= dxP

0 et Uy,p= =o
se coupent bien en p? points situés a I'intéricur du cercle x* + y* =1.
Donnons, pour le cas simple p = 2, quelques détails. /

Les courbes

Ugo=3x*+)*—1=0 et Upp=22+ 3y’ —1=0
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déterminent les points (22)

I . I I

-
-
-
Nl = -
.

Le polynome
(2, y) =+ uZ +ayy + as Ty

pourra étre déterminé de facon a prendre la méme valeur que (=, ¥)
en ces quatre points, car le déterminant

I &y Y1 &1 )
(27) I 2 .}’2 .2:2)’,
1 X3 Y5 Z3Ys

I 2y, Y Zu)s
n’est pas nul. En faisant dans le tableau (26)

B=D=E=B,=D,=E;—o,
A=C,=3, C=A, =1, F=F,=—1,

il deviendra

3+ X —X;=o,
3X,+ X3 —X;=o,
3X,;+ X, ,—Xz=o,
X;+3X; —X;=o,
Xy, +3Xs —X;=o,
L X;+8X;,—X3=o,

(28) ‘

sur lequel on voit immédiatement que si X, = X, = X, = o, conditions
résultant de la forme de ¢ (x, y), on aura aussi

Xs=Xe= X=X =X, =X;p=o.

Donc toutes nos conditions sont remplies.
On pourrait choisir pour ¢(x, y) un polynome d’une autre forme,
par exemple
(2, y) =Bz + oy + Bsxy + Bazt.

Le déterminant correspondant a (27) sera différent de zéro ; on pourra
donc déterminer les coefficients B,, B,, B;, B, dans les conditions
A. 18
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voulues. De cette forme du polynome o(z, y) il résulte

X,=o, X;=o, X:=o, X;=o.
Du tableau (28) on tire alors
X=X =X;=Xs=X,=X;,=o.

Pour cette forme aussi du polynome ¢(«, y) toutes nos conditions sont
remplies.

Dans le tableau (28) X, n’entre pas; on ne s’est donc pas servi de la
relation :
Xlo: 0,

qui résulte de chacune des deux formes de ¢(«,y). Montrons, 4 I’aide
de cette relation, que

Xn=Iz}y, +hziy, + I zly,+ M, 2l y,—I;,—o,
Xp=Mzyi+ Wz, yi+ WMz y3 + Wz, yi — I 5=o.

En effet, en tenant compte de

ffxy Uspdzdy =o et ffxy U2 dzdy = o,

il résulte que
3Xy1+ X;,—X,=o,
X .+ 3X;— X, =o.

Donc si X, = o, on déduit X,, = o et X,,=o0. Nous voyons donc,
sur ce cas particulier, qu’en employant cette méthode, on peut
atteindre le maximum de ’approximation cherchée, car on a la solu-
tion d’un systeme de 12 équations a 12 inconnues et ce résultat peut
étre obtenu avec différentes formes du polynome ¢(x, y).

18. Les considérations générales précédentes, sur la méthode de
M. Bourget, peuvent étre étendues aux intégrales multiples.
On peut voir que, ayant trouvé les polynomes P,(x,, ,, ..., x;),

P,(xy, 2y, ey ), ooy P(@y, 2y, ..., ;) de degré p de la classe (1) tels
que les surfaces

(29) P:(xh---;xs)z?v Py(zyy ..oy ) =0, ceey Ps(xi:-“a-”s):-o
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se coupent en p° points situés dans le domaine D, on pourra déter-
miner, si certaines conditions que nous avons précisées pour le cas de
deux variables sont satisfaites, un polynome ¢(z,, ,, ..., z,) de
degré moindre que 2p ayant p* termes et prenant la méme valeur
que la fonction & intégrer f(z,, x,, ..., x,) en les p’ points ot se
coupent les surfaces (29), tel que, en remplacant dans I'intégrale I,
Sf(z, 2y, ..., 2,) par o(z,, z,, ..., 2,), on ait une intégrale J, les
intégrales I et J ayant dans leurs développements tous les termes,
d’ordre moindre que 2p, identiques.

; . o -1 I
Dans le cas K=(1—2’—x, —...—22) ¢ A et le

domaine D défini par #! +22+...4+2 51, on peut prendre pour
polynomes P,, P,, ..., P, les s polynomes U,, (@, ..., z, 1),
Uspo, 0(Zisoees Zy A), ooy Uy o, (%4, +.., &, X) que nous avons
étudiés dans la deuxiéme Partie de ce travail. Montrons que les
surfaces

Upo,...o(®yy ooy 25, X)) =0,

(30) Uo,p,o,...,o(xu ceey xsa)\)zor
Uo,...,o,p(xh ooy Ly )\) =o

se coupent bien en p° points situés & Iintérieur de I’hyper-
sphére x}+ x}+ ...+ 2] =1. Considérons pour cela I’expression

' p—r—}
Az dP(1l—xt—2i—. .. — z) 2

2 2 2
(1—zxf—2x}—...—x}) dz? >

qui est égale, & un facteur constant prés, au polynome U,, , et
faisons le changement

zy=zs\1—2l—2i—...— 22
elle deviendra 1
-1
A+ P ap(i— z2Y z
z)"'z(l_x;_wg_”__x;)ig_(L_z_)__.

(1—s dzP

Donc

Up,o......o(xh ceesZgy M)

P
=(1—x’—x§—...—x})-’-P,, i s A ).
2 Vi—zi—2zi—.. . —a!
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Mais de la décomposition

Pl 1) = (31— D) (=)o (=i,

ou 'on suppose p pair, les ., étant distinctes et moindres que I'unité,
on déduit la décomposition

Uporn= [#l—p (=2} — 23—, .. — )]
X[z —pi(i—2i—...— 2}].. .[x}—p.f (l—.t}—...—a:;)].
3P
2
On décomposera de méme U, ,, , ..., U, ., ,- Nous sommes donc
conduit aux systémes de la forme

2i=pll—zi— 2 —. .. —2?),

zi—=py(1— 2} —2xi—. .. —x}),

............................. ,

e}=pl(l—xi—2}—...—xt)),

qui se résolvent immeédiatement en posant S =z} + x; +...+ax] et
Pon trouve pour x}, x3, ..., z}, S des valeurs positives et moindres que
I'unité. Ceci nous prouve que les points de rencontre des surfaces (30)
sont au nombre de p° et situés a lintérieur de I’hypersphére
i+ x,+...+x, =1. La démonstration sera la méme pour p
impair, a cela prés, que la décomposition du polynome U,, ., par
exemple, contiendra le facteur x,.
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