SPYRIDION SARANTOPOULOS

Analyse supérieure : les fonctions croissantes et la théorie des
fonctions entieres. Algebre supérieure : sur le calcul numérique
d’une catégorie de racines des équations algébriques

Theses de I’entre-deux-guerres, 1923
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__35_ 1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__35__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

)

N° D’ORDRE : 10 r11 H F A E
SERie: U
i : W L\,, , E ;

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE STRASBOURG
POUR ORTENIR
LE TITRE DE DOCTELR DE L’UNIVERSITE DE STRASBOURG
(MENTION : SCIENCES)
PAR

M. SPYRIDION SARANTOPOULOS
ATAAKTOPOX (DOCTEUR) DE L'UNIVERSITE I’ATHENES.

1re THESE. — ANALYSE SUPERIEURE : LLES FONCTIONS CROISSANTES ET LA
THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES.
ALGEBRE SUPERIEURE : SUR LE CALCUL NUMERIQUE D’UNE

CATEGORIE DE RACINES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

2¢ THESE. — PROPOSITION DONNEE PAR LA FFAcULTE.

Soutenues le 23 mars 1923, devant la Commission d’examen

MM. M. FRECHET, Président.

H. VILLAT,

G. VALIRON. % rxaminateurs.

PARIS
GAUTHIER-VILLARS ET C'e, EDITEURS
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands-Augustins, 55

1923



UNIVERSITE DE STRASBOURG.

FACULTE DES SCIENCES DE STRASBOURG.

MM.
Doyen......... MULLER (P.), professeur de Chimie générale et Chimie physique.
Doyen | BATAILLON (E.).
honoraire \
DENJIOY (A, Mathématiques générales.
VALIRON (G e oo Calcul différentiel et intégral.
VILLAT (H.) ooooviienn oot Mécanique.
FRECHET (M) . ......oo.... Analyse supérieure.
ESCLANGON (E.)...... ..... Astronomie.
WEISS (Pyooeeienn .. Physique générale.,
OLLIVIER (H.)...... e Physique générale.
ROTHE (Bo.o.ooeoon. .. Physique du globe.
HACKSPILL (Lo)..oooooan o Chimie minérale.
PGAULT (W), Chimie organique.
TOPSENT (E.) ... .. Zoologic ¢t Anatomie comparée.
Professeurs .. ../ |\ -\ iy ey Botanique.
TERROINE (E.) ... 0 Physiologie générale.
pe LAPPARENT (J.)......... Pétrographice.
GIGNOUN (M.)......... ... Géologie ct Paléontologie.
CHATTON (E)).ooovovt Biologie générale.
BAUER (E.). ..o, Physique mathématique.
| CORNEC(E.)............. Chimie appliquée.
| LABROUSTE (H.)........... Physique du globe.
[ RIBAUD (Gu) oo Physique générale.
CVLES (Fo)eooneii i, Physique biologique.
Secrétaire ... .. RENARD (A.).

69869 Paris. — [Imprimerie GAUTHIER-VILLARS et Ci*; Quai des Grands-Augustins, 55.



MonsIEUR GEorGES REMOUNDOS

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE
ET A LECOLFE POLYTECHNIQUE D’ATHENES

Témoignage de ma profonde reconnaissance






PREFACE

La présente These est constituée de deux Mémoires dont 'un est indé-
pendant de l'autre. Le premier a comme sujet, dans le domaine de
I’Analyse supérieure, les fonctions croissantes et la théorie des fonc-
tions entiéres. Le deuxieme se rapporte, dans le domaine de I’'Algebre
supérieure, au calcul numérique d’une catégorie des racines des
équations algébriques.

Yadresse ici mes vifs remerciments & MM. M. Fréchet, G. Valiron et
H. Villat, professeurs a I'Université de Strasbourg, pour I'excellent
accueil qu’ils ont bien voulu faire & mes recherches. Particulicrement
a M. I Villat, je tiens & exprimer toute ma reconnaissance pour les
facilités et les marques d’amitié que j'ai recues de lui pendant mon
séjour i Strashourg.

Cest mon devoirde rendre iei témoignage de la profonde reconnais-
sance que je dois a M. G. Rémoundos, professeur & I'Université
d’Athénes, qui a éte le principal levier de mon voyage scientifique en
Europe et i qui je dois la plupart de mes connaissances, tant comme
éleve au Lycée que comme étudiant a I'Université d’Athenes.

S. S.







PREMIERE THESE

LES

FONCTIONS CROISSANTES

ET LA\

THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES

INTRODUCTION.

1. La théorie des fonctions croissantes (') dont M. Borel a jeté les
fondements dans son Mémoire Sur les fonctions enticres (Acta mathe-
matica, t, XX, 1897) est aujourd’hui assez classique pour qu'il soit
utile d’en signaler Pimportance. Les applications de cette théorie
dans I'étude des propriétes générales des fonctions entiéres et dans
la démounstration du théoréme de M. Picard sont bien connues.

Dans son Mémoire fondamental, M. Borel a donné¢ deux propriétés
générales des fonctions croissantes :

I. St M(x) désigne une fonction croissante dérivable, sa dérivée M'(x
8 .
verifie I'inégalite
(1) M (o) <[ M ()] '+,

ott a est un nombre positif arbitraire, a partir d’une valeur de x, sauf
peut-étre dans une suite d'tntervalles exceptionnels d’étendue totale finie.

II. S& M(x) est une fonction crotssante quelconque, et a et € deux
nombres positifs, finis, arbitraires, U'inégalité
. ’ 1 '
\ . M () e
(2) T Nog W) | <D

(1) 1l est bien entendu que dans tout ce qui suit il ne sera question que des fonctions
croissantes continues.

THLSE S. SARANTOPOULOS
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a lieu & partir d’une valeur de x, sauf peut-étre dans unc suite d’inter-
valles cxceptionnels d’eétendue totale finie.

Le premier objet de ce Mémoire.est de compléter sur certains points
les deux propositions de M. Borel; parmi les résultats que jai obtenus
et qui sont exposés dans la premicre Partie, je signalerai les deux
suivants :

1° Dans lincgalité (2) on peut remplacer la constante ¢ par une
fonction z(x), décroissante, mais décroissant assez lentement pour
que xy(x) @ logax linisse par depasser tout nombre donne (*);

2° Dans cette méme inégalité on peut remplacer [logM(x)]

par [ log, M(x)|'*+:.

Dans la seconde Partic j’applique mes résultats & 'étude des rela-
tions entre certaines des fonctions croissantes qui s'introduisent dans
la théorie des fonetions entieres. Apres avoir emplové la méthode
méme de M. Borel, jutilise une méthode indiquée par M. . Rémoundos
dans les Comptes rendus du Congreés de Strasbourg. Grice i la meilleure
approximation de mes inegalités, la méthode de M. Rémoundos peut
conduire & quelques résultats intéressants que je rapproche de eceux
obtenus par M. Valiron par une autre méthode.

PREMIERE PARTIE.

COMPLEMENTS AUX THEOREMES DE M. BOREL SUR LES FONCTIONS CROISSANTES.

2. Le premier tHEOREME DE M. Boren. — Dans deux Notes, M. G.
Reémoundos et M. Th. Varopounlos ont apporté des compléments au
premier théoreme de M. Borel: M. Rémoundos (*) a montré que 'iné-
galité (1) peut étre remplacée par

(3) M () < M(r)[logM(z)]+e,

(1) Jai donné pour la premicre fois ce résultat et quelques autres dans une Note
insérée aux Comptes rendus de I’ Académic des Sciences de Paris, 22 mai 1922, p- 1320,
(2) Comptes rendus. L. 170, 1920, p. 829.
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M. Varopoulos (') donna I'inégalité encore plus.précise
(4) M/ (2} < M(x)logM(z)...log, ; M(x)[log, M(x)]+e.

Ces résultats obtenus par diverses méthodes ne sont visiblement
pas autre chose que celui de M. Borel appliqué & la fonction log, M(x);
ils sont vrais dans les mémes conditions.

Il est clair que tant qu’on ne fait pas d’autre hypothese sur la fone-
tion M(.r), on ne peut remplacer Uinégalité (4) par une inégalité
analogue ol a serait nul, car par exemple si Pon pose e, (&) = €%,
e.(x)=rcle._ (x)], lafonction M(x) =e,,, () a une dérivie qui est
précisément ¢gale 8 M(xe)ylogM (). . log M ().

3. TukortMe. — St la fonction croissante M(.x) reste inférieure
a e[ w(x)] a partir d’une valeur de x, Uinégalite

(5) M'(z) < M(x)logM(.r)...log,M(z)p' (z)

est satisfaite dans des intervalles aussi eloignés que Uon veut.
Si la fonction croissante M(x) reste sculement inférieure a e,[p(a)]
dans une infinité d’intervalles, (5) doit étre remplacée par

(6) M (z)<<M(x)logM(z) ... loge._y M(x)p (x).

«. Supposons qu’a partir d’une valeur de » la fonction crois-
sante P(x) reste inféricure & w(x). On a

ev(x) e(x)

FCe) S TPy

Le rapport e* : w(x) croit indéfiniment avee w.(x), donc avec x;
e*® 1 P(x) finit done par dépasser tout nombre donng, et il en est de
méme de v.(x)—logP (). La dérivee de cette différence ne peat pas
rester constamment nulle ounégative, carsi celaavaitlieu, la différence
ne pourrait dépasser tout nombre donn¢. Il'y a done certainement une
suite de points x,, x,, ..., x, tels que limx,=2, qui satisfait a
Pinégalité

1 I
o SP@

P/(.I‘)

AR e

>o,

(1) Comptes rendus, t. 171, 1921, p. 613.



ou bien a la suivante :
(7) P(z) < P(2)p'(2).
Cette inégalité, a cause de la continuité, aura lieu 4 gauche et a droite
des points x,, x4, ..., ¥, ..., dans une suite des intervalles aussi
éloignés que 'on veut.

Cela posé, supposons que Pon ait M(x) < e,| w(x)]. Alors log,M(x)
estinféricure a w.(v). Enappliguantlaformule (7)avee P(2) = log, M(x)

on en tire
M)y M) logM () ... Jog, M () u' (),

c¢’est-a-dire la formule (5). Pour ¢ = o, on retrouve l'incgalité (7).

B. Supposons que M(x) vérifie Phypothiése de la seconde partie du
théoréme; comme ci-dessus, dans une infinite d’intervalles, la dérivée

[(r) —log M(.) '
resle positive; done, dans ces intervalles, on aura
M) M(z)logM(z) ... log,M(x)p (x),
s'est-a-dire la relation (6).
Corollaire. — Si u.(x) = x, les formules (>) et (6) deviennent
(8) W (z)< M(x)logM () ... log, :M(x),
oul'ona ¢ = o pour le premier cas et e =1 pour le'second. Visible-

ment cette formule est plus précise que les (1), (3), (4).

4. Lk pevxiene tuneoriME pe M. Borern. — Etant donnés une Sonction

, . R .- “xo(r)’
decroissante 3 (.r), telle que Uon ait lim o(r)

== %, ¢l un nombre posi-
_logw

uf’ fini a arbitrairement petit, unc fonction croissante quelconque M(ax)
vérifie l'inégalité

L 1+«
(9) e oty | <T@

sauf pewt-étre dans quelques intervalles exceptionnels d’étendue totale

finie.
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M. Borel a démontré ce théoreme dans le cas out o(x) est une cons-
tante quelconque.
Supposons que pour les valeurs suivantes :
. =y 1
P T [logM () R

1
(10) - " [logM () 70

Ly= Xy +

[logM (z,—4) ]P0
I'inégalité (9) ne soit pas vraie. Les ¢galités (10) donnent

1 1
(Tog M (o) o = [logM(a, ) 7o

(11) Xy T= Lo+

Supposons maintenant que le nombre des valeurs (10) qui ne satisfont
1

oy e e . c . . ~
pas a inégalité (g) soit infini et considérons la série ¥ [TogM (z,) 55

Pour les valeurs x,, vy, ..., x,_,, on doit avoir
logM () > (1 + a)logM(z,),
logM(z,) >(1+ a)logM(z,-1),

d’ou ’on tire
(12) logM (ax) > (1 + a)* logM(z,)
pour k=1, 2, ..., ¢; onadonc

1 I I I
[logM(2,) 7= = (rF @y [TogM(z,) 7o ~ (v @)

, . Wl 1 . . . N
Pour que la scrlez‘ gy soit convergente, il sutfit d’avoir, a
partir d’une valeur de ¢,
1 1
(T +a)s=) oi+e’

ou ¢ est positif constant. Cela aura lieu quand on a

(13) 0 (ze) log (1 + a) > (1 +2) loge.
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Mais & cause de (11), v est supérieur a £,— z,; on a aussi
o(x,) >0(v + x0) et log(¢ + a4) > logv.
Donc la relation (13) aura lieu nécessairement si 'on a

. vo(v + axo)log(1 + a) > (1 + &) log(v + xy),
ou bien

1+ &

(04 20)9 (0 + Z0) — Zop(¢ + Z0) > log(r+a)

log (v + x,),

ou encore

T+

(14) xq)(x)—xoq;(x)>m

logx.

Or x,9(x) tend vers zéro lorsque « croit indéfiniment. Si donc
nous choisissons la fonction décroissante g(x) telle qu’on ait

fm| ——.0o(x) | = «,
logax 7 )

Pinégalité (11) se vérifie, i partir d’une valeur de 2, quel que soit a,
et par suite, a fortiort, 'inégalité (13) est vérifiée a partir d'une valeur

- ~ 1 ) )
de v. La SCI‘ICZ G ayE el, par cons¢quent,

2 o ) '
[log M (z,) 7= ’ (A @) [logM () Jpee

sont convergentes; la valeur o, tend donc vers une limite finie. Mais
ceci est en contradiction avec le fait que x, tend vers 'infini en méme
temps que ¢, comme il résulte de la relation (12). Donc, les valeurs
(10) sont en nombre fini et I'intervalle exceptionnel x,— x, est plus
petit que

v—1

B T 1
2 Ty oM () = [og (e e (1 a7 [log M (ag) Tood
(1]

1
-+ (1 + @) —1#Te—v [Iogl\l(xo)]?’""”"'

On en déduit que I’étendue totale de ces intervalles exceptionnels est
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finie et au plus égale au nombre représenté par la série convergente

1

S(p— )=
He— o) = X e ey
0

En effet, soient x,, x,, ..., @x,_, les valeurs exceptionnelles qu’on
peut construire avec les formules (10), étant donnée la premiére x,;
soient aussi a, la premicre valeur exceptionnelle qu’on rencontre
apres x, et x, x,, ..., x,_, les valeurs exceptionnelles qu’on trouve
de la méme facon, et ainsi de suite. L’étendue totale sera égale a la

somme
S=(zy—x) + (2 —25) +(...)+...3
on a donc

! 1
S < [logM(zo) P + T+ @[ Tog M(zg) o

1
+ (14 @)=t log M (g ) J#tee-d

I [
 [logM ()17~ 1+ ayr=v[log M (apy o "
I
* (F ay—mm [ Tog M () P

Mais puisque M(x) est croissante et &, > x,, on a M(x,) > M(=z,).
D’autre part, puisque x,_, est une valeur exceptionnelle, on a, & cause

de (12),

M(x,) > (1+a)M(x,); par suite, M(z) > (1 + a)’M(x,).

On peut donc écrire a fortiort

I I

logM () + (1+ a)?[logM(z,) P
! 1

-+ (14 a)" @[ logM(x,)]P"™ + et (1+ a)"'“';""““’[logM (o) [Pt

S <

.

ou les nombres o, 1, 2, ..., ¢, ..., ¢+ k désignent le rang de chaque
valeur exceptionnelle a partir de la premiére x,. Mais comme on a
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déja vu, la série

2 (1+ a)?I[logM(z,) ]F
o

est convergente, sous la condition qu’on ait

lim [ﬂf—)] —
log.c

et représente un nombre inférieur & celui que donne la somme

o

ul 1
24 (1 + a)7=a’

0

5. On peut donner au théoréme précédent la forme suivante :

Etant données la_fonction croissante M(x) et une autre () décrois-
sante (ou constante) et telle que

49(‘,;) log.r ] —w

lim
log,x

linégalite
1

e | < [ M()]

M

se vérifie, sauf peut-étre dans quelques intervalles cxceptionnels ou la
variation totale de log.x, a partir dela premicre valeur exceptionnelle x,,
est finie (‘).
En effet, on peut éerire
M(x) =M(e"*")=M(e) (ou y = logx).

M(e) croit avec y. Puisque I'on a
lim [?—('E) IOgﬁ] =,
log,x
. Y 5 - r R , .
par suite 3’—1%% tend vers Uinfini [2(¢”) = 2 () élant décroissante ],
Ll
on peut appliquer le théoreme précédent. On aura alors

Y-+ S —
M [e {lox Mw)‘)l?"’-"J <[M(e")]+e

(1) Ma Note des Comptes rendus signalée page » renferme an sujet des intervalles
exceplionnels relatifs & ce cas une erreur que tous les lecteurs auront aisément vérifiée.
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ou, plus simplement,
1
M [x exm] < [M(x)]jt+e.

La variation totale de y dans les intervalles exceptionnels, et par
suite la variation totale de logx, sera plus petite que le nombre repré-
1

, ~
sente par la somme 2‘ G (—l—_*_—a)—‘,m'

1 . E .
—FFF— (ul peut s ecrire
e dui )

6. TutorEME. — St la fonction croissante M(x) reste toujowrs, a partir

P \ hax .
d’une valeur de x inférieure a e, (10%7), h étant constant, la formule
o

(13) M [x+ m] < [M(z)]+e

se vérife toujours, sauf dans des intervalles d’etendue totale finie.
. . ) . h.e . , .
St M(x) devient plus petite que ¢, (m> en une suile de points x,,

Ty oy Xy, ... lels que limx, = =, ['tnégalité (15) se vérifie dans une
tnfinite d’intervalles d’étendue totale tnfinie.

«'. Supposons que M(x) reste toujours plus petit que ¢, I:fx)-
Posons nr
1 1 .
[logM(z)]*™) " log, M (x)’

on en tire

loge+ M (.r)

= TogM (e

Alors on aura

T o(x) x log, M () xlog, M (2) ~ log, . M(a:)’

logz -~ logx log,M(x) hax h
logx
logx
. . p. - . hax .
puisque log,M(x) est inférieure a Togz’ Il en résulte que
lim ,i@(.r)> =
logx

On peut donc appliquer le théoréme du paragraphe 4 et trouver la
formule (15). La premiére partie du théoréme est démontrée.

THESE 8. SARANTOFOULOS
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hx
logx

b’. Supposons que M(x) <cg( ) pour une suite de points x,,

Zyy oo, X,, ... tel que limx, = x, et soit kL un nombre constant plus
grand que A. Posons
M,(z)=M(z) s M(x)§e2<5%>
bl
et .
M, (z) = e, l;‘—fz> si M(z)_e (R:‘T‘;)
\ i} (=]

On aura alors
Mi(@)Zes (s );

logx

par consé¢quent, 4 cause de la premiére partie du théoréme, on a
1
1 — 1 1+a
(16) M, [J+ logvl\l,(m)] <[M,(®)]"*e,

sauf dans des intervalles d’étendue totale finie. Je vais démontrer qli’il
y a des intervalles dans lesquels I'inégalité (16) a lieu, M,(x) et
1 ’ Y 1 Qve ) —-—————l

M, <m+ m) coincidant avec M(x) et M (a‘ + logﬂl(x)) En
effet, pour & = x,, 4 cause de 'hypothese, on a

. v [ h=x kx, N
Mile,) = M(zp) < e lOg“'p) <C,<|Og'7"p).

I

Mais on a
hx kx x hx
e, (——” —e, ) quand —_— =P,
logzx, logx logx ~ klogz,

ce qui donne pour x une valeur x, inféricure a x,, puisque 4 > 4. On
aura

. hx, logzx,
P & logz,

et par suite
h ,
~Zp (car logz), < logz,).

x;,<A

Or on doit a.voir, dans l'intervalle (z,, z,), M(x) <M(=z,), puisque
M(x) est croissante, et par suite dans tout cet intervalle (au moins),
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on aura

M (z)=M(x)<e, (l—ﬁg—r)

7’

Un tel intervalle (2, ,) a une longueur supéricure i celle de inter-

h . h .
valle ( zx,, ). Mais cette longueur @, (1 — 7 ) va en croissant avec

le rang p. Donc, dans chacun de ces intervalles (1?’1), x,), il y aura un

point ' au moins o1 (16) a lieu, le point =’ + appartenant

1
log, M (z")
aussi & cc méme intervalle pour lequel M, (x) =M(x) et par suite

I 14+a
M(w—+— _——log,M(ar)> < [M(z)]+e.

Corollaire. — Si nous posons
logM(x) = m(x) et v —1=n,

la formule (15) peut s’écrire

15 m[x+ m] < [m(x)] (1 + a).

Alors, bicn entendu, il faut comparer m(x) a e, <l%) .

7. Lemye. — Etant donnée une fonction croissante M(x) de la_forme
M(z) =e,[f(2)], st la différence f|x + m(x)| - f(x) peut devenir et
rester, dans un intervalle, negative ow plus petite que la quantité positive
log(1 + a), on aura dans cet tntervalle

(17) Mz + m(x)] <[M).r)]*e,

a étant positif et aussi petit que l'on veut. L'inégalité (17) change de
sens dans les intervalles dans lesquels on a

Sl & m ()] — f(a) > log(1 + a).
Posons
Slx+ m(x)]— f(x)=9o[.r, m(z)].
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On peut écrire
M[z + m(zx)]

=e|flz+ m(x)]] =e[f(z) + o[z, m(x)]]| = e, [e/@ eplmm@I];

on en tire
M[ 2+ m(2)) = |e[f(2)]]F")

Si done, dans un intervalle (a, b), 3[.x,m(x)] estinférieure a log(1+a)
[cette condition est remplie quand on a g |2, m(x)] < oJ. on aura

eq)lx,m:x;] < I+ a
et par suite

[ez[f(w)]]e?(x,nwr)l < [ez[f(x)]]l_{,.a,

Mz + m(x)] < [M(z)]*e.

c¢’est-a-dire

On trouve de méme

Mz + m(x)] > [M(x)]'+* quand o[z, m(x)] >log(1 + a).

8. TukorkMe. — Si, étant donnée la fonction croissante M(x), le
rapport e : log, ., M(@) croit dans une infinité d’intervalles d’étendue
()
—

totale infinie, la fonction étant decroissante et tendant vers zéro,

Uinégalite

(18)

I I 1+a
M [‘” T Tog M () log, M (1) . .|0gu,2\|(.1-)] <[M(2)]

est satisfaite dans une suite d’intervalles aussi €éloignes que U'on veut (').
Nous pouvons prendre comme u.(x) la fonction cx, ot ¢ est un nombre
positif et ausst petit que ['on veut.

Posons
log, M(x) =P (x).
Le rapport e*" ; log,P(x), & cause de I'hypothese faite, va en croissant
dans des intervalles que nous appelons (A); dans ces intervalles, nous

aurons
' (x) — [loger P(x)] 2 0.

(1) Si e*'* :log,, 2 M(.r) va constamment en croissant, (18) est satisfaite, sauf dans
quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale finie.
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ce qui revient a I'inégalité
P (z)SP(x)logP(x)...log,P(z)p' ().

Le théoréeme des accroissements finis donne

I
(19) p[x+P(r)logl’(x)-‘-‘Ogvl)(x)]
B P (2)
=P(x)+ P(z)logP (). log,P(z)’
ou
! ' ’
PST<TF pla)logP(@).. log,P(a)’
orona
(20) P'(a') <P(2')logP(2')...log, P(2') p' (o) = (')’ (2')
et

P(2)<® [:v+(-’7(ll—)]

Le théoréme classique sur les fonctions croissantes de M. Borel
donne

(21) d)[a:-i— (T)—(I;‘_j] <(+a)®(x)
partout, sauf peut-étre dans quelques intervalles exceptionnels
d’étendue totale finie (2); @, est un nombre constant arbitraire,
positif. Il y aura done des intervalles d’étendue totale (A) — (2), dans
lesquels, par rapport i 2/, les formules (20) et (21) sont satisfaites
simultanément. On aura donc

P(x)y<(1+a)®(z)p (2') =+ a)P(x)logP(x)...log,P(z) u'(z').
Il en résulte que le rapport

P'(z') : P(z)logP(x)...log,P(x),

dans une infinit¢ d’intervalles d’étenduc totale au moins égale
a (A) — (2), reste plus petit que (1+ a,)u/(2"). Or cette quantité
est moindre que log(1 + a), quel que soit a positif, a partir d’'une
valeur de 2/, En effet, u(x) @ @ va continucllement en décroissant et
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tend vers zéro. On aura donc
x .
H'(x)i—-——“(x ), ou p(z)>o.
Mais, par hypothése,
lim[p(z) : x]=o, par suite limp'(xz)=o.

Done, en vertu du lemme, la formule (18) sera en vigueur, quand x’
varie dans les intervalles (A) — (2), pour une suite de valeurs de x, au
moins, &y, T,, ..., &, telles que Pon ait limx, = s. Mais, a cause de la
continuité, (18) sera de meéme satisfaite & gauche et i droite de ces
valeurs, ¢’est-i-dire dans une infinité d’intervalles aussi ¢loignés que
I’on veut.

Si w(x)=cx avec e<log(r+a), il en résulterait
w(x)<e<log(x+ a), et par suite la formule (18) sera encore
valable.

Corollaire. — Si nous posons
logM(2) = m(x) et v+1=mn,
la relation (18) devient

¥
logm(z)...log,

(22) m {z‘ -+

m.(.t‘)] <(t+a)ym(z),

ou ¢*:log,m(x) doit satisfaire aux conditions du théoréme pré-
cédent.

8. Dans le cas général ou M(x) est une fonction croissante quel-
conque, jai établi le théoréme suivant :

Tukorink GENERAL. — Etant donnés une fonction croissante quelconque
M (x) et deux nombres positifs arbitraires < et a, l’inégalité

! 1+a
(22) W]+ Ty | <0

se verifie partout, sauf peut-étre dans quelques intervalles exceptionnels
d’étendue totale finie.

Cette inégalité est meilleure que celle de M. Borel, car la quantité



T
ajoutée a x est

' lieu de —o .
[Tog:M(z)]+ 11N 9¢ TogM(=)

Pour le démontrer, posons

, I

¥ [loga M(zo) T+’
1

* Tloga M(z) T+

Ty = X
(24)

Ly ==y |+ t‘iw——ogz M(-l‘.,ﬂ,)“'s’

etsupposons que, pour les valeurs z,, x,, ..., «,_,, la formule (23) ne
soit pas satisfaile; on aura donc pour x4, (A =0, 1,2, ...,9—1)

. M(zpr) > [M(2p) ]+
On en tire

(25) logM(z,) > (1 +a)’log M (z,).

On voit bien que si limy =, on a également limz,=%. On tire
facilement de la relation (25)

(26) [log: M(x,)]'*¢ > [v log (1 + a) '+,

et, par suite,

k=wv

k=1

k=y
1 1 t
2 [logs M(zx,)]'+¢ < [log (1 + a) ]+ 2 el
k=1
La série
e 1
P
1
est convergente et par conséquent x, — x, reste plus petit que

; ' 3o
[Tog:M(zo)I+  [log(1+a) ] & 7=

Cela est en contradiction avec la remarque déja faite que limx, ==
quand limy = =.
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On en conclut que la formule (23) est vraie, sauf peut-étre quelques
intervalles exceptionnels. Nous allons maintenant démontrer que
I’étendue totale de ces intervalles est plus petite que

C e %
Lloga M (zo) I'  [log (1 + a) ] &l Ai*e
x, ¢tant la premicre valeur exceptionnelle.

En effet, supposons que x,, x,, ..., x,_, soient les valeurs excep-
tionnelles qu’on peut construire avec les formules (24), étant donnée
la premiére x,. Supposons aussi que ' soit la premicre valeur excep-
tionnelle qu’on rencontre apres x, et ), &), ..., «._, les valeurs
exceptionnelles qu’on trouve de la méme manicre, et ainsi de suite.
L’étendue totale des intervalles exceptionnels sera ¢gale 4 la somme

S == (z,— xy) + (@h,— xp)) + (&0, — xy),
c’est-a-dire qu'on aura

o 1 I 1
[log: M(zg) 1 * [Tog M(z) 1+ T+ [log M(z, 1)1

1 I 4
T [loga M(ap)]™ " [Tog M(zy1 T "™ [loga M(@, 1) ]+

Mais, on déduit de la formule (25), puisque &,> =, et, par suite,
M(z,)>M(x,) :
log M () > (1+ a)’log M(x);

et, puisque x,, x', ..., x, _, sont exceptionnelles, on a

log M(x}) > (1 + a) log M(x,), ey logM(z.) > (1 + a) log M (i, _,),
d’ou 'on tire

(27) log M (7)) > (1 + a)**+log M(x,)
pour:i=o,1,2,...,¢, — I, ¢,. On trouve de la méme fagon

(28) logM(x),) > (1+ a)*"+“log M(x,)

pouruz=o,1,2,..., ¢, — I, ¢,, et ainsi de suite.
On obtient maintenant, & partir des formules (25), (27), (28), la
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formule (26) et de méme

[log, M(z})]'**> [(¢ + &) log (1 + @) ]'+¢,

[log, M(Z/)]'"*> [(¢ + ¢, + «) log (1 + a)]'*E,
d’ou ’on tire

k=o

1 1 1
$ < fioe: M(zo) 1% * [log(1 +a)]'™* 2 ke’

Corollaire. — Si nous posons logM(x) = m(x) laformule (23) peut
s’écrire

(29) nl[.’L‘+ W_:_T—]H_E]<(l+a)m(l').

Alors I'étendue totale des intervalles exceptionnels sera inférieure a

o

1 1 I
[Tog m ()™ " [Tog(1+ )] 2w

M. Th. Varopoulos 4 qui j’avais communiqué le théoréme ci-dessus,
a Paris, le 2 mai 1922, en a fait une extension ('); il a démontré I'iné-
galité

) 1
(30) m [w—{— logm(x)...log,—, m(.r)[logvrn(r)]"*i] <1+ a)m(z).

9. Nous allons terminer I'examen du th¢oreéme classique de M. Borel
par la proposition suivante qui montre que ce théoréme ne peut étre
précise au dela d’une certaine limite.

Si, étant donnée la fonction crotssante M(.x), le rapport e* : log,,,M(x)
va en décroissant ou reste constant, dans un intervalle (x,, x,+ 2A + B)
avec

A= Tog, M(z) 1ogs M(o) .. 10801 M ()

et B> o,

(1) Comptes rendus, 22 mai 1922.

THESE S. SARANTOPOULOS 3
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Uinégalité

' +a
+(31) M[’”"“ log, M(x)log; M(x)...log,.., M(x)] > [M(x)])e

se vérifie dans cetintervalle, ou aumoins dans Uintervalle (x,, x,+A +B);
a est un nombre positif au plus égal a e — 1.

Posons
log, M(2)=P(x);

le rappert e : log,P(x), a cause de 'hypothése faite, va en décroissant
ou reste constant dans l'intervalle (x,, x, + 2A + B). On a donc, dans

cet intervalle,
. 1 —|[logy, P(x)]) z o0,
¢’est-a-dire

(32) P'(z)>P(zx)logP(x)...log, P(x).

Le théoréme des aceroissements finis donne

P'(x')
P(z)logP(x)... log, P(z)’

1
P [x —+ P(z) log P(x)’_ . log, P(x)] =P(x) +

ou
1

P(z)logP(z)...log, P(x)

r<x'<x+

Or on a,.puisque P(x) est croissante,

P'(x) Pz

P(r)logP(z).. .log,P(r) = P@) logP(x). . log, P(x) H(z');

mais il résulte de la formule (32) que le deuxiéme membre est plus
-~ grand que 1, car si ¢ est dans I'intervalle (2, x,+2A + B), on a,

a fortiori,
H(z') > log(t + a).

On peut par conséquent constater, d’apres le lemme, que dans l'inter-
valle (ry, ,+ A + B) au moins, laformule (31) sera satisfaite. Je dis
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dans l'intervalle (z,, , + A + B) au moins, puisqu’on voit bien que

o+ A+B<zx'<z,+A+B
-+ 1
P(z,+A+B)...log,P(z,+ A +B)

1

<@+ A+ B+ P(x,)...log,P(x,)

=x,+2A+B;

' peut d’ailleurs rester encore dans I'intervalle (z,, x, + 2A + B)
quand x varie un peu au dela de &, + A + B en restant dans 'intervalle

(o + A +B, zo+2A +B).

Remarque. — Si B = =, I'inégalité (31) est en vigueur partout et
a fortiort

I
M [.1‘ -+ _—_——logg M(x)] > [M(z)]t+e.

Il en résulte que si nous voulons avoir un théoréme général plus
précis que le théoreme classique de M. Borel, nous ne pouvons ajouter
a x que l'inverse d’une fonction d’ordre de grandeur supérieure que
celui de log, M(.x).

Exemple. — Considérons la fonction croissante M(x) = e;(x).
Alors on a

Sf(z)=log,M(x)=¢€",
et, par suite, '
Z

o
s |+ romics | ==
Mais on a

1 1 1 1 7
er — e = e¥ _— —_— — e
e —e*.e e ['+1.e’+21e"+3!e”‘+ J»

f[x+ W)] :f(x)-b—l—f—e’"[-ngez—x+...] >f(.1,‘)+l.
On n’aura donc jamais

ey (a: —+ é) <[es(x)]e.
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DEUXIEME PARTIE

APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS.

10. Soit M(7) le module maximum d’une fonction entiére

(33) S(3)=as+a s +ays*+...+a,s". ...
Posons
Ap,=]a,l, r—=js|
et
(34) M(r)=Ag+ A7+ Asriae - Arm.

On déduit du théoreme classique de Cauchy I'inégalité suivante :

M(r)

n

(35) A,=la,| < ou A, ri<<M(r).

Dans la série (33) il y avra, pour chaque valeur de r, un terme qui,
en module, ne sera pas inféeriear aux autres. Désignons le module de
ce terme maximum par m(r). C'est une fonction continue qui croit
indéfiniment avec r ainsi que son rang. On a

v m(r) <<M(r),
de méme
M(r)SM(r) et m(r)y<M(r).

On connait, depuis longtemps, une autre relation de sens contraire

entre M(#) et une fonction quelconque M(r) qui satisfait a (35); c’est
la relation

|f(;)|§ﬁ(r)<M (pour ry>r).

ry—1r
I . ’ .
En prenant r,=r + oz M (7 et en appliquant le théoréme de
M. Borel, on aboutit facilement a I'inégalité asymptotique
(36) M(r) <[M()]™,

ou ¢ cst aussi petit que I'on veut. Cette formule est vraie pour les
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valeurs suffisamment grandes de r, sauf peut-étre dans quelques
intervalles exceptionnels d’étendue totale négligeable.
Ce résultat de M. Borel peut étre précisé de la manicre suivante :.

I. Tout d’abord nous remarquons que M(r) ne peut pas étre plus
petit que le terme maximum de la série donnée; en se servant donc
de m(r) on a

== rym(r
(37) M(xr) < rym(ry)
ry—r

Si maintenant au lieu d’appliquer le théoréme de M. Borel, nous
nous servons de I'inégalité (29), nous trouvons, en prenant

1
[logm M1+’

M(r) <rm(r)[logm (r)]*+=

ry—=—r-—+

a partir d’une valeur de r, sauf peut-ctre, dans quelques intervalles
exceptionnels d’¢tendue totale finie, dans lesquels la formule (29)
peut ne pas étre satisfaite.

I1. On sait que 'on a également, en désignant par M (r) la dérivée,
d’ordre ¢, de M(7) :

— ()

MY (r)<<m(ry) (r 2 /') ’
c’est-a-dire

H“"'(I‘) < m(’.‘) (r "19!

| — ,.)v+l -

En prenant maintenant r, =r + et en utilisant la for-

1
[logm (r)]*+=
mule (29), on trouve

M@ (r) < r(1+a)m(r)[logm (r)]e+n a+e, [l + W] vl,

qui, a partir d’une valeur de r, peut s’écrire
M@ (r) < rm(r) [logm (r)]e+D 0+2)

et se vérific partout, sauf peut-étre dans quelques intervalles excep-
tionnels d’étendue totale linie dans lesquels la formule (29) n’est pas
satisfaite.
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[I. Supposons qu’'étant donnée la fonction entiere (33) on ait, a
partir d’une valeur de r,

(38) |an)r*<<m(r).

Si le rapport e* : log,, ,m(r) va en croissant dans des intervalles
d’étendue totale infinie et st lim [w(r) : r| = o, 'inégalité

(39) |f(z)l‘:ﬁ(r) < hrm(r)logm(r)...log,m(r)

sera satisfaite, a partir d’une valewr de r, sous les mémes conditions que
le théoréme du paragraphe 8 ; h est un nombre constant plus grand que
Llunité.

m

En effet, la formule (38) pour r,>r donne |a,| < #, alors, a

n

cause de (34), on aboutit a I'inégalité (37). Si nous posons dans cette
inégalite

1
ry=r
! + logm (). . .log.m(r)’

puisque, d’apres la formule (22), m(r,) estinférieure & (1 + a)m(r),
on trouve _
M(»ry<<hyrm(r)logm(r)...log,m(r)
avec
T

hy=1+ m(r)logm(r).. .log.,m(r);

on a limA, =1 pour limr=o. Donc la formule (39) est valable a
partir d’'une valeur de r.

. . . . , . hr )
IV. Sila fonction entiére (33) est telle qu'on ait logm(r)< i(—)—-g’——;, ou h

est constant arbitraire et m(r) le terme maxiunum, on aura, a partir d’ une
valeur de r,

M(r) < rm( ryflogpm(r)ji+:

quel que soit le nombre p (').

(1) N résulte de l'inégalité donnée par M. Valiron dans sa These, page g ( 4nnales de
2hrm(r)

la Faculté de Toulouse), que I'on a dans ces cas M(r) < Togr

‘de r.

s a partir d’'une valeur
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. < ol . hr
On aura toujours m(r) inférieure a e, (rg,_); en prenant donc dans
N\

la formule (37) r,=r+ et en appliquant I'inégalité (15%)

I
log,m(r)
qui se vérifie toujours, sauf peut-étre dans des intervalles exception-
nels d’étendue totale finie, on aboutit i I'inégalite

(40) ﬁ(r) < rm(r)[log,m(r)]+:.

Cette inégalité aura lieu partout, d partir d'une valeur de r, sauf
peut-étre dans des intervalles exceptionnels d’étenduc totale finie.

Onen conclutde plus, du corollaire du paragraphe 6, la proposition
suivante :

V. Si la fonction enticre f(z) est telle que m(r) deviennc inférieure
N hr . . .
ae, <@7) en une suite de points r, r,, ..., r, tels que limr,= o, la
relation (40) aura liew dans une infinité d’intervalles d étendue totale
infinie.

Cette proposition est intéressante puisque f(s) peut étre alors
d’ordre fini ou infini, quelconque, m(r) pouvant devenir inférieure

. " hr . . R .. .
a e, —— ) dans certains intervalles ct ¢tre supérieure a ¢,(r) dans
logr n

d’autres intervalles.

{1. Sur uNe roncrion g(r) iNTropuite paR M. G. Remounnos. — Les
formules que j’ai données précédemment comme complément au théo-
reme classique de M. Borel sont en vigueur partout, a partir d’une
valeur de r, sauf peut-ctre quelques intervalles exceptionnels d’étendue
totale finie. Ces intervalles se présentent dans le cas dlirrégularité de
la croissance de m(r). M. G. Rémoundos désirant éviter ces irrégula-
rités et avant en vue le théoreme classique de M. Borel, a énoncé la
proposition suivante dans une Note intitulée : Le module et les séros
des fonctions analytiques, présentée au Congres international des
Mathématiciens en 1921, 20-30 septembre, a Strashourg (Comptes
rendus du Congres de Strasbourg ) :

« Sout

(41) f(3)=as+a 3+ ays,+...+a,z"+...



une fonction entiere el posons

(42) M(r)=|ao|+|a|r+...+|a,|r"+....
» St nous avons, a partir d’une valeur de r, 1 ’inégalilé

(43) fan|rm < p(r)q(r),

oteg(r)est une fonction a crotssance transcendante, dont le poids dépasse,
a partir d’une valeur de r, une caractéristique de la convergence (uni-

. LN . - \ N ., B v
forme) de la série (41) d’un excés supérieur a lunité, la quantité M(r)
satis fait, a partir d’une valeur de r, a Cinegalite

(4%) M(r)y<p(r)[g(r)]'+e

(aérant positi f arbitraire), sauf, peut-étre, quelques intervalles exception-

1

nels d’étendue totale in ferieure a —— - ——— ('), r, étant la premiere
ay—1 log,(ry) ™ -

des wvaleurs cxceptionnelles considérées. Les intervalles exceptionnels
n’existent pas st q(r') est a croissance typique. »

La fonction ¢(7) appelée par M. G. Rémoundos « fonction a crois-
sance transcendante » est telle que le rapport g(r) 277 tende vers Uinfini
pour chaque valeur finie de 2. La fonction ¢(r) : 7" est croissante pour
toutes les valeurs de rqui satisfont a I'inégalité

rq'(r)
>n;
q(r)
la quantité '7;]((,—')) est nommeée « I'ordre ou le poids de la croissance

transcendante » de g(r).
Nous savons qu’une série entiere (41) converge uniformément dans
tout cercle | 3| Z 75 par conséquent, si nous posons

Ro(3) = ape 3" 4+ pag 32+ o,

a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un entier ¢ tel que,

(1) ay élant plus petit que « et quelconque.
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pour 22 v et pour tous les points du cercle |3 |<r, on ait 'inégalité
R,(s) <e.

C’est cette quantité v = N(r,e) que M. G. Rémoundos a appelée
« caractéristique » de la convergence de la série /(z) dans les cercles
du centre origine. Elle dépend évidemment de 7 et de e. On voit facile-
ment que quand rcroit indéfiniment, une caractéristique dépasse toute
quantiteé.

12. En suivant la méthode de M. G. Rémoundos rappelée ci-dessus
et en appliquant non la proposition classique de M. Borel, mais la
formule générale (29), on peut améliorer le résultat (44) en donnant
le suivant :

(45) M(ry < rup(r)q(r)[logg(r)]+n.
En effet, nous remarquons que, i cause de I’hypothése, on a

rq'(r)
q(r)

— N(r,e)>1.

Alors, aussi grand que soit r, il existe toujours un entier ¢ tel que

rq'(r)

gtry ~ 07N

q(r)

,-IC
valeurr, et d’autre part pour n = v et en tous les points du cercle|z|=r
on aura l'inégalité

et, par suite, la fonction

va en croissant pour nZ ¢, 4 partir de

IR, (3) | <e.
Evidemment ¢ varie avec r en général. Nous avons supposé

.. lanr|Zp(r)q(r).

Nous pouvons écrire
q(r)
|an| < p(r) —

et nous aurons a fortiort, pour n<e, a partir de la valeur r,

(46) Ia..|<p(r)‘1-(-fi)-

n
ry

THESB 8. SARANTOPOULOS



— 96 —
Nous allons nous servir de l'inégalité (46). On déduit de (42)
— r ,-2 rv
M(ry<p(r)q(r) [1+ — = 4.+ —V] ~+¢&;
r, ri ry

on aboutit donc a la relation

r
ri—r

M(r)y<p(ryg(ry) +e.

Maintenant, a cause de (29), cette inégalité devient
M(r)y<p(r)g(r)(t=+a,) [ [logg(r)]+e+1] +e

(e, et a, sont des nombres constants positifs et aussi petits que 'on
veut); on en tire pour 7 assez grand
M(r)y<rp(ryq(r)[logg(r)]t+e (> a;; a conslant).

L’étendue totale des intervalles exceptionnels sera inférieure

K=o

R P
[logg(ry)]'+e log (1 + a,)'*% K+,
K

(=1

et ces intervalles exceptionnels n’existent pas si ¢(r) est & croissance
typique.

13. RisurLtats oBTENUS PAR MM. WiMan v G. VaLiron. — 1l me semble
utile de rappeler ici quelques résultats obtenus par M. Wiman (Acta
mathematica, . 36) et par M. G. Valiron (Annales de la Faculte de Tou-
louse, 1913, et Annales de I Icole Normale supérieure, 1920) en suivant
des méthodes différentes.

M(r) designe toujours le module maximum pour |z|=r d’une
fonction f(z) et m(r)le maximum du module des termes de la série
de Taylor, développementde /(z).

a’. Toute fonction d’ordre fini inférieur a ¢ vérifie 'inégalité
M(r)< \/E.p\/logm(r).m(l')
pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de r (A. Wiman).

B’. Quel que soit le nombre fini ¢, toute fonction entiére d’ordre



fini vérifie I'inégalité
M(r)y < m(r)ylogm(r)logsm(r)

pour les valeurs de r comprises entre o ... R extéricures a un nombre
fini d’intervalles dans lesquels la variation totale des logrest inférieure
a e(R)logR (Vaurox, Annales de I’ Ecole Normale supérieure).

¥'. Toute fonction d’ordre fini o vérifie I'inégalite
M(r)y<<m(r)re+:

a partir d’une valeur de r (VaLiron, Annales de la Faculié de Toulouse).

d'. Toute fonction enticre vérifie I'inégalité

M(r) < m(r)[logm(r)]2[logym(r)]*+e

aussi petit que soit le nombre positif ¢, sauf peut-étre dans les inter-
valles dont le nombre entre o...r est inféricur au rang du terme
maximum et dans lesquels la variation totale de logr est inféricure a
un nombre fixe indépendant de r (Varirox, Annales de I’ Ecole Normale
Jupe’rieure).

Critique.

14. A'. Résultats de MM. Valiron, Wiman. — Les résultats o', 3/, & ei-
dessus sont plus précis que les correspondants que je donne, mais
ceux-ci ont avantage d’étre en vigueur partout, sanf peut-¢tre dans
quelques intervalles exceptionnels d’¢tendue totale finie. Je vais
montrer que la methode de M. Rémoundos peut conduire, grace a mes
inégalités, & un résultat voisin de y'.

B'. Fonction q(r)de M. ;. Rémoundos. — Dans la Note mentionnée,
M. G. Rémoundos fait une observation relativement a I'usage de ¢(r)
en écrivant : « L'avantage fourni par la formule (1%) consiste en ce
que : 1°Si g(r) est d'ordre de grandear inféricur a w(r)qg(r), la for-
mule (44) substituée a la place de Pincgalité (36) nous fait gagner en
grandear; 2° Si ¢g(r) est @ croissance tvpique, tandis que le produit
w(r)g(r) ne jouit pas de cette propricté, nous gagnons en regularite,
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a cause de I'absence des intervalles exceptionnels, ce qui est parfois
un avantage considérable.... »
Relalivenwnl au gain en grandeur que 'on obtiendrait en se servant
de g (r). jai fait avee M. \.thon la remarque que ce gam est inexistant.
M. Valiron adéemontre (') que, entre le terme maximum m(r) et son
rang n(r), existe la relation

(47) togm(ry= [ 1L,

Or, si N(7, ¢) est la caractéristique de la convergence (uniforme), le
rang ~(r) du terme maximum e (r) 4Iont étre plus petit que N(r, €)
(ou au plus ¢gal). Mais on a

NG e,
par suite

rq'(r)

q(r)

A )
LGB P

logg(r)>logm(r)+K,

> n(r).

Il en résulte

ou, a cause de (47),

K étant constant. On a donc
q(r)y>ekm(r).
Ce qui montre bien que I’on ne peut vraiment rien gagner en gran-

y Y ; ’
deur. Mais pourtant nous pouvons gagner au point de vue de la régu-
larité. Ainsi la formule (45) est une ameélioration interessante.

Exemple I (*). — Supposons que le module M(r) d’une fonction
entiére

f(3) = as+ a5+ ays*+... 4+ a,s"+... (la.|=A)

(1) Annales de la Faculté de Toulouse, 1913.
(2) Jai donné ce premier excmple a la demande de M. Valiron qui m’a fourni quelques
indications pour la démonstration.
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reste plus petit que e et essayons d’appliquer la méthode. de

M. Rémoundos. On aura m(r) < e et, par suite, pour toute valeur

de n et de r,
Arr<e (re).

En cherchant la valeur minimum du second membre pour n donné, on
aboutit facilement a I'inégalite (')

Ané E)P, ou B::pe.

n

Apres cela, on doit avoir

-

ﬁ(r):iA,,r"<i (%)gr"

et
® v+ -
N\ B P .
R.,(r)<z <V+,) re+t, ou R,(r) :ZA*’“H“’
v+1 v+1
On obtient, a fortiori,
v+1 v+2

" v
R”(r)<<v—'i—l> ru+l+(v—‘?—1> Tt

Si maintenant étant donné r, choisissons ¢ tel qu’on ait
1

(48) (7o)

v +1

(v+1)1?

A

) | s .
- c’est-a-dire rs

’

o=

2B
on trouve

Ro(r)< 5;:{ <e (¢ donné d’avance)
(pour ¢ assez grand). De plus, de toutes valeurs de ¢ qui satisfont
2 (48), nous pouvons prendre celle qui satisfait a I'inégalité

1

(%4

A

r,

ol

2B

(1) Legons sur les fonctions entiéres de M. Borel, p. 62.



de sorte qu’on ait

1 1
(49) B PES Gk

1
2B? 2Be

Aprés cela, prenons ¢(r) égal a e, (r), ou p,>p. On doit

. oyl .
avoir %%) > n pour toute valeur o, 1, ..., v de n. Cela exige qu'on
ait r+ 2 p‘—’, ou bien
1
1

SOk

Pour que les conditions (49) et (50) soient satisfaites en méme

temps, il suffit d’avoir
1 1

o \P1 oP
@<
P

1
2 Be
ou bien
1
2B?P 1_1
—_ <P Py
PPt

ce qui est possible, évidlemment (puisque ¢,>¢), a partir d’une
valeur de ¢, et, par suite, a partir d’'une valeur de r, sans intervalles
exceptionnels. ¢(r) est donc une fonction de M. Rémoundos.

m((r)

Cela posé, prenons w(r) = 7

On aura toujours

A,rnz }L(I') q(r),
et, par conséquent, a cause de (45),
M(r) < m(r)re+i+o,

ou o est positif, constant et arbitraire, car on a

pl:p +n et “qu(r)]l-o-a=r(p+n)(l+a):_-,-p+o
avec
c=mn+ «(p +m),

les nombres v et a étant positifs, constants et aussi petits que 'on
veut.
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Exemple II. — Supposons que pour la fonction f(z) on ait
M(r) < eu(r?).
Alors on a
m(r)<<e,(re),
et, par suite, pour toute valeur de n et r,

(51) An<e[eu—l(rp)"'nl0gr]'

Supposons que r, est la valeur qui rend le second membre minimum.
On doit avoir, pour r=r, :

(52) peur(rf) e (rf)...e(rP)re =n.
Pour r assez grand, on a ¢videmment
(53) peuy (re+oy>pe,_(re)...e(re)re,

o étant arbitrairement petit et positif.

Prenons r plus grand que I'unité et » assez grand pour que (52)
et (53) soient vériliées. Soit n, la plus petite valeur de n pour laquelle
cela a lieu. Alors on en tire, pour n > n,,

n n 1
—a(re - logr log,— |- .
€u ,(r)<p et 0gl>[0g P] P o

Alors (51) donne (pour n>n,)

n n n
A, <<ef P+°]|°'" 5]
ou bien

n

P
A n<< d

n

[lo IL]F"'G
Bu P1.

On voit maintenant que, pour ¢ + 1 > n, + 1, on doit avoir

V41

hd “ e P ,.v+|
=S A< S -
w1 w41 v 41]P+1
log. -, £
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Pour rdonné et ¢ assez grand, tel qu’on ait

1
1
= v+ 1|P+o_x
efr: [log.,_. ] S
[4 2

c’est-a-dire

on trouve facilement
R.(r) < ;l; <e.

On peut évidemment choisir ¢, de sorte que

1

g+o 1 p+o LN
(34) [logu_, %] " i2ePSr: [log,,_, d ‘: l] caef.

Or, en prenant

. . q(r)=es(re)  (p1>p),
on doit avoir

rq'(r)
q(r)

< v'
c’est-a-dire I'inégalité

€y (FPh) ey s(rPr). .. e (re)res > f—)"-,
1

qui aura lieu, a fortiori, si 'on a
14
eu_l(rPl) ; -
P1

ou bien
L
(55) r> [log,,_, i]p'.
P1

Les conditions (54) et (55) seront satisfaites quand on a

1 1

[lo v‘l5< [l V]p+c'2ei
u—q = 0gy—y — . .
Bumrgl g

Cela est possible si I'on prend z, > ¢ + 5, pour r assez grand permet-
tant de trouver ¢ qui satisfasse a I'inégalité suivante :

1 F ¢ |Pp+C
2ef < [logu_| —]
P1

o=
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g(r) est donc une fonction de M. Rémoundos. Alors on aboutit,
comme précédemment, & la relation

M(I‘) < ’n(’)eu—l[(l + a) eu—-z(rp')]’
a étant aussi petit que 'on veut, ou plus simplement
-M_(,) < I?l(l') eu—l(""""‘)?

v étant positif et arbitrairement petit.

I. Dans une Note récente ('), M. Varopoulos faisant usage d’une
fonction ¢(r) qui a la propriété de croitre plus vite que toute puis-
sance de 7, pour toute valeur assez grande de r, a donné quelques
résultats, qui peuvent &tre reconnus inexacts par de simples
exemples.

En supposant |a, | < u.(r), dans la série

f(;):a“—f—'a,z—kaz:"—k...,
M(ry=lay|+|a/|r+...«+]ap|r*+...,

et en désignant par M’(r) le module maximum de la dérivée f'(z), il
donne les inégalités

(56) M (r) <Orp(r)q(r)logg(r)...[log,q(r)]'*s,
(57) M'(r) <6rp(r)q(r)[logg(r)]®

ou € > o quelconque, > 1 et a > 2 arbitraires.

Les formules de M. Le Roy ( Bulletin des Sciences mathématiques, 19u0)
oude M. G. Valiron, Sur le calcul approché de certaines fonctions
entiéres (Bulletin des Sciences mathématiques, 191/) montrentde suite
I'inexactitude de la formule (56).

(1) Comptes rerdus de U’ Académie des Sciences de Paris, 22 mai 1922.
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SUR

LE CALCUL NUMERIQUE

D'UNE

CATEGORIE DE RACINES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

Introduction.

1. Viéte, le premier (1570-1600), s’est occupé du caleul numérique
des racines des équations algéhriques dont les coefficients sont des
nombres commensurables donnés ( De numerosa postetatum affectarum
resolitione). Par ce calcul on ne peut trouver précisément que les
racines commensurables, et toutes les autres approximativement
par différentes méthodes, de Newton, Daniel Bernoulli, Griffe,
Lagrange ('), etc.

Dans ce (ravail, nous allons donner une nouvelle méthode par
laquelle nous pouvons caleuler avee précision, de plus, des racines
d’une catégorie, incommensurables, réelles ou imaginaires, au moyen
de calcul numérique et de résolution d’équations du quatricme degré
au plus. En se servant de cette meéthode, on peut toujours calculer,
parmi les racines d’un polynome 5(z), celles qui appartiennent a des
factcurs, irréductibles dans le domaine des nombres commensurables,
de degre 4 au plus.

2. M. B. Niewenglowski, dans son Algebre, fait la transformation
z=ux %y a I’équation 5(5) = o, qui soit de degré u, pour aboutira
deux équations qui ont comme racines la demi-somme et la demi-
différence des racines de 5(s). Sur cette transformation, nous ferons

(1) ¥oir J.-A. SERRET, Cours d'Algebre supérieure, t. 1, 1910, p. 320-372, ou HENR
WEBER, Traité d’.4lgiébre supérieure, p. 392-j12.
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une petite modification. Posons
(1) s=x *xiy.

Alors on obtient
7(z)=a(z+iy)=plx, ) E£iyq(z ).
Pour la facilité du langage, nous appellerons le systéeme
(2) plx,p*)y=o0, gz y*)=o0,

systéme résolvant de a(s) [ou de 5(z) = o]. Supposons que p(x) =o0
et f(y*) sont lesrésultats qui correspondent i ’élimination de x et y?
entre les équations (2); 2(x) sera appelé premiere résolvante du sys-
teme (2) [ou de Péquation 5(z) — o], et f(y?*) dewriéme résolvante du
meéme systeme (ou équation ).

Cela posé nous allons faire quelques remarques qui seront utiles
dans ce qui va suivre.

o' . Chaque solution @, »* du systéme résolvant, ¢’est-a-dire chaque
paire de racines correspondantes des résolvantes, donne, moyennant*
la formule (1) deux racines de 5(z); réciproquement, en combinant
deux racines ¢, = +1iy,c,=x —ty (QU p, =T —Ly, p, =& +1y),
on trouve une solution

@ T )

2 2

du systeme résolvant, c’est-a-dire une paire de racines correspondantes
x, y*, de deux résolvantes.

Il en résulte que les résolvantes o () et f(y*) ayant comme racines
. , [ —1 N
correspondantes les (3) sont de degré E—(‘—I—Q—J par rapport a x et y*.

B’. Une racine quelconque de 5(3) provient, au moyen de la for-
mule (1), de w — 1 difféerentes solutions du systéme résolvant.

Y. Six et y sont réels et y == o, la formule (1) donne des racines
conjuguées de 5 (z). La réciproque cst vraie comme on le voit de (3).

¢'. Pour que 5(s) ait des racines multiples il est nécessaire et
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suffisant que la deuxiéme résolvante f(y*) ait au moins une racine
nulle ().

Calcul des racines d’une certaine catégorie.

3. De ce qui précide on voit que pour obtenir les racines de a(3),
il faut faire par laformule (1)laliaison des valeurs de chaque solution
du systeme résolvant, ¢’est-d-dire des racines correspondantes des
résolvantes () et /(»*). On peut trouver ces racines de la maniére
suivante conformément & une remarque faite par Liouville (?).

Soit
(4) P(r, t)=o, Q(x, t)=o0
un systéme algébrique quelconque. Posons w = at+ x ot supposons
que le reésultat de Uélimination de ¢ entre les P(w —at, t)=o0

et Q(w — at, t) = o, soit g(», @) =o. En ordonnant ce résultat par
rapport a a, on peut écrire

(5) po(m) +ap;(w) + a’ps(w)+...=o.

Un raisonnement facile montre que, quel que soit le nombre a, la
valeur de o qui satisfait & (5) correspond a une solution x, ¢t du sys-
téme (4). Autrement dit, il faut avoir I'identité suivante :

(6) so(atl + x)+ap (at +x)+ apy(at+x)+... =0

qui doit étre vérifiée quel que soit a, si (x, ¢) est une solution de (4).
Les coefficients du développement (6) par rapport aux puissances
de a devant étre nuls, nous aurons donc des équations de la forme

y O dtpele) et dntp ()
Y n! dx* (n—=0)!" " dz"!
("= dr oy (x) tdpn_, () _
+(n—2)1' = ...+ e “+pp(x)=—0

(1) On peut donc écrire les conditions de multiplicité des racines de s(z) en annulant
les coefficients des y°, y2, . .. y2#, dans f(y2%)=o.

() Voir J.-A. Serner, Cours d'Algébre supéricure, t. 1, 1910, p. 160, ou
B. NiewgNGLOWSKL, Cours d Algébre supérieure, L. 11, 1910, p. 320.
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pour n=o, 1, 2, ... ; p, () coincideé avec ®(x), ®(x) étant le résul-
tat de I’élimination de ¢ entre les équations (4).
Les équations (7) seront appelées equations de Liouville.

4. Le systéme () peut avoir des solutions qui sont constituées par
des valeurs de .z et ¢ finies ou infinies. Supposons que le dernier cas
n’ait pas licu. Alors nous remarquons que quand dans la solution z, ¢
du systéme (1), 2 est une racine de @ (o) d'un degre de multiplicité u,
toutes les ¢quations (7) ot = w — 1 doivent étre des identités. En
effet, il faut qu’elles sotent vérifices par « valeurs correspondantes,
finies, de ¢, quoique leur degre nosoit infericur a w. 1l en résulte que
c’est 'équation du degré n = u qui convient pour fournir les valeurs
de ¢ correspondant aux racines & de @(x).

Cela posé, supposons que le svstéme (9) coineide avee le svstéme (2)
qui nécessairement a des solutions tinies, car les racines de 5(s) qu’on
trouve par la formule (3) sont aussi finies. ®(x) coincide avec ¢ (x)
et zavec y*.

Si x = a est une racine de 2 (x) d'un degré de multiplicité u infé-
rieur ou égal a 4 et si 'on peut la caleuler exactement d’'une maniere
quelconque, comme par exemple par le calecul numérique dans le cas
ou elle est commensurable, les valeurs correspondantes de y* seront
racines d’unc équation de Liouville de degré « =41 par conséquent,
elles pourront étre calculées exactement. Si 3+ y¢ est une de ces
racines, on aura pour racines de 5(s), a cause de (1),

s=a =iV +1y.
En procédant de la meme facon en ce qui concerne la deuxiéme
résolvante f(y*), on trouve pour équations de Liouville les suivantes :

x_‘"zz’uo(t) ' du(t) +£du‘,_.,(t)

. + u,(t)y=o0 (U= y?
o! a " (¢ — ) de—? dat o(8) e=r%

(8)
ol u4(y?) coincide avec f/(y*). 1l en résulte que

sont racines de o(s) qu’on peutcalculer précisément; a est une racine
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connue de f(y?) quadruple au plus; 3 + yzest une racine quelconque
d’une équation (8) de degré v=4.
On a donc le théoreme suivant :

Tutorine |. — FEtant donnée Uéquation 5(=) = o dont les cocfficients
sont donnés en nombres, on peut calculer exactement toutes les racines de
la forme s=a=iy3+1iv et s=03+1ivy==ya, ou a est une racine
connue (par exemple commensurable) de (a premiére ou deuxiéme
résolcante de 5 (=), d’'un degré de multiplicite u=4, et 3 + yi une racine
de l'équation correspondante de Liouville de degre u.

5. Supposons que la premicre (ou deuxicme) résolvante de 5(z)
n’ait pas une racine commensurable, en g@énéral une racine connue,
mais qu'il v ait des racines de la forme du théoréme précédent, qu'on
peut done calculer exactement en se servant de ses résolvantes. Alors,
en appliquant la méthode du meme théoréeme, on en conclut qu’on
peut calculer exactement les racines de 5(z) qui sont de la forme

::;\‘I[\/E—&—fr ou s = R—}—i([‘i\/?{);

A est une racine connue de 'une des deux résolvantes de 5(z), d’un
degré de multiplicité «= 4 et B+ I une racine de I'équation corres-
pondante de Liouville de degré « dont les coeflicients peuvent étre
commensurables ou non, réels ou imaginaires.

Si les résolvantes de z(x) et de f(v*) n’ont pas une racine connue
en partant de laquelle on pourrait connaitre les racines de o () et
S () et par suite celle de 5(z), on peut considérer les résolvantes
des résolvantes, et ainsi de suite jusqu’an moment ot nous aurons
trouvé une telle racine (s'il v en a), d'un degré de multiplicité 4 au
plus, que nous appellerons base.

Il en résulte plus généralement le théoreme suivant :

Tucoreme 1. — Etant donnée 'équation 5(z) = o dontles coefficients
sont donnés en nombres, on peut calculer cxactement toutes les racines

de la forme
AxyVB+iT ou B+i(I=yA)

(s'tl y en a), ou A est une racine de la méme forme et constitution d’une
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résolvante, d’un degré de multiplicité n<4, et B+ iT une racine d’une
équation de Liouville, de degré u, qui joint ceite résolvante a sa corres-
pondante; il suffit de connaitre la base de ces racines.

Résolvantes de différents ordres.

6. Nousavens été amenés précédemment a considérer les résolvantes
des résolvantes de 5(z) et ainsi de suite. Désormais nous désignerons
les résolvantes de 5(z) pour les symboles 5.(x), 5,(¥*) et nous les
appellerons « résolvantes de (=) du premier ordre ». Les résolvantes
du premier ordre de 5, (@) seront désignées par 5,:(x) et 5,,(y?) et
celles de o, (y*) par 5,,(x) et 5,:(¥*). Les résolvantes 5,: (), 5.,(y?),
oo (@), 7,2(¥*) seront appelées « résolvantes de 5(z) du deuxicme
ordre ». Ainsi de suite nous aurons pour 5( 3) des résolvantes de diffeé-
rents ordres.

Propriété des résolvantes d’'une équation du troisiéme degré.

7. On peut démontrer les propositions suivantes :

I. Etant données une équation 5(s) = o du troisicme degré et la
somme a de ses racines, on a la relation

(9) o () =Ko (3),
ou
(10) z:‘g-[l—(—z)"]—f—(—z)“a:

et A, constant.
En effet, soient p,, p., g5 les racines de 5(z) et r,, r,, ry les racines

- . o 3.2 . 1 . .
de o.(x) qui sera de degré —— = 3 (§ 2, 2'). On doit avoir

o 27 P3 po— L1 0a po— P17F P2
1 — > b 2 — > ’ 33— 2

p1+ P2+ p3=a,
d’ou I'on tire

ry—=

]

» [P
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Lesracines de 5(3) et 5. (x) sont donc liées par la formule s =a — 2u;

par suite, on a
(A, = const.).

oz(2) = No(a—2x)

Il faut remarquer que I'on a encore r, + r,+ r,=a; par consé-

quent,
ox(y) =Maz(a—22,) =N, Mo[a—2(a—22,)] (N = const.)
ou bien
o (2) = lo[a —2(a—2x)] (Re=M 1),

En général on obtient la formule

E‘,v(z)—_—)\va[a - 2[a~,—2[a...2(a;— 2.1;)]...]]

ou plus simplement la formule (g) avec (10).
Il. Toute résolvante 5, (y?*) provient de ,( ¥*) par la formule

(11) ;A,..,y(yz):pvaf(z"’yz) (pe= const.).
En effet, on voit bien que la résolvante 5,+(x) a comme racines
o __ s ko, ou k= g[l —(—2));

vy

T (=) (—2)°

P1

=2y

donc la deuxiéme résolvante de 5, (x), c¢’est-a-dire la 5,,(y?) aura

comme racines
_ "p,-m)* <P:-‘Pa)2 _(Pz“‘Pa)’
> gv+1 ’ v+l °

qv+1

Les racines des 5,(y?) sont
(PP __(Pi—ps) _ (pa—ps),
’ 2 ’ 2

2

Il en résulte donc la formule (171).
III. Nous allous calculer la résolvante E--Iv,,u(a:), étant donné

le a,(¥?). On a, conformément i 1,

3= % [1—(—2)"] 4+ (—2)"=

;.r"y.t (1‘):)\1;_,»’(2), (K,:COHSL),
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ol A est la somme des racines de 5.+, (3), ¢’est-a-dire »
— (e (e (P2 @
A= w05 - (50) - () =

a est la somme de racines de 5,(y*). Mais, d’autre part, 2 cause
de I, on a

Gy (¥ =1, ;). (22 y?) (y*=23, »,—=const.).

On en lire

v (2) = 1oy (3) = DaGuwy (¥2) = My 2y 7y (22 y2) = A, By 3y (523,

ou, en posant A, A, = u,

;.,.v,,_,..,(.r) =u Ey(m) avec = g [t —(—2)"]+ (—2)"*x.

Résolution des équations du quatriéme degré par les résolvantes.

8. Soient 5(s) = o0 une équation algebrique du quatricme degré,

ry, Iy, Ty, ry ses racines et « leur somme. La résolvante o,(x) sera du
Y . . ry, -+ r . -

sixieéme degré et aura pour racines : —LT—E ouAz£uweth=1,2,3,4;

w=1, 2, 3, 4. De la méme facon la résolvante ,:(x) doit avoir
. I N -
comme racines - [r, + rz+ re—+r,| ot u, =, <, ¢ prennent les valeurs 1,
A
2, 3, 4 de toutes les maniéres on plus de deux indices n’ont pas a
la fois la méme valeur. Ces combinaisons proviennent de racines

- . 0y 4 0
de o () par la formule o = Z—22

du paragraphe 2, »'. Trois seule-
ment de ces combinaisons correspondent aux valeurs de «, =, =, ¢,
différentes (par exemple u=1, = =2, =3, ¢=14) el donnent
pour la o,:(x) la racine connue
1 a
Z("l+’=+r:+"5):—

4

d’un degré de multiplicité 3 (*). Les valeurs correspondantes de y?

. 1 a . .
(%) Silona 5 (ry+ry +2r;)= - on en conclut ry=r,; alors s(z) doit avoir des
-4

4

racines multiples. Nous laissons ce cas facile a part.

THESE S, SARANTOPOULOS 6
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seront racines d'une équation de Liouville du troisieme degré.
Désignons-les par B, v, ¢. Alors les racines de o, (x) seront

(12) gii\/a, (Zl-:ti\/;, %i’:l\/g

On doit donc avoir les relations suivantes :

(13) i >

I
rs—+r a .= ro4r, a . re4-r .
—12—‘:;—zs\/[3, —L—’:Z—ce' 7, =2 =" "\,

Py @ . = ry+ry _a . re+r, _a .
LU = O ieyB, A= ey, =2 4idVG,
2 4 2 4
a
2 4

2
ol e, ¢/, ¢’ sont == 1. 0n en tire les formules
Z 4 dey/B ey 4+ ie" V3,
a:g+kVB—hV?—M¢1
ieVB i€ VT — i,
r,— Z —.is\/—g—— ia’\/; + e’ \/5

(14)

r3—

\

Il faut remarquer que les raisonnements précédents laissent dans
les (13) les signes ¢, ¢, ¢” arbitraires; les r,, 7y, 1y, 7, qu'on trouve par
les formules (14) sont nécessairement les racines de 5(z). Done, pour
résoudre une ¢quation du quatrieme degré, il suffit de résoudre I'équa-
tion de Liouville qui lic les deux résolvantes oz(2) et o,,(y?) et
appliquer les formules (14) [comparer (') méthodes Louis Ferrari,
Lagrange, Descartes, etc.).

Si les racines (12) sont différentes, on trouve par la formule (7),
pour ¢ = 1, des racines simples de 5,(y*) de la forme

y?—_—z(a+z\/§) ou Z(x):—ﬁ%))_r.

On aura donc les racines de I’équation donnée sous une forme diffé-

(1) J.-A. Semner, Cours d’ Algébre supérieure, t. I, 1910, p. 471.
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rente; on a, en se servant de la racine a == i /B,

=BG )
ry= a—zVﬁ+l¢v ,+z\/ﬁ)
)

ré:a—l\/@ \/\ﬂ, l\/h
ry= a——z\/ﬁ \/Z /‘“'\/5)

Les autres racines (12) doivent donner les mémes résultats (§2, 3).
On voit facilement que si quelques racines de (12) coincident,

5., (¥?) a une racine nulle, au moins; Pun des nombres 3, v, ¢, soit 3,
a . N 8

sera nul. ; sera racine double (au moins) de s, (x). Il suffit donc de
4 .

considérer une équation de Liouville du second degré pour trouver les
racines de ,.(y?).

La composition des racines de s,.(x) montre que la transforma-
tion x = a — o donne une équation équivalente g ,(a — w) =o0. Ona
donc

ox(ad—w)=hkao(w) (A =counst.).

Des équations qui peuvent étre décomposées en autres irréductibles
du quatriéme degré au plus.

9. Au moyen de résolvantes du premier et du deuxieme ordre, on
peut calculer toutes les racines d'un polynome (=) qui est un pro-
duit d'autres polynomes, dont les coefficients sont commensurables,
de degré 4 au plus. sans qu'il soit nécessaire de décomposer 5(z).
On montre facilement le lemme suivant :

Lemve. — Une résoleante (premicére ou deuxicwne) du premier ordre
d'un produtt de polvnomes donnés est le produit des résolcantes corres-
pon'/(mles du pr(eml'/'/' ordre et d’un autre [)r)[;'lrr)llze qui «a pour racines
toutes celles que la formule correspondante de (3) donne par les combi-
naisons de racines appartenant aux différents polynomes.
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Soit

g(5)=0,(3)5:(5)...0y(5),
ou a,(s), 6,(5), ..., 7(=) sont de degrés quelconques. On aura

() = 012(X) Taz(X) ... 0y (x) Zp(x),

o (¥?) =51y (§?) 2y (¥2) - 50y (1) 2, (02,

X,(x) et E.(y*) ont pour racines les combinaisons correspon-
dantes (3) qui se font sur les racines de différents facteurs de o ().

Cela pos¢, supposons que le polynomes s(z) ait des coefficients
commensurables, et qu'il soit le produit de multiplication de facteurs
irceductibles dont quelques-uns ou tous sont de degré 4 au plus.
Nous verrons comment nous pourrons trouver les racines de tous ces
facteurs dont le degré est j au plus, sans décomposer ().

o’. On remarque que les racines commensurables correspondantes
des résolvantes du premier ordre (qu’on peut par conséquent calculer
par la méthode du caleal numérique) constituent un polynome
rationnel (avee des coefficients commensurables) du deuxieme degré;
et réciproquement. On peut done, au moyen des résolvantes du
premier ordre, calculer toutes les racines de ces facteurs.

Supposons que 5(z) soit privé de tels facteurs.

g’. Considéronsun facteur irréductible du o(s) du troisieme degre,
soit 5, (). On peut imaginer, en multipliant (=) par s — 3, ou § est
un nombre commensurable quelconque, que = —@ soit lié a 5,(2).
Alors nous aurons i considérer un facteur (s — d) ,(=z) du quatriéme
degré. On peut done procéder comme dans le cas suivant, o 'on peut
trouver les racines du facteur (z — 3)o,(3) et par suite celles
de 5,(=).

v'. Soit 5, (z) un facteur du quatritme degré irréductible ou non,
rationnel. Conformément au paragraphe 8, la résolvante 57;.;(.1?) a
nécessairement une racine triple commensurable ¢gale an quart de la
somme des racines de 5,(z): appelons-la j0. Cette racine sera au
moins triple pour la résolvante 7,:(r) comme celarésulte du théoreme

précédent [que nous appliquons d'abord a 7.(x) et ensuite 4 ,:(x)].
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Si elle est triple, les racines correspondantes de s,,(y*), qui sont en
méme temps des racines de g,,,(v*). sont données par les équatibns
de Liouville du troisicme degré. A I'aide des formules (14), nous trou-
verons toutes les racines de 5(z) appartenant a 5,(3).

Si cette racine, qui est ¢gale 4 0, est d’un degré de multiplicité u >3
pour 5,:(x), en se servant de la transformation,

[24a]

(15) 3= jﬁ

Yo + 0

N . .
(2 B, v, osont des nombres réels, commensurables, mais quelconques);
on peut la remplacer par une autre dont le degré de multiplicité soit 3.
- . . . aw + 8
En effet, on trouve les racines du polynome transformé s( ———= ) par
Y 7w+ 0

la formule (15) qui, étant résolue par rapport 4 @, donne

as+ b

W= —
cs +d

(ou a, b, ¢, d ont des valeurs commensurables qu’on peut facilement
calculer).

Les racines z,, 5., 3, 3. de 5(z), dont la somme est 40, se trans-
forment en w,, Wy, W, ®, dont la somme est jr. On a alors

az,+ b asg+ b as.+ b as,+ b

(16) csutd  cintrd Tczerd Ve, d

:4]‘.

Le premier membre du (16) est une fonction symeétrique des
racines 3,, 5, T¢y 5. Sl

M(z)=3*— 4633+ A2+ Bz + T

est le polynome admettant ces racines, on peut écrire la formule (16) :

F(tl, by c, d, !19- ,\,B.r) - 4"
®(a, b,c,d, 49, A\, B, T) """

S’il y a un autre groupe de quatre racines de 7(z) [dont une au
moins soit différente (') de celles que nous avons déja considérées]

(1) §'il n'v avail aucune racine qui soit différente de racines que nous avons consi-
dérées, o(z) aurail des racines mulliples; cc qui est en contradiclion avec I'hypo-
these.
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qui donnent la méme somme, et d’autre part si, par la transtormation
faite, les valeurs correspondantes de » donnent pour somme 47, on
aboutit a la formule

Fl(a1 bv c, ds L/‘gv -"\v Bv r) —
(7) ®(a b o d b A BT 4

En comparant les formules (16) et (17), on voit que les rapports

de a, b, ¢, d a ’'un d’eux doivent satisfaire a la relation fixe

F ¥
(18) T

D
Par conséquent, pour les nombres a, b, ¢, d qui ne satisfont pas a (18)
(qui sont en nombre infini), la transformation (15) donnera des
racines dont la somme pour chaque groupe de quatre d’entre elles
sera différente. On remarque de plus que cette somme sera nécessai-
rement commensurable, si elle provient d'un groupe de guatre racines

appartenant 4 un facteur rationnel de o(z). On retombe dunc sur le
cas v'.

Remarque A’. — Soient § une racine, A et « ses degrés de multiplicité
pour o;,:(x) et 5,,:(x), et v pour E,:(x). Les racines correspondantes
de a5, (1), Tuey(¥?) et £,,(y*) seront fournies par les ¢quations de
Liouville

,O\(yf)::o, La(¥?)=o0, Le(y*)y=o

~

de degrés A, u et w. D’autre part, les racines de ces équations
doivent étre fournies par une ¢quation de Liouville £ (y*)=o0, de
degré « + A + 7, qui relie les résolvantes ,: () et 5,,(y*). On aura,
par consc¢quent,

LO?) =002 L) Ln(r®)-

On voit donc que si A<3, =3 et > 3, au lieu de faire la transfor-
mation ci-dessus, on peut entreprendre la résolution de ¢(¥?) =o,
conformément & la méthode dont on vient de parler, et calculer ainsi
les racines utiles de «, (y?) et ,(¥?).

Remarque B'. — Aprés avoir trouvé les racines commensurables
d’un polynome o(z) et les racines de facteurs irréductibles du
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deuxiéme degré, pour trouver les racines des facteurs irréductibles
du troisieme degré, nous n’avons pas besoin de procéder comme
ci-dessus. 1l suffit d’appliquer la méthode suivante qui peut nous
fournir tout entier le facteur du troisicme degre.

Supposons que 5(3) soit prive des racines commensurables et des
racines provenant de facteurs irrcductibles du deuxieme degré. Sup-
posons qu’on ait _

g(x) =o,(x)oy(x)...0(x) (),
ou g,(x), 5,(x), ..., 5,(x) sont du troisicme degré. La premiére
résolvante du deuxieme ordre de (& - B)s(z) (ou 3 commensurable
arbitraire) doit avoir comme racine au moins triple le quart de la
somme des quatre racines du facteur (0 — B)s,(x). Soient 0 cette
racine et « la somme de trois racines de 5, (a); on aura

i =0, d’ott I'on tire a=40-—@.
Si maintenant nous faisons la transformation
(24
r= 3-—[1 —(—2)]+(—2)w

(aprés le paragraphe 6, 1), ce qui revientdx = « — 2w, on obtient
Giz(w)= Ao, (o — 2m) ou () =%ro,(a— 22)

ou bien

;'x(a :x) =20, (x);

mais on a

ox(x) = oyz(x) ;,,(.z‘) - ;v,,.(x)z,(x)

[ou I'on sait bien quelles racines contient X,(x)]. On peut donc
écrire

G (%f) :)‘a,(,t)gu(f‘:;_'”_). .. cvz<a—2-x> s, (a:x).

On voit de la que les polynomes 5(x) et _o:,<f‘—:—£\) doivent avoir g, ()

eomme diviseur. Nous pouvons donc le calculer.
1l faut remarquer que si les racines de o,(x) ont la méme somme,
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il serait aussi commun diviseur entre les deux polynomes o(x)

et c-x(“:m) Alors le degré de multiplicité de § dépasserait 3. Mais

dans ce cas nous pouvons, comme nous 'avons déja vu, faire usage
d’une transformation homographique (15) sur s(r). D’apres cela,
les s,(x), 5.,(x), ..., 7,(x) auront des racines dont les sommes
doivent étre différentes. Supposons que cela ait lieu. Alors nous
n’avons pas besoin de résolvante du deuxicme ordre. En effet, sans
connaitre o, nous cherchons le plus grand commun diviseur entre o (x)
et ;x<°i_;—‘[) en exigeant que celui-ci soit du troisicme degré. Nous

allons ainsi obtenir différentes conditions sur les coefficients du reste
qui sera un polynome du deuxieme degré par rapport a x. Ces condi-
tions qui doivent étre compatibles déterminent des valeurs de « pour
lesquelles correspondent des facteurs 5,(x), .(x), ..., a,(x). Entre
les valeurs de «, il faut prendre les valeurs commensurables.




