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PRÉFACE

La présente Thèse est constituée de deux Mémoires dont l'un est indé-
pendant de l'autre. Le premier a comme sujet, dans le domaine de
l'Analyse supérieure, les fonctions croissantes et la théorie des fonc-
tions entières. Le deuxième se rapporte, dans le domaine de l'Algèbre
supérieure, au calcul numérique d'une catégorie des racines des
équations algébriques.

J'adresse ici mes vifs remerciments à MM. M. Fréchet, G. Valiron et
H. Villat, professeurs à l'Université de Strasbourg, pour l'excellent
accueil qu'ils ont bien voulu faire à mes recherches. Particulièrement
à M. H. Villat, je tiens à exprimer toute ma reconnaissance pour les
facilités et les marques d'amitié que j'ai recues de lui pendant mon
séjour à Strasbourg.

C'est mon devoir de rendre ici témoignage de la profonde reconnais-
sance que je dois à M. (i. Hémoundos, professeur à l'Université
d'Athènes, qui a été le principal levier de mon voyage scientifique en
Europe et à qui je dois la plupart de mes connaissances, tant comme
élève au Lycée que comme étudiant à l'Université d'Athènes.

S. S.





PREMIÈRE THÈSE

FONCTIONS CROISSANTES

THEORIE DES FONCTIONS ENTIÈRES

INTRODUCTION.

1. La théorie des fonctions croissantes ( ' ) dont M. Borel a jeté les
fondements dans son Mémoire Sur les fonctions entières (Acta mathe-
matica, t, XX, 1897) est aujourd'hui assez classique pour qu'il soit
utile d'en signaler l'importance. Les applications de cette théorie
dans l'étude des propriétés générales des fonctions entières et dans
la démonstration du théorème de M. Picard sont bien connues.

Dans son Mémoire fondamental, M. Borel a donné deux propriétés
générales des fonctions croissantes :

I. Si M(a?) désigne une fonction croissante dèrivable, sa dérivée M'(a?)
vérifie Vinégalité

où a est un nombre positif arbitraire, à partir d'une valeur de x, sauf
oeut-être dans une suite ri'intervalles exceptionnels détendue totale finie.

IL Si M(2?) est une fonction croissante quelconque, et a et t deux
nombres positifs, finis, arbitraires, i'inégalité

(2) ^ h 4 " [iogvi(ï)

(*) Il est bien entendu que dans tout ce qui suit il ne sera question que des fonctions
croissantes continua.

IUJ.SE S. SAH.VNTOl'OULOS



a lieu à partir d'une valeur de x7 sauf peut-être dans une suite d?inter-
valles exceptionnels d* étendue totale finie.

Le premier objet de ce Mémoire.est de compléter sur certains points
les deux propositions de AI. Borel; parmi les résultats que j 'ai obtenus
et qui sont exposés dans la première Partie, je signalerai les deux
suivants :

i° Dans l'inégalité (2) on peut remplacer la constante s par une
fonction o(x), décroissante, mais décroissant assez lentement pour
que xo(x) : log*r Unisse par dépasser tout nombre donné ( ' ) ;

20 Dans cette même inégalité on peut remplacer [logAI(a?)]£

par | log2MO) J1"1*.

Dans la seconde Partie j'applique mes résultats à l'étudo des rela-
tions entre certaines des fonctions croissantes qui s'introduisent dans
la théorie» des fonctions entières. Apres avoir employé la méthode
même de AI. Borel, j'utilise une méthode indiquée par M. 0. Rémoundos
dans les Comptes rendus du Congrès de Strasbourg. Grâce à la meilleure
approximation de mes inégalités, la méthode de AI. Rémoundos peut
conduire à quelques résultats intéressants que je rapproche de ceux
obtenus par Al. \ aliron par une autre méthode.

PREMIERE PARTIE.

COMPLÉMENTS AUX THÉORÈMES 1)K M. BOREL SUR LES FONCTIONS CROISSANTES.

2. LE PREMIER THÉORÈME DE AI. BOREL. — Dans deux Notes, M. G.
Rémoundos et AI. Th. Varopoulos ont apporté des compléments au
premier théorème de AL Borel ; AL Rémoundos (2) a montré que l'iné-
galité (1) peut être remplacée par

(3) MV)<M(r)[logM(a?)] I+«.

(*) J'ai donné pour la première fois ce résultat et quelques autres dans une Note
insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris. 22 mai 1922, p. i32Of

(2) Comptes rendus, t. 170. 1920, p. 829.
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M. Varopoulos ( !) donna l'inégalité encore plus précise

(4) M'(tf) < ^ ( * ) logM(x) . . . Iog„_,M(.r)[log^M(ar)]ï+«.

Ces résultats obtenus par diverses méthodes ne sont visiblement
pas autre chose que celui de M. Borel appliqué à la fonction log^M(a7);
ils sont vrais dans les mêmes conditions.

Il est clair que tant qu'on ne fait pas d'autre hypothèse sur la fonc-
tion M(jr-1), on ne peu! remplacer l'inégalité (.\) par une inégalité
analogue où a serai! nul, car par exemple1 si l'on pose c{(x) — ex,
ev(x) = <>s | £,,__, (cc)\, la fonction M(œ) = eit+i(ac) a une dérivée qui est
précisément égale à M(.i')logM(x- ) . . . logt,M(#).

3. TIIÈOHÈME. — Si la fond ion croissante M ( J ? ) reste inférieure
à e,,[a(a?)J à partir iT une valeur de .r, l'inégalité

(5) W{x) < M (a:) logM(.r) . . . log,M (^)fx'(ar)

est satisfaite dans des intervalles aussi éloignés que Von veut.
Si la f onction croissante M'(.T) reste seulement inférieure à *V[|JL(«2: )]

dans une infinité d'intervalles, (5) doit être remplacée par

( 6 ) M ' ( ; r ) < M ( 3 0 1 o g M ( t f ) . . . l o g , - , M ( * ) ƒ * ' ( * ) .

a. Supposons qu'à partir (Tune valeur de r la fonction crois-
sante P(a?) reste inférieure à u.(.x). On a

Le rapport ^ ( r ) : ;J.(.X) croit indéfiniment avec U.(.T), donc avec ^?;
eji(x) . p(a;) finit donc par dépasser tout nombre donné, et il en est de
même de u.(a?) — logP(./;). La dérivée de cette différence ne peut pas
rester constamment nulle ou négative, car si cela avait lieu, la différence
ne pourrait dépasser tout nombre donné. Il y a donc certainement une
suite de points x{, ,x2, . . . , xp tels que l i m ^ = o c , qui satisfait à
l'inégalité

(!) Comptes rendue, t. 171, ujai, p. 6i3.



ou bien à la suivante :

(7) P'(.r)<P(*)

Cette inégalité, à cause de la continuité, aura lieu à gauche et à droite
des points x{, <r2, . . . , xjn . . . , dans une suite des intervalles aussi
éloignés que Ton veut.

Cela posé, supposons que Ton ait M(a?)< ev\ a(x)\. Alors log^MCx)
est inférieure à a(.r). Ko appliquant la formule (7) avec P(x) = log^M(^f)
on en (ire

c'est-à-dire la formule ( *> ). Pour r = 0 , on retrouve l'inégalité (7).

p. Supposons que M(.r) vérifie l'hypothèse de la seconde partie du
théorème; comme ci-dessus, dans une infinité d'intervalles, la dérivée

reste positive; donc, dans ces intervalles, on aura

M ' ( j O < M ( a : ) l o s \ l ( . t f ) • •• l o g , - ! > ! ( * ) { * ' ( * ) ,

c'est-à-dire la relation (6) .

Corollaire. — Si [Ji(.a?) = x, les formules ( >) et (G) deviennent

(8) M'(.r)<M(.r)log\I(^) . . . log,_£M(x),

où l'on a s = o pour le premier cas et 1 = 1 pour le second. Visible-
ment cette formule est. plus précise que les (1), (3) , (4) .

4. LE DEUXIÈME THÉORÈME DE M. BOKEL. — Étant donnés une fonction

décroissante o(x), telle que Pon ait lim I .^^ = x , f/ un nombre posi-

tif fini a arbitrairement petit, une fonction croissante que/conque M(.r)

vérifie Vinégalité

peut-être dans quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale
finie.
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M. Borel a démontré ce théorème dans le cas où ?(«#) est une cons-
tante quelconque.

Supposons que pour les valeurs suivantes :

( 1 0 )

l'inégalité (9) ne soit pas vraie. Les égalités (10) donnent

( l l ) .r„=*0+ r— l - -:- ,+. . .+ ., '

Supposons maintenant que le nombre des valeurs (10) qui ne satisfont

pas à l'inégalité (q) soit infini et considérons la série V r.—^—. lg>,, :•

Pour les valeurs o?0, a^, . . . , ^ _ , , on doit avoir

logM(^) >(i -h a)

d'où Ton tire

(12) iogM (ark) > ( i -h a)

pour i = î , 2 , . . . , c ; o n a donc

Pour que la série ̂  7—-—r^n soit convergente, il suffit d'avoir, à

partir d'une valeur de *>,

où £ est positif constant, delà aura lieu quand on a

( i 3 ) v*(*v) U»g(i •+- a) > ( i + s) logo.
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Mois à cause de ( i i ) , 9 est supérieur à xv— acQ ; on a aussi

O{JCV) >o(e -+- x0) et log(r 4- *r0) > logr.

Donc la relation ^i3) aura lieu nécessairement si l'on a

vo(v 4- JCQ) iog( I + Ö ) > ( I + £) \og(v 4- ar0),
ou bien

ou encore

04)

Or a?oç(.r) tend vers zéro lorsque a? croît indéfiniment. Si donc
nous choisissons la fonction décroissante o{oc) telle qu'on ait

l'inégalité ( I ' I ) se vérifie, à partir d'une valeur de .T, quel que soit#,
et par suite, a fortiori, l'inégalité ( i3) est vérifiée à partir d'une valeur

de v. La série^V x } et, par conséquent,

2d \\oix\\ (*,,)]*<**> ' 2d ( i 4- a ) ^ ^ ô - \ l ( ,rn) \^J

sont convergentes; la v a l e u r ^ tend donc vers une limite finie. Mais
ceci est en contradiction avec le fait que xv tend vers l'infini en même
temps que r, comme il résulte de la relation (12). Donc, les valeurs
(10) sont en nombre fini et l'intervalle exceptionnel xv—x0 est plus
petit que

2d(i • a)»'?'-'v»[logM (,ro)pr"> [ logM(^c0)P t J^

On en déduit que l'étendue totale de ces intervalles exceptionnels est
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finie et au plus égale au nombre représenté par la série convergente

En effet, soient x0, xK, . . . , xv_{ les valeurs exceptionnelles qu'on
peut construire avec les formules (10), étant donnée la première^;
soient aussi x'o la première valeur exceptionnelle qu'on rencontre
après xv et x[, x't% . . . , x\_x les valeurs exceptionnelles qu'on trouve
de la même façon, et ainsi de suite. L'étendue totale sera égale à la
somme

S = (<cv — a?0) 4 - (J?X — a;'o ) -h ( . . .) -h . . . ;

on a donc

S <
[ log

Mais puisque M(x) est croissante et x\> xvy on a M(a?'0)> M(a?„).
D'autre part, puisque a?^, est une valeur exceptionnelle, on a, à cause
de (12),

M(xt.) > (i -+- a)vM(&0); par suite, M(.r'o) > (1 -+- ayM(œ0).

On peut donc écrire a fortiori

s < r ' . \ .

I I

où les nombres o, 1, 2, . . . , v, ..., p -h /• désignent le rang de chaque
valeur exceptionnelle à partir de la première x0. Mais comme on a
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déjà vu, la série

-4- a )*<**>[ log M (a?,,)]**'*1

0

est convergente, sous la condition qu'on ait

L logo; J

et représente un nombre inférieur à celui que donne la somme

y ! .
JLL ( I -h fl)"?t*v»

0

5. On peut donner au théorème précédent la forme suivante :

Étant données la f onction croissante M(x) et une autre o (ce) décrois-
sante (ou constante) et telle que

l i n \ ? ( r ) ï ^ l = '
rinégalité

«re vérifie, sauf peut-être dans quelques intervalles exceptionnels où la
variation totale de log.r, à partir delà première valeur exceptionnelle xQ1

est finie ( ' ).

En effet, on peut écrire

M(er) croît avec y. Puisque Ton a

l'un . IALJ—É— = 0 0|_ log2^ J

par suite r?T tend vers l'infini \~>((r) = ^(^) étant décroissante],
on peut appliquer le théorème précédent. On aura alors

T^J <[M(e-v)]l+a

i l ) Ma Note des Comptes rendus signalée page •>. renferme au sujet des intervalles
exceptionnels relatifs à ce cas une erreur que tous les lecteurs auront aisément vérifiée.



ou, plus simplement,

La variation totale de y dans les intervalles exceptionnels, et par
suite la variation totale de logx, sera plus petite que le nombre repré-
senté par la somme ^ {l + àyw qui peut s'écrire ^ ( I 4 _J^ ? W -

6. THÉORÈME. — Si la f onction croissante M (o?) reste toujours, à partir

d'une valeur de x inférieure à e<, ( -, )> h étant constant, la formule

05)

se vérité toujours, sauf dans des intervalles d'étendue totale finie.

Si M (a?) devient plus petite que c2 ( -—
:— j en une suite de points xl9

œ2y . . . , xf), ... tels que lima^= ce, I inégalité (i5) se vérifie dans une
infinité d'intervalles d'étendue totale infinie.

a. Supposons que M (a?) reste toujours plus petit que c2 (
 lx )«

Posons

on en tire

Alors on aura

^ Io^+1M(.^) j?logy+.tM(j?)
log^clogjMC^") hœ

l

puisque log2M(a;) est inférieure à r>/ • I! en résulte que

On peut donc appliquer le théorème du paragraphe 4 et trouver la
formule (i5). La première partie du théorème est démontrée.

Tlli:SE S. NAR VNTOI'OL'I.O
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b'. Supposons que M(x) <<?2 \r~7r~) pour une suite de points x{%

x.I9 . . . , xp9 . . . tel que lima^ = oc, et soit k un nombre constant plus
grand que A. Posons

et
Mj(^ ) = e A —^— j si M ( x ) = g2 ( ^ j »

On aura alors

; >

par conséquent, k cause de la première partie du théorème, on a

sauf dans des intervalles d'étendue tolale finie. Je vais démontrer qu'il
y a des intervalles dans lesquels l'inégalité (i(>) a lieu, M,(a?) et

M4(,T-h 1 ^——-) coïncidant avec M (a;) et M ( x -h -. TFT—rV En

eflet, pour x = œp, à cause de l'hypothèse, on a

Mais on a
hxp \ / kx \ _

i — = 2̂ i quand
hxp \

— =

ce qui donne pour x une valeur xp inférieure à xp, puisque k > A. On
aura

PP~ k logorp
et par suite

œ'p < J ^ P (car l o g x ^ log^p).

Or on doit avoir, dans l'intervalle (a/p9 xp), M(x)<lM(xp)9 puisque
M(x) est croissante, et par suite dans tout cet intervalle (au moins),
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on aura

Un tel intervalle (xp, xp) a une longueur supérieure à celle de Pinter-

valle \T^Py xp)- Mais cette longueur xpl i — -, I va en croissant avec

le rang />. Donc, dans chacun de ces intervalles (xp, xp), il y aura un

point x1 au moins où (16) a lieu, le point xJ-h * / appartenant

aussi à ce même intervalle pour lequel M,(a?) = M(.r) et par suite

M

Corollaire. — Si nous posons

logAJ {x) -=z m(œ) et

la formule (i5) peut s'écrire

(«5')

Alors, bien entendu, il faut comparer m(x) à eK (.-—-) •

7. LEMME. — Étant donnée une f onction croissante M(x) de la f orme
M(x) =e2[/(.r)], si la différence j\x 4- m(x)\ — f(.r)peut devenir et
rester, dans un intervalle, négative ou plus petite que la quantité positive
log(i -h a), on aura dans cet intervalle

(17) M[*+ m(*)]<[M).r)]«+«,

a étant positif et aussi petit que Von veut. L'inégalité (ij) change de
sens dqns les intervalles dans lesquels on a

ƒ[•*• H- m(.r)] - f(x) > ioix(i -h a).

Posons
ƒ [> -h m{x)\ -~f(x) =. <p[.r, m (



On peut écrire

on en tire

Si donc, dans un intervalle (a9b)9 ç[.r,m(.r)] est inférieure à log(i -4- a)
[cette condition est remplie quand on a 9 [a;, /w(a?)] <C°J. ön aura

ey\xtm{x)\ <- I_j_ a

et par suite
[e,[/(*)]]^C*>l>l(')l<[es[/(*)]J'+-l

c'est-à-dire
M[^+m(^)]<[M(^)]1+«.

On trouve de même

M[> -h m (a:)] > [M(^)]lH-a quand o[>, m(.r)] > log(i •+- a).

8. THÉORÈME. — Si, étant donnée la fonction croissante M (a?), le
rapport e^{r) : log^2M(a?) croit dans une infinité d'intervalles d} étendue

totale infinie, la fonction ^ étant décroissante et tendant i*ers zéro,

V inégalité

( . 8 ) l

fŷ  satisfaite dans une suite d'intervalles aussi éloignés que l'on reut ( * ).
Nous pouvons prendre comme \*~(x) la fonction zx, où £ est un nombre
positif et aussi petit xjue Con reut.

Posons
log2M(.r) = P(.r).

Le rapport e^in : logt,P(.r), à cause de l'hypothèse faite, va en croissant
dans des intervalles que nous appelons (A); dans ces intervalles, nous
aurons

(*) Si eV-x- : log, + 2M(.r) va constamment on croissant, u 8 ) est satisfaite, sauf dans
quelques intervalles exceptionnels détendue totale finie.
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ce qui revient à l'inégalité

P'(*)^PO*)logP(*).. Jog,P

Le théorème des accroissements finis donne

où

or on à

(ao)

et

Le théorème classique sur les fonctions croissantes de M. Borel
donne

( 2 1 )

partout, sauf peut-être dans quelques intervalles exceptionnels
d'étendue totale finie (0); #4 est un nombre constant arbitraire,
positif. Il y aura donc des intervalles d'étendue totale (A) — (S); dans
lesquels, par rapporta x', les formules (20) et (21) sont satisfaites
simultanément. On aura donc

P'(x') < ( i + «1) &(*) P'(xr) = O-*" «t) P(^) logP(^r). . .log„P(^) fJL'(ar').

Il en résulte que le rapport

P'(^p') : P(ar) logP(^r). . .logrP(ar),

dans une infinité d'intervalles d'étendue totale au moins égale
à (A) — (0), reste plus petit que (i + fl,)^^), Or cette quantité
est moindre que Iog(i +f l ) , quel que1 soit a positif, à partir d'une
valeur de .rf. tën edet, u.(x) ". oc va continuellement en décroissant et
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tend vers zéro. On aura donc

Mais, par hypothèse,

) : x~\ = o, par suite lim/x'(a?):=o.

Donc, en vertu du lemme, la formule (18) sera en vigueur, quand a?'
varie dans les intervalles (A) — (S), pour une suite de valeurs de x, au
moins, ccn <r2, ...,xp, telles que Ton ait \\mxp = ce. Mais, à cause de la
continuité, (18) sera de même satisfaite à gauche et à droite de ces
valeurs, c'est-à-dire dans une infinité d'intervalles aussi éloignes que
l'on veut.

Si it.(œ) = zœ avec £ < log(i -h a), il en résulterait
f//(o?Xs < log(i -H a), et par suite la formule (18) sera encore
valable.

Corollaire. — Si nous posons

logM(.a?) = m(a?) et (̂  -+• i = n,

la relation (18) devient

(22) m 1 x -h — ; —- < ( i + a)/n(a?),

où e^r) l lognm(œ) doit satisfaire aux conditions du théorème pré-
cédent.

8. Dans le cas général où M(x) est une fonction croissante quel-
conque, j'ai établi le théorème suivant :

THÉORÈME GÉNÉRAL. — Étant donnés une f onction croissante quelconque
M (a?) et deux nombres positif s arbitraires z et a, V inégalité

<23>

se vérifie partout, sauf peut-être dans quelques intervalles exceptionnels
d'étendue totale finie.

Cette inégalité est meilleure que celle de M. Borel, car la quantité



ajoutée à x est

[log, M (a?)]1-*

Pour le démontrer, posons

- iif ~

au lieu de

x = xQ -h -

[ log, M (a?, )]«•«'

Vv Us v | •

[ l o g , M(*„_,)••••« f

et supposons que, pour les valeurs a?0, a?,, ..., a?„_,, la formule (23) ne
soit pas satisfaite; on aura donc pour xk {k = o, i, 2, . . . , c — i)

On en tire

(a5) loj

On voit bien que si limç> = oo, on a également lim^==oo. On tire
facilement de la relation (^5)

(26)

et, par suite,

La série

[log, M ( ^ o log(i -4- a)

A = 1 k = 1

est convergente et par conséquent ocv — aeQ reste plus petit que

Cela est en contradiction avec la remarque déjà faite
quand lim? = oc.



— 16 -

On en conclut que la formule (23) est vraie, sauf peut-être quelques
intervalles exceptionnels. Nous allons maintenant démontrer que
l'étendue totale de ces intervalles est plus petite que

x0 étant la première valeur exceptionnelle.
En effet, supposons que xh, xt, . . . , xv_K soient les valeurs excep-

tionnelles qu'on peut construire avec les formules (2/î), étant donnée
la première xQ. Supposons aussi que x\ soit la première valeur excep-
tionnelle qu'on rencontre après xv et x\, a;',, . . . , oc\.t_x les valeurs
exceptionnelles qu'on trouve de la même manière, et ainsi de suite.
L'étendue totale des intervalles exceptionnels sera égale à la somme

c'est-à-dire qu'on aura

i
S =

Mais, on déduit de la formule (25), puisque xo^>xu et, par suite,
M « ) > M ( * „ ) :

logM«)>(i-f-a)MogM(ar«);

et, puisque x0, x\, . . . , xi,i__l sont exceptionnelles, on a

log M(*;) > ( ! - + - a) log M(.r0), . . . , l o g M « ) > ( i - H a) log M « _ , ) ,

d'où l'on tire

pour i = o, 1, 2, . . . , Vi — 1, v%. On trouve de la même façon

(28) logM(j?;) > ( i -+- ay+r>+" log M(^o)

pour u = o, 1,2, . . . , c2 — 1, t\j, et ainsi de suite.
On obtient maintenant, à partir des formules (23), (27), (28), la
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formule (26) et de même

[iog2 M ( ^ ) ] ^ > [(p + i) log(i 4-a)]

d'où Ton tire

s [log, i 4- a ) ] - £ _ _ *»+«

Corollaire. — Si nous posons logM(a?) = m(x) la formule (^3) peut
s'écrire

(29)

Alors l'étendue totale des intervalles exceptionnels sera inférieure à

1 1
_ _ _ _ _ _ _ _ 4_ _ _ _ _ _ _ _

M. Th. Varopoulos à qui j'avais communiqué le théorème ci-dessus,
à Paris, le 2 mai 1922, en a fait une extension ( ' ) ; il a démontré l'iné-
galité

( 3 o )

9. Nous allons terminer l'examen du théorème classique de M. Borel
parla proposition suivante qui montre que ce théorème ne peut être
précisé au delà d'une certaine limite.

Si, étant donnée la jonction croissante AI (•*'), le rapport ex ! log,,.^ M (po)
va en décroissant ou reste constant, dans un intervalle (xQ, xn -f- 2 A -h B)
avec

A = Ï ^ 7 M ( JCQ ) iog3 M ( xQ )T7Tïôg,^7M"(ï7) e t n > °'

( ' ) Comptes rendus, 11 mai 1922.
TIIÙSB S. SARANTOPOULOS
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Vinègalitè

logïM(ar)log,M(a:)...logIH_1M(a?)J

se vérifie dans cet intervalle^ ou au moins dans l'intervalle (ocQ, œo^-A -4- B) ;
a est un nombre positif au plus égal à e — i .

Posons

le rapport ex : log„P(#), à cause de l'hypothèse faite, va en décroissant
ou reste constant dans l'intervalle (xt> a?0-+- 2A 4- B). On a donc, dans
cet intervalle,

i -[ log,+ 1P(^)J=o,
c'est-à-dire

( 32) P'(a?) > P( J7) log P( J7) . . . logp P(ar).

Le théorème des accroissements finis donne

p | x + _ _ _ _ p ^ ^ _ _ _ _ J = p W H- p ^ ) l o g p ( ^ ) . . . , o ^ p ( - ) '

OÙ

Or on a, puisque P(cc) est croissante,

mais il résulte de la formule (32 ) que le deuxième membre est plus
grand que r, car si JC' est dans l'intervalle ÇT0, ,r0 -+- 2A -h B), on a,
a fortiori,

H(j?')>log(i -ha).

On peut par conséquent constater, d'après le lemme, que dans l'inter-
valle (,r0, a?0-f- A -h B) au moins, la formule (3i ) sera satisfaite. Je dis
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dans l'intervalle (a?0, x0 -H A -h B) au moins, puisqu'on voit bien que

a:0+A + B<^'<;r0+À+B
i

4"P(^0-hA-hB)...log^P(^0-h A +B)

x' peut d'ailleurs rester encore dans l'intervalle (œ0, x0 -h 2 A -h B)
quand x varie un peu au delà de a?0 -h A-h B en restant dans l'intervalle

Remarque. — Si B = ce, l'inégalité (3i) est en vigueur partout et
a fortiori

II en résulte que si nous voulons avoir un théorème général plus
précis que le théorème classique de M. Borel, nous ne pouvons ajouter
à oc que l'inverse d'une fonction d'ordre de grandeur supérieure que
celui de Iog3 M(J?).

Exemple. — Considérons la fonction croissante M(x) = ez(x).
Alors on a

/(^) = log2M(x) = e-ï

et, par suite,

Mais on a

-L —
e —e*.e — e

d'où

On n'aura donc jamais
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DEUXIÈME PARTIE

APPLICATIONS DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS.

10. Soit M(r) le module maximum d'une fonction entière

(33) f(z) = ao-hatz -hatz
2-h.. .-h anz

tl

Posons
An=|a„' | , r = l - |

et

(34) 5f(/-) = A0H-À,r-+- A2r
2-+-...-+- A„/•»....

On déduit du théorème classique de Cauchy l'inégalité suivante :

(35) Atl=\an\<^p ou A„r»<M(r).

Dans la série (33) il y aura, pour chaque valeur de /*, un terme qui,
en module, ne sera pas inférieur aux autres. Désignons le module de
ce terme maximum par m(r). C'est une fonction continue qui croît
indéfiniment avec r ainsi que son rang. On a

m(r)<M(r),
de même

M(/-):M(r) et m(r)<M(/ - ) .

On connaît, depuis longtemps, une autre relation de sens contraire
entre M(/*) et une fonction quelconque M(/-) qui satisfait à (35); c'est
la relation

| / (^ ) l<M(r)< r ; M ( / ; ) ( p o u r r i r ) .

En prenant /-, = r -h —^—--— et en appliquant le théorème de

M. Borel, on aboutit facilement à l'inégalité asymptotique

(36) M(r)<[M(/-)r ,

où £ est aussi petit que Ton veut. Cette formule est vraie pour les



valeurs suffisamment grandes de r, sauf peut-être dans quelques
intervalles exceptionnels d'étendue totale négligeable.

Ce résultat de M. Borel peut être précisé de la manière suivante :

I. Tout d'abord nous remarquons que M(r) ne peut pas être plus
petit que le terme maximum de la série donnée; en se servant donc
de m(r) on a
(37) M(x)<Cjf=i£).

Si maintenant au lieu d'appliquer le théorème de M. Borel, nous
nous servons de l'inégalité (29), nous trouvons, en prenant

à partir d'une valeur de r, sauf peut-être, dans quelques intervalles
exceptionnels d'étendue totale finie, dans lesquels la formule (29)
peut ne pas être satisfaite.

II. On sait que l'on a également, en désignant par M(</)(r) la dérivée,
d'ordre v, de M(r) :

c'est-à-dire

En prenant maintenant rt = r-h Y* n*-̂  e* e n utilisant la for-
mule (29), on trouve

MM(r) < r(i -+- a)m(r) [logm (/•)]<"-»> <^K

qui, à partir d'une valeur de r, peut s'écrire

et se vérifie partout, sauf' peut-être dans quelques intervalles excep-
tionnels d'étendue totale unie dans lesquels la formule (29) n'est pas
satisfaite.



III. Supposons quêtant donnée la fonction entière (33) on ait, à
partir cFune valeur de r,

(38) \an\r»<m(r).

Si le rapport e^{r) : log(,4.iw(r) va en croissant dans des intervalles
d'étendue totale infinie et si lïm [ik(r^ : r] = o, /'inégalité

(39) \f(z)\'M(r)<hrm(r)[ogm(r)..Aogi,m(r)

sera satisfaite, à partir d^une valeur de r, sous les mêmes conditions que
le théorème du paragraphe 8 ; h est un nombre constant plus grand que
Vunitè.

En effet, la formule (38) pour rK^>r donne | an\ <
 m

 n ', alors, à

cause de (34), on aboutit à l'inégalité (37). Si nous posons dans cette
inégalité

1 logra(r). . Aogv/nir) '

puisque, d'après la formule (22), rn(rt) est inférieure à (1 -h a)m(r),
on trouve

M(r) <htrm(r)logm(r). . . logera (r)
avec

1 m(r) Iogm(r ) . . Aogvm(/•)'

on a ï\mh{ = i pour limr = oo. Donc la formule (3g) est valable à
partir d'une valeur de r.

hrIV. Si la f onction entière (33) est telle quon ait logm(r) 5 j , où h

est constant arbitraire et m(r) le terme maximum, on aura9 à partir d'une
valeur de r,

quel que soit le nombre p ( ' ).

( l ) II résulte do l'inégalité donnée par M. Valiron dans sa Thèse, page 9 {Annales de

la Faculté de Toulouse)f que 1 on a dans ces cas M(r) <C —j > à partir d'une valeur

de r.
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On aura toujours m(r) inférieure à eh y \'\)\ e n prenant donc dans

la formule (37) rl = /•-+- f et en appliquant l'inégalité (i5')

qui se vérifie toujours, sauf peut-être dans des intervalles exception-
nels d'étendue totale finie, on aboutit à l'inégalité

(4o) M(r) < rm(r)[\ogpm(r)f^.

Cette inégalité aura lieu partout, à partir d'une valeur de r, sauf
peut-être dans des intervalles exceptionnels d'étendue totale finie.

On en conclut de plus, du corollaire du paragraphe G, la proposition
suivante :

V. Si la /onction entière f (z) est telle que m(r ) devienne inférieure

à e A j \ en une suite de points /*<, r2J . . . , rp tels que l i m r ^ ^ oc, la

relation (4°) ciura lieu dans une infinité d'intervalles d étendue totale
infinie.

Cette proposition est intéressante puisque ƒ (-s) peut être alors
d'ordre fini ou infini, quelconque, rn(r) pouvant devenir inférieure

à eh ( ) dans certains intervalles et être supérieure à en(r) dans

d'autres intervalles.

I I . SUR UNE FONCTION q(r) INTRODUITE P\R M. G. REMOUNDOS. — Les

formules que j'ai données précédemment comme complément au théo-
rème classique de M. Borel sont en vigueur partout, à partir d'une
valeur de r, sauf peut-être quelques intervalles exceptionnels d'étendue
totale finie. Ces intervalles se présentent dans le cas d'irrégularité de
la croissance de m(r). M. (». Rémoundo^ désirant éviter ces irrégula-
rités et ayant en vue le théorème classique de M. Borel, a énoncé la
proposition suivante dans une Note intitulée : Le module et les zéros
des fonctions analytiques, présentée au Congrès international des
Mathématiciens en 1921, 20-io septembre, à Strasbourg (Comptes
rendus du Congrès de Strasbourg ) :

« Soit

ƒ(-)= fl#+«|5 '+fl,:J + . . . + fl„5'l+...
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une f onction entière et posons

( 4 a ) M ( r ) = | a o | + | a 1 | / - + . . . + | a , | r « • + • . . . .

» Si nous avons, à partir d'une valeur de /% Vinégalité

(43) Kk»<f*(/-)7('-),

oàq(r) est une fonction à croissance transcendante, rfonJ /e poids dépasse,
à partir d'une valeur de r, wrcr caractéristique de la convergence («m-
forme) de la série (41) rfn///i encrés superieur à r unité, la quantité M(^)
satisfait, à partir (Pune valeur de r, à P inégalité

(44) M(r)<fji

(aéfantpositif arbitraire), sauf, peut-être, quelques intervalles exception-

nels d'étendue totale inférieure à -— : — ( * ), r0 étant la première

des valeurs exceptionnelles considérées. Les intervalles exceptionnels
n existent pas si q(r) est à croissance typique. »

La fonction q(r) appelée par M. G. Rémoundos « fonction à crois-
sance transcendante » est telle que le rapport q(r) : /" tende vers l'infini
pour chaque valeur finie de n. La fonction q(r) : r" est croissante pour
toutes les valeurs de rqui satisfont à l'inégalité

rq'(r)
> n;

la quantité r<* est nommée « l'ordre ou le poids de la croissance

transcendante » de q(r).
Nous savons qu'une série entière(41) converge uniformément dans

tout cercle | ^ | ;£/•; par conséquent, si nous posons

à tout nombre positifs on peut faire correspondre un entier v tel que,

(*; «i étant plus petit que a et quelconque.
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pour nilv et pour tous les points du cercle \z |<r, on ait l'inégalité

C'est cette quantité ? = N(/\ E) que M. G. Rémoundos a appelée
« caractéristique » de la convergence de la série / ( s ) dans les cercles
du centre origine. Elle dépend évidemment de r et de E. On voit facile-
ment que quand reroît indéfiniment, une caractéristique dépasse toute
quantité.

12. En suivant la méthode de M. G. Rémoundos rappelée ci-dessus
et en appliquant non la proposition classique de M. Bond, mais la
formule générale (29), on peut améliorer le résultat (44) en donnant
le suivant :

(45) T(r) < rp(r) r/(r)

En effet, nous remarquons que, à cause de l'hypothèse, on a

a™-„,,..»..
Alors, aussi grand que soit r, il existe toujours un entier v tel que

et, par suite, la fonction 5Li^2va e n croissant pour n<v9 à partir de

valeur r, et d'autre part pour/i = vet en tous les points du cercle | z\Sr
on aura l'inégalité

| R U * ) | < e .

Évidemment v varie avec r en général. Nous avons supposé

| a n r » | < f x ( r ) < 7 ( r ) .

Nous pouvons écrire

et nous aurons a fortiori, pour n<v, à partir de la valeur r,

THÈSB S, SARANTOPOULOS
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Nous allons nous servir de l'inégalité (r|6). On déduit de

on aboutit donc à la relation

Maintenant, à cause de (29), cette inégalité devient

M(r)<p(r)ç(r)(i-+-al)[r[\oçq(r)]M
i-hi]+e

(e, et aK sont des nombres constants positifs et aussi petits que l'on
veut); on en tire pour r assez grand

M(r) < rp(r)<j(r) [iogg(r)]l+a (a > ax ; a constant).

L'étendue totale des intervalles exceptionnels sera inférieure à

et ces intervalles exceptionnels n'existent pas si q{r) est à croissance
typique.

13. RÉSULTATS OBTENUS PAR MM. WIMAN ET G. VAIJRON. — 11 me semble
utile de rappeler ici quelques résultats obtenus par M. Wiman (Acta
mathematica, t. 3(i) et par M. (i. Valiron (Annales de la Faculté de Tou-
louse , 191 i, et Annoies de VEcole Normale supérieure, 1920) en suivant
des méthodes différentes.

M(r) désigne toujours le module maximum pour | s | = r d'une
fonction f(z) et m(r) le maximum du module des termes de la série
de ïaylor, développement d e / ( - ) .

a'. Toute fonction d'ordre fini inférieur à p vérifie l'inégalité

M ( r ) <C S/'2

pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de r (A. Wiman).

S'. Quel que soit le nombre fini y, toute fonction entière d'ordre
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fini vérifie l'inégalité

M(r) < m(r)\/\ogm(r)\ogqm(r)

pour les valeurs de r comprises entre o . . . R extérieures à un nombre
fini d'intervalles dans lesquels la variation totale des logrest inférieure
à £(R) logR ( VALIKON, Annales de VÉcole Normale supérieure).

Y- Toute fonction d'ordre fini p vérifie l'inégalité

M(r)</n(r)rP-HÎ

à partir d'une valeur de r (VALIRON, Annales de la Faculté de Toulouse).

o'. Toute fonction entière vérifie l'inégalité

M(r) < m(r) [ j

aussi petit que soit le nombre positif £, sauf peut-être dans les inter-
valles dont le nombre entre o . . . r est inférieur au rang du terme
maximum et dans lesquels la variation totale de logr est inférieure à
un nombre fixe indépendant de r (VALIRON, Annales de VEcole Normale
upérieure).

Critique.

14. A'. Résultats de MM. Valiron, Wiman. — Les résultats a', [$', S' ci-
dessus sont plus précis que les correspondants que je donne, mais
ceux-ci ont l'avantage d'être <in vigueur partout, sauf peut-être dans
quelques intervalles exceptionnels d'étendue totale finie. Je vais
montrer que la méthode de M. Ilémoundos peut conduire, grâce à mes
inégalités, à un résultat voisin de y'.

B'. Fonction q(r) de M. G. Rémoundos. — Dans la Note mentionnée,
M. G. Rémoundos fait une observation relativement à l'usage de q(r)
en écrivant : « L'avantage fourni par la formule (/j i) consiste en ce
que : i° Si q(f) est d'ordre de grandeur inférieur à u.(r)q(r), la for-
mule (44) substituée à la place de l'inégalité ('"$(3) nous fait gagner en
grandeur; 2° Si q(r) est à croissance typique, tandis que le produit
p.(r)<y(r) ne jouit pas de cette propriété, nous gagnons en régularité,
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à cause de l'absence des intervalles exceptionnels, ce qui est parfois
un avantage considérable »

Relativement au gain en grandeur que Ton obtiendrait en se servant
de q(r), j'ai fait avec M. Valiron la remarque que ce gain est inexistant.

M. Valiron a démontre'1 (') qu<\ entre le terme» maximum m(r) et son
rang n(r), existe la relation

(47)

Or, si N(/% s) est la caractéristiquiî de la convergence (uniforme), le
rang n(r) du terme maximum m(r) doit être plus petit que N(r, i)
(ou au plus égal). Mais on a

par suite

Il en résulte

ou, à cause de (47)>

log?(r)>logm(r)-4-K,

K étant constant. On a donc

q{r) >eKm(r).

Ce qui montre bien que Ton ne peut vraiment rien gagner en gran-
deur. Mais pourtant nous pouvons gagner au point de vue de la régu-
larité. Ainsi la jormule (45) est une amélioration intéressante.

Exemple I (2). — Supposons que le module M(r) d'une fonction
entière

f(z) = aù-+-aiz-hatz*-*-...-hanz
n-+-... (\an\ = A)

(*) Afinales de la Faculté de Toulouse, 1913.
(2) J'ai donné ce premier exemple à la demande de M. Valiron qui m'a fourni quelques

indications pour la démonstration.



reste plus petit que e^ et essayons d'appliquer la méthode de
M. Rémoundos. On aura m ( r ) O r ? et, par suite, pour toute valeur
de n et de r,

Ar«<e1(rP).

En cherchant la valeur minimum du second membre pour n donné, on
aboutit facilement à l'inégalité ( ' )

t<f*V

Après cela, on doit avoir

et

„5 ( —) > où B =

- > V

OÙ

On obtient, a fortiori,

Si maintenant étant donné r, choisissons v tel qu'on ait

(48) ^_JL.Y r <I, c'est-à-dire r

on trouve
2

Rv(r) <. —^ <.£ (e donné d'avance)

(pour v assez grand). De plus, de toutes valeurs de v qui satisfont
à (4$)> nous pouvons prendre celle qui satisfait à l'inégalité

V? <

2BP

(*) Leçons sur les fonctions entières de Al. Borel, p. 62.
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de sorte qu'on ait

(49) 4<,<<^ti
2BP 2BP

avoir f ^ > n pour toute valeur o, i , . . . , c d e / i . Cela exige qu'on

Après cela, prenons q(r) égal à eh(r?1), où pi>p. On doit
foir , . ^> n oo

q(r) ^ r

ait rpl> —, ou bien

(5o)
Pour que les conditions (49) et (5o) soient satisfaites en même

temps, il suffît d'avoir

ou bien

ce qui est possible, évidemment (puisque p , > p ) , à partir d'une
valeur de v9 et, par suite, à partir d'une valeur de r, sans intervalles
exceptionnels. q(r) est donc une fonction de M. Rémoundos.

Cela posé, prenons [/.(r) = A-~-~r- On aura toujours

et, par conséquent, à cause de (45),

M(r)<m(r)rP+1+<r
î

où a est positif, constant et arbitraire, car on a

pt = p -+-T) et [Iog?(r)]1+« = r<P
avec

<T = YJ - h OC(p + T Q ) ,

les nombres YJ et a étant positifs, constants et aussi petits que l'on
veut.



— 31 -

Exemple IL — Supposons que pour la fonction f(%) on ait

( ) <
Alors on a

m(r)<eH(r9),

et, par suite, pour toute valeur de n et r,

(51) An < £?[>„_, (rP) — n logr].

Supposons que T% est la valeur qui rend le second membre minimum.
On doit avoir, pour r = r{ :

(52) p ea_,(r?) eu_2(rP) . . . ei(r9)r9 = n.

Pour r assez grand, on a évidemment

(53) peK_1(rP^)>pe«

<r étant arbitrairement petit et positif.
Prenons r plus grand que l'unité et n assez grand pour que (52)

et (53) soient vérifiées. Soit rc0 la plus petite valeur de n pour laquelle
cela a lieu. Alors on en tire, pour n >> nùy

et

Alors ( )i) donno. (pour n > /i0)
n

An<eP
ou bien

eP

On voit maintenant que, pour f + i > « „ 4 - i , o n doit avoir

- + i T. 9 -hilP^1
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Pour r donné et v assez grand, tel qu'on ait

L w~l P J = 2f

c'est-à-dire

on trouve facilement

On peut évidemment choisir t% de sorte que

(34) logK_t-

Or, en prenant

on doit avoir

c'est-à-dire l'inégalité

qui aura lieu, a fortiori, si l'on a

ou bien

(55) r

Les conditions (54) et (55) seront satisfaites quand on a
i t

[ pi? r ci?-*-* x

logw_ i;r < îogu-i- :2e-.
pu L ?J

Cela est possible si Ton prend p, > p -h a-, pour r assez grand permet-
tant de trouver ^ qui satisfasse à l'inégalité suivante :
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q(r) est donc une fonction de M. Rémoundos. Alors on aboutit,
comme précédemment, à la relation

a étant aussi petit que l'on veut, ou plus simplement

Y) étant positif et arbitrairement petit.
F' . Dans une Note récente ( f ) , M. Varopoulos faisant usage d'une

fonction q(r) qui a la propriété <le croître» plus vite que toute puis-
sance de /% pour toute valeur assez grande de /•, a donné quelques
résultats, qui peuvent être reconnus inexacts par de simples
exemples.

En supposant | an |r" < k
a(r)> dans la série

f(z) = ao+ axz -h « 2 5 2 - h . . . ,

et en désignant par M'(r) le module maximum de la dérivée f(z), il
donne les inégalités

(56) M ( / ) < Qr^r) q{r) \ogq(r) . . .

(57) M'(r)<0r p(r) q(

où £ > o quelconque, ô > i et a ^> i arbitraires.

Les formules de M. Le Roy ( Bulletin des Sciences mathématiques, 19**0)
ou de AI. G. Valiron, Sur le calcul approché de certaines ƒ onctions
entières (Bulletin des Sciences mathématiques, 191/1) montrent de suite
l ' inexactitude de la formule (;")(>).

( ' ) Comptes rcudus de VAcadémie des Sciences de Paris, 11 mai 1922.

THKSB S. SARANTOPOUl,O3
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SÜR

LE CALCUL NUMÉRIQUE
D'UNE

CATÉGORIE DE RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

Introduction.

1. Viète, le premier (IS'JO-IGOO), s'est occupé du calcul numérique
des racines des équations algébriques dont les coefficients sont des
nombres commensurables donnés (De numerosa postetatum affectarum
resolitione). Par ce calcul on ne peut trouver précisément que les
racines commensurables, et toutes les autres approximativement
par différentes méthodes, de Newton, Daniel Bernoulli, Grâffe,
Lagrange ( ' ) , etc.

Dans ce travail, nous allons donner une nouvelle méthode par
laquelle nous pouvons calculer avec précision, de plus, des racines
d'une catégorie, incommensurables, réelles ou imaginaires, au moyen
de calcul numérique et de résolution d'équations du quatrième degré
au plus. En se servant de cette méthode, on peut toujours calculer,
parmi les racines d'un polynôme <J(Z), celles qui appartiennent à des
facteurs, irréductibles dans le domaine des nombres commensurables,
de degré 4 au plus.

2. M. B. Niewenglowski, dans son Algèbre, fait la transformation
z=xàzy à l'équation cr(s) = o, qui soit de degré p., pour aboutira
deux équations qui ont comme racines la demi-somme et la demi-
différence des racines de ?(z). Sur cette transformation, nous ferons

(*) Voir J.-A. SERRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. I, 1910, p. 3o>o-372, ou HENRI
WEBER, Traité d'Algèbre supérieure, p. 392-j 12.



une petite modification. Posons

(1) z = œdtiy.

Alors on obtient

?(z) = tj(œ -h iy) ~p{x, y1) ifc iyq(x, y1).

Pour la facilité du langage, nous appellerons le système

(2) p(jc, j 2 ) = o, q{œ, JK2) = O,

système résolvant de <r(w) [ou de &(z) = o]. Supposons que 9(0?) = o
et ƒ (y2) sont los résultats qui correspondent à l'élimination de ce et y2

entre les équations (n); 9(3?) sera appelé première résolvante du sys-
tème (2) [ou de l'équation T(G) —: o'|, et /(y2) deuxième résolvante du
même système (ou équation ).

Cela posé nous allons faire quelques remarques qui seront utiles
dans ce qui va suivre.

a'. Chaque solution x, y2 du système résolvant, c'est-à-dire chaque
paire de racines correspondantes des résolvantes, donne, moyennant*
la formule (1) deux racines de a(s) ; réciproquement, en combinant
deux racines p, =̂ x -h iy, p.2 = x — iy (ou pt = x — iy, p2 =. x -+- i
on trouve une solution

(3)

du système résolvant, c'est-à-dire une paire de racines correspondantes
x, y2, de deux résolvantes.

II en résulte que les résolvantes o(x) et f (y2) ayant comme racines
correspondantes les Ci) sont de degré — par rapport à x et y2.

P'. Une racine <[uelcon([ue de T(z) provient, au moyen de la for-
mule (1), de UL — 1 différentes solutions du système résolvant.

y'. Si x et y sont réels et y ^ o, la formule (1) donne des racines
conjuguées de ?(z). La réciproque est vraie comme on le voit de (3).

o'. Pour que s-(^) ait des racines multiples il est nécessaire et
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suffisant que la deuxième résolvante f (y2) ait au moins une racine
nulle ( f ) .

Calcul des racines d'une certaine catégorie.

3. De ce qui précède on voit que pour obtenir les racines de <r(z)9

il faut faire par la formule ( i ) la liaison dos valeurs de chaque solution
du système résolvant, c'est-à-dire des racines correspondantes des
résolvantes o (ce) et / ( v 2 ) . On peut trouver ces racines de la manière
suivante conformément à une remarque faite par Liouville ( 2 ) .

Soit

(4) P(*> 0 = o, Q(*, O = o

un système algébrique quelconque. Posons u> = at -+- x et supposons
que le résultat de rélimination de / (Mitre les P(co—a/, /) = o
et Q(co — at, t) — o, soit f(w, a) = o. En ordonnant ce résultat par
rapport à a, on peut écrire

(5) Po(w) -+- a9\ ( w ) •+• a%p2(w) H- . . . = o.

Un raisonnement facile montre ({lie, quel que soit le nombre a, la
valeur de co qui satisfait à (5) correspond à une solution 00, t du sys-
tème (4) . Autrement dit, il faut avoir l'identité suivante :

(6) p o ( a / - f - . r ) - j - r t p , ( a£ f l r ) + rt2p2(fl< + i ) + . . . = 0

qui doit être vérifiée quel que soit a9 si (x9 t) est une solution de (4)-
Les coefficients du développement (G) par rapport aux puissances

de a devant être nuls, nous aurons donc des équations de la forme

£1

(*) On peut donc écrire les conditions de multiplicité des racines de <*(z) en annulant
les coefficients des j ' 0 , ^ 2 , . .. ytn, dans ƒ(,x2) = o.

(*) Voir J.-A. SKRRKT, Cours d'Algèbre supérieure, t. I, 1910, p . 160, OU
B. NIEWBNGLOWSKI, Cours d Algèbre supérieure, t. il. 1910, p. 3-2O.
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pour n = o, i , 2, ... ; po(x) coïncidé avec $(a?), <t>(^) étant le résul-
tat de l'élimination de t entre les équations (/j)-

Les équations (7) seront appelées équations de Liouville.

4. Le système (]) peut avoir des solutions qui sont constituées par
des valeurs de x et / finies ou infinies. Supposons que le dernier cas
n'ait pas lieu. Alors nous remarquons que quand dans la solution x, t
du système ( /i), x est une racine de <I>(.x)d'un degré de multiplicité u,
toutes les équations (7) où nui — 1 doivent être àvs identités. En
effet, il faut qu'elles soient vérifiées par u valeurs correspondantes,
finies, de /, quoique leur degré n soit inférieur à u. Il en résulte que
c'est l'équation du degré n = u qui convient pour fournir les valeurs
de t correspondant aux racines x de <ï>(.r).

Cela posé, supposons que le système ('1) coïncide avec le système (2)
qui nécessairement a des solutions finies, car les racinesde o/s)qu'on
trouve par la formule (3) sont aussi finies. 4>(.r) coïncide avec 9 (x)
et t avec y2.

Si x = a est une racine de o(x) dun degré de multiplicité u infé-
rieur ou égal à \ et si Ton peut la calculer exactement d'une manière
quelconque, comme par exemple par le calcul numérique dans le cas
où elle est commensurable, les valeurs correspondantes de y2 seront
racines d'une équation de Liouville de degré u f\\ par conséquent,
elles pourront être calculées exactement. Si $ -+• yi est une de ces
racines, on aura pour racines de T ( - ) , à cause de (1),

z = a ± i

En procédant de la même façon en ce qui concerne la deuxième
résolvante /(y2), on trouve pour équations de Liouville les suivantes :

o ù u*(y2) coïncide avec / ( j 2 ) . Il en résulte que

z = jS-h yi± is/a

sont racines de ff(s) qu'on peut calculer précisément; a est une racine
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connue de f (y2) quadruple au plus; p -h yz est une racine quelconque
d'une équation (8) de degré ^54-

On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME I. — Etant donnée t'équation T ( ~ ) = o dont les coefficients
sont donnés en nombres, on peut calculer exactement toutes les racines de
la forme z = a =t i \ p -h l'y et z = [3 -h iy ± \ a, où a est une incine
connue (par exemple cominensurable) de la première ou deuxième
résolvante de <r(s), d'un degré de multiplicité u <4> e-l ? H~ Y1 M/|e racine
de Véquation correspondante de Liouvilte de degré u.

5. Supposons (jue la première (ou deuxième) résolvante de O"(JS)

n'ait pas une racine commensurable, en général une racine connue,
mais qu'il y ait des racines de la forme du théorème précédent, qu'on
peut donc calculer exactement en se servant de ses résolvantes. Alors,
en appliquant la méthode du même théorème, on en conclut qu'on
peut calculer exactement les racines de ?(z) qui sont de la forme

z — A ±: L y/B -h iV ou s — H •+- *(T ± V7A) ;

A est une racine connue de Tune des deux résolvantes de <J(Z), d'un
degré de multiplicité uf ] et B + iY une racine de l'équation corres-
pondante de Liouville do degré // dont les coefficients peuvent être
commensurables ou non, réels ou imaginaires.

Si les résolvantes de z>(.v) et de f(v') n'ont pas une racine connue
en partant de laquelle on pourrait connaître les racines de o(x) et
f (y1) et par suite celle de s-(s), on peut considérer les résolvantes
des résolvantes, et ainsi de suite jusqu'au moment où nous aurons
trouvé une telle racine» (s'il y en a), d'un degré de multiplicité f\ au
plus, que nous appellerons hase.

Il en résulte plus généralement le théorème suivant :

THÉORÈME II. — Etant donnée V équation o-(s) = o dont les coefficients
sont donnés en nombres, on peut calculer exactement toutes les racines
de la forme

Azfcy/R-t-iT ou B-hi(r±:\/Â)

(s'il y en à), où A est une racine de la même f orme et constitution d'une
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résolvante, dTun degré de multiplicité n^^9 et B -h iT une racine d'une
équation de Lionville, de degré M, qui joint cette résolvante à sa corres-
pondante ; il suffit de connaître la hase de ces racines.

Résolvantes de différents ordres.

6. Nous avons été amenés précédemment à considérer les résolvantes
des résolvantes de ?(z) et ainsi de suite. Désormais nous désignerons
les résolvantes de o-(s) pour les symboles GX(X), oy(y2) et nous les
appellerons « résolvantes de T(T-) du premier ordre ». Les résolvantes
du premier ordre de CPV(CC) seront désignées par <JX'-(X) et ?xy(,y2) et
celles de oy(jK2)par fjxy(x)vt oy(V2). Les résolvantes <JX*(X)9 ?xy(y*)j
<jxr(œ), ?r

2(y2) seront appelées « résolvantes de ^ ( s ) du deuxième
ordre ». Ainsi de suite nous aurons pour T( J ) des résolvantes de diffé-
rents ordres.

Propriété des résolvantes d'une équation du troisième degré.

7. On peut démontrer les propositions suivantes :

I. Étant données une équation 7(3) = o du troisième degré et If
somme a de ses racines, on a la relation

(9) ov(^) = >„*(«),

où

(10) z= | [ i - ( - 2)-] -h ( - lYœ

et \v constant.
En effet, soient p,, p2, p3 les racines de a(z) etrt9 r29 r3 les racines

de cr^a?) qui sera de degré — = 3 (§ 2, a ' ) . On doit avoir

d'où Ton tire
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Les racines de d(z) et crx(a?) sont donc liées par la formule z> = a — iw\
par suite, on a

<JX(X) = X,GT(#— lac) (X1 = const.).

Il faut remarquer que l'on a encore r, 4- r2-+- rz = a; par consé-
quent,

^x'i-^i) ==z^t^x(a—ix%) •=. Vx\xu\a — 2(a — 24?,)] (V rzrconst.)

ou bien

ax*(œ) zn >>2o-[a — 2 ( a — 2 J 7 ) ] (Xt^^X^ X, ) .

En général on obtient la formule

<jxv{ac) -=. Xt,a[a — 2[«-r a[«. . .2(«— 2 or)]. . .]]
ou plus simplement la formule (9) avec (10).

II. Toute résolvante syy(j'2) provient de sy ( j 2 ) par la formule

(11) aa.y(y*) = txi,ay(2
2i'y2) (jm^const.).

En effet, on voit bien que la résolvante <JX*>(CC) a comme racines

donc la deuxième résolvante de a-.,v(a?), c'est-à-dire la Gy'r(y*) aura
comme racines

/pt—piV / p i - p » y /pt—p»y

Les racines des oy(x2) sont

Il en résulte donc la formule (11).

III. Nous allons calculer la résolvante <Jxyx»(œ)9 étant donné
le <iy(y

2). On a, conformément à I,

) , z = -? [1 — (— 2)»] +(—2)»a? (X, = const.)r
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où A est la somme des racines de ax* r(s), c'est-à-dire

a est la somme de racines de o>(y2). Mais, d'autre part, à cause
de II, on a

*r-r(y*) = X2?v(2^j2) ( y*z= z, >.,= const.).

On en tire

ou, en posant \{X2 = u,

v.t~y.r»(-r) = #/cfy(w) avec G> = | [i — (—a)11] -h (— a)1"-1 '*?.

Résolution des équations du quatrième degré par les résolvantes.

8. Soient c r ( s ) = o une équation algébrique du quatrième degré,
ri> ri9 r29 rk s e s racines et a leur somme. La résolvante GxÇœ) sera du

sixième degré et aura pour racines : - ~ — - où A ̂  àut et X = i, 2, 3, 45

p. = 1, 2, 3, 4. De la même façon la résolvante ay-(a?) doit avoir

comme racines 7 [/«•+• 'V-+- rT~+-'v| où M, TT,T, ^ prennent les valeurs 1,

2, 3, 4 de toutes les manières où plus de deux indices n'ont pas à

la fois la même valeur. Ces combinaisons proviennent de racines

de vx(œ) par la formule JC = "l 'iJ'2 du paragraphe 2, x'. Trois seule-
ment de ces combinaisons correspondent aux valeurs de //, ir, T, V,
différentes (par exemple u=i, T: = 2, T = 3, ^ = 4) et donnent
pour la o '̂Ca?) la racine connue

d'un degré de multiplicité 3 ( f ) . Les valeurs correspondantes d e y 2

( * ) Si l'on a - c rt -+- r2 +- îr-j) = - > on en conclut r » = r4 ; alors a(« j doit avoir des
4 " 4

racines multiples. Nous laissons ce cas facile à part.
JHÈSE S. SARANTOPOULOS §



seront racines d'une équation de Liouville du troisième degré.
Désignons-les par (ï, y, c. Alors les racines de a^(a?) seront

On doit donc avoir les relations suivantes :

r 2 2

VP, - _ - — «s v

où e, e% £" sont ± i . On en tire les formules

rx — - -+- is y/(3 -+- ie' \fy -\- i

,.._= « _+. /£

r2-)-

II faut remarquer que les raisonnements précédents laissent dans
les ( i3) les signes s, s', s' arbitraires; les /•,, /*2, /*3, r,% qu'on trouve par
les formules ( i4) sont nécessairement les racines deo-(z). Donc, pour
résoudre une équation du quatrième degré, il suffit de résoudre l'équa-
tion de Liouville qui lie les deux résolvantes <JX*(JC) et ^.O(.X2) et
appliquer les formules (14) [comparer ( ' ) méthodes Louis Ferrari,
Lagrange, Descartes, etc.).

Si les racines (12) sont différentes, on trouve par la formule (7) ,
pour v = 1, des racines simples de Gy(y'2) de la forme

OÙ y ( . ) _ _ _ ^ ) .

On aura donc les racines de l'équation donnée sous une forme diffé-

J.-A. SERKET, Cours dyAlgèbre supérieure, t. II, 1910, p. 47t.



rente; on a, en se servant de la racine a dz «

r4—

Les autres racines (12) doivent donner les mêmes résultats (§2, (3').

On voit facilement que si quelques racines de (12) coïncident,

GX}(y2) a une racine nulle, au moins; l'un des nombres (3, y, ô, soit (î,

sera nul. -, sera racine double (au moins) de >jx(;r). 11 suffit donc de

considérer une équation de Liouville du second degré pour trouver les

racines de ?x(y'2).
La composition des racines de ax(a?) montre que la transforma-

tion a; — a — (x> donne une équation équivalente ar^(a — o>) = o. On a
donc

ax(a — G)) == A a((ù) (k = const.)-

Des équations qui peuvent être décomposées en autres irréductibles
du quatrième degré au plus.

9. Au moyen de résolvantes du premier et du deuxième ordre, on
peut calculer toutes les racines d'un polynôme G(Z) qui est un pro-
duit d'autres polynômes, dont les coefficients sont commensurables,
de degré \ au plus, sans qu'il soit nécessaire de décomposer s"(s).

On montre facilement le lemme suivant :

LEMME. — Une résolvante (première ou deuxième) du premier ordre
dun produit de polynômes donnés est le produit des résolvantes corres-
pondantes du premier ordre et d'un autre polynôme qui a pour racines
toutes celles que la formule correspondante de (i) donne par les combi-
naisons de racines appartenant aux différents polynômes.
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Soit

où ö*f(5), cr2(s), . . . , IV(JS) sont de degrés quelconques. On aura

2,x(œ) et ^ ( y 2 ) ont pour racines les combinaisons correspon-
dantes (3) qui se font sur les racines de différents facteurs de a ( s ) .

Cela posé, supposons que le polvnomes c(c) ait des coefficients
commensurables, et qu'il soit le produit de multiplication de facteurs
irréductibles dont quelques-uns ou tous sont de degré \ au plus.
Nous venons comment nous pourrons trouver les racines de tous ces
facteurs dont le degré est \ au plus, sans décomposer <J(Z).

a'. On remarque que les racines commensurables correspondantes
des résolvantes du premier ordre (qu'on peut par conséquent calculer
par la méthode du calcul numérique) constituent un polynôme
rationnel (avec des coefficients commensurables) du deuxième degré;
et réciproquement. On peut donc, au moyen des résolvantes du
premier ordre», calculer toutes les racines de ces facteurs.

Supposons que v(z) soit privé de tels facteurs.

p'. Considérons un facteur irréductible du <J(Z) du troisième degré,
soit Gi(z). On peut imaginer, en multipliant v(z) par z — ft, où {3 est
un nombre commensurable quelconque, que ^ — [3 soit lié à a>(z).
Alors nous aurons à considérer un facteur (z — d)<ji(z) du quatrième
degré. On peut donc procéder connue dans le cas suivant, où l'on peut
trouver les racines du facteur (z — fi)ex(z) et par suite celles
de <*i(z).

Y- Soit s-,(r.) un facteur du quatrième degré irréductible ou non,
rationnel. Conformément au paragraphe 8, la résolvante a>r*(a?) a
nécessairement une racine triple commensurable égale au quart de la
somme des racines de ?~j(z); appelons-la \<). Cette racine sera au
moins triple pour la résolvante 'sv-(.r) comme cela rcMilte du théorème
précédent [que nous appliquons d'abord à ix(x) et ensuite à ov(a?)].
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Si elle est triple, les racines correspondantes de v^y(y
2)9 qui sont en

même temps des racines de cr>xv(r
2), sont données par les équations

de Liouville du troisième degré. A laide des formules (i4)> nous trou-
verons toutes les racines de ^{z) appartenant à crx(j).

Si cette racine, qui est éi»aie à ô, est d'un degré de multiplicité u > 3
pour <7x*(œ), en se servant de la transformation,

(.5) 3 =
a ^ |

(a, (3, y, o sont des nombres réels, commensurables, mais quelconques);
on peut la remplacer par une autre dont le degré de multiplicité soit 3.

En effet, on trouve les racines du polvnonio transformé cr( ^ ) par

la formule (i.">) qui, étant résolue par rapport à ou, donne

cz -if d

(où a, b, c, d ont des valeurs commensurables qu'on peut facilement
calculer).

Les racines zu, z%y zT, zt. de G(Z), dont la somme est 4^, se trans-
forment en GL>M, WU, OL)T, CÔ  dont la somme est !\r. On a alors

(16) -*u , H- °"*-- -, -+- a " T , -h a " t ' 4 " ==:4r.
czu-{-d czn-\-d czx-\- d czv-\-d

Le premier membre du (16) est une fonction symétrique des
racines zU9 z^, zX9 zv. Si

est le polynôme admettant ces racines, on peut écrire la formule (16) :

F (a, b, c, d, 40, A, B, Y) __ .
4>(a\"b~'c,~d,!\Q'y A, ÏÏ,T) — 4 r #

S'il y a un autre groupe de quatre racines de v(z) [dont une au
moins soit différente ( ' ) de colles que nous avons déjà considérées]

O) S'il n'y avait aucune racine qui soit différente de racines que nous avons consi-
dérées, <*(z) aurait des racines multiples; ce qui est en contradiction avec l'hypo-
thèse.
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qui donnent la même somme, et d'autre part si, par la transformation
faite, les valeurs correspondantes de co donnent pour somme 4r> on
aboutit à la formule

Ft(q, 6, c, <*, 49, A, B, T)
*,(«, £, c, rf, /,9. A, B, r> ~"a

En comparant les formules (i(>) et (17), on voit que les rapports
de a, b, c, d à l'un d'eux doivent satisfaire à la relation fixe

F F«8> £
Par conséquent, pour les nombres a, /;, e, <7 qui ne satisfont pas à (18)
(qui sont en nombre infini), la transformation ( i5) donnera des
racines dont la somme pour chaque groupe de quatre d'entre elles
sera différente. On remarque do plus que cette somme sera nécessai-
rement commensurable, si elle provient (1*1111 groupe do quatre racines
appartenant à un facteur rationnel de <J(S). On retombe dune sur le
cas y'.

Remarque A'. — Soient 0 une racine, X et u ses degrés de multiplicité
pour (j)x'-(a^) et <rtt;r«(a?), et YJ pour S^a?) . Les racines correspondantes

de GiXy(y2)* ^uxyiy2) et 2 i r y ( j a ) seront fournies par les équations de
Liouville

de degrés X, u et Y]. D'autre part, les racines de ces équations
doivent être fournies par une équation de Liouville ^( ty

2) = o, de
degré // -h X -h r], qui relie les résolvantes <JX*(JC) et a. r j(j /2). On aura,
par conséquent,

C O î ) ( f ) C ( t ( 1

On voit donc que si X<3, / /^3 et y] > 3 , au lieu de faire la transfor-
mation ci-dessus, on peut entreprendre la résolution de .e(y2) = o,
conformément à la méthode dont on vient de parler, et calculer ainsi
les racines utiles de o ( j 2 ) p t C*Cy2)-

Remarque B'. — Après avoir trouvé les racines commensurables
d'un polynôme <x(s) et les racines de facteurs irréductibles du
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deuxième degré, pour trouver les racines des facteurs irréductibles
du troisième degré, nous n'avons pas besoin de procéder comme
ci-dessus. Il suffit d'appliquer la méthode suivante qui peut nous
fournir tout entier le facteur du troisième degré.

Supposons que ^(s) soit privé des racines eomnuMisurables et des
racines provenant de facteurs irréductibles du deuxième degré. Sup-
posons qu'on ait

<7(a?) = <7 1 ( . r ) (T , ( a0 . . -<7 v (*r)£(*•) ,

où <jt(cc), cr2(a?), . . . , G-V(.r) sont du troisième degré. La première
résolvante du deuxième ordre de (.r p)o-(^) (ou ft commensurable
arbitraire) doit avoir comme racine1 au moins triple le quart de la
somme des quatre racines du facteur (x — J3)<j4(a?). Soient ô cette
racine et a la somme de trois racines de <7,(ar); on aura

?+LË ___ ̂  d-où ,.on t i r e a __ fA Q._ ^

Si maintenant nous faisons la transformation
œ= j[i ~ (— 2 ) ] -h (— 2)w

(après le paragraphe G, I ) , ce qui revient kx = a — 2co, on obtient

<T,X(O)) — X <7,(a — 2fi)) ou a l a r ( ^ ) = À a1! ( a — 2 , 2 ? )

ou bien

mais on a

[où l'on sait bien quelles racines contient 2,(a?)]. On peut donc
écrireécrire

On voit de là que les polynômes j(.r) et arJ 2—£ j doivent avoir ar4

comme diviseur. Nous pouvons donc le calculer.
Il faut remarquer que si les racines de G2{X) ont la même somme,
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il serait aussi commun diviseur entre les deux polynômes a(œ)

et vx(
 a ~~ x y Alors le degré de multiplicité de 0 dépasserait 3. Mais

dans ce cas nous pouvons, comme nous l'avons déjà vu, faire usage
d'une transformation homographique ( i5) sur o"(r). D'après cela,
les or,(a?), <72(a?), . . . , o\,(a?) auront des racines dont les sommes
doivent être différentes. Supposons que cela ait lieu. Alors nous
n'avons pas besoin de résolvante du deuxième ordre. En effet, sans
connaître a, nous cherchons le plus grand commun diviseur entre <r(a?)

et <JX(-—- ) en exigeant que celui-ci soit du troisième degré. Nous

allons ainsi obtenir différentes conditions sur les coefficients du reste
qui sera un polynôme du deuxième degré par rapport à x. Ces condi-
tions qui doivent être compatibles déterminent des valeurs de a pour
lesquelles correspondent des facteurs <7,(a?), o\,(.r), . . . , cjv(a?). Entre
les valeurs de a, il faut prendre les valeurs commensurables.


