ALI AFZALIPOUR
Contribution a I’étude de la théorie mathématique de la démographie

Theses de ’entre-deux-guerres, 1936
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1936__176__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1936__176__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Strie A, Ne 317 r N 3
No p’ORrpRE PHBJSES
341

e —— PRESLENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITE DE PARIS

POUR OBTENIR

LE TITRE DE

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE PARIS
(Sciences Mathématiques)

PAR

ALI AFZALIPOUR

Licencié és Sciences
Diplomé d'Eludes Supérieures de Maihémaliques

Ire THESE. — CONTRIBUTION A LETUDE DE LA
THEORIE MATHEMATIQUE DE LA DEMOGRAPHIE,
2¢ THESE. — Propositions données par la Faculté,

Soutenues le janvier 1936, devant la Commission d’'Examen :

MM. E. BOREL, Président.
M. FRECHET,

G. DARMOIS, Examinateurs.

Librairie L. RODSTEIN
17, rue Cujas, PARIS (Ve)

1936



FACULTE DES SCIENCES DE L’'UNIVERSITE DE PARIS

Doyen honoraire
Doyen .

H. LE CHATELIER. Léon BRILLOUIN.
\ H. LEBESGUE, GOURSAT.
Professeurs honoraires. A. FERNBACH, ‘WALLERANT.
A. LEDUC. GUILLET.
, Emile ’ICARD. PECHARD,
{ Rémy PERRIER. FREUNDLER.
.PROFESSEURS
G. BERTRAND . . T Chimie biologique. A. GUILLIERMOND, T
M. CAULLERY . . T Zoologie (Evolution des| M, JAVILLIER .
8tres organisés). L. JOLEAUD.
G. URBAIN . . . T Chimie générale. ROBERT-LEvVY .
Emile BoreL. . . T Calculdes probabilités; F. PICARD
et Physique mathé-
matique. Henri VILLAT . T
Jean PERRIN. . . T Chimie physique.
H. ABRAHAM. . . T Physique. Ch. Jacos . T
E. CARTAN . . . T Géométrie supérieure. | P’- PAscar . . T
M. MOLLIARD . . T Physiologie végétale. | M. FRECHET. - T
L. LAPICQUE, . T Physiologie générale.
A, CoTTON . . T Recherches physiques.
J. DRACH. . T Analyse supérieure et E. ESCLANGON. T
Algébre supéricure. Mme RaMART-LUCAS. T
Charles FABRY . . T Enseignement de phy-| H- BEGHIN . - T
sique. .
Charles PEREZ . T Zoologie. FocH.
Léon BERTRAND . T Géologie siructurale ct P AUTHENIER
géologie appliquée. NIER, .
P. PoRTICR . T Ph%rsivlfgegi;lCSm?parée‘ De BrocLie. - T
E. RaBauD. . T Biologie expérimentale. gm;iim‘“' :
M. GUICHARD . . Chimie minérale. L‘ABRO;JSTE
Paul MONTEL . . T Théoric des fonctions ¢t PRENANT :
Théorie des transfor- V"J:EY :
mations. .
P. WINTREBERT . T Anatomie cthistologie| Bopn. . .
comparées. COMBES .
L. BLARINGHEM . T Botanique. G ARNIER.
0. DuBosco. T Biologie maritime. PERES.
G. JuLia. . T Application de 1'analy-| HackspILL .
se & la Géométrie. LLAUGIER.
C. MAUGUIN. . . T Minéralogic. TOUSSAINT .
A. MiCHEL-LEvY . . Pétrographie.
H. BENARD . . T Mécanique expérimen-{ M, CURIE. .
tale des fluides. G. RiBAUD . . T
A.Denjoy . . . . T Calculdifférenticletcal-]| Cuazy, . T
cul intégral. GAULT.
L. LuTAuD . . T Géographie physique et| Crozk, .
géologie dynamique. | DupoNT . . T
Eugéne BLocH . . T Physique théorique el| LANQUINE
physique céleste. VALIRON,
G. BrRUHAT . Physique. BARRABE
E. DARMOIS. . Physique.
A, DEBIERNE . . T Radioactivité. MiLror .
A. DUFOUR. . T Physique (P. C.B.). F. PERRIN .
L. DUNOYER, Optique appliquée. Vavon .
Secrétaire . . .« « « « . A.Pacaup.

MM,
M. MOLLIARD.

C. MAURAIN, Professeur, Physique du (xlobe.

Secrétaire honoraire . . .

D. TOMBECK.

AUGER.
BLAISE.
DANGEARD.
JANET.
LESPIEAU.
MARCHIS,
VEssi07.

Botanique (P. C. B. ).
Chimie biologique.
Paléontologie.
Zoologie.
Zoologie ( Evolution des
8tres organisés).
Mécanique des fluides
et applications.
Géologie.
Chimie minérale.
Calcul des Probabilités
et Physique mathé-
matique.
Astronomie.
Chimie organique.
Mécanique physique et
expérimentale.
Mécanique expérimen-
tale des fluides.
Physique (P. C. B. ).
Théories physiques.
Optique appiiquée.
Chimie générale.
Physique du Globe.
Zoologie.
Mécanique physique et
expérimentale.
Zoologie (P. C. B.).
Botanique.
Calcul différentiel.
Mécanique des fluides.
Chimie (P. C. B.).
Physiologie générale.
Technique Adéronauti-
que.
Physique (P. C. B.).
Hautes températures.
Mécanique rationnelle.
Chimie (P. C B).
Physique.
Théories chimiques.
Géologie.
Mathématiques.
Géologie structurale et
géologie appliquée.
Zoologie (P. C. B.).
Théories physiques.
Chimie organique.



A SA MAJESTE IMPERIALE

REZA SHAH PAHLAVI






A MON PERE

A MA MERE






A MON MAITRE

MONSIEUR LE PROFESSEUR

G. DARMOIS

Hommages de respectueuses reconnaissances.






CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS DEMOGRAPHIQUES INDEPENDANTES

I. FoNCTIONS DEMOGRAPHIQUES D'UNE POPULATION. —
Pour avoir I’état numérique d’une population humaine sous
ses différents aspects 4 un instant donné, il faut arriver a
déterminer un certain nombre de fonctions, que nous appelle-
rons fonclions démographiques de cette population. La déter-
mination de toutes ces fonctions s’appelle résolution démo-
graphique de la populalion.

Quelques-unes de ces fonctions ne dépendent que du temps.
Par exemple le nombre total des naissances dans l'intervalle
de temps (I, 1+1) est une fonction de l'instant t seul. D’au-
tres enfin dépendent du temps et de 1’dge. Par exemple si
I'on prend un certain nombre de gargons qui naissent & l'ins-
tant Z, la fonction qui définit leur nombre lorsqu’ils auront
I’age = dépendra évidemment de I et de z.

Donc en démographie nous aurons deux vanables indé-
pendantes qui sont U'dge x et le temps 1.

Les principales fonctions démographiques dépendant seu-
lement du temps sont :

1. Nombre total de la population a l'instant #............. P (%)
2. — — des naissances daus Uintervalle (i, i4+1).... N (i)
3 — — des déces — — — ... M



4, Taux demnatalité ........... .. ... .. . . ... . ... n ()
5. — demortalité ..... ... .. ... ... ... m (1)
6. Accroissement relatif de la population ......... ... .. .. s (i)
7. Taux de masculinité des naissances ................... G (B
8. Durée moyenne de la vie d’un individu ............... L (i)
9. — — d ’une génération............. D (B

Les principales fonctions démographiques dépendant de
I'dge et du temps sont :

1. Population d’agexz a I'instant .. ............. ... ... p (z,0
2. Mortalité de I'age e wo(z, 1)
3. Fécondité — e p (x, 1)
4. Fonction de survie — e (2, B
5. Fonction de structure de la population............... S (z 1)
6. Fonction de migration ............................ M (2, 1)

Mais toutes ces fonctions ne sont pas indépendantes les
unes des autres. Nous verrons dans la suite quelles sont les
relations qui les lient ensemble. Nous essayons seulement de
mettre ici en évidence celles de ces fonctions dont la donnée
permet de calculer toutes les autres.

D’autre part,il est a peine nécessaire de préciser, que foutes
ces fonctions sonl définies, continues, bornées el dérivables
pour toutes les valeurs que = et # peuvent prendre. Il en est
de méme de toutes leurs dérivées. C’est un point sur lequel nous
ne reviendrons plus.

2. FoNCTIONS DEMOGRAPHIQUES INDEPENDANTES. — Pour
avoir le nombre d’une population & chaque instant, il faut
disposer de la fonction qui définit ce nombre pour chaque
age et pour chaque sexe & l'instant initial, et voir comment
ce nombre varie dans le temps. Nul doute que c’est seulement
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le jeu des naissances et des décés qui détermine toutes les
modifications numériques que la population peut subir.

Disons immédiatement que dans tout ce qui suit, nous
ferons abstraction du mouvement migraloire, qui ne suit aucune
régle, et pour lequel on ne peut construire par conséquent
aucune théorie mathématique.

Donc si, outre les conditions initiales, nous pouvons avoir
le nombre des naissances et celui des décés a chaque instant,
nous aurons du méme coup, I’état de notre population pour
chaque valeur du temps.

Prenons d’abord les naissances. Pratiquement, ce sont les
femmes dgées de quinze ans au moins et de cinquante ans
au plus, qui peuvent donner naissance 4 des enfants. Il est
évident d’autre part, que 'aptitude & la reproduction n’est
pas la méme pour tous les 4ges de la femme. Si nous arrivons
donc a avoir pour chaque age des femmes leur aptitude a
donner naissance a des enfants, ou en d’autres termes, le
nombre d’enfants qu’elles peuvent mettre au monde pendant
un certain intervalle de temps, nous aurons ainsi, en suppo-
sant que le nombre de ces femmes soit donné, le nombre
total des naissances & chaque instant.

Donc, il est préférable de considérer, au lieu du nombre
total des naissances, la fonction qui donne pour chaque &ge
de la femme, le nombre d’enfants qu’elle peut mettre au
monde pendant 'unité de temps. C’est la fonclion de fécondiié;
nous la désignons par ¢ (z, #).

Prenons maintenant les décés. 1l est évident que la mort
d’un individu trés 4gé, a moins d’effet sur 'avenir démogra-
phique de la population, que celle d’un individu jeune a
I'age de reproduction. Il faut donc considérer séparément les
déces relatifs a chaque age.
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D’autre part, on congoit aisément, que le nombre absolu
des déces ne joue pas le role principal. 11 ne suffit pas de dire
qu’on a eu tant de décés de gens d’4ge x. Il importe d’avoir
la fonction qui donne le rapport du nombre des décés des
gens d’dge x, au nombre total de ces gens a chaque instant.
C’est la fonction de mortalilé que nous désignons par « (z, #).

Enfin, comme pour la reproduction, il faut des individus des
deux sexes, on doit avoir de méme a chaque instant, le nombre
des naissances masculines, ou mieux encore, le rapporl de
ce nombre a la totalité des naissances. (Vest ce rapport qui
est le taux de masculinilé des naissances et que nous désignons
par G (8).

Nous verrons dans la suite. que la donnée de ces trois fonc-
tions suffit pour déterminer J'état démographique d’une
population & chaque instant, une fois les conditions initiales
déterminées, et que de plus cette condition est nécessaire.

Nous allons dire maintenant quelques mots relativement

tions dans le temps
3. FoncTioN DE FECONDITE. — Nous venons de voir que

cette fonction est intimement liée au nombre total des nais-
sances. Dans les conditions normales, ce nombre varie lui-
méme directement avec le nombre total de la population.
L’influence des facteurs extérieurs sur les variations de la
fonction de fécondité n’est pas a priori trés claire. Par contre,
il n’est pas difficile de voir comment ces facteurs exercent
leur influence sur le nombre total de la population. Alors,
par 'intermédiaire du taux naturel d’accroissement, il est aisé
de voir, comme nous le montrerons plus loin, quelles seront
les variations de la fonction de fécondité dans le temps.



Considérons donc le nombre total de la population. Une
chose est évidente : ¢’est que ce nombre ne peul pas devenir
négalif. Donc toute population a pour limite inférieure zéro.
Pratiquement cette limite ne peut pas étre nulle; mais elle
est en tout cas négligeable relativement au nombre de la
population au moment ou on I'étudie.

La population, ayant ainsi une limite inférieure, a-t-elle
aussi une limite supérieure ? Tout porte a le croire. En effet,
le fait que les dimensions de notre globe sont finies, montre
sans peine, qu'un nombre infini d’individus ne peut y trouver
place et s’y nourrir.

Il est d’autre part facile de voir, que les progrés de la civi-
lisation font reculer la limile supéricure de la population humaine,
sans jamais arriver @ la rendre infinie.

Il en résulte que l’évolution numérique des hommes suit
des cycles, correspondant aux différents moyens qui leur
permettent, au cours des siécles, de subvenir & leurs besoins.
Chaque cycle admet vne limite inférieure, qui est la limite
supérieure du cycle précédent; et une limite supérieure qui
se confond avec la limite inférievre du cycle suivant. Mais
il peut arriver qu’un cycle commence avant que le cycle pré-
cédent soit complétement au bout de son évolution. Clest
exactement le méme fait qui se produit dans les différents
cycles de la civilisation, dont les cycles de I’évolution d’une
population ne sont qu'une conséquence.

Donc la forme de la courbe représentative de ’accroisse-
ment d'une population sera celle qui est indiquée sur la
figure (1), présentant des points d’inflexion a tangentes hori-
zontales. En tout cas cette courbe part de zéro, pour arriver
asymptotiquement a sa limite supérieure.



g, 1

Ceci étant, voyons quelles seront les variations du taux

d’accroissement de la population (c’est-a-dire I’accroissement

relatif g’—g?)> Il n’est pas difficile de voir, et nous le précise-

rons plus loin, que ce taux suit exactement la marche inverse.
Il part d'une limite supérieure, décrit des cycles correspon-
dant a ceux de P (f), mais va toujours cn décroissant pour
venir enfin s’annuler.

Donc, la fonction de fécondité, correspondant & un nombre
de plus en plus grand d’individus et & un taux d’accroissement
de plus en plus faible, part évidemment d’une valeur initiale,
nécessairement positive, et va loujours en décroissant, pour
devenir enfin nulle.

Examinons I’état des choses vers la fin de I’évolution numé-
rique d’une population. Le chiffre de cette population reste
presque constant. Donc les naissances doivent étre juste
suffisantes pour combler les pertes causées par les décés. Et
comme l'aptitude physique de la femme pour avoir des
enfants, aptitude qui est déterminée par la fréquence des
époques menstraelles, ne semble pas pouvoir se modifier,
on est obligé d’avoir recours a des procédés extranaturels,
pour arréter I’excés des naissances. Ces procédés, si peu défen-
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dables soient-ils, sont en tout cas moinsinhumains que ceux
¢ui consistent & provoquer des décés en bloc par des guerres.

4. FoncTION DE MORTALITE. — Disons tout de suite que
lorsque nous parlons des déces, nous entendons par la les
décés nalurels, survenus a cause des maladies ordinaires, de la
vieillesse, ou des accidents inévitables qui ne colitent la vie
qu’d un nombre extrémement restreint d’individus. Nous ne
pouvons évidemment pas tenir compte des décés en bloc
d’un trés grand nombre d’individu s, causés par des épidémies,
des guerres ou des cataclysmes (tremblements de terre,
éruptions volcaniques, etc.).

En tout cas, il est presque évident que dans I'état actuel
des choses, la mort est inévitable, au moins au dela d’un cer-
tain dge. Mais il semble aussi qu’il soit impossible de retar-
der la mort de tous les éléments d'une population, jusqu’au
moment ot le décés est causé par la vieillesse. Ainsi, du moins
avec nos données actuelles, les hommes meurent & tous les
ages.

Mais il n’est pas difficile de constater que la mortalilé décroit
constamment avec le temps, et que sa variation relative dimi-
nue aussi de plus en plus. C'est le fait qui ressort de I'exa-
men des diverses tables de mortalité.

Il arrivera donc un moment, ou toutes les ressources pour
améliorer la mortalité seront épuisées. Et ce jour-la, chaque
tranche d’age de la population aura atteint sa mortalité
limite.

Nous ferons donc I’hypothése que la courbe représentative
des variations de la mortalité pour chaque age, part asymp-
toliquement d’une valeur initiale, décroil, passe par une in-
flexion, et lend encore asymplotiquement vers une limite infé-



- 16 —

rieure infranchissable. La forme de la courbe relative a 'age
est montrée sur la figure (2).

Fig. 2

5. TAUX DE MASCULINITE DES NAIssANcEs:. — Il est &
remarquer (ue ce taux, c¢’est-a-dire le rapport du nombre des
naissances masculines & la totalité des naissances, resle irés
sensiblemenl constant dans le temps el dans Uespace. Nous ne
savons pas si aux points de vue médical el embryologique, ce
fait a recu une explication satisfaisante. Tout ce que mnous
avons a retenir est la constance trés sensible de ce taux,
constance que nous supposerons absolue. Cette hypothese,
justifiée amplement par 'expérience, nous sera trés utile
dans la suite de cette étude.

1. G. Darmois, Statistique et applications, p. 6 et p. 9.



CHAPITRE 11

NOMBRE TOTAL DES NAISSANCES

6. PROGENITURE D'UN ELEMENT DE POPULATION. — Nous
nous proposons de déterminer, dans ce chapitre, de quelle
maniére les différentes générations issues d'un élément de
population donné, se répartissent dans le temps. Nous sui-
vrons pour cela la ligne générale d'une étude de Lotkal.
Nous nous plagons pour commencer dans le cas simple ou
I’¢lément initial est formé entiérement d’individus tous de
méme 4ge, c’est-a-dire dont ’age est compris entre z et 1.
Pour plus de simplicité, nous faisons un changement d’origine
des temps, de maniere que cet élément, que nous appellerons
génération zéro, soit né dans l'intervalle de temps (—1,0).

Ceci étant, nous désignerons par premiére génération, les
enfants issus de la génération zéro, par deuxiéme génération,
les enfants issus de la premiére génération, et ainsi de suite.

Voyons alors de quelle maniére ces différentes générations
se répartissent dans le temps. Soient x; et z; les limites de la

période de reproductivité des femmes. On prend ordinaire-
ment :

1. A.-J. Lotka, The (Progenity of a Population Element (The Am. JI,
of Hygiene, nov. 1928).

Afzalipour.
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z; = 1%, zj = b0.

La premiére généralion naitra dans 'intervalle (ii; = z;, &; = j);
La deuxiéme - — — (I, = 2z, Iz; = 2zp);
La g¢ — — — (ti = gzi, g = gaj).

Donc si nous portons le temps en abscisse, et le numéro des
différentes générations en ordonnée, les limites de 1’éta-
lement de la génération g, seront données par les abscisses
des extrémités du segment G;G; de I'horizontale ¢ = g,,
compris entre les droites 4; et 4, d’équations :

Voir la figure (3).

19
Qoprovroraneses .
A, ? .
] '
B :
L : St
Sooci gﬁ”j
Fig. 3.
7. RELATION FONDAMENTALE. — Quelle sera alors la rela-

tion qui liera le nombre des naissances dans deux générations
successives ?

Désignons par a (z, 1) la probabilité a linstant i, pour
qu'un enfant né & cet instant atteigne I'dge 2. C’est en d’au-
tres termes le rapport du nombre des individus d’4ge « et a
I'instant 7 4 2, au nombre des naissances & l'instant i. -
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Nous Pappellerons fonction de survie. Son expression s’é-
crira :

p=t+e)
(1) 1($,1)=“'W)":

la fonction p (x, ) désignant la tranche de la population dont
Page est compris entre x et « -+ 1 & 'instant £, et N (#) le nom-
bre total des naissances a cet instant.

Soit d’autre part ¢ (x. %) la fonction de fécondité, c’est-
a-dire le nombre d’enfants mis au monde par une femme d’4ge =
pendant I'intervalle de temps (&. ¢t + 1). Cette fonction sera
définie par :

2
() N (2) =pr(w, i) o (z, 1) dz.
En effet une femme d’4ge « donne naissance & 9 (z, {) enfants
dans lintervalle (I, 1 4 1). Alors p (z, {) femmes donneront
naissance & p {(z, 1) ¢ (z, 1) enfants. Et la totalité des naissan-
ces s’obtient en intégrant cette fonction dans tout linter-
valle ol les femmes sont fécondes.

Ceci étant, le nombre d'individus d’age = & I'instant 7 dans

la g® génération sera d’aprés (1) :

Py, 1) = Ny (I—2) A (z, I —x).

Ces individus reproduisent avec un taux ¢ (z, #). Donc

le nombre des naissances dans la (g 4+ 1) génération a
P'instant ¢ sera donné par :

(3)  Ngr1(1) =f$’Ng(t—w) x (@, 1—2) o (, 1) da,
Zj

qui est une relation fondamentale.
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8. Hyroruises pE Lotka. — Cette relation, telle qu’elle se
présente, n’est pas facilement maniable. Pour la simplifier, nous
supposerons donc, en premiére approximalion, que les fonc-
tions de survie et de fécondité sont indépendantes du lemps.

> >
(4) 3_1; =0, (5) 2% =0,

Nous étendrons ensuite nos résultats au cas ou ces fonc-
tions varient avec le temps.

D’autre part, il est évident que dans la détermination du
nombre des naissances, ¢’est le nombre des femmes qui joue
le rdle principal. Et comme la fonction ¢ (z, {) n’a de signi-
fication que pour la population féminine, dans la relation (3)
la fonction N (f) désigne exclusivement les naissances fémi-
nines. Mais il a été remarqué, comme nous ’avons dit, que le
taux de masculinité des naissances, reste trés sensiblement
constant dans le temps et dans l'espace. Il en sera donc de
méme du taux de fémininité des naissances. Supposons donc
ces taux essentiellement fixes, ¢’est-a-dire :
Ny ()

N (1)
N () +N£ (7)

(®) No + N = 1—G () =Cte.

= G (f) = Cte;

Et alors il est évident que dans la relation (3), la fonction
N (f) peut désigner indifféremment les naissances féminines
ou la totalité des naissances.

Avant d’aller plus loin, il est indispensable de faire une
petite remarque relativement aux limites d’intégration dans
la relation (3). D’apres ce que nous avons dit, ces limites sont
bien z; et z,. Mais comme la fonction ¢ (z, ) est nulle en
dehors de l'intervalle (x,, z,), on peut étendre !'intégration
depuis linfini négatif, jusqu’a linfini positif. Ce change-
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ment des limites d’intégration n’entrainera aucune erreur, et
permettra I'introduction des moments, qui simplifieront beau-
coup nos calculs.

Avec ces trois hypothéses et aprés ce changement des limi-
tes d’intégration, la relation (3) se met sous la forme simple
suivante :

+o0
(7) Ngy1 () = Ny(t—2z) r (%) ¢ (z) dx,
— C
ou la fonction N (#) désigne bien cette fois le nombre total
des naissances, tant féminines que masculines.

9. SEMI-INVARINTS DE DEUX GENERATIONS SUCCESSIVES!, -

On sait que si F (z) désigne une loi de probabilité, c’est-a-dire si :
+o0
F(z)de =1,

— o0

on appelle premiére fonction caracléristique de cette loi, la
fonction & (#) définie par la relation :

Foo g
® (1) =f e F (z)dz.

— o0

C’est, en d’autres termes, l'espérance mathématique de e,
On montre facilement la relation suivante :

—_— JRE. — — ke
7 Zk|t O_.mk —-f X F(a:)da;.

Le coetficient my est le k¢ moment de la loi F ().

1. G. Darmois, Statistique mathématique, p. 44.
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La fonction w () définie par :

est la deuxiéme fonclion caractéristique de la loi F (z), et la
quantité

1 fdkw _
I.T[ dlk]t=0 = Wk

est appelée semi-invariant d’ordre k de la loi F (x).

Ceci étant, désignons respectivement par u,, vy, et wy,
les moments d’ordre k relatifs aux fonctions N, (1),

Ng ({—=z) et A (z) ¢ (z). Ces moments seront définis par les
relations :

uszj:tk Ny+1 () di,
(8) o =fiz(t—w)lth(t—x) di,

( wi = /j:mk A{z) @ (z)dx.
Dans ces relations les limites effectives. d’intégration sont
respectivement :

[(g+1) =, (g+1) 2] 5 [gri—2x, gz, —2 ] 5 [, ;]

Mais comme les fonctions Ny (f), N, ({—x) et 1 (z) ¢ (x) sont
nulles en dehors de ces intervalles, on peut aussi bien pren-
dre pour limites d’intégration — o et + co.

Posons maintenant :

t—x =1,
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Alors la premiére relation (8) devient d’aprés (7) :
”"zfi:,sz (v + 2)k Ng (v) A (z) @ (2) dz d=.

En développant le bindme sous le signe d’intégration, et en
intégrant terme & terme, nous obtenons :

h
uk=ZCij_:§'rk—h Ny (%) d"t‘/i—c(zithl(a}) ¢ (z) d.
h=0

D'ou d’aprés (8) :

&
(9) up = Z Ch vy wp.
=0

Introduisons les semi-invariants de Thiele!, relatifs aux
fonctions Ny, (8). N, (i—z) et (z) ¢ (z), semi-invarianis
donl nous supposerons lexisience, et que nous désignerons
respectivement par a, b et ¢. On démontre facilement que
ces coefficients sont liés aux moments par les relations sui-

vantes :
1

uj = Zl' Ch_1 @41 ug—1—1,
=0
k—1
H
(10) Uy = 2 ll Ck—l bi+1 vg—i1—1,
l:o
Ii—1
wy = ZII Cff_l 141 Wp—i—1-
(=0

1. Thiele, Theory of observation.
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Alors la relation (9) donne facilement :
1
Up41 = Z Ch vpt1—n wh + Z =1 vt 1—n whe
h=k+1

D’ou P'on tire d’apreés les deux derniéres relations (10) :

k—h
Up1 = ZI G wp ZI Cl_p bi+1 Vg—n—1
=0 =0
1 h—1
N
+ Z: CEY g1 Zl Chy €11 Wh—i—1.
=k+41 =0

Ou encore :
it

Upt+1 = E cl [bz+1 + 01+1] 2 Gl vi—n wh-
=0

D’apres la relation (9) ceci s’écrit :

T r
Ug+1 = Gj, L01+1 + Cl+1_| Up—.

LTM»

Mais la premiére relation (10) donne :

k
Upt1 = le Chapry ug—y-

1=0
On en déduit par identification :
(11) aig = bp + ck-
D’ou le théoréme important suivant :

Le ke semi-invarianl de la fonction de distribulion des nais-
sances dans la (g + 1)¢ génération, test égal au k® semi-inva-
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&~

riant de la fonclion de distribution des naissances dans la g¢®
génération, plus le ke semi-invariant relatif a la fonction)(z) ().

Ce théoréme peut se démontrer par une méthode plus sim-
ple. En effet la premiere fonction caractéristique relative
a la loi de répartition Ny, (Z) est :

400 s
(i 8 [Ng+1 (i)]: e Ngiya (1) di.
— 0

En y remplacant Ng.11(f) par son expression fournie par
(7) on a :

400 _ =0
@ [NgH (t)] =f Ny(i—z)e® T a Az)o(@) e  do.
— 0

— 0
D’ou :
D [Ng-}-l (t)] = &y [Ng(t_z)] X Ps [l (z) ¢ (m)]'

On en tire d’apres la définition de la seconde fonction carac-
téristique :

7 [Ny 0] = W [N t— )] + v [2 @ e @]

Cette relation montre, d’aprés la définition des semi-inva-
riants, que 'on a bien :

ap = bg + ck-

10. COROLLAIRES IMPORTANTS. — En désignant par a; le ke
semi-invariant de la g génération, la relation (11) devient :

aftl = af 4 cx.

Ecrivons cette relation pour les générations successives jus-
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qu’a la (g + h)® génération, et ajoutons membre & membre les
relations ainsi obtenues, nous aurons :

(12) afth = af + hey.

Quand h est tres grand, le deuxiéme membre de cette rela-
tion se réduit pratiquement & son second terme, d’ou :

Corollaire 1. —- Le ke semi-invariant de la (g + h)e généra-
tion, devienl praliquement indépendant du ke semi-invariani
de la g® génération, pourvu que h soil suffisamment grand.

Voyons maintenant comment se répartissent dans le temps
les naissances de la ge génération, quand g devient de plus en
plus grand. On a facilement :

(13) al = a} + yck.
D’ou, d’apreés la seconde formule de réciprocité de Fourier :

u, [t oz? (‘i;ﬂ‘) ol —us
Ng(l)=ﬁj w e =" € @

Quand g tend vers l'infini, le second membre de cette rela-
tion ne dépend plus pratiquement que des semi-invariants c.
Alors la fonction N,(f) tend vers une forme fixe. On peut
donc dire :

Corollaire II. — Quand Uordre d’'une généralion est suf-
fisamment grand, la répartition des naissances, relative a celle
généralion, dans le lemps, lend vers une forme fixe, que nous
appellerons répartition normale des naissances.

11. REPARTITION NORMALE DES NAISSANCES. — Voyons
maintenant quelle sera la forme limite vers laquelle tendra la
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distribution des naissances dans la g¢® génération, quand g¢
croit indéfiniment. Pour plus de simplicité, nous nous plagons
dansle cas particulier ou la génération zéro est composée ex-
clusivement d’individus nés dans I'intervalle de temps (—1,0).
On voit facilement que dans ce cas tous les moments, sauf
celui d’ordre zéro, et tous les semi-invariants de la génération
zéro sont nuls, et que 'on a par conséquent :

(14} al = ge.

Soit alors Al le nombre total des naissances dans la géné-
ration zéro; le nombre des naissances dans la premiére géné-
ration sera :

_ uo_f+°° =2, +£ (x) ¢ (z) dz = Mo Wo.

De méme, le nombre total des naissances dans la (g + h)e
génération s’écrit :

(15) Ng+h = ufth = Nowgth,

Donc le rapport du nombre des naissances dans deux généra-
tions successives est constant el égal & w,

Ng+1

(16) G,

= Wo = Cte.
C’est le tauz net de reproduction de Kuczynski.

On a alors, pour la distribution dans le temps de ces Alg4r
naissances, en tenant compte de (14) :

(g+h) k
X +o0 Ck (is)t —
5‘[y+h (t) = —0 g+h e =1 s e its ds.
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Supposons maintenant que I’on puisse écrire :
(17) l = gey,
et faisons le changement de variable :
I 8Cy.
Alors notre relation devient :
2
Ao g+h/+ooel_(g+h)c2_rz+.
— 0

Ng+n (f) = Tre, W 21 e < et gp.

Si g est trés grand par rapport a h, cette relation s’écrit encore:

(18)  Notn () = Souy jge—gj_?,z e g,

Si nous supposons que la série qui forme I'exposant de e
dans le premier facteur de la quantité sous le signe somme,
est telle que I'on puisse, dans son développement, s’arréter
au terme en r?, nous voyons que la répartition ainsi obte-
nue, n’est autre chose que la loi de fréquence Laplace-Gauss,
avec un écart type :

(19) S

¢ €1

ou ¢, et 5, sont respectivement la moyenne et I’écart type
relatifs & la premiére génération.

Le fait que quand g est trés grand relativement a A, la ré-
partition des naissances dans la (g + h)e génération, tend vers
la loi normale Laplace-Gauss, était & prévoir. En effet on voit
d’aprés (14) que pour avoir cette répartition, il suffit de
composer g - h fois la loi A(z)¢(z). Un théoréme classique,
montre que, dans ce cas, on a bien a la limite la loi normale.
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ayant justement pour écart type la quantité o,y, que nous
venons de trouver. Il faut toutefois faire 'hypothése que 1'é-
cart type de la loi a (z) o (z) est fini. C’est ce que nous avons
fait en supposant 'existence des semi-invariants de cette loi.

12. REPRESENTATION GRAPHIQUE. — Il est facile de repré-
senter graphiquement ces résultats. Pour chaque génération
on a une courbe de répartition des naissances (Voir la figure 4).
L’aire de chaque courbe, donne le moment d’ordre zéro
de la génération correspondante, ou ce qui revient au méme,
le nombre Lotal des naissances dans la génération considérée.

AN ()
Ng
Yo, M
T 5
~ 7 >t
..... ~ /
N .
------- D
G Lo ...
----------- y ’/' ~
g Y ~4
N
"(Ab N
Fig. 4

On voit d’aprés (15) que ces aires voni en augmentant suivani
une progression géométrique de raison w, et ayant pour premier
terme N, nombre des naissances dans la génération zéro. Si on
coupe la surface ainsi obtenue par le plan { =T, on obtient
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la courbe 1 de la distribution totale des naissances, pour les
générations successives, & Uinstant considéré T. La contri-
bution de chaque génération est donnée par la cote du point M
ou la courbe r coupe la courbe de la distribution des nais-
sances relative & la génération considérée.

13. NOMBRE TOTAL DES NAISSANCES A L’INSTANT {. — Pour
avoir ce nombre, nous n’avons qu’a faire la somme du nombre
des naissances de chaque génération & I'instant . Ce nombre
sera d’apres (18) :

i

x

. oo 2
N (1) = o Z w3+hJ LR

2w, .
g+h=}.
‘L

Comme notre loi ne s’écarte pas trop de la loi de fréquence
Laplace-Gauss, nous pouvons écrire avec une trés bonne
approximation pour les grandes valeurs de g :

\zwowr/ ['"l"w [‘—*—(X) liﬂg-
/ o J —0 —o0€2l 2 T Tt e e dh,

E

N (i
qui s’écrit immeédiatement d’aprés les formules de Fourier :
g
N () = S,
6

Cette relation n’est vraie que sous ’hypothése (17). Il faut
par conséquent écrire :

g
(20 N(gey = 2wt _ %o,
41 51
qui donne encore :
1
(21) N = Dam
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Cette relation monire que le nombre lotal des naissances
croit suivant une progression géomélrique.

Désignons maintenant par P (#) la population totale a
Pinstant #; nous aurons évidemment :

Pm=ffp@nm

En tenant compte des relations (1) et (21) cela devient :

xz
(22) Mtwrw /,% U (z) dz
1

Ce qui montre que la populalion lolale croil en progression
géomélrique.
Remarquons que le semi-invariant ¢,, donné par la rela-

Cw i grr@e@a
o f+wxm(mm

tion :

1 b

est la moyenne de 1’dge des méres au moment de la naissance
de leur premier enfant. C’est aussi avec une bonne approxi-
mation (comme nous le verrons plus loin),la durée moyenne
d’une génération; c’est-a-dire la moyenne de I’dge des meéres
au moment de la naissance de leur premiére fille.

Ceci étant, la relation (20) veut dire que pour oblenir le
nombre tolal des naissances ¢ Uinstant 1, il suffit de distribuer
uniformément le nombre total des naissances de la ¢¢ génération

qui est N, wd, g étant Ueniier le plus proche de c—t, sur une
1

longueur égale a la durée moyenne d’une génération.
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Tragons dans la figure précédente la droite A d’équation :

Pour avoir le nombre total des naissances & l'instant T, on
détermine d’abord Ventier G le plus proche de ;—I-‘ On dis-
1

tribue alors uniformément le nombre total des naissances rela-
tives a la génération G, c’est-a-dire 'aire hachurée, sur une
longueur égale a c,.

14. GENERALISATION. — Dans tout ce que nous avons dit,
nous avons supposé les fonctions de survie et de fécondité
indépendantes du temps. En réalité ces fonctions varient dans
le temps. Mais, comme nous le verrons plus loin, ces varia-
tions sont faibles, quand l'intervalle de temps dans lequel on
les considére, n’est pas trop étendu.

D’ailleurs, si I'on suppose que ces fonctions ne subissent
pas de trop grandes variations a Uintérieur des limites d'une
génération, tout ce que nous avons dit subsiste avec une
approximation suffisante. En particulier, sous cette condi-
tion, le théoréme sur la propriété des semi-invariants reste
vrai. Il en est de méme du fait de Paccroissement du nombre
total des naissances suivant une progression géométrique.
Ce dernier résultat sera étudié¢ & nouveau et précisé un peu

plus loin.



CHAPITRE Il
EQUATION AUX NATALITES

15. EguaTioNn FONDAMENTALE!. — Reprenons la relation
(7), écrivons-la pour les générations successives jusqu’a la
(g + h)e génération, et additionnons ces relations membre &
membre ; nous obtenons :

g+ h g4+ h—1
Z N (1) = ff[ Z Nza—m)] M@)o (@) da.
k=g+1 =g

La somrme sovs le signe d’intégration s’étend & toutes les géné-
rations qui, & l'instant {, contribuent au nombre total des
naissances. On ne modificra donc pas celle somme, en pre-
nant pour limites de sommation (g-+1) et (g-+h). Alors cette
somme devient identigue av premier wewmbre. Par consé-
quent, si N (#) désigne le nombre total des naissances a l'ins-

tant #, on aura avec la condition (6), la relation fondamen-
tale suivante :

(23) N(z;:f‘z’N(z—m)x(m) o (@) dz.

Cette relation peut s’obtenir par un raisonnement plus
simple. En effet des N ({— ) naissances a 'instant {—z, il ne

1. A. J. Lotka, The Progenily of a Populaition Elemeni (The Am. Journ
of Hygiene, nov. 1928).

Afzalipour.
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restera que N ({—z)a (z) survivants a D'instant # Ces sur-
vivants, reproduisant avec un taux ¢ (z), donnent naissance,
pendant l'unité de temps, & N (I—uz)a(z) ¢ () enfants.
Pour avoir la totalité des naissances a l'instant #,il n’y a plus
qu’a intégrer cette quantité dans lintervalle (z,, z,), ou ce
qui revient au méme, dans I'intervalle (0, o).

Nous nous proposons de résoudre cette équation, et d’en
déterminer tous les éléments, en suivant de prés les grandes
lignes d’une méthode indiquée par Hertz?, et mise au point
par Lotka.

Essayons une solution de la forme :

N (#) = A%
En remplacant dans (23), les fonctions N (#) et N (—az)

par leurs expressions fournies par cette relation, nous voyons"
que © est racine de I’équation :

(24) Y (o) =fz°e*"”>\(w) o lz)de = 1.

Par conséquent, une solution de I’équation (23) est fournie
par la série :

“+ o0
(25) N (f) = Z A e,

h=—x

ol les o sont les racines de I’équation (24), et ou les A sont
des coefficients constants, que nous déterminerons un peu
plus loin, & partir des conditions initiales.

16. TAUX NATUREL D’ACCROISSEMENT. — L’équation (24)
a une infinité de racines en ¢. Il n’y en a qu'une de réelle.
En effet, les fonctions a(x) et ¢ (x) ne pouvant jamais

1. A. J. Lotka : The progenily of a population elément The Arm. Jl. of
Hygiéne, nov. 1928.
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devenir négatives, la fonction Y (o) est essentiellement
positive, et ne s’annule que pour ¢ = . D’autre part, on
voit, que la dérivée :

Y (o) = =[P4 70" (3) o (@) do,

est toujours négative, et s’annule pour s = . Par consé-
quent, Y (s) est une fonction positive, constamment décrois-

Y&

sante. Sa courbe représentative, donnée par la figure (5),
coupe I'axe des Y au point M d’ordonnée :

Y, = ,/‘:o)\(a:)c.?(w) de = wy.
Par conséquent 'horizontale :

Y (6) =1

coupe cette courbe en un et un seul point. La valeur de o
relative & ce point, et qu’on appelle laux naturel d’accroisse-
ment, est, comme on le voit sur la courbe, négative, nulle ou
positive, selon que la quantité w, (qui est le taux net de
reproduction de Kuczynski) est plus petite que l'unité, égale
a P'unité ou supérieure & I'unité.

Cette racine réelle unique, joue un roéle capital dans I'étude
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du mouvement des populations qui varient en progression
géométrique. On verra que la populalion décroit, reste station-
naire ou croil, suivant que celle quantilé est négalive, nulle ou
positive.

Notons, avant de commencer le calcul de cette racine réelle,
que le module de toute racine complexe de (24) est inférieur
a . Considérons en effet la racine complexe : ¢’(cos 6 + i sin 6).
En la portant dans (24) nous devons avoir :

fzoe“"’”k(x)cp(z)cos bzdr=1.

Le fait que |cos 6 z|= 1, montre bien que l'on a :

(26) 6> o

Par conséquent, dés que le temps est suffisamment grand,
c’est le terme relatif & la racine réelle o, qui, dans la série (25b),
donne P'ordre de grandeur de N (). On aura alors :

1
(27) N (B = Age’

\

Cette relation qui est analogue aux relations (20) et (21),
montre que quand le lemps est suffisamment grand, le nombre
tolal des naissances lend & croilre suivant une progression
géomélrique.

17. CALCUL DE 5. METHODE DUBLIN-LOTKAL — Il s’agit de
trouver l'unique racine réelle de 1'équation (24). On voit
que Y (o) est la premiére fonction caractéristique de la
loi »(%)®(z). Comme nous avons supposé lexistence des

1. L. J. Dublin et A. J. Lotka, On the rate of natural increase (Journ. of the
Am. St. Ass., 1925, p. 305).
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semi-invariants de Thiele relatifs & cette loi, la seconde fonc-
tion caractéristique sera :

LY(6)= - Nt Lh o
Y. 1(-)mc.

h

Mais Y, n’étant autre chose que w,, on a :

©
= (_1)’1 _‘i Sh
Y (6) = wpe h=1 R

On veut déterminer o de telle sorte que le premier membre
de cette relation, soit égal & 'unité. On aura donc :

o)
E (—pht1lh gh
(28) wy = e h=1 mi

La série qui forme l'exposant de e dans cette relation,
converge trés rapidement. En effet, il n’est pas difficile de
voir, que les moments w suivent, avec une trés bonne
approximation, la loi suivante :

Wn4i _ _Wn w

= ee.. = 1 =W = (Cte,
Wn Wn-—1 Wy

On sait, d’autre part, que les semi-invariants, sauf le pre-
mier, sont donnés, en fonction des moments, par des expres-
sions homogenes, dont la somme algébrique des coefficients
numériques est nulle. On en déduit que si dans les ¢, on fait
la substitution :

Wn = Wy Wn,

tous ces coefficients s’annulent. Mails comme cette relation
n’est qu’approchée, il en résulte que les semi-invariants ne



sont pas nuls, mais petits. Si nous admettons donc qu’on
aura une approximation suffisante en s’arrétant au terme
en o2, nous pouvons écrire :

016—6—202
We=¢€ 2

Cette relation donne, pour la détermination de o, I’équa-
tion du second degré :

(29) 2ot—c,0+ Luwp = 0.

Cette équation, ayant une racine réelle, a ses deux racines
réelles. Mais il est évident qu’une seule de ces racines convient.

En remarquant que la derniére relation (10) donne :

w, Wo Wy — w? |
Cp =— Cg = ——— L3
Wo w%
et en posant :
2
y = wy W - w?

3

Wo W, — Wk’ 2

s I, —
W Wy &

on tire immédiatement de la relation (29) :

—
{30) o=y[1;|:\/1—§Lwo],

qui donne le taux naturel d’accroissement.

18. MEtHope PEAarRsoN-WicKsSELLL, — Considérons, dans
la relation (24), la fonction a(z)¢(z). Des considérations
empiriques, résultant de la forme de la courbe a(z)e(x),

1. S. D. Wicksell, Nuptiality, Fertility and Reproductivily (Skandinavisk
Alktuarietidskrift, 1931); -— K. Pearron, The fundamenlal problem of practical
statistics (Biomietrika, t. X1I1); — G. Darmois, Statistique mathématique, p. 120.



conduisent & essayer, pour la représenter, une expression
analytique de la forme :

(31) M@)o (a) = pryyt et e
qui est la fonction de fréquence de Pearson lype II1I. Dans

cette relation B, y et z sont des constantes, que nous devons
déterminer.

Remplacons dans les expressions des moments w,, w, et
wy, la fonction A(x)¢ (z) par le second membre de la relation
(31). Nous obtiendrons sans peine :

B = Wyp.
wy Wy

= %Y
y wo w, — w?

2
wy

we W, — W2’

Et alors I’équation (24) devient :

V(o) = gl [T T e = 1

L’intégration devient possible et donne facilement :
- 1+ %177 2
(82) Y@ =m[1+ 57 =1,

qui est bien la fonction caractéristique de la loi a(x) ¢ (x)
donnée par la relation (31). La racine réelle s est donc
donnée par :

(33) o= y[{/w—1].

On peut noter que, dans le cas ou w, différe peu de I'unite,
Iexpression donnée pour ¢ dans (33), est le premier terme



e 40 —

du développement de (30). Dans ce cas, ces deux formules
donnent pratiquement la méme valeur pour q.

On obtient vne meillenre approximation par 'emploi de

la fonclion de fréquence de Pearson lype II :
(B9 2@ = He-yT O,

On détermine comme plus haut les constantes y, z et &;
mais il faut naturellement introduire un quatriéme moment.
Ce calcul ne présente aucune difficulté essentielle, et nous
Pomettons.

En portant la nouvelle expression de a(z)¢(z) dans
I'équation (24), on obtient facilement :

4 —
(35) Y(a)=woe”“°[1+§] a1

C’est encore la fonclion caractéristique de la loi 2 (z) ¢ ()
fournie par (34). Mais I’équation (35) ne peut pas se résoudre
aussi facilement que duns le cas précédent. 1 taut pour cela
employer des méthodes graphiques.

Signalons enfin qu'un ajustement presque parfait peut
s'obtenir avec la fonction de fréquence de Pearson lype I :

s y—1 z~—1
(36) 2 (o) ¢ (o) = 22U tn=)

B (y2)(n— Tt

Si on y pose :

la fonction Y (¢) devient :

—to
_ Woee 1 6(&_muuy—1/1-- ) z_~1d,
Y(c)———B TEl foe { <) i
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On montre, par un calcul que nous omettons, que cette
fonction peut se mettre encore sous la forme de la série
suivante! :

. 0 k—1
o — k h
(37) Y (o) =woe E’“Z &LTYIE]— fﬁﬁ“z
1==0 h=0

Comme on le voit, les calculs sont sensiblement plus lourds
que dans les cas précédents. La détermination de la racine o
présente de sérieuses difficultés.

19. CALcUL GENERAL DES RACINES DE L'EQUATION (24). —
Quand w, différe sensiblement de l'unité, les formules que
nous avons trouvées, pour la détermination du taux naturel
d’accroissement, ne donnent plus une approximation suffi-
sante. D’autre part, il est évident que dans une théorie mathé-
matique du mouvement de la population, il est indispensable
de déterminer aussi toutes les racines complexes :

Reprenons donc l'¢quation (28), et écrivops-la sous la
forme suivante :

[}

‘h
—2 kT L (—phyyoh
e = 1wy e h= )

En prenant les logarithmes des deux membres nous aurons :

o0
2hmi = Z(-l)h+1 . oh — L .
hx=l

Pour chaque valeur de l'entier k, cette équation fournit
une des racines de I’équation (24). En particulier, pour k=0,

1. G. Darmois, Cours de caleul des probabilités professé a la Sorbonne, 1933-1934.
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on obtient la racine réelle . D’autre part, la forme méme
de 'équation montre que deux valeurs égales et opposées de
k, fournissent deux racines complexes conjugueés de (24).
Dans la résolution de cette équation transcendante, Lotka
se contente des puissances de ¢ jusqu’au quatriéme degré
et écrit :
(38)  2mi = Tho—zrot+ghot — bot—Lun

Ceci étant, soit :
c=wT1ip,
une racine complexe de cette équation. En portant sa valeur
dans (38), et en séparant les parties réelle et imaginaire on
trouve :

4les o <£c_2 2) 2_(4_!@_4!03 2) [ dtey 2) , 4! ]_
—31'0—‘”-}_ e, bp% ) _ 21¢,%)® (‘MQ er)e c,Lw0 =0,

" 1le,
Py
P = w3 o2 2\, [ e\ :
— = Co 7~ — | Cy— o + {6y —C =
c'!a!+3z,l. (\2 a!)w (\1 33!)

On voit immédiatement que la racine réelle, obtenue pour
k = 0, est donnée par une équation du quatri¢me degré.

Le calcul des racines complexes ne peut se faire que par
approximations successives, pour chaque valeur entiére de k.
En supposant o et ¢ suffisamment petits, la seconde équa-

tion donne :
= 2km
¢y

f1

On porte cette valeur dans la premiére é¢quation, et on en
tire la premiére valeur de ¢ soit o,. On porte alors , dans
la deuxitme ¢quation, qui donne la seconde valeur de ¢
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soit g, valeur que I'on porte dans la premiére équation pour
avoir «,. On continue ainsi, jusqu’'au moment ou deux
opérations successives donnent pratiquement le méme ré-
sultat.

20. AUTRE METHODE POUR LE CALCUL DES RACINES COM-
PLEXES. — Dans certains cas, la méthode précédente ne peut
pas donner les racines complexes avec une approximation
suffisante. On peut faire alors le calcul par un procédé de
tatonnement que nous exposons briévement. Considérons
la racine complexe :

c=o1+1ip.

En la portant dans(24), et en séparant les parties réelle et
imaginaire, nous obtenons :

Sl :/"Oe""‘“”cosf,a A2) 9 (2) dz = U (o, o),

(0 = fwe_wzsinpwl(w)?(w)d“ =V(o,p).

YU =02V
P(w,p) = =— — , Q(Q:Q):’Tp' Ta

Ces deux relations nous donnent facilement :

o ®4U +0dV
T Tar o
fo - 2dU—®dV
O e

Supposons que par une des méthodes usuelles (par exemple
la méthode des trapézes), nous ayons déterminé les valeurs
approchées «, et g, qui nous donnent les valeurs approchées
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U, (@0, po) et V, (w0, po), dont les vraies valeurs sont I'unité
et zéro. Si Papproximation de o et ¢ n’est pas trop gros-
siére, ces relations s’écrivent alors :

Pl —1]4 9 V,
Go— = ®z + o3

40
(40 Q0 [Uo—1]—®, Vo

Po—pP= 2
( b2 L0

Ces formules permettent la détermination des vraies
valeurs v et o .

21. CarcuL DES COEFFICIENTS A,. — L’expression donnée
par Hertz! pour le coefficient Ay, relatif a o, dans la
série (2D) est :

1y A

o0 ki

—_— —_ 0 _t

) fo [N(l) (N —a) x(z)cp(x)dx]c o,

= V0L e .
/w ze” " kx (@) o (x) dz

0
Nous savons que le nombre des naissances & l'instant i,
dans les générations successives s'écrit :

Ny () =26 2 ) ¢ (1),
N, () =ff)N1(t~wm:v)c.a(w) dz,

1. P. Herlz, Mathematische Annalen, vol. LXV, p. 86.
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Le nombre total des naissances, & l'instant , sera donc :

o0
t
N (1) = Norlh)olh) + f D Ngll—2) 2 (@) ¢ (o) da.

< 0 g=1
Ce nombre s’¢crit encore :
N@O=8r e )+ [IN(t-2) 2 @ ¢ (@) da.

Et alors, comme o, est racine de l'équation (24), le
numérateur de l'expression de A, devient tout simplement :

/nzo Ao ()¢ 1) e "k dl = No.

On voit de méme que son dénominateur peut s’écrire :

—X0. o

Joanze@e Fap g Vo, T
P TS, T T de L Y, | T Z (=1 Tyt o

So A3 e (a)e dr ' h=1

On a donc pour Ay, I'expression simple suivante :

(42) Ap = Moo

h~—1ogh—1
S E__¢
h=1 1) (h—1)1 h

Pour le calcul de A,, relatif a la racine réelle s, onn’a qu’a
porter la valeur de o dans cette expression, une fois que
cette valevr a été calculée.

Considérons maintenant les coefficients A, et A_,, relatifs
aux racines complexes conjuguées :

O'kzu)k—|— ;pk, (;__k:o)k_ipk.
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Portons ces valeurs dans (42) et désignons par Q, et R,
la partie réelle et le coefficient de i dans le dénominateur
de Ay; il vient :

Ao Qn— i Ry
Ap = . e = h
= Gidare "N o w
No Or + iR
Ap= —I  _qp kTR
o N orTR;

Les termes relatifs a ce couple de racines conjuguées, dans
(?b), deviendront :

(P + 1P 1 (O — o)
Ax = Ape +A e °

2 No e 9yt .

(43) = YQ; +~ﬁi—‘ [Qk cos Py 1 - Ry sin o t].

La solution cherchée de I'équation (23) s’écrit enfin :
(44)
oo 001 , Ol
N (1)=& 9 Z — (O ’
ol P + o, F 12‘ (Qrcosprpt 4+ Rising,t |,
> (—1) —— Cp k=1
h=1 {(h—1)t

22. DUREE MOYENNE D'UNE GENERATION. — (est, par défi-
nition, la moyenne des iges des méres, au moment de la nais-
sance de leur premiére fille, ou, ce qui revient au méme, le
temps moyen qui sépare les naissances f¢minines (on consi-
dére bien entendu la naissance de la premicre fille de cha-
que mére),dans deux générations successives.

Désignons cette durée par D, et écrivons la relation (27)
pour deux instants distants de . Il est évident que le premier
membre donnera successivement les nombres des naissances
dans deux générations successives :

Ny = Ao e, Not1 = Age S,



— 47 —

De ces deux relations nous tirons, en tenant compte de (16) :

6D
La comparaison avec la relation (28) donne :

(45) D = (—1)

Le premier terme de la série du second membre, est le semi-
invariant ¢,, que nous avons employé précédemment comme
une premiére approximation de la durée moyenne d’une géné-
ration.

23. RETARDEMENT DES MARIAGES!. — Supposons que dans
une population, les mariages soient en moyenne retardés de
n années; et cherchons I'influecce de ce fait, sur la valeur du
taux naturel d’accroissement. En marquant par des accents
les nouvelles valeurs de la durée 1aoyenne d’une génération,
du taux net de reproduction et du taux naturel d’accroisse-
ment, nous aurons :

oD

k] g’
wy, = e c .

y Wy = e
Ces deux relations nous donnent facilement :

1 w,
Y= NI )
° D’ (6 @ ' u‘o)‘

On peut voir, d’aprés la définition méme de w,, que I'on

a-approximativement :
w AD

Wo 7\(

~—~ b

L. L. J. Dublin et A. J. Lotka, On the rate of natural increase (Journ. of the
Am. St. A4s., 1925).
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Mais, quand les mariages sont retardés de n années, il en
est trés sensiblement de méme de la durée moyenne d’une
génération, c’est-a-dire de I'age probable des meéres, au mo-
ment de la naissance de leur premiére f{ille. Nous aurons donc:

wy _2 (D + n)
Wo A (@) *
L’expression de ¢ s’écrit enfin :
s Do

1
(46) G = [ 1+ 6—(1)'.1_.

)\(T)—l—n)]
D+n

T (D)

Mais, comme la fonclion de survie décroit quand 1'age
croit, le logarithme entre crochets est négatif, et I'on a :

(47) o <o

Par conséquent, plus les mariages sont retardés, plus le
taux naturel d’accroissement de la population est faible.
Donc, la condition optimum pour Uaccroissement d’une popula-

tion s’oblient quand les jeunes f[illes se marient le plus t6l
possible.



CHAPITRE 1V
ETUDE SYSTEMATIQUE DE LA MORTALITE

24. MORTALITE VARIABLE AVEC LE TEMPS. — Dans toutes
les études entreprises jusqu’aujourd’hui, dans le domaine de la
théorie mathématique de la démographie, la fonction de
mortalité a toujours été considérée invariable avec le temps.
En effet I’évolution de cette fonction dans le temps, et 'amé-
lioration qui y a été apportée par les progres de la médecine
et de I'hygiéne au cours des siécles, ne paraissaient pas suivre
des regles—facilement abordables—avec une théorie mathé-
matique.

D’autre part, il est ¢vident que cetle évolution et cette amélio-
ration existenl erfectivement. Comme novs le verrons plus loin,
les variations de la mortalité dans le temps sont loin d’étre
négligeables, méme dans un intervalle relativement court.

Il en résulte donc qu’une (tude systématique des variations
de la mortalité avec le temps est indispensable. C’est cette
étude que nous essayerons d’exposer dans le présent chapitre.

2b. HyPoTHESES FONDAMENTALES. — Quand on n’étudie
la mortalité que pendant un temps trés court, elle peut étre
considérée comme une fonction de 1'dge seul. Il n’en est pas
du tout de méme quand on veut faire I’étude systématique de
cette fonction pour de grands intervalles de temps. Pour faire

Afzalipour. 4
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cette étude, nous sommes amenés a faire les deux hypothéses
suivantes, qui permettent un exposé simple de la théorie.

A. Désignons par (2,1, la mortalité de P'age z & I'ins-
tant i, c’est-a-dire le rapport du nombre des individus d’4ge
compris entre x et x4 1 qui décédent dans lintervalle
(3, t +1), au nombre total de ces individus. Nous supposons
que si dans p z, 1) le temps lend vers I'infini négalif, cefle fonc-
tion lend, par valeurs inférieures, vers une limile supéricure
7’ (&), que nous appellerons mortalité iniliale de I'dge x; nous
supposons d’aulre part que si le temps lend vers Uinfini posilif,
la mortalité wiz 1) tend, par valeurs supérieures, vers unc
limite inférieure € (x), que nous appellerons mortalité finale
de Udge z.

La premiére partie de cette hypothése est trés commode;
elle nous parait d’ailleurs assez sensée. Car il est indéniable
que les hommes oni toujours cherché a améliorer leur mortalilé.
La seconde partie revient a dire que les progrés scientifiques
ne peuvent pas diminuer indéfiniment la mortalité. Il arrivera
un moment ou toutes les maladies (infantiles et autres)
auront ¢té étudiées au maximum. Alors chaque dge aura, en
lenant comple aussi des accidenis moriels, une morlalité qu’on
ne pourra plus diminuer, el qui fournira ainsi une limile infé-
rieure infranchissable.

B. Posons maintenant :

(48) vz, 1) = wu(@)—F(2)

Notre seconde hypothése est la suivante : la dérivée loga-
rithmique de la fonction v (z,1) par rappori au lemps, qui four-
nit le taux de décroissement relalif de la mortalité de I'dge x,
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est une fonction linéaire de la mortalité, ou ce gui revient au méme,
de la fonction v (z, 1), les coefficients dépendant de U'dge seul :

(49) ;@%ﬁ.3V??i::wkm)DDW)v&JL~C(MJ,

ou o est une constante positive.

Nous dirions, s’il nous I’était permis, que la loi exprimée par
(49). semble étre plus générale, et régir non seulement la fonc-
tion de mortalité, mais aussi d’autres fonctions qui définis-
sent les lois de I'évolution des étres organisés. Nous en ver-
rons t.n autre exemple dans l'étude des wopulations et des
natalités logistiques, que nous exposerons un peu plus loin,

Nous ne nous attarderons pas davantage sur la justifi-
cation de ces deux hypothéses. Il nous semble que nos cal-
culs numériques, exposés & la fin de ce travail, enindique-
ront suffisamment le degré de validité.

26. EXPRESSION GENERALE DE LA MORTALITE. — L’inté-
gration de I'équation (49) donne facilement :

C (z)

vz, 1) =
Dz +e®¢ (@) & @) (—lg)

Comme nous le verrons dans nos tables numériques, le coef-
ficient de i—1,, dans 'exposant de e, dans le dénominateur

de cette expression, est indépendant de I'dge. Nous écrirons
donc :
C(z) k(z) =1.

Et alors I'expression de v (x, {) sera de la forme :

A (z)

vz, 1) = — -
1+ B(z)e @




ou V'on a posé :

Mais nous savons que l'on a :

v(Z,—w) =7 (2) — ¢ (@) = A(2).

D’ou par conséquent :

1

D@ =@ ["1’ (#)—¢ <m)].

Done, en tenant cémpte de (48), 'expression générale de la
mortalité s'écrit, :

7 (#) —¢ (2)
1 + k() [’r,’({c,‘ —r (a:)] ¢ @ t—1p)

(50) w (2, 1) =¥ (2) +

Remarquons immédiatemenl que quand i devienl infini,
la fonction de morialilé ne dépend plus que de I'dge seul.

27. ForvME canoniQuE. — Nous verrons plus loin que
sous cette forme, la fonction de mortalité n’est pas facilement,
utilisable dans les calculs. Pour nos études uliérieures, nous
avons besoin d’une morlalité mise sous la forme d’une fonction
de Udge seul, plus une fonction du temps seul, plus enfin un
terme correclif, assez pelil, fonclion des deux variables dge el
temps.

Pour mettre la mortalité sous cette forme, que nous appel-
lerons canonique, posons :

(' (@) — (@) =T + (@),
BV k@ [ve-t@]=a+ 0w,
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ou TI'et A sont des constantes que nous préciserons plus loin.
Alors la fonction de mortalité s’écrit :

r I £(x)
1 —I—[A -+ m(a;)]em(t—to) 1+ [A + m(:c)]e @ (=t

3

w(z,t)=¢ @) +

Le second terme du second membre donne facilement :
r r
wt—1,
1+[A+m(z>]e 1+4Ae

)

wi—1lp)

s \x)e“’u—l")

—[1 -i-.\e)co (l—l")] : 1 -I—[A—I—m(a:)] e“’(’~’o)§-

Alors la forme canonique de la fonction de mortalité de-
vient, :
(52)

N Z(x) + | AC(z) — 1 & (x) e @ t—1)
w(z,b) =8 (x) + I [ ]

1+ Aeot—ip T [1+ ;@:Jﬂ‘; L+ +m(m)]em<f_zo>2’
qui est bien de la forme indiquée :
(53) p(@)=8 @)+ 6 +p(z1);

ou l'on a posé :

r r ( \/— ® (t~to)g
) = R N P A PRV LA g |
OO = Ty Ty [1 th | + 90 ]

(54) t@) + [At@) —Tw@]ee "
Bz, ) = :
o(t-1) oty )
[1+ae °]%1+[A+m(m)]e o
On verra facilement que quandfdevient grand, le rapport

!3‘(’%” tend VCPSI—M
o) [A i (a:)] r

, qui est, petit comme on peut.

le constater d’aprés nos calculs numeériques.



La forme de la courbe représentative est celle d'une tan-
gente hyperbolique descendante, ayant respectivement pour
asymptotes supérieure et inférieure «' (z) et 2’ (z). Voir la
figure (6).

Fig. 6.

En effet, on voit facilement qu’en posant :

3 2 — 7 (z)—¢& (),

= ¢ —0 [n — & (x) ]

la fonction de mortalité s’écrit :

(B5)  p(z, 1) =¥ (2) + 3 [l—th <ﬂ;"’_’>]

28. SURFACE AUX MORTALITES ET SES SECTIONS. — Nous
appellerons ainsi la surface qui représente les variations de
la mortalité avec I'dge et le temps. On peut la déterminer
entiérement avec les tables de mortalité, qui donnent la morta-
lité pour chaque 4ge, ou pour chaque groupe d’ages, pendant
un certain intervalle de temps.

Ces tables donnent les sections de cette surface par les
plans { = Ct*. On en déduit facilement les sections par les
plans u(x,t) = Cte, sections qui jouent un réle irés imporlant,
comme nous le verrons plus loin. De méme, on peut déterminer



les sections par les plans z = Cte. Ce sont ces derniéres sec-
tions qui nous ont permis d’ajuster notre fonction de mortalité.
L’aspect schématique de ces différentes sections est représenté
sur la figure (7).

Y

29. AJUSTEMENT DE LA FONCTION DE MORTALITE. — Pour
faire cet ajustement, il nous faut déterminer tous les éléments
de la formule (50), & savoir * £ @), v @, k (), » et .

A. Quand on a tracé les courbes g (t) pour chaque éage,
il est trés facile de déterminer graphiquement, d’aprés la
forme méme de ces courbes, la position de I’asymptote infé-
rieure, pour chaque valeur de I’Age 2. Pour la mortalité de la
population suédoise, dont nous nous sommes servis comme
application, cette détermination se fait sans ambiguité et
sans tatonnement; et cela & cause du fait que cette population
se trouve justement 4 un moment de son évolution, otil n'y a
plus beaucoup a gagner quant a 'amélioration de la mortalité.

e

Fig. 7.
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Nous croyons qu’il devrait en étre de méme pour tous les
peuples ayant un degré élevé de civilisation, et disposant par
conséquent de tous les moyens scientifiques et médicaux pour
empécher ou retarder les déces.

En tout cas, la délermination de la fonction de mortalilé
finale 2’ (x), semble pouvoir se faire sans difficulté pour
chaque dge.

B. Pour déterminer o, voici comment nous procédons.
Nous partons de la relation (49); nous y remplacons C (z) et
D (x) par leurs valeurs. Alors cette équation devient :

@D e v
(56) vimn VT St T

Disposant des tables donnant les variations de la morta-
lité en fonction du temps pour chaque 4ge, et de la fonction
¢’ (z) graphiquement déterminée, il nous est facile d’obte-
nir, d’aprés (48). cette méme table pour la fonction v(z, ).
Alors, pour chaque &ge, nous pouvons dresser le tableau des

PR TSNP [
ariations de

en fonction de v, #). La relation (56) montre que les
courbes représentatives des variations de ¢[v}, en fonction
de v, pour chaque 4ge, forment vn faisceau de droites, ren-
contrant toutes V'axe ¢ v en un méme point A. Voir la
figure (8). La valeur absolue de 'ordonnée de ce point four-
nira . Ces droites peuvent se tracer facilement par la méthode
des moindres carrés’. En désignant par vo et ¢o les moyen-

1. G. Darmois, Staiistique mathématigue; — R. Deltheil, Erreurs et moindres
carrés.
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nes des voleurs de v et celles de ¢, les érquations de ces droites
sont de la forme bien connue :

(¥ — Voz] + Yoz,

T [‘]: ) [“{x* Yox] [Ve ~ voz]
e 7 [z — vog)®

(57)

ou n désigne le nombre des joints par lesquels on veut faire
passer la droite.

(V3
.'va y o

oX

Fag. 8.

Une fois ces droites tracées, on a facilement; . On verra
effectivement dans les tables out nous donnons les valeurs de
o, pour les différents 4ges, qu’il y a une trés grande régula-
rité entre ces valeurs.

C. Ces droites coupent d’autre part I’axe des v aux points dont
les abscisses donneront, d’aprés (56), la valeur de n” () — & ()
relative a4 chaque Age. Disposant déja des valeurs de ¢’ (z),
il nous est donc possible d’avoir la fonction de mortalité
initiale o' {z).

D. Pour déterminer la fonction k (z), nous posons :

—h(x)

(58) ki) = ~¢
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Nous aurons alors d’aprés (48) et (B0) :

o m—F

vizg,) = — U £ SR AN
’ 1 i, +h(z)] i
1~+—[n’(w)-42’(m)]c fo L

Cette relation nous donne facilement, ;

o iy Ly [T = @), v (3, 1 ]
9) "’H('”)_HwL[__fo— [0 (@) —& (@] — v(a

Tout est connu dans le second membre; on pourra donc cal-

culer : : ‘ -
fo + h(z) = Ip — é L [wk(:l;)J.

E. Les valeurs effectives de I', de A et de {, ne se déter-
minent que par un choix plus ou moins judicieux.

Nous avons pris pour I' la moyenne arithmétique des va-
leurs de =’ (z)— & (z). Nous rendons ainsi la fonction 6 (1)
grande, et la fonction B (z, #) petite. Cela donne immédiatement
la fonction & ().

Pour , nous avons pris la moyenne des valeurs de 7,4+ h (z);
.ce qui permet d’avoir h (z), et par conséquent k (x), pour
tous les ages. Il est & remarquer, comme nous le verrons plus
'loin, que cette constante de temps, ainsi déterminée,différeb
peu pour les deux sexes, tandis que les valeurs de o différent
‘'sensiblement.

" Pour A nous avons encore adopté la moyenne des valeurs de
k (x) [‘n’ () — ¢ (a:)]. La fonction & (x) en a résulté immeé-
diatement. »

Ainsi, dans la forme canonique (52), toutes les constantes
sont déterminées, de méme que toutes les fonctions de I'age
pour toutes les valeurs de x. La fonction de mortalité est
compétement ajustée.



CHAPITRE V

POPULATIONS MALTHUSIENNES GENERALISEES

30. DEFiNiTioN. — Nous désignons par population mal-
thusienne généralisée, une populalion fermée (c’est-a-dire sans
mouvement migratoire), ayant un faux fixe de masculinité
des naissances, soumise & une fonclion de mortalilé satisfaisant
& nos deux hypothéses du chapitre précédent, et dans laquelle
la fonclion de fécondité esl supposée indépendante du lemps.

Donc, & partir d’'un nombre initial de naissances N,, d’une
fonction de mortalité w(x,?) et d’'une fonction de fécon-
dité ¢(z), il faut arriver & déterminer tous les éléments
démographiques de la population. Cette opération, que nous
appellerons résolution démographique de la population, com-
porte la recherche de toutes les fonctions qui peuvent inter-
venir dans le mouvement d’une population.

Notons que dans toutes les études antérieures a la notre,

on a toujours supposé la {onction de mortalité indépendante
du temps.

31. EQuATION FONDAMENTALE. — Considérons & l'instant{,
la tranche p (z, #) de la population, dont P'age est compris
entre z et +41. A l'instant  + A &, par le jeu de la fonction
de mortalité v (z, 1), cette tranche aura perdu une partie de
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son effectif, et ne comprendra plus que p(z + Az, i+ Ad)
individus.

Mais il est évident que plus la mortalité v (z, f) est grande,
et plus la population est nombreuse, plusla perte de Ieffectif
de la population pendant At est importante. Nous supposons,
ce qui nous parait logique, que A p est proportionnel a v (z, t) et
a p (, 1), c’est-a-dire que I'on peut écrire :

(60) AP =p(z —i—Am,H—At)—p(w,t)=—g(w,t)p(m,t}At;

le facteur de proportionnalité sera évidemment égal a — 1.
De cette relation nous tirons :

plz+Az t+AL)—p(x,i+Ab

pl(a, 1 +Al)—p(x,l)
AT +

=— { .
At p‘(w) l)p \‘v’t)

En remarquant que Az = A, et en faisant tendre A vers
zéro, nous obtenons la relation fondamentale :

. d )
(61) £+ 2B ——p@vue.

Si nous posons maintenant :
(62) ¢(z,%) =Lp(z1),

nous aurons l’¢quation aux dérivées partielles suivante :

(63) ot~
qui joue, dans la théorie de I’évolution démographique d’'une
population, un réle capital.

En prenant pour u (z, ) sa forme générale fournie, par (50)
ou (52), la recherche de 'intégrale générale de cette équation
n’est pas trés commode par des méthodes classiques. Mais
si Uon suppose que le terme § (z,1) est négligeable, en premiére
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approximation, devant les deux autres termes, dans’expres-
sion de la mortalité, cette équation s’'intégre aisément, et
fournit des résultats simples, qui généralisent 1'étude des
populations malthusiennes, faite jusqu’a ce jour. C’est cela
qui fera 'objet du présent chapitre. Nous indiquerons ensuite
comment il est possible de tenir compte de ce troisieme terme,
par des développements en série.

32. INTEGRATION DE L’EQUATION REDUITE. — Nous sup-
posons donc qu'il a ¢té possible de mettre la fonction de mor-
talit¢ ©(z,1), avec une approximation suffisante, sous la
forme de la somme d’une fonction & (x) de U'dge et d’'une fonec-
tion ®(1) du temps. L’équation aux dérivies partielles (63)
s’écrira alors :

I e i AL ]

En désignant yar o, une constante, cette équation donne :

29

S P @)= —op

24 ——
-+ 0 = o

En portant les dérivées partielles de la fonction g (a, ),
fournies par ce systéme, dans la relation :

on obtient :

dy =—-[E’($,‘+Go dz——[e’(t) — o |dl.

L’intégration de cette équation donne enfin :
q (ﬂ'}, t) ={qy + Co (t—.’l:)-—-é_(.'l:) —6 (t)7
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ou ¢, est vne seconde (onstante. En remplagant dans (62),
q (z, ) par son expression, et en posant :

nous obtenons :

6 (l—z) — ) —0 )
pla,t)="Foe o), —El, 0

Mais la premiére relation (54) donne, par intégration et en
tenant compte de (55) :
Idi

1

i1 \ _ L eli—t) |/t
(\=f___—__=1[ o_L ch[L _.-_OJ 5.
0= I FAcCl—Ty ) I VAT =5 |y

D’ou Von tire facilement :

oW [ 2y% L
€ ”[" p WU :To)]‘”

(Lo,
w

) )
2 [QVXe (’"0]0::

I'expression de p (z, ) devient enfin :

(65)  p(@ g =nee’ T TEE (v oy g al)0
relation qui donne la tranche d’dge z & l'instant 2.

33. RESOLUTION DEMOGRAPHIQUE DE LA POPULATION
MALTHUSIENNE GENERALISEE. — (’est la relation (65) qui
va nous permettre de déterminer toutes les autres fonctions
démo graphiques de la population.
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A. Pour avoir la population totale a linstant #, il n'ya
qu’a additionner les effectifs des différentes tranches d’age,
depuis zéro jusqu’d I'dge maximum que 'on puisse atteindre
(pratiquement égal & cent ans). Nous pouvons évidemment
mettre pour limite supérieure de notre sommation l'infini
positif, ce qui donnera jour la population totale :

0 ot —wt\Q /oo [
P(l):fo Pz, tyde =pye’ <V+e ) /O O o 5y

ou encore
(66) P!t)= P, (V +e —"">Q e %l

On ne trouve pas la forme ordinaire de la population mal-
thusienne, qui varie en progression géomdtrique. Il y a un
facteur correctif qui est (V—l—e—‘*”)g. C’est seulement pour -es
grandes valeurs de t que nous retrouvons les résullals de
Malthus.

B. Pour avoir le nombre total des naissances, il n’y a
qu’a considérer la relation (65), pour la valeur nulle de I’age.

On a alors :
Cot '—E(o) —ep \Q .
N () =poe e V+e ’
ou encore
—w} Q i
(67) N(#) =N, \V +e e

Ce résultat est a rapprocher de ceux qu’on a trouvés pré-
cédemment, et qui s’expriment par les relations (21) et (44).
Pour les grandes valeurs de  on a la méme chose que dans
les cas précédents.

C. La fonction de survie devient d’aprés la relation (1) :

£(0) —¢ (@) —t\Q o (1+2)]9
(68) Az, 1) =e (V+e "’) [V+e z]
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qui s’écrit encore :

f$
(69) l(ﬂ:‘,t):e_‘ 0 ¥zt + z)dx -

Cette formule est absolument générale, quelle que soit la
fonction de mortalité.

C’est l'intégration graphique du second membre de cette
relation, & 'aide des sections de la surface aux mortalités
par les plans w(z, {)=Ct, qui nous permettra, a la fin de ce
travail, de trouver la tranche p (z + k, ¢ + k) de la population
a partir de la tranche p (x, ).

D. Pour avoir le taux de natalité, c’est-a-dire le rapport
du nombre total des naissances a la totalité de la population,
nous n’avons qu’a diviser membre a4 membre les relations,
(67) et (66), nous aurons :

N N (1) e—E @

(70)
P (1) Po Afoo—%z ‘E(m

Donc, dans une population malthusienne généralisée, ou
V'on suppose B8(z, #) négligeable devant & (z) et @ (1), le lauz
de natalité esl essenliellement indépendant du lemps.

E. Le nombre total des décés & 'instant  se trouve de la
maniére suivante : la tranche p, (z,?) perd, dans l'intervalle
({,1 +1), un nombre p (z, I) « (z, {) de son effectif. Pour
avoir le nombre total des décés a I'instant Z, il n’y a donc
qu’a sommer les décés de la tranche p (z,t) pour tous les ages;
cela nous donnera :

(71) M (1) =f§°g(x, 1) o (z, b) d.

En tenant compte des relations (61), (66) et (69), on a faci-
lement :

5 — - __l__‘ —_——
(72) M) =P (1) [n %t s (t—»to)]'
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F. Le taux des décts s'en déduit immédiatement :
(73) m{) = pyzy =n—ot T e

Ce laux est une fonction du temps. 1l n’en est indépendant
que si la mortalité elle-méme est indépendante du temps,
ce qui était a prévoir.

G. Le taux net d’accroissement de la population peut se
définir ou bien comme la dérivée logarithmique du nombre
total de la population, ou encore comme la différence entre le
taux des naissances et celui des décés. En désignant ce taux
par o (i) nous avons :

(74) o)y =n--m(l) = ;gl:%_“k““__«

C’est une fonction du lemps, représentéc par une tangente
hyperbolique ascendante, ayant respectivement pour asymp-
totes inférieure et svpérieure o,—r et o,. Voir la figure (9).
A mesure que la mortalité décroit, ce taux croit. Quand la
mortalité se fixe en & (z) pour { = o, ce taux devient aussi
fixe, ce qui était & prévoir.

B A :

Fig. 9.

H. Nous savons que l'on désigne ordinairement par fré-
quence relative de 'age z, ou fonclion de structure de la popu-

Afzalipour.

2
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lation, le rapport du nombre des individus d’age x 4 I'instant ¢,
au nombre total de la ropulation a cet instant.

(75) S(a, )= "=

Son expression s’obtient facilement d’aprés (65) et (66).

— G,z —‘E (x)

e €
(76) S (z) = — — .
foo e %% ¢ dz
0

Nous voyons que dans une population malthusienne géné-
ralisée, toujours sous I’hypothése que dans I’expression de
la fonction de mortalité £ (z, {) est négligeable devant les deux
autres termes, la fonclion de struclure est essentiellement fixe
dans le lemps. Cela veut dire qu’a tout instant, le rapport
du nombre des individus d’age = 4 la totalité de la population,
est une fonction de I’dge 2 seul. La fonction de structure
peut s’écrire encore :

(77) S(a) =ne° 7, o7
I." Proposons-nous maintenant de calculer la constante d’in-
tégration o,. Considérons pour cela la relation (2); elle donne

en tenant compte de (65) et (67) :

0 —OGyx E(0)—¢(x)
o

LY

(78) o(z)dz=1.

La donnée de la fonction de fécondité ¢ (z) permet de cal-
culer la constante o, qui est, comme on vient de le voir,
le taux limite d’accroissement de la population. On remarque
d’autre part que cette relation est exactement du méme type
que la relation (24). La fonction e i@ pest en effet
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autre chose que A (z), quand on suppose la mortalité indépen-
dante du temps. Donc, pour les grandes valeurs du temps,
nous retombons sur les résultats antérieurs, obtenus sous la
condition (4).

J. 1l est facile d'avoir la durée moyenne de la vie d’'un indi-
vidu, fonction qu’il ne faut pas confondre avec la durée
moyenne d’une génération. Ce n’est autre chose que 1'age
probable d’un individu au moment de sa mort. Son expres-
sion est donnée par :

L) = /:° A (2, 1) da.

En tenant compte de (69), cette relation s’écrit encore :

e £ (o)
[P0t [y 4 =P

(79) L) = (v o—r)0

Celte durée est une fonction du temps.

Remarquons, avant d’aller plus loin, que la donnée de la
fonction de morlalité nous a permis de déterminer toutes les
fonctions démographiques d'une population, sauf la fonclion
de fécondité, el par conséquent le taux nalurel d’accroissement;
el que la donnée de la fonction de fécondilé a élé indispensable
pour le calcul de ce lauz.

Inversement si pour une population on se donne, outre la
fonction de mortalité, un taux limite d’accroissement o,
le relation (78) fournit la fonction de fécondité de la popu-
lation considérée.

On se rend bien compte maintenant de 'indépendance des
fonctions de mortalite et de fécondité, ainsi que de l'inierdé-
pendance du taux naturel d’accroissement et de la fonction de
fécondité.
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34. PAsSAGE A LA LIMITE. — Cette ¢tude ¢lant faite, pla-
cons-nous dans le cas limite, ¢’est-i-dire faisons tendre, dans
Pexpression de la mortalité, fournie par (50) ou (5?), le temps
vers l'infini. Les termes ou figure le temps s’annulént, et la
mortalité ne sera plus qu’'une fonction # (z) de ’age seul. Tous
nos calculs subsistent et se simplifient considérablement. '
Dans’ le second membre de I'équation aux dérivées partiel-
les (64), le second terme s’annule. L’intégration se fait imme-
diatement et donne pour la tranche de population d’age z a
Pintant 1: _
) 0 "
(80) pa, l)=pye’ b=, —Jo B ar
d’ou pour le nombre total de la population a llnstant l:

(81) P (1 GI/OO -6T[ /‘nu(.t)daJd‘T__Po t.

La population varie suivant une progression géomélrique
(loi de Malthus). Il en est de méme du nombre total des
naissances, qui lui est proportionnel, et qui s’obtient en
annulant z dans (80) : '

s N(f) = Noe ™ =nP ().

La fonction de survie garde sa forme générale, sauf qu’elle
ne dépend plus du temps :

_ "‘f W o{z) de

(83) A(z) = m

La formule (70), donnant le taux de natalité, reste telle quelle.
Elle s’écrit en tenant compte de (83) :

(84) . n s ——— R



Le nombre total des décés s’écrit de méme :
(85) M(t) = (n— o) Pd).
Il est proportionnel & la population totale.

Quant au taux des déces, il ne dépend plus du temps :
(86) m =n-—og.

On voit alors que le taux naturel d’accroissement o n’est
autre chose que la constante introdvite dans l'intégration
de la forme réduite de (64).

La structure de la population, toujours indépendante du
temps, garde sa forme, et s’écrit en tenant compte de (83)
et (84) :

(87) S(@) =nx(z)e”

Cx

La fonction de fécondité étant toujours supposée indépen-
dante du temps, la constante o, ¢’est-d-dire le taux naturel
d’accroissement, sera fournie par la racine réelle de 1’équa-
tion (24) :

o —0z
Y (6) = A dr=1,
(@ = [Fe T r@e(n)da

que nous avons résolue précédemment.

La durée moyenne dela vie humaine devient maintenant :

(88) L:f:’ A(x)dz:f:’[e —JSu@dl,,

Elle est indépendante du temps.

35. Cas PARTICULIER. — Si 'on suppose la mortalité abso-
lument constante, tous nos résultats subsistent sans aucun
changement. Le nombre total de la population, ainsi que
ceux des naissances et des décés, varient en progression géomé-
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trique. Les taux des naissances, des décés et de l’accroisse-
ment sont constants. Les fonctions de survie et de structure
s’écrivent :

\
(89) \
‘/ s (2)= e—((““'c)z

Elles suivent des progressions géométriques, décroissante
dans tous les cas pour la fonction de survie, et décroissante
pour la fonction de structure, tant que la somme de la morta-
lité et du taux naturel d’accroissement est positive.

36. RELATION ENTRE LES TAUX DE NATALITE ET DE MOR-
TALITE!L, — Partons de la relation (84) elle donne :

1 _ oo —o=zx
7 Jo e Ax)de.

Développons 'exponentielle sous le signe somme, et inté-
grons terme a terme, en désignant par @ le ¢ moment de la
fonction de survie; nous aurons :

(90) e+ Pl 2 ny -
' n o o ey

D’autre part, la relation (71) donne, en tenantcompte de
(79), (83), (84) et (87) :
__Joe Camda
STt @) do
En désignant par »; le i® moment de la fonction ¥ (z),
cette relation devient :

1
—.

1 m,,+_mlc+"" _ o T .o
(gl)m—_taﬂ—}—m;c-{-“‘ <—ﬂ0+116 R N .

ou les = peuvent se calculer facilement.

1. A. J. Lotku, Relation entre les luux de nulalité et de moriulité (Journ. of the
Am. St. Ass., 1918, p. 121).
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Remarquons maintenant que d’aprés (88) nous avons :

w, = L.
D’autre part comme :
, 2
o= [P =—1
0 °%
on a aussi :
O,
7y = — 20 =
@y

Par conséquent, en négligeant les puissances de o de degré
supérieur a l'unité dans (90) et (91), nous avons :

S

1
=L 3 —-—=L 740,
+ @, 0 p + 76

L’élimination de ¢ entre ces deux relations donne enfin :

(92) ol o

1
.
T,—W, N T—w, m

= L.

Donc, au voisinage de s =0, il existe une relation hyperbolique
simple entre les laux des naissances el des décés et la duré
moyenne de la vie. Il est & remarquer que la somme des coef-

ticients de rll et ,—ln est égale a I'unité.

37. POPULATIONS STATIONNAIRES. — L’étude de ces popu-
lations n’offre peut-étre pas d’intérét démographique immé-
diat, car la population humaine n’est pas encore au bout de
son évolution numérique. Mais cette étude est intéressante en
elle-méme, surtout dans le cas particulier envisagé par Lotka.

Soit donc une population de nombre constant :

(93) P(f) = P = Cte,

soumise & une fonction de mortalité w(x,1) a priori quel-
conque.
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Le nombre total des décés sera d’apres (1) et (71) -
M (2) ='/‘(:N(t—w)7\(x, 1—z)ul(z, §) da.

D’autre part la relation évidente :

dap

7 = N0 =M@,
donne d’apres (93) :
N (f) = M (1).

On aura par conséquent :

N (#) =/°°N(t_z);\(a,,t—w)u(m, 1) de.

0

La comparaison avec la forme générale de I'équation (23)
donne :

(94) w(z, b)) =9 (z,0).

Donc dans une population stationnaire les fonctions de morta-
lité et de fécondité sont égales :
Le nombre total des naissances s’écrira encore d’aprés (69) :

(95) N (1) =—fz°N(t—w)x(m,t—m) :—w L [7\ (a:,t—a:)] dz.

La résolution de cette équation, dansle cas le plus général,
offre des difficultés sérieuses, et n’a par ailleurs aucun intérét
pratique. Mais si on suppose la mortalit¢ indépendante du
temps, on retombe sur les résultats obtenus précédemment,
sauf que la fonction de fécondité est remplacée par la fonction
de mortalité.

Dans ce cas, 'équation (24) s’écrit tout simplement :

Y@ = [P @ = 1.
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L’unique racine réelle est égale a zéro, qui est bien le taux
d’accroissement d’une population stationnaire.

Il existe un cas particulier remarquable envisagé par
Lotkal. C’est quand le nombre des naissances dans l'inter-
valle (,  + 1) ne dépend pas de &. On peut voir en effet que
la solution :

(96) N (1) = N = Cte,

satistait & I'équation (95), qui se réduit alors a I'égalité évi-
dente :
/Zodux,z—x):—L

Le nombre des décces sera évidemment constant et égal & N.
Les taux des naissances et des déces s’obtiennent facilement;
ils sont naturellement égaux et constants.

Mais alors, la relation (84) donnera, en tenant compte de (79):

1 1

97 "o S nds LT

Quand dans une population stationnaire, le nombre annuel
des naissances est constant, le laux de natalité est égal a Uinverse
de la durée moyenne de la vie d’'un individu.

38. Cas GENERAL. — Nous allons maintenant reprendre
I’équation (63), en tenant compte cette fois du terme g (z, ),
dans I'expression de la fonction de mortalité. Pour cela nous
devons chercher l'intégrale générale de I'équation aux déri-
vées partielles :

(98) gl wroen]-ten.

1. A. J. Lotka, Elude du mode d’uccroissement des agreguts maiériels (Journ.
of the Am. St. Ass., 1907, p. 199).
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Cette équation ¢tant linéaire, son intégrale générale peut
s'obtenir en ajoutant & l'intégrale générale de l'expression
entre crochets, une intégrale particuliére relative au terme
B (z, 1)

L’intégrale générale de Vexpression entre crochets est
fournie par la relation qui donne g (z,{). Nous devons donc
chercher une intégrale particuliere de I’équation aux dérivées
partielles :

) o (t—1)

2%

Yl

4 L) + ANz —Tw(z)le
t @ (t—t AN
[1+Ae ¢ °)]§1 +[A-|jm(w)]ew( °)%

correspondant aux valeurs nulles des constantes d’intégra-

tion, et I'ajouter au second membre de la relation précé-

demment trouvée, pour avoir I'intégrale générale de (98).
On voit, facilement qu’en posant :

+

(99)

@@

@ = ( bol2) = TR T o @
00 N 0 _ .
( ap = B i (= A / bp (@) =E A EISLIOIE
=1 \ =1
on a
o]
1 o' t—tg)
1+ A =Z“f it
=20
, 1 Z by () L t—lu)k
1+ [A+wim)), @0 T A

Si maintenant on pose :

c(z) = ol [a-f—b(a:)] (D,
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ou !l =j -+ k, et ou la puissance symbolique a trait aux indices
de a et de b (), il est facile de voir que 'on a :

1 (T —1o)!
[1 +acet—] § 14+[A+ o (@) e @t | Z “ @)=
Si 'on pose encore :

do(a)=2(@) +[AL(@) ~Tw(@]  dpla)= o [AL(@)~T=(@)]:

on a pour le numérateur de la fonction B (z, #) :

¢iz) *[A’(w —To(@ ] “’(’“’0)—2 dn (t_t"

h=0

S1 nous posons enfin :

fal@)=[c@) +a @]

la puissance symbolique ayant la méme signification que plus
haut, nous aurons en {in de compte :

o0
(100) Ba,t) = X faia) 0L

n=0

L’équalion (99) s’écrit alors :

IRV S P

n=0

(101)

)
8|

Essayons pour ¢ (x, ) une série de la forme :

(102) i, t)~—z gm () L2,
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En portant les dérivées partielles de cette fonction dans
Iéquation (101), et en identifiant les deux membres, nous
aurons :

(103) Jnt1{z) + a, In (@) =Ffn(m); n=12...0

Ce systéme se résout de proche en proche et fournit toutes les
fonctions g (z).

On a pu obtenir ainsi une solution de I’équation (99), et I'in-
tégrale générale de 1'équation (98) devient :

O m
(104) ¢ (@, 1) = ayoq (1 —2) —E(2) —0(8) — X gm i)~

m==1

Si I'on pose maintenant :
© (t—i)™
— X Im (m) mt
Jr,)=e m=l :

b

la tranche d’age = de la population & l'instant #sera donnée
par:

— —E( —wi
(105)  ple,hy=rpye ™ T TEO ©

V+e )Q ) (z, ).
Mais le systeme caractéristique de ’équation (99) :
g T =g, +1
6 -
WO e == [ et w s

montre que la fonction g (x, £} est petite en méme temps que
£ (z, ). Alors on voit que dans le second membre de la rela-
tion (105), le facteur correctif J (x, t) est voisin de l'unité.

La population totale et le nombre total des naissances
s’écriront, :

(107) P(f) =pge ® (V+e f°° e e oy

(&34 ) Q

(108) N(n=Noe°(V+e— J(0,8).
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Le taux des naissances ne sera plus une constanle :

_ 5
(109) N NI _ cTEYI0
n() p(z, -fooe-coze_g(x)J(m 1 dz

0 ?

Il en est de méme de la fonction de structure :

¢ Mco.ﬂe-——g(z)

J (z,1)

foo e "%, “E@ g (g 1)
0

(110)  $ (z, 1) =

La détermination des autres fonctions démographiques de
la population ne présente aucune difficulté. Il nous faut seu-
lement remarquer que dans le cas général, le taux des naissances
et la fonction de struclure (indépendants du lemps dans le cas
parliculier ot £ (x,1) est négligeable), dépendent effectivement
du temps.



CHAPITRE VI

STABILISATION SPONTANEE
DE LA STUCTURE D' UNE POPULATION

39. STRUCTURE STABLE. — Nous avons vu dans les pages
précédentes que, si I'on suppose les fonctions de mortalité et
de fécondité ainsi que le taux de masculinité des naissances
indépendants du temps, la structure de la populalion, fournie
par la relalion (87), élait indépendante du temps. D’autre part,
nous avons remarqué qu’il en était de méme, quand la morta-
lité ponvait, se mettre sous la forme d’une fonction de I'age,
plus une Jonction du temps.

Si on considére la mortalité sous sa forme la plus générale,
cette structure n’est plus fixe quand le temps varie. Mais
nous avons vu que quand le temps devient trés grand, le
deuxiéme et le troisiéme termes de 'expression de la mortalité
tendent vers zéro. Cette fonction ne dépendra plus que de
I’age seul; et la fonction de structure aura encore une forme
fixe, indépendante du temps, puisqu’on est ramené au cas
précédent.

Il en résulte donc, d’'une maniére générale, que your les

1. A.J. Lotka, Stabilité de la distribution normale par dges (Proc. of the NI,
Acad. of Sc., 1922, p. 339).
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grandes valeurs du temps, la structure d’une population, dont
on suppose la fonction de {écondité et le taux de masculinité
des naissances indépendants du temps, tend vers une limite
fixe, fournie par la relation (87).

Dans le présent chapitre nous nous proposons de montrer,
avec Lotka, par une méthode ‘géométrique, que celle limile
exisle et cu’elle est stable. C'est-a-dire que dans une population
satisfaisant aux conditions (4), (5) et (6), la structure tend
vers une forme fixe; et que de plus si cette structure vient &
8tre modifiée pour vne raison ou pour une autre, la nouvelle
structure tend toujours & reprendre la méme forme limile,
Cette méthode aura I'avantage de faire voir le mécanisme
par lequel une limite stable, indépendante du temps et des
perturbations éventuelles, existe.

Nous verrons ensuite (.e tous ces résultats subsistent
encore si 'on suppose quela fonction de fécondité, variable
avec le temps, reste pratiquement {ixe dans les limites d’une
génération (variation séculaire), et tend vers une limite indé-
pendante du temgps, quand # devient trés grand.

40. MORTALITE ET FECONDITE INDEPENDANTES DU TEMPS. —
Considérons donc dans une population de structure absolu-
ment quelconque, la tranche d’dge = a l'instant #, soit p;(z).
Nous savons que l'on a :

pz) =P (1) S (z, ).

Tragons maintenant la courbe r, obtenue en portant a
I'instant f les Ages en abscisse, et p; (z) en ordonnée. Donc la
tranche dont 1'Age est compris entre x et x 4 1 & I'instant ¢,
est donnée par laire comprise entre les ordnnées x et x + 1,
la courbe 1 et ’axe des dges. Voir la figure (10).
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Ceci étant, considérons deux populations ayant la méme
fonction de fécondité, le méme tarx de masculinité des nais-
sances et la méme fonction de mortalité¢ que la population
considérée. Donc le taux naturel d’accroissement ¢ sera le
méme potr les trois populations. Nous supposerons de plus,
que la structure de ces deux yopulations est {ixe, comme nous
Pavons dit précédemment. Elles ne différeront donc l'une
de 'autre que par leur nombre.

Choisissons alors les constantes p,, et p,,, de sorte que les
tranches d’age = de ces populations & l'instant ¢ étant repré-
sentées d’apres (65) par :

Gl oz
puE)=rprppe e A (),
(111) 1 (

ot —G

Poti{T)=pag e e A (x);
leurs courbes représentatives (, et C, soient situées d’une
maniére respective entiérement au-dessous et au-dessus de T,
et qu’elles aient avec elle 'n ou plusieurs points de contact.

My,

N

b Yrrr 7777y

xp 100

Comme 1 (2) et S(,{) s’annulent pour la méme valeur
de z (pratiquement vers cent ans), ces trois courbes viennent
aboutir toutes au méme point sur I'axe des ages. Il est facile



81 -

de voir, d’apres les ¢quations de ces trois courbes, que les
constantes p,, et p,, satisfont & la double inégalité :

S ‘—st
Pro< N{l)e < Pazo-

Considérons ces mémes populations & un instant ultérieur?’.
Les nouvelles équations des;courbes €, et C’, sont :

. o(tr—~1) —Ox
pir (&) = pyg e L r{r),
(112)

par (z) = psge o= e - Afx).

Voyons quelle sera la nouvelle position I'" de T, par rapport
a ces nouvelles courbes. La population en question se compose
d’une part de la partie hachurée située au-dessous de C,, et
de 'autre, de la partie positive en pointillé¢ située entre C, et T'.
La mortalité étant la méme pour les trois populations, aucun
point de I'" ne peut étre au-dessous du point correspohdant de
C,. On voit de méme qu’aucun point de I ne peut &tre au-
dessus du point Correspondant de C,. Précisons : '

Prenons & I'instant {, la tranche p, (x;) de la population en
question, satisfaisant a la double inégalité :

v1t {zn) < pi (zn) < pat (2n),

¢’est-a-dire une bande de I'aire délimitée par T, telle que son
extrémité sup(rieure soit entre les deux courbes C, et C,.
Considérons d’autre part les bandes correspondantes des
courbes C, et G,. :

Ces trois tranches de population sont soumises a la méme
fonction de mortalité. Donc, aussi longtemps qu’il y aura des
survivants dans ces tranches, la double inégalité précédente
subsistera.

Afzalipour. ¢}
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De ménue, si 'on considére une bande de la courbe r qui est
en contact avec 'une des courbes C, ou C,, ce contact subsis-
tera, jusqu’a l'extinction compléte de cette bande.

En d’autres termes, on peut dire, que les points de r qui
sont a I'instant ¢ sur I'vne des courbes (, ou C,, seront encore &
Pinstant # sur ces courbes; et que les points de r situés &
I'instant ¢ entre ces courbes, seront encore compris entre ces
courbes & I'instant 7',

Ceci ¢tant, désignons par x; et x, les dges limites de fécon-
dité des femmes, et surposons qu’a l'instant ¢ il y ait contact,
entre r et la courbe C, par exemple, sur tout un intervalle
d’age inférieur a:

Tj—&j = X,

Il y aura donc & I'intérieur de 'intervalle (a3, ,), une portion
positive de 'aire de 1, placée au-dessus de la courbe C,. Ce
qui revient a dire qu’il y a plus d’individus & 'dge de repro-
duction dans notre population que dans la population repré-
sentée par C,. Par conséquent, la fonction de fécondité et
le tarx de masculinit¢ des naissances étant les mémes pour les
deux populations, il y aura plus d’enfants des deuax sexes
dans notre population que dans la population représentée
par C,.

On verra de méme, que si le contact entre I et C, a lieu sur
une longueur inférieure 4 X, il y aura moins d’enfants des deux
sexes dans notre population que dans celle qui est représentée
par C,.

Par conséquent, et c’est 1a le résultat important, dés que
la population dont on est parti se sera éleinte, il n’y aura plus
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de contacl entre T et les nouvelles courbes C; el C,. Notre nou-
velle courbe 1 sera évidemment toujours & l'intérieur de
l'aire délimitée par C; et C,. Mais elle sera séparée de ces
courbes par une bande de largeur finie. Voir les figures (11).

A I
My, T )

Fig. 11,

Nous pourrons maintenant choisir deux autres constantes

P et ply,, et recommencer notre raisonnement. Il est
évident que la différence entre les deux nouvelles valeurs
‘de mnos constantes sera inférieure 4 cette méme différence
pour la génération précédente. C'est-a-dire que les deux
courbes C, et C, se sont rapprochées 'une de I'autre ; la bande
qu’elles délimitent s’est resserrée.

Nous voyons donc, que les aires situées entre I et chacune
_des courbes C, et C,, deviennent de plus cn plus petites, a
mesure que les générations successives s’éteignent. Corame T
ne peut tomber ni au-dessous de C, ni au-dessus de C,, cha-
cune de ces aires garde son signe et décroit constamment.
Mais ces aires, représentant un certain nombre d’individus,
ont toutes les deux une limite intérieure qui est nulle.

Il arrivera donc un moment T, ot les deux courbes C, et C,
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viendronl se confondre toules les deux avec la courbe I'; alors
les équations de nos trois courbes confondues seront :

pir (@) = e ® T e =% 5 (g),
(113) pr{r) =P(D) (2, T,
Par (@) = poe ® e = 5 (),
oulona:
ry = Py = p-

L’équation de I sera par conséquent de la forme :
prio) =pe®T0e =% (a),
qui peul s’écrire encore :

(114) m(z) =P myne " *®a(x).
I1 est alors évident que la fonction de structure :

S r) = pl(.EL

- 3 o —0%
! B ) =ni{z)e

qui a exactement la forme fournie par (87), ne dépendra plus
du temps.

Par conséquent une structure limite existe.

Supposons maintenant que le contact entre T et 'une des
courbes, C, par exemple, ait lieu sur toute une longueur

Th Ty > 2, 3 = X

Comme la portion de la population représentée par (z,z;)
n’a pas d’influence sur les générations futures, nous pou-



vons supposer gue le contact n’a lieu que dans l'intervalle
(Zn, z;). Voir la figure (12). Posons :
Tz, = qX;
NOUS aurons :
rpx; = (g —1)X.

Quand la portion (x; z,) de la population, viendra en
entier & droite de z; comme elle n’'influe plus sur les nais-

sances futures, le contact utile entre T et C, n’aura lieu que
sur une longueur égale & (¢ — 1) X. Pour la génération sui-

vante, ce contact utile n’aura lieu que sur une longueur égale
a (¢ —2) X, et ainsi de suite. Donc au bout d’un temps relative-
ment trés court, il n'y aura plus de contact entre et C,, et
cela par le jeu de Vaire positive située entre T et C,, avant z;.

Le raisonnement est exactement le méme dans le cas ou
aurait un contact avec C,, courbe tangente supérieure, sur
une longueur plus grande que la période X de fécondité des
femmes.

11 y aurait encore a considérer le cas, ou le contact entre T
et I'une des courbes tangentes, a lieu depuis ¢ = 0 jusqu’a
z > z;. La structure de la population est alors pratiquement
fixée dés le début.
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41. PERTURBATION DANS LA STRUCTURE. — Nous avons vu
que, sous nos trois hypothéses fondamentales, il a été possible
de démontrer que la structure d’une population tend vers une
limite. 1I nous reste & faire voir que cette structure limite est
stable, c’est-a-dire & montrer comment aprés un cataclysme
(guerre, épidémie, mouvement migratoire, etc.), qui vient
modifier la structure de la popvlation, cette fonction tend
encore vers la méme forme limite.

I1 faut supposer essentiellement que cette perturbation
laisse vraies nos hypothéses, et qu’elle ne modifie ni les fonc-
tions de mortalité et de {écondité, ni le taux de masculinité
des naissances.

Alors, si on considére 1'état de la population aprés cette
perturbation, cet état peut étre considéré comme un état
initial, & partir duquel il est possible de refaire tout notre rai-
sonnement. La struclure limite a laquelle on arriverail serait
toujours celle que U'on vienl de trouver.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Quand le temps devient trés grand, la structure d’une popula-
tion, qui satisfail aux conditions (4), (b) et (6), tend vers une
forme limile slable, quelle que soil la siructure initiale, et quelles
que soient, par conséqueni, les periurbalions qui peuvent éire
apportées dans [’évolution de celle populalion, pourvu que ces
perturbations n’allérent pas les hypothéses initiales.

42. EFFETS DES VARIATIONS DE LA FECONDITE. — Dans
tout ce que nous avons dit, nous avons supposé la fonction
de fécondité indépendante du temps. Voyons quel sera P'effet
des variations de cette fonction dans le temps.
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Deux cas a distinguer :

A. Les variations de la fécondité sont telles, que la portion
de la courbe I située par exemple au-dessus de C,, reste
toujours au-dessus de cette courbe. Alors noire raisonnement
subsisle.

B. La fécondité varie de telle sorte qu’il y a des points
de 1, qui tombent au-dessous des points correspondants
de C,. Deux cas & considérer :

a) Ce déficit par rapport & la population représentée par G,
pour quelques ages, peut étre contrebalancé par l'excédent
apporté par les autres ages. Dans ce cas nolre raisonnement
conlinue & subsisler.

b) Ce déficit est plus grand que l'excédent apporté par les
autres ages. Alors nolre raisonnement lombe en défaut.

Le raisonnement est exactement le méme, quand on tient
compte de la courbe tangente supérieure.

I1 reste encore & considérer le cas, ou la fonction de fécon-
dité tend vers une limite, quand le temps devient trés grand.
En se plagant au moment ou la fonction de fécondité est pra-
tiquement fixée, on se trouve dans le cas de fécondité indé-
pendante du temps, et le raisonnement continue a valoir.



CHAT'ITRE VII
POPULATIONS LOGISTIQUES

43. PrELIMINAIRES. — Nous avons étudié, au début de cet
exposé, les conditions générales dont toute théorie mathéma-
tique du mouvement de la population doit tenir compte.
Nous allons les résumer :

A. Le domaine territorial dans lequel on étudie une popu-
lation, doit étre considéré comme limité.

B. Les progreés de la civilisation augmentent le nombre
limite que peut atteindre ume population dans un domaine
fermé. Mais, dans des conditions données, une populalion ne
peul pas croilre indéfiniment. Elle a une limite supérieure, fonc-
tion de ces conditions. '

C. La limite inférieure d’une population, toujours positive,
est négligeable devant le nombre de la population au moment
ot on I'étudie.

D. La civilisation humaine passant par des cycles (primitif,
pastoral, agricole, industriel, etc.), il en est de méme du chilfre
de la population. 11 passe par des cycles successifs,ayant chacun
une limite inférieure au commencement et une limite supé-
rieure a la fin.
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E. Le tauz naturel d’accroissement de la population dans
chaque cycle, décroit d’abord lentement, puis plus vite,
passe par un point d’inflexion et décroit de nouveau lente-
ment pour venir enfin g’annuler.

I.a loi malthusienne non généralisée, en considérant une
valeur fixe pour le taux naturel d’accroissement, convient
seulement au voisinage des limites. Elle tombe évidemment en
défaut si on considére la population vers le milien d’un cycle.
La loi logistiqgue d’accroissement de la populalion, que nous
exposerons dans ce chapitre, a 'avantage de convenir pen-
dant tout un cycle de I'évolution.

44, DEFINITION DE LA POPULATION LOGISTIQUE. — La loi
que nous allons étudier dans ce chapitre, a été envisagée
d’abord par Quételet, puis par Verhulst. Elle a été généralisée
rar Reed et Pearl. Elle satisfait aux conditions générales que
nous venons d’exposer. Voici les hypothéses que nous faisons
sur cette population! :

A. Le laux de masculinilé des naissances est indépendant du
temps.

B. La fonction de mortalité est indépendanie du temps.

C. La dérivée logarithmique du nombre folal de la populaiion
(faux nalurel d'accroissement) est une fonction linéaire du
nombre de la populalion :

(115) Pl-(t—)—dalzizc(t)=K~hP(l).

Comme ce taux devra s’annuler quand le temps devient
treés grand, on voil que I;- doit représenter lenombrelimite

1. R. Pearl, Studies in Human Buology. p. 567,
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que la population peut atteindre, et que nous désignerons
par Peo. On a done :
Pt -
0 h[PW P(t)].
Afin d’avoir une forme plus générale, Reed et Pearl ont
proposé de prendre pour h non plus une constante positive,
niais une fonction positive du temps :

(116) %((—tt;. =h(t)[Poo——‘P(t)]‘

Nous appellerons donc population logistique, une popula-
tion qui satisfait & ces trois conditions, et nous désignerons par
loi logistique générale, la loi exprimée par la relation (116).

Nous voyons que, méme dans ce cas, nous ne somines pas
en présence de la forme la plus générale de la loi d’une popula-
tion, puisqu’il est évident que notre seconde hypothése ne
donne qu’une premiére approximation.

45. NOMBRE TOTAL DE LA POPULAT(ON. — L.e nombre total
de la population, en fonction du temps, s’obtient immédiate-
ment par l'intégration de l'équation différentielle (116). En
désignant par k une constante positive et en posant :

H (1) =—-Poof‘l) h(t) di;

cette équation donne :
Poo

(117) P(l) =
1+ ket ®

Dans cette formule, la fonction H{{), est a prior: quelconque.

Nous préciserons un peu plus loin la forme qu’il convient de
lvi donner.
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Si nous prenons la fonction P () sous la forme (117). nos
calculs ultérieurs seront trop lourds. Il a été remarqué d’au-
tre part, qu'on peut, avec une approximation suffisante, con-
sidérer h comme une constante. Posons donc :

h Poo = p, kE=e ;

et portons l'origine des temgs & 'instant Z,. Nous obtenons alors
la forme réduite de la loi d’'une population logistique, qui est :

14+e¢ ®
et qui pet t s’écrire encore :
_ P pl
(119) Pl) = — [l+th 2-].

Il est évident que cette loi ne peut donner aucun renseigne-
ment sur la tranche d’age  de la population, ni sur sa {onction
de structure.

46. NOMBRE TOTAL DES NAISSANCES!. -— Prenons la rela-
tion (1) dans le cas de mortalité indépendante du temps :

p(®, 1) = N(—2x)xr(x).

Intégrons maintenant les deux membres de cette relation
par rapport a z, en tenant compte de (118); nous aurons :

[0.0]
(120) f N (l—a) A (1) dp = —2_
0 1+e ©

1. A. J. Lotka, Applications de I’ Analyse auz phénomenes démographiques
(Journ. de la Sié de Si. de Paris, nov. 1933); — Siruclure d’une population
croissante (Human Biology, déc. 1931, p. 459).
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Le nombre total des naissances est donné par la solution de
cette équation qui s’éerit encore :
I

loe]
N(t—z)r(z)dr = P (— 1)/t g 1o
Js 2z

j=1
Essayons une solution de la forme :

oC
(121) Nt = Poo Xy (— 1)1 g (jg) e

j=

Nous voyons facilement, aprés identification, que mnous
devons avoir :

{122) glie) =

1
o —r
,/lzoe ! xl(a:)d:l:

Celte relation exprime que la fonction g(jp) est l'inverse
de la fonction caractéristique de la loi de survie a (z).
81 maintenant nous posons : ’

1 dk
itz o o] o=,

nous voyons que g (je) peut s’¢erire :

ap =

[ee]

TEEDXES

k=0

En portant cette expression dans (121) nous aurons :

e8] o0
4
N (0= Peo D) [ Pawpr e
k=0

=1
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Un calcul qui ne présente aucune difficulté essentielle, et
que nous omettons, montre qu’a partir de cette relation on
peut obtenir :

h—1

k ] Tk
N() = Pgye® )‘, - p it Z[ DGR AE |

h=0 ]EO

En tenant compte de la relation (119), il ne sera pas diffi-
cile de voir, que cette relation peut s’écrire simplement :

4P
: [¢ (1)
(123) E dp}

(C’est Pexpression générale du nombre total des naissances.
Cette relation peut se mettre sous une forme plus simple par
un changement d’origine du temps. Posons :

UV'=1—my;

=, ¢tant le premier semi-invariant de la fonction de survie.
On peut montrer qu’aprés ce changement d’origine, 'expres-
sion du nombre total des naissances, dans une population
logistique sera, en supprimant I'accent :

(124)

. 1_ D2 pn T3 oy 754—:31 v
ST LU EAIUR A SHURE e o0

s — 10 7, 7
5 - l_ 2__3])V(t)+ .

Lie premier terme de cette série fournit a lui seul la pres-
que totalité des naissances. Il donne pour le taux de natalité
Uinverse de la durée moyenne de la vie, résultat déja trouvé.
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Mais il est & remarquer que si (e premier terme donne le nom-
bre total des naissances, avec une bonne approximation
(comme nous le vecrons & la fin de cet exposé), par contre,
I’erreur qu’on commettrait sur le taux de natalité, en se con-
tentant de ce seul terme, serait inadmissible.

47. AUTRE METHODE. — On peut résoudre I'équation (210)
par une méthode basée sur la propriété des semi-variants.
Cette équation montre en effet que le h¢ semi-invariant du
nombre total des naissances s’obtient, en retranchant le he
semi-invariant de la fonction de survie, du h° semi-invariant
du nombre total de la population.

Commencons donc par chercher les semi-invariants de
cette derniére fonction. Considérons pour cela au lieu de
P () la fonction :

— ot — Pt
P(t)e p=4133.£w*.

En désignant par m, le moment d’ordre zéro de cette fonc-
tion, sa y remiére fonction cara.-téristique sera :

P00, TR, — ul
& () = B2 e e T

Moo 140

D’ou en développant :

[o 0]
P 0 i —{lu+G+1)elt
cp(u):_iof Z“(—l)’e wEUENR,
m, 0

]:0



95 —

En intégrant terme & terme nous aurons :
o0

]
Poo WY_ (=1 |
P g e (G TTG
j=

En posant :

nous voyons que cette

encore :

P (u) = — RS

Donc le moment d’ordre k de notre {onction sera :
Poo k! Kg4

my = —. ———.
kT g T gkl

1l sera donc possible de calculer tous les semi-invariants!

de cette fonction d’aprés la relation :

h X |
—_ Na.
op = Z (—1) (k—1) Z(k 1) 'm, (ﬁ) g
( h j! ,
k=t I ai! Jj=1
i=1

1. Frisch Ragnar, Sur les semi-invarianis ef momenis employés dans éiude
des disiributions statistiques.
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oll la seconde sommation s'étend aux valeurs entiéres non
négatives des ¢;, telles que :

Xy =k, Zia;=h.

Désignons d’autre part ¢, le h¢ semi-invariant de la fone-
tion N () e— ®!; nous aurons :

€h = Wh — Th;

d’ou, pour le nombre total des naissances :

fole} h
See] €h
. Ny e et )2 hl: —tu
(125) N(f) =25 _ phes U My,

n, désignant le moment d’ordre zéro de cette fonction.
On peut, développer la quantité sous le signe somme el
Pintégrer terme a terme. Ce calcul n’offre aucune difficulté

M PR | -
essenbielie et nous 1'omettons.

48. DECROISSANCE DE LA FONCTION DE FECONDITE!,
Nous avons supposé, avec la relation (115), que le taux d’ac-
croissement, de la population allait toujours en décroissant.
Comme d’ailleurs la mortalité est supposée constante dans le
temps, ce fait correspond & une décroissance de la fécondité.

Supposons donc que quand le temps varie, la courbe repré-
sentative des variations de la fécondité avec I’age, pour une
génération quelconque, garde toujours sa forme, mais qu’elle

1. A. J. Lolka, Struclure d’une population croissante (Human Biology, déc.
1931).
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change seulement d’amplitude d'une génération A 'autre. Si
novs partons de l'instant T. en désignant par f ({; une fonc-
tion du temps, qu'il faut déterminer, notre hypothése conduit
4 la relation :

(126) oz, 1) =1 (1) oz, T).

La relation (23) s’écrit alors :
[e'0]

(127) N (#) = f(t)f N (f—2z) A (z) ¢ (&, T) da.
0

Dans cette relation tout est connu sauf f(#). Donc st l'on
se donne la fonction de fécondité a U'instant T, il est possible,
sous notre condition, de l'avoir pour tout autre instant.

49. FORMES DE LA COURBE LOGISTIQUE. — Reprenons la
courbe des variations de la population, sous sa forine générale
fournie par (117), et supposons que la fonction H () soit
développable en série. 11 est évident qu’d cause de la con-
tinvité de la courbe, la constante k est positive. Donc le nom-
bre total de la population a I'instant ¢ sera fourni par :

Powo

128 P = )
. ) 1-t+e po+Plt+Pth+p3t3+" '

Les maxima et minima sont donnés d’apreés la relation
(116) par les racines de I'équation :

(129) h (1) = 0.
D’autre part comme :
P{(—co) =0, P {4+ o) = Poo,

Afzalipour,

~1
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Paxe du temps et I'horizontale d’ordonnée Po constituent
les asymytotes de notre « ourbe, qui sera contenue en entier
dans la bande délerminée par ces horizontales.

Pour avoir les points d’intlexion de cette courbe, il faut
annuler la dérivée seconde de P (2). On a facilement :

‘%’tgz[WJ?[Pw—P(t)]%%‘%D “:Tli{%? -2€

On voit que le second membre ne s’annule, pour les valeurs
finies de I, que quand le dernier facteur est nul.

Les points d’inflexion seront les points d’intersection de la
courbe .

(130) Q(t)=P;[1—\l—I§l—’~,(-§);—z],
avec la cotrbe logistique.

Supposons maintenant que H({) soit un polynome de
degr¢ n. Son terme de plus haute puissance sera i, Si
H () n’est pas un polynéme, arrétons-nous dans son dévelop-
pement au terme pp 7. Il vy a quatre cas a considérer suivant
la parité de n et le signe de p,. Ces cas sont résumés dans le
tableau ci-dessous :

P | PCoo) | P (4o}
S >o 0 0
g <o P Pwo
i >o P 0
Pl <o] 0] Po

et représentés par les figures (13).
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La seule forme convenable de la coarbe est la dernicre.
Nous devons donc, dans le développement de H (), nous
arrdter A un terme de degré pair; et le coefficient de ce terme
doit étre né-essairement négatif. (Vest ce que nous avons fait
par emploi de la forme (118).

On peat, dans le développement de H (1), prendre un nom-
bre quelconque de termes. Pratiquement il saffit de s’arréter
aa terme du troisieme degré en i. La forme que nous choisi-

rons pour notre courbe sera donc :

. P Poo
13 H = - .
(181) @ | e PotPal 000,
I.a courbe représentative de cette loi peut avoir des formes
diverses. La plus intéressante, ¢’est-a-dire celle qui convient
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le mieux aux populations humaines, est celle qui n’a ni mazi-
mum ni minimum. et qui ne posscde qu'un seul point d'in-
flexion. Pour la premiére condition on doit avoir .

P2 < 3 P1 Py

el comme e, est négatif, il en sera de méme de o,.

I’assymdétrie de cette courbe, par rapport au point d'in-
fiexion, qui d’ailleurs n’est pas placé & égale distance des
asymptotes, lui donne un caractére plus appropri¢ aux besoins
d’'un ajustement effectif.

Théoriquement, on peut prendre cette courbe avec autant
de constantes arbitraires que l'on veut, afin de donner tous
les cycles de I'évolution d’une population. Pratiquement, il
vaut mieux étudier chaque cycle séparément. On prendra
alors pour P (#), au commencement de chaque cycle, le chiffre
abteint par la population dans le cycle précédent. La rela-
tion (131) s’¢crit alors pour un cycle :

Powo
L gePotP 4R, 00

La forme générale de la courbe sera donnée par la figure (14).

— e e e e e o an n e— o —

>t

kig 14
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Généralemment, dans devx cycles conséeutifs, 'asymptote
supérievre du premier est au-dessus de 'asymptote inférieure
du second. Cela tient, comme nous 'avons dit, au fait que les
différents cycles de civilisation commencent, quand le cycle
qui les précéde immédiatement, n’est pas encore au bout de
son évolution.

Si, a I'intérieur d'un cycle, la loi de la population est symé-
trique par rapport au point d’inflexion, il est préfrable de
supprimer les termes du deuxiéme et du troisitme degrés en I

50. METHODE D’AJUSTEMENT DE PEarL ET REED. — Pre-
nons la courbe logislique sous sa iorme fournie par (131),
et supposons que 'on dispose des valeurs (P,, P, P,, P, P,)
de P (#), pour les cing ordonnées (0, T, 2T, 3T, 4T). Cette
relation donne

. . Po - -y 0.
Po B

oot 1T+ e+ 93’1‘3_~1.P°°;l Py,
oo F20, T+ 4o, T2+ &g T8 LP°°};:P2 0,
0o +30, T + 9921‘:+2793T3—L%_3P3=0,
p,,+4plT+1692'1"+6493T3——LP—991;—R’—:(Lm

L’élimination des coefficients (g, py, p2 p3) dans ce systeme
conduit & l'équation :
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1 0o o o 1LF® =P
o
T 1 1 1 L Pe—h
1
1 2 4 s pPo—P 1
P,
1 3 9 27 L E®—PF
P3
1 4 16 64 L To—P
P,

qui donne pour la détermination de P 1'équation de hui-
tiéme degré :

(133) P2 P4 (Poo — Py} (Poo — P} (Poo — Py) ¢
— Py P, P§ (Poo — P;)% (Poo — P,)¢ = 0
Posons d’autre part :

T o= '[_M_
TS 2P (Poo— Pyt

P o a
i =1,2%,3.

Les coefficients (gy, g1, e ps) seront donnés par :

p“:L_P—OOT;O;&)’
18 7ty — 9wy + 27y
. pl = GT L
(134) _ —b5m +4dn,—m,
%
0. _2m—37 tm
+ T T BT

En particulier, si I'on g’arréte au terme du premier degré
en 1, ces relations se simplifient, et 'on a immédiatement :



Po = —"=% p,=p:
3 Powo — P
(135) { pp =1L —p %
[

_ 1 Py(Po—Py)
b T 7 Py (Poo—Py)
Ce sont des formules analogues a4 ces derniéres, qui nous
permettent l'ajustement du nombre total des naissances, a la
fin de cet exposé.

51. Cas p’un cvycLe!. — Considérons la relation (132)
sous sa forme réduite, c’est-a-dire en nous arrétant au terme
du premier degré en {, dans le développement de H (i) :

Powo

(136) P() =1 & .
14+ ke

11 s’agit de déterminer 11, Peo, k et ¢. Posons :

(137) Ol =P(l) — 11 = —2—.
14 ke P

et supposons que l'on dispose des valeurs (P, P, P, P,)
de P (1) pour les instants (0, T, 2 T, 3T). Posons d’autre
part :

™ Ty et

S = = e

T T3

1. F. Krummreich, Conirthulion ¢ Pélude du mouvement de ia pepul «.on
», 21,
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ce qui donne :

Qo Oy 0y Qe
. ) . .
Alorg, pour la détermination de 1, on avia 'éygrabion de

second degré :

(138) (Pl - Po) (Pa _‘PZ) (P1—”) (Pz - “) = (P2~P1)2 (Po— ”) (Ps_ ”)-

Une fois n déterminé, la forme (136) peut étre ajustée par les
relations (135).

Il existe d’autres procédés d’ajustement, que nous n’expo-
serons pas, parce que cela sortirait du cadre plutdt théorique
que nous novs sommes 1mposé. Indiquons toutefois le fait que,
quand on a un grand nombre d’ordonnées, on aura une
meilleure approximation, en prenant quelques groupes de
trois ordonnées, et en faisant le calcul que nous avons indiqué,
pour chaque groupe. On prendra alors pour les valeurs des

constantes, la moyenne des valeurs obtenues pour chacune
d’elles.

52. ERREURS PROBABLES!. — Prenons la courbe logis-
tique sous la forme :

a
P{l) = ——i,
( ) b+ e—-(‘i
ou l'on a posé pour simplifier:
a=Poe Po, b =e¢ Po, C = p;

1. H. Schultz, The standard error of a forecast from « curve (Journ. oj the Am.
S 4~ jun 1930).
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les vidies valeurs de ces quantités étant ay, b, et ¢, Supposons
que I'on dispose de n points de la courbe. Déveloprons P (i)
pour le je point, en négligeant les puissances d’ordre suyérieur
a 'vnité des erreurs :

Aa = a—ay Ab = b— by Ac =c—c,

Novs avrons:

APj=Pj(t) — — Do ___
by +e 04
- Aa . agA b + agl; e i Ae
—c 1. —c 2 \ —c 1
bo+e % (b, + e %Y (b, + e )
=o;Aa+ B;Ab+yiAc. =12, ...,n.

La détermination des erreurs Ag, Ab, et Ac se fait en ren-
dant minimum la somme :

n n
M s = Z:(ac,-Aa F 5 Ab Ay Ac AP
j=1 j=1

Si nous posons :

=

{yz) = Y zj,
=1

nous aurons sans peine le systéme :

(ax) Aa + («f) AL + (ay) Ac—(a AP) =0,
(139) g (Ba) Aa +(B8) Ab + (Br) Ac— (EAP) =0,
(y@) Aa + (v Ab + (yy) Ac—{(y AP) = 0.

Ce systeme permet le calcul des erreurs probables Aq,
Ab, et Ac quand on connait les AP, qui sont les écarts entre les
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valeurs observées de P(I) et celles qui sont fournies par la
courbe ajustée.

On peut déterminer I'erreur type sur la fonction logistique,
ainsi que les poids des différentes erreurs Aa, Ab et Ac, parune
méthode indiquée par Schultz, et que nous ne développerons
pas.

53. — GENERALISATION. — Dans toute notre ¢tude de
la population logislique, nous n’avons tenu aucun compte des
variations de la fonction de mortalité dans le temps. Sil’on
veut tenir compte de ces variations, c¢’est-a-dire si I’'on emploie
la forme générale de la fonction de mortalité, fournie par (50)
ou (H2), dans la fonction de survie donnée par (69), la réso-
lution de Uéquailon devient trés lourde, puisqu’elle prend la
forme :

o z,, n’ (2) —E (x) {
-— _fo N () [e f()' (z) L1k @) [ (@) £ (z)]e O 0§ m]dm.

Nous ne croyons pas qu’il soit possible de tirer quelque
chose d’intéressant de cette équation, pour la détermvination

du nombre total des naissances. A plus forte raison, la déter-
mination des autres fonctions démographiques, qui déja,
dans le cas particulier ou la mortalité restait invariable avec
le temps, demandait quelque effort, devient particuliérement,
difficile dans ce cas.

Mais nous verrons plus loin que déja une natalité logistique
simple, de la forme réduite, n’est pas trop en désaccord avec les
données fournies par les recensements. Les erreurs qui en
résultent sont, de ordre de celles que 1'on rencontre dans
toute science basée sur 'expérience,



CONCLUSION

Nous venons d’exposer dans ce travail, les grandes lignes
des résultats généraux obtenus jusqu’a ce jour, dans le domaine
de la démographie mathématique. Nous avons abrégé et
mis au point quelques calculs, éclairci divers points, appro-
fondi certains détails, précisé quelques hypotheses et enfin
généralisé des résultats.

L’intreduction de la surface aux morialités, son ajustement
et les applications de ses sections, qui sont & notre connais-
sance des résultats nouveaux, pourraient donner aux démo-
graphes un instrument de travail et de recherche d’une cer-
taine utilité.

D’autre part, I'équation aux dérivées partielles (63), qui
n’a encore été employée dans aucun ouvrage de démographie,
permet d’aborder le probleme de la résolution démographique
d’une population, d'une fagon systématique et féconde.

Les résultats généraux auxquels nous sommes arrivés peu-
vent se résumer ainsi :

81 le champ d’aceroissement d’une population est illimité,
cette population (ainsi que le nombre des naissances et des
déces qui y sont relatifs) varie en progression géométrique,
sl la mortalité est supposée indépendante du temps. Si on fait
seulement Uhypothése que la mortalité a une limite, ¢’est pour
les grandes valeurs du temps qu’on aura la variation en
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progression géométrique. Dans les deux cas, quand le temps
est grand, la fonclion de structure de la population est fize,
quelle que soit la structure dont on est parti.

11 faut d’autre yart supposer la fonclion de fécondilé indé-
pendante du temps.

L’accroissement des populations humaines, qui se fait sur
des aires limitées, est voisin de la loi logisiique. Il peut étre
représenté par des arcs, finis ou non, de tangenteshyperbo-
liques généralisées. 1l en est trés sensiblement de méme du
nombre total des naissances. Mais ici la fonclion de fécondiié est
variable avec le lemps, constamment décroissante, avec une
limite inférievre, évidemment positive.

Dans le cas des j opulations logistiques, si I'on tient compte
des variations de la mortalité avec le temps, le probléme se
complique singuliérement. 1l nous semble cependant que les
résultats gdnéravx avxquels on arriverait, ne seraient pas trés
différents de ceux gu’on a trouvés sous I'hypothese de la cons-
tance de la fonction de mortalité dans le Lemps.

Nous sommes loin de prétendre avoir épuisé lathéoriemathé-
matique de la démographie. Ce probléme contient encore
lrop de cdlés inconnus ou mal définis, pour pouvoir étre
résolu complétement et rigoureusement.

Ce sera seulement avec des données de recensements
s’¢tendant sur de Lre¢s grandes périodes, et avec un plus grand
progres des autres sciences (médecine, biologie, embryologie
biométrie, etc... ) que la démographie mathémalique peul
enfin arriver a donner toul ce qu'on peut en espérer.
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TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE

S, M.
o lasie [isan | 1ss1 | asel ‘bfs_ﬂh' 1881 | 1891 A_w(ﬁ_r@?m
Annges 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 ; 1900 | 1910 | 1915 | 1920
v e e
| — RN R |
L0l ... 179,7 165,25 157,4()‘149,20%140,60 119,98 110,83] 92,55 78,79, 73,95
12 ... 47,9 | 38,60 45,20| 49,00 40,70 35,85 29,60 22,7711 17,61 17,04l
ﬂ PR I 28,3 | 26,95/ 30,35 31,90 26,00 22,10/ 16,49 10,90| 7,82 861
- S 182 18,50] 24,90 23,60 19,60| 16,98 12,56| 7,87, 5,68 6,833’
* 45 ... .. 12,3 | 13,45 19,15| 17,80] 15,30, 13,49 9,88 6,10; 4,51| 5,70,
l 56 ..., 10,9 | 11,25| 15,55| 13,50] 12,20| 10,80 7,89 5,02, 3,72{ 4,70
l 6-7 ..., 89| 9,45 12,60! 10,80] 9,50/ 8,84] 6,54, 4,35] 3,63 4,24
L 7.8....... 7,6 | 8,05 10,20{ 8,50 8,30{ 7,40 563 401 3,23 3,95
89 ....... 66| 6,65 905 7,200 7,000 626 498 354 2,76 3,42’
910 ...... 5,6 | 5,45 7,85 6,00 5,80| 537 4,331 323 2,72| 3,07
10-11...... 501 1,63 640, 530 520 4,71 394! 3,2-2‘ 2,62 3,14;
TR 14,7] 4400 5,75 4,80; 4,60 122 3,43] 2,96 2,46§ 2,99
1218 ...... 4,4 4,40 520 4,10{ 3,80 3,78! 3,38 2,80 2,35% 2,80(
13-14 ...... 4,4| 450 5,70 4,00 3,60 3,43) 323 2,76 2,41 2,90‘
14-15 ...... 1,8 4,55| 5,45 3,80 3,40, 3,31 3,17 2,85 2,66 3,23}‘
H 15-16 .. .... 49| 4,600 4,90 4,10 3,70 350| 338 322 3,10 3,60
16-17 ...... 51| 4,70| 520 4,30 4,10, 395 4,01 388 3,80 3,68
17-18 ...... 5,6 | 4,80 6,06] 4,90 4,60 4,51] 4,81 4,12 4,61 “ r,50!
11819 ... ... 57| 490 590 520 510 5,07 5,16 5,33 5’“1 7,21
‘ 1920 ...... 6,51 5,000 620 580 5,70| 559 598 5,94 5,83! 7,54
2021 ...... 6,7| 6,05 7,00 6,40 6,30 6,09 6,48 6,41 6,6‘2‘ 9,40‘
‘121-2-7 ...... 7,3‘ 6,75‘ 7,25 6,801 6,80% (;,.111 6,76i 6,53 (;,93£ 9,52
N I R S R I S I

1. Vour le graphigque 1.



TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE

S. M. (suite)

~ |is16 18 | 1850 186171871 | 1881 ’ 1801 | 1901 | 1911 | 1916 |

Amnnées 1840 | 1850 | 1860 | 1870 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1915 | 1920
~ Ape R Bl Bl B e e D “"l
2223......| 79| 700 810| 700 7,00 664 684 66| 665 923
2324 ...... 8,11 7,25 8,15 7,000 7,20| 6,72 6,72 49| 6,37 9,13
2425 ...... 86| 7,65 7,80/ 7,200 7,30 6,78 6,65 639 627 9,24
25-26 ...... 88| 7,70| 8,05 7,30] 7,40 6,74| 662 628/ 6,09 9,46
2627 ...... 941 7,85 880 720 7501 6,65 664 628 597 925
2728 ...... 98 | 8,05 8,00 7,40 7,50 6,65| 6,62| 6,14] 580 929
2829 ...... 102 8,15 845 7,30 750 6,77 6,50| 6,14 5,89 g,ooi
29-30 ...... 105 8,40/ 850| 7,60] 7,60 681 6,64/ 6,14 6,01 8,62!
30-31...... 10,9 | 8,8 9,600 7,80| 7,80| 6,73] 6,97 6,04 5,99 849
3132...... 1,3 9,25 9,25 7,80 7,90 6,70| 6,71 6,06 598/ 830
3233 ..., 1L6 | 9,70 9,85 8,10| 80| 678 664 605 605 828
3334 ...... 12,1 10,20) 10,45] 820{ 820 692 658 6,00 6,07 825
3435 ...... 12,4 | 10,65| 10,20] 8,60 8,50 6,94| 6,82 6,07 6,25 s,oﬁ
3536 ...... 12,7 11,25) 10,55| 9,20/ 8,70/ 7,11| 7,15! 6,37 6,38 7,90
36-37 ...... 13,1 | 11,90 11,40 9,60, 9,00 7,43 7,37 639 6,47 7,67
3738 ...... 13,6 | 12,45( 11,95 9,70| 9,20{ 7,77| 7,69| 6,54 6,47| 7,47
38-39 ...... 14,0 | 12,95) 11,85] 9,801 9,50 7,94 7,78 6,74| 6,49 7,55{
3940 ...... 14,7 13,65| 12,80| 10,60] 9,80/ 827 7,89 7,15| 6,63| 7,55
40441 ...... 15,1 ] 14,15| 13,70| 11,50] 10,20| 8,75| 8,24| 7,57 6,79] 7,19
41-42 ..., .. 15,9 | 14,75| 14,45 11,30| 10,40 9,13| 8,42| 7,79 7,04 7,46]
4243 ...... 16,8 | 15,40 14,352 12,00/ 10,70 9,38 8,65 8,03 7,33 7,97
4344 ...... 17,4 | 16,05 15,00} 12,50 11,10{ 9,73| 9,00/ 830, 7,80 8,18
[ SN N NS S S | i




TABLES<DE MORTALITE DE LA SUEDE

S. M. {suile]

Années

ot
@
L
=

1816
1810

51,25
i

1851
1860

16,80
19,35
19,10
19,65
19,55
22,85
21,30
24,45
26,55
27,20
28,35
30,30
30,50
35,05
37,20
39,50
11,25
12,30
15,80

50,55

1861
1870
13,00
14,10
14,30
14,80
15,10

16,80

17,90,

18.80

19,80/

21,10
21,70
23,70
25,00
27.20
27,90
30,10
33,40
35,20
38,20
41,00
41,60

45,70

51,30

1871
1880

11,60

27,50
29.30
31,20
33,70
36,50
40,00

43,40

12,03
12,61
13,15
13,64
14,12,
15,31
16,27
17,09
18,16
19,47
21,11
22,79

24,33

1901
1010 |

9,86
10,92
11,26

12,13

16,18
17,18
18,63 16,64
19,11] 17.89
20,65| 19,38
22,61] 20,66
22,91 22.89
25,67| 23,13
27,71| 26,22
30,53 27,87

32,06| 30,04

32,21

| 22

1911
1915

7,96
8,35
8,31
9,36
9,94
10,13
10,78

11,40

1916
1920

8}28|

8,45

[
9,27,

8,79

9,66
9,65

]0,08|

|

10,89
11,97
12,57
13,36r
13,8511
15,00
16,38
17,41l
|8,87!
20,06
21,03

22,61

24,52
27,53
30,07

32,13

.




S. M. (suite)

TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE

—

1841 | 1851

1881 i 1891

1901
1910

60,56
67,43
74,60
81,03
89,86
01,02
109,13
120,81
130,97
146,57
159,08
176,99
192,27
210,76
225,22
241,33

258,21

1816 | 1861 | 1871
1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900
65,05| 57,55| 54,60| 47,00| 40,80 38,99
68,80( 62,00| 58,70! 51,00| 44,16{ 41,94
73,00{ 68,20| 65,00{ 55,90| 48,03! 46,06
77,80| 72,80} 70,70| 61,40| 52,55| 51,25
83,10| 81,90) 74,90| 66,70| 58,08| 53,91
89,25 86,95| 83,20] 72,40 63,82| 60,64
97,06 99,507 89,70 78,70| 70,04| 66,95
106,10{106,05; 95,20) 86,00 77,10] 72,19
116,35|114,50|105,80! 94,30| 85,36 79,75
125,60 121,2()‘!115,60 103,60 94,24[ 89,33
77-78 ... .. ']35,25 l32,75i125,20 113,70{102,66| 98,16
78-70 ... 117,20{133,501139.50/124.80[110.65[109,00
1“'7{"—80 ...... ; HE’\‘.),QF\‘,IGS,?E) 112,101135,801120,68[ 118,60
:80-81 ..... 171,50‘161,95 156,40{147,50{134,10|131.27
l81-82...... 193,25/169,00|169,50] 159,301 149,00144,39
8283 ...... 2 1218,20(191,30|179,90| 172,60 164,12|160,62
83-84...... 246,90{206,60196,20| 187,40[179,84| 178,09
84-85 ...... 279,45(233,35|233,60{204,40{196,80(193,29
85-86...... 1‘299,801‘232,40 243,50|222,301209,21|204,06
86-87 ...... {307,90 233,65(262,40|240,601224 571221,78
8788 ...... 313,50{307,30{269,901262,301245,46 (237,62
88-89 ...... 330,75|316,751310,90|289,00{270,12{265,73
89-90 ...... 390,70370,35|341,50|314,70|287,92]297,05
Afzalipour.

1916 !
1911 | -
1915 | 1920 |

|

34,68'
38,22,
41 ,s-zj

45,57

35,83

39,35
42,13

47,39

52,64 49,55]

57,38| 54,47

60,23

62,47

67,39 66,49

73,73 73,42

81,55| 81,71

89,55 90,19

08,941 99,12

109,61]107,62)

120,01 108,06
132,14 130,89
145,26{143,26
160,03|156,59
173.98(173,38
192,60{189,41
209,02203,60)
226,92(221,05
246,44{237,79

264,12/260,32

e N
8



TABLES DE MCRTALITE DE LA SUEDE

S. k.1

7 Lisie | asa1 | 1se1 | 1861 | 1871 | 1881 1891 | 1901 | 1911 | 1916 )
Années 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1915 | 1920
B e e A A R N R R R
‘i OT- 154 9 |140,551134.40/128,20/119,30100,52| 92,07] 75,86| 63,62] 58,47
12...... 43,2 | 35,85| 42,35 45,90| 38,30| 33,55 28,07| 21,21| 16,05{ 159
23...... 26,2 | 23,80 27,45| 30,10] 24,70) 21,45| 15,80| 10,32] 7,64} 8,63
[ 84...... 17.1 | 16,65, 22,85] 23,10| 19,00| 16,58] 11,98| 7,58] 5,47| 6,34
|l 45...... 12,9 | 12,60 17,80| 16,80} 14,80 13,24| 9,99 6,14] 4.66] 5,60
56 .. .... 10,5 9,90 15,00] 12,80 11,70| 10,58| 8,11 5.16) 3,85 4,47
Il 6-7 e 8,1| 8,40 11,05] 10,20{ 9,50 8,67| 6,52] 4,36] 3,26] 4,04
78 ... 7.1 7,20 9,40 820 7,90 7,30| 5,730 3,79] 3,13 3,77
89 ... ... 6,0 6.05| 885 6,40{ 6,70 6,15 4,93 3,66| 2,86 3,44
9-10 ... 541 505 7,00| 5.60| 590 528] 4,43] 3,311 2,58 32
10-11 ... ... 52| 4.65] 580 5,10 4,90 4,61} 3,97 3,25 2,43/ 3,09
I 13-12 ... 4,61 4,15 5,15 4,100 4,40, 1130 2700 2140 2584 3.8
12-13 ...... 4,1 4,05 505| 3,90| 3,90 3,89 3,62| 3,20; 2,67 3,08
13-14 ...... - 4,31 428 455 3,801 4,000 392 3,78 3,56] 3,09/ 3,48
14-15 ...... 4,6 | 4,40] 555 4,000 4,00/ 4,08 3,83 3,82] 3,38 3,86
15-16 ...... 46| 4,45 4,80 4,20 420 4.26| 4,35 4,19; 3,80 4,55
16-17 ...... 49| 4,70| 520 4,30 1,30] 4,43] 4,53] 4,61| 4,20 5,35
17-18 ... .. 511 4,80 5,30 4,30 4,50{ 4,54 4,56 41,84] 434 5,88
H 18-19 ...... 54| 4,8 4,85 4,70 1,60] 4,68 5,01| 5,00] 4,61] 6,27
1920 ...... 57 4,95 5,80 4,80 4,80 4,82| 5,33] 5,05{ 4,97/ 6,51
20-21 ...... 6,01 5,15 5,15] 5,10| 5,00] 4,96 531 5206| 5,09 6,68
v 21-22 ...... 6,0 545| 5,5 5,10 520 5,10| 5,48 5,53 5,06 6,81

1. Voir le graphique I1.



TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE
S. 1. (suite)

C L wse [ s [ assy [ aser | as7n [ st [ 1so1 [ 1901 | 1911 | 1916
1 Annces 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1915 | 1920
- e U
: 99.93 ...... 6,t1 5,75 5,80 5400 550 5,27[ 5,75 5,66/ 5,13| 6,92
2324 L. 6,81 5,80 6,15 5,60| 5,70 3,47| 598| 5,55 5,19 7,23
[2425 ... 7,0 6,000 6,55 5,80 6,00/ 565{ 6,08 568 556 7,30
% 2626 . ... .. 7,41 6,06| 6,30 5,80 6,200 5,85 6,09 596 572 7,65
’ 25-27 ... 7,6 6,25 6,55 6,000 6,50] 6,02 6,14 6,06 556/ 7,84
2728 . ..., 8.1 l 6,30{ 665! 6,00/ 6,70 6,091 597| 596] 556 7,71
Lasgo ... 8,31 650 7,001 6,20{ 6,80 6,13] 6,10 5,95 5,35 7,64
| 20-30 ... .. 851 6,75 7,55 6,50] 6,900 6,25 6,31 6,01] 4,96 7,52
30-31 ...... g7 | 7,20 780 6,70 7,000 644! 6,39 6,12| 552! 7,47
| 31-32 ..., 0,1 7650 823 6,800 7,100 6,55 6,46 5,99 3,78: 7,46
(32-33 ... ... 94 7,85 7,15 7,30 7,200 6,60 6,58 5,96 5,701 7,45
33-34 ..., 95| 815 9,10{ 7,00{ 7, 10[ 6,66 6,54 6,16 5,74 7,44”
[ 34-35 . ..... 9,9 850 9,30 7,80 7,60{ 6,84 6,64 6,36] 5,80 7,31]
( 35-36 .. .... 10,1 875 9,20 8,001 7,70, 7,06 7,03] 6,50] 5,95 7,26!
I3u-37 ...... 10,4 9,25 10,06] 8,10] 7,90/ 7,26] 7,03] 6,52 6,06 7,24
‘ 37-38 ...... 10,81 9,60] 9,90 8,20 3,10’ 7,42| 6,95 673! 6,24] 7,16
3839 ..., 11,31 9,90 9,80 9,00] 8,500 7,64{ 7,36 (;,S(s‘ 6,15 7,05!
3940 ... 11,4 10,30 11,200 9,00{ 8,701 7,89{ 7,59 <,,s7‘ 6,37 7,22]
d0-11 ... 11,9 | 10,63! 10,50( 9,80 3.,90’ 8,06/ 7,66 7,00. 6,79 7,35)1
42 12,2 11,00 11,500 9,601 9,000 8,15 7,83) 7,15 7,06 7,49
14-3-43 ...... 12,7 11,30! 12,00] 10,20 sv,oo, 8,15 7,80 732} 7,16| 7,37
43-44 ... .. 12,8 1],(35' 12,20] 10,30 9,10] 8,18) 7,91 7,27‘ 7,72| 7,43
__ S [ R | S [N I S [ S




TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE
S. F. (suife)

. 1816 | 1841 | 1851 | 1861 187]‘[88] nssuTmm 011 | 1916
Années 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 [ 1900 | 1910 | 1915 | 1920

Ages
44-igi. o) 13,7 ) 11,90 11,65 9,90| 9,10 8,32| 8,14 7,50{ 7,13{ 7,65
145-46 ...... 14,1} 12,05{ 11,70] 10,70} 9,20{ 8,60{ K,19] 7,68 7,19‘ 7,75
46-47 ... ... 14,7 | 12,25} 13,05 10,70; 9,500 8,84 8,19| 7,73| 7,39 7,94 L

47-48 ......\ 15,1 12,55{ 13,45| 11,10{ 9,80 8,99 3,17 844 7,73| 791

4849 ... ... 15,7 12,75 13,25! 11,30| 10,30| 9,18| 8,89 8,40 7,96{ 832
4950 ... ... 16,1 | 13,10{ 14,20/ 12,40| 10,80] 9,49] 9,38| 8,95 841 871
BO-B1 ...... 17,0 | 14,35] 14,20 13,50 11,40] 9,90| 10,12] 9,11} 891 923
BI6B2 ... ... 17,9 | 15,75 15,95] 13,90| 12,10{ 10,38] 10,29 9,56 9,10 9,51'1
5253 ...... 18,8 | 17,201 17,30| 14,40| 12,80] 11,05 10,90| 9,83 9,64} 991
5354 . ..... 20,0 | 18,25 17,80] 14,80| 13,40| 11,86] 11,37 10,54| 10,23| 10,70

|

5455 ..., .. 21,2 | 19,40| 20,15 16,40] 14,10] 12,76] 11,74| 11,46} 10,74 11,53

5556 ...... 22,5 | 20,25| 20,65 18,10] 15,00| 13,64| 12,21 11,96| 11,24| 12,07
5657 . ..... 23,9 | 21,50! 22,75| 18,70| 16,00] 14,41| 13,06] 12,59| 12,02/ 12,79
57-58 ... .. 25,9 | 22,90 23,75| 20,30} 17.20] 15,10] 14,00] 13,37| 12,81| 13,26
5859 ... 27,3 | 24,35| 23,10} 22,50( 18,60 16,05}‘ 15,71] 14,46] 13.83] 14,19
59-60 ...... 29,0 | 25,85| 27,80] 23,60{ 20,20 17,48i 16,05| 14,88] 15,07 15,23
60-61 ...... 31,5 | 27,55) 29.85| 26,00 21,80] 19,13| 17,99] 16,60| 16,43 16,43
61-62 .... .| 31,1| 29,65] 32,05 28,20 23,20{ 20,80] 10,63 17,84 17,52| 17,93
62-63 ...... 37,1 32,20| 31,25| 31,10 25,90| 22,67| 20,96] 19,06] 19,45] 19,39
6364 ...... 40,2 | 35,70 37,60| 32,70| 28,10! 24,64| 22,31| 20,98| 21,06| 20,74
64-65 ..... 4,33 | 39,40| 38,70| 36,00| 30,50| 26,87| 24,77| 22,85| 22,36] 22,41
65-66 ...... 46,7 | 43,95 45,40| 37,50| 33,20! 29,59| 27,61| 21,92! 25,13 24,68+

66-67 ...... 50,6 | 48,25 48,30| 43,20/ 36,40| 32,59| 30,27| 27,14| 27,39| 27,54
_ _




TABLES DE MORTALITE DE LA SUEDE
S. F. (suite)

, 1816 | 1841 | 1851 | 1861 | 1871 | 1881 [ 1801 | 1901 [ 1911 1916
Années | 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1915 | 1920

Ages
67-(;.7.. ...] 94,21 52,85] 49,85| 47,30| 39,70] 35,33 33,37| 29,95 30,05 30,06}
68-69 ...... 59,4 | 57,35 55,10 49,60 43,30| 38,26] 35,21| 32,97| 33,35 32,83
69-70 ...... 65,0 | 61,95 59,50| 54,40! 47,20| 42,19] 40,58 36,17| 36,81| 36,02
70-71 ...... 70.7 | 67.55| 65,301 60.40] 51.70| 46.52] 44.12| 40.32| 40.79 40,49%
71-72 ..., A4 77,3 73,35| 74,05 63,90] 56,40| 50,79| 47,94| 43,49| 45,09 44,843
72-73 ..., 83,8 | 79,951 80,00] 70,80 61,90| 55,54 H1,05| 49,84; 18,87| 49,41
73-74 ... 91,5 | 86,50| 89,40| 74,10| 68,10| 61,15| 58,49] 53,85 54,07| 55,18

74-75 .....) 99,1 93,25) 91,10] 82,90] 74,801 67,02| 65,56] 59,00| 59,93] 61,15

75-76 ...... 105,7 {101,565 97,05| 91,80| 81,90| 73,36| 71,77| 67,02] 66,09| 66,33
76-77 ...... 113,4 |110,70{111,10| 97,10( 89,50| 80,55} 79,81| 73,76! 74,24| 72,79
77-78 ...... 121,0 [121,10{1R1,75(110,90| 97,70| 88,71| 86,52| 83,73| 82,19{ 79,68
7879 ...... 128,0 |132,25|128,30|119,70{106,80{ 97,77| 97,38| 87,93| 90,62| 87,24
79-80 ...... 136,7 [147,701142,05( 131,801 115,70] 107,57|106,01| 99,58|101,77| 96,17,
80-81 ...... 149,0 |161,40|150,55|146,70|125,30{117,73]117,88]109,48| 112,38 105,98[
81-82 ...... 161,4 (177,56|156,50{154,70|135,40128,18|126,58/120,77{123,05 11(3,‘.)6‘
8é-83 ...... 177,8 |189,85{170,10{169,30{147,00(140.27(139,35(131,15{134,79 129,56ﬁ
83-84...... 196,4 {207,35{189,90(177,80{160,60(153,05/153,80(144,98|146,89(142,53
84-85...... 217,3 1229,851199,80{198,00(175,40{166,75(166,34(161,70|159,26 155,26!
85-86...... 239,7 [R41,560|212,456|211,60|191,70|181,65|183,47|173,55{176,26 169,1d
86-87 ...... 265,6 |254,40/218,15{231,60|209,40{198,88|198,21]189,31|192,34 181,48i
87-88 ...... 271,2 |279,401253,50 246,60%231,00 216,06({219,13{205,52({211,53({198,0

| |
88-89 ...... 79,1 {315,45{274,40 286,401'255,3011234,06 236,40 220,95(225,22(215,73

89-90...... 290,3 |374,10|308,50 286,601279,601253,28 248,821238,07(241,05 233,76!




TABLES AUX MORTALITES CONSTANTES

S. M1

‘I/o R D e N i T i -5 i o -
2

\% 31351 4 145 5155 6[6,5] 7 E7’5 8 | 9 (10}12}15 20 |30]50 l 100! 200 300*

Années | i i l !

11,6/10,2] 02| 8,4] 7,9
i

|
2,8 1.9 0,9] 0,6] 0,01 0,0

1828 ...

{
1250155 17,00 10.2}10,3 72,5 81,9!875)‘

120.4]21,6]22,7125,1
i i

05| 0,0] 0,0
1845

10,3] 9,5 8,9! 8,5) 80| 76! 7,3] 6,9 G,3| 5,71 4,8 3,9 2.9] 1,8/ 0,9
i
|

i |
i
14,0017,2118,7/19,6/20,7 22,3,24,3 27,0/30,4{32.6|36,2|41,1.48,4/56,4/64,5 73,3 81,385,

N K _t |
11,5/10,7/10,1] 9,6: 9,1| 8,7| 7.8] 7.1] 6,2] 5.1| 3,9| 2,0] 0,9] 0,5 0,0| 0,0

1855 ...

16,5/17,7 18.9[20,1 21,8 23,9‘28,8!3?,8 37.4{42,7/49.5|37,2{65,1173 ] 82,6/86,9

12,5 11,1]10,1] 9,4] 88| 8,3] 7,9] 7.6 7.3 6‘8,] 6,4, 5.5 4,6/ 37| 28] 1.0 0,5| 0,0/ 0,0
1865 ... ,

15,1116,6(17,5 18,4{19,2{20,3|22,6(28,7|31.5 35,1%37.8341,8 46.9(52,0|58,865,7|74,5(83,1{87,8

12,8/11,8/10,8] 9,9] 9,21 80 8,1} 7,8' 7.4| 7,1] 6,5] 6,0] 5,1] 4,1} 3,0] 1,7] 0,9 0,5| 0,0] 0,0
‘v

1875 ... t
14,9|15,9{16,9|17,8(18,6119,4120,2!22.0 27,0131,9136,2{39,7|44,9]49,7{55,1 61,4167,7(75,6183,8!88,4

12,7(11,510,4] 9,6] 85| 8.3| 7,8/ 7.3] 6,9] 6,5] 5,8] 53] 4,6] 3,5 2,4] 1,4] 0,8] 0,2] 0,0 0,0
1885 ...

14,9116,1|17,0/17,9'18,8|19,8(21,2|31,5|36,51 38,1 |40,9|43,5|48,0|52,7|57,3|63,3{69,5]76,7,84,1]89,8

11,0] 9,7] 8,7] 7,91 7,2| 6,6] 6,0] 57| 5,3] 5,0] 4,5 4,0] 3,2] 24| 1,7| 1,0 0,8} 0,1] 0,0] 0,0

1895 ...

>

15,2(15,9{16,7]17,5{18,2{19,0{20,0{35,0 87,2|39,2| 12,7{45,5|49,5|53,7|58,1]63,9}70,0|77,1|84,7!89,]

i

10,7] 8,3| 6,8| 5,8| 5,0] 4,5| 4,0] 3,7 3,4| 3,1| 2,9| 2,6] 2,3] 1,9 1,7, 1,2[ 0,9 0,8] 0,0{ 0,0{ 0,0

1905 ...[|34,4{15,6|16,4{17,1117,6/18,1]18,9|21,8|38,9|40,7/42,3145,3]47,4|15,0|55,1|59,3|64,8170,8|78,0/85,5/90,8

36,6

7,41 5,8 4,7| 4,0] 3,5] 3,1/ 2,8 25] 2,3 2,1] 2,0] 1,9 1,7] 1,5] 1,2] 0,8| 0,8/ 0,5{ 0,0] 0,0 0,0

i \

14,8{15,7|16,3]17,0|17,7|18,1] 19,1 19,3!40,8‘42,4 43,946,3/48,6(51,7/55,3|59,5|65,0{70,5|78,185,5|90,6
1912 ...

25,3]22,8/21,0

30,0(38,2 f

100] 7,7] 6,4| 5,4] 46| 39| 3,4 30] 2,7 2,4] 22| 2,0 1.8 1,6] 1,2] 0,7] 0,8] 0,4] 0,0] 0,0 0.0
{

13,5[14,7(15,4{16,0(16,5|16,9]17,2(17,6|18,0|18,4| 18,8} 19,7|49,1|52,4155,9(59,9165,1{71,0/78,0{85,8/ 90,6

1918 ...
37,7]34,6{27,8

41,5|43,4[46,5 i
_ N I N __-__J__.____ ! I I R

1. Voir le graphique IIIL.




TABLES AUX MORTALITES CONSTANTES

S.Fa1

4

45

—

12

!
15}-20
i

1
|
| 50
|

50

100! 200

300

’]0,8

‘14;3

9,7 8,9‘ 8,1

16,4[18,3/20.2

7,5‘ 7,0

22,1‘23 8

I

6,5

25. 5\27,2130,9

|

6’

1‘ 5,6

5,2

34,3

4,4

40,4

3,4

46,8

2,7

l 1,8

53,059,3

0,9] 0,5

65,9

74,2

0,0
83,2

0,0
89,8;

1845 ...

12,0!
|

12,0,

10,0

15,0

9,1' 8,3| 7,7

18,8]21,4 24,6

7,20 6

7,7

63‘ 6,0| 5

29,7

31,1 132 6)

1,3] 3,3

o

44,850,

2,6

54,5

| 1,5

l

l6l,2

0,9 0,4

l
66,474,8

0,0

82,6

1855 ...

13,3

11,4

13,3

15.

10,5
18,8

9,81 92

22,425,7

8,7\ 22 7,7x‘ 6,9

28,1 (30,0 31,6134

5,5‘ 4,9

37,2,43,5“50,2

3,6

54,0

1,8

60,1

1865 ...

11,6

14,7

10,5! 9

]70

y

197!

9,1

22,7

8,6] 8,1

26,4|29,2

7,6| 7,3) 69‘ 6,4

31,5(33, f} 35 5!39 2

6,0

42,8

5,3| 4,3

48,9“53,0

| 2,0

61,8

0,91 0,4

66,5

0,9] 0,4

67,9176,2

0,0

75,2(84,0

0,0

84,1

i

11,9

14,3,

10,6

1’7,6|

9,9

20,0,

9,3

22.1

8,7

6,9

24,1

8, ‘ZL 7,8$ 7,3

26,1*[

29,9‘33 4

36,1

6‘2‘ 5,7

41 4\47 4

4,9] 4,0

50,9{55, 0

58,8

1,6

63,9

0,8\ 0,3

69,777,3

0,0

85,5

91,0

1885

3110,3

,6116,6

9,4

20 4'

8,7

23,2

8,2

26,0

|

7,7

30,8

7,2

34,8

6,7) 6.4
|
37,2|39,8

| 58

\47,0

3
I3
o,.

50,1

3 45

53,2|56,8

3,5

2,2

60,5

1,3

65,2

0,8

3

70,8

0,0

78,2

0,0

86,0

11895 ...

7,9

18,

N

f

7,3 6,7

20, :“23 4

1905 ...

15,9

ot
2

18,2

1,6

21,2

62| 5,8

31, 11

36,4

2
I,

40,0

5.4
39,1

3.1

44,3

5,1" 4,5

12,7|48,7

2.4

50,0

40‘ 33‘ 23\ 17‘ 1,0

2,1

~3

52,1

1,9!

55,1

50 wabp/ 9{61 4

65,9

0,7

71,2

o,o\ 0,0

78,3/86,1

1,1!

62,

ot

0,8

67,1

0,0

3179,0

0,0

86,6

1912 ...

\_\1
[

13,1

14,5

3,8

19,4

3,4
24,0

26,9

35,7

2,8

39,2

2,6

41,1

46,4

2,4

2.2

48,1

50,6

52,6

56,0

11

59,0

0,9

63,0

0,7

66,8

0,3

72,1

0,0

78,9

0,0

86,4

0,0
92,4

i‘

L1918 ...

6,3

11,0

5,2

14,9

13,4

2,8

22,1

28,0(2

2,3

46,4

49,7

54,9

1,1

58,7

62,8

67,0

0,2

72,2

0,0

79,4

0,0

87,1

0,0

92,5

1. Voir le graphique 1V,



CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

Les graphiques III et 1V, qui représentent les tables aux
mortalités constantes, donnent les sections des surfaces aux
mortalités masculine et féminine, par les plans :

w (z, 1) = Cte

Pour plus de clarté, nous y avons doublé I’échelle des
abscisses, dans l'intervalle (x = 0, x = 20).

Ce sont ces graphiques qui nous ont permis de calculer la
population svédoise de 'année 1910, & partir de la popula-
tion de I'année 1900, par la relation :

_f'wy, (z+y, 1900 +y) dy
p @+ 10,1910) = p (z,1900)e 1
Pour avoir la valeur de l'intégrale :
110
/1 ©(z + g, 1900 4 y) dy,

relative a I’dge x, nous avons tracé a partir du point de coor-
données (x, 1900), sur les graphiques TIT et IV 1une paralléle
a la premiére bissectrice. Les points ou cette droite coupe les
ordonnées successives donnent ¢videmment :

w(@ +1,1901) w(z +2.1902), ..., (@ + 10, 1910).

En additionnant ces quantités, on a la valeur de l'intégrale
précédente.

Il nous a {allu tenir compte du mouvement migratoire.
Pour cela nous avions besoin de connaitre, année par année, le
nombre des émigrants et des immigrants, pour chaque age
des hommes et des femmes. Malheureusement il ne nous a pas
été possible d’avoir des renseignements suffisants. Nous ne
disposions que de quelques nombres globaux.



— 121 —

Nous avons été obligés d’adopter des coefficients de mas-
(i linité pour I’émigration et pour I'immigration, et de répar-
tir plus ou moins judicieusement, d’aprés quelques données
trés grossiéres,le nombre total des émigrants et des immi-
grants de chaque sexe. aux différents dges. Nous n’avons pas
cru nécessaire de reproduire ici les détails de ce calcul, d’ail-
leurs trés long. Nous n’avons donné que les résultats définitifs,
qui entrent comme termes correctifs dans nos calculs.

Dans le caleul de ! i i

pour abréger :

a popula

A : L’age z.
1 p190o ().

: L p1goo (z).
10
w{z 4+ y, 1900 4+ y ) dy.

10
: L pigoo (%) —fl w(z +y, 1900 + y)dy = L p 1910 (z + 10).
:pi1gio (z + 10) (Valeur calculée).

B

C

D

E

F

G : Emigrants d’age (z + 10).

H : Immigrants d'age (z + 10).
I : Terme correclif.

J :p1oto (z + 10) (Valeur corrigée).
K: p1o1o {z + 10) (Valeur recensée).
L : Erreur absolue.

M

: Erreur relative.



CALCUL DE LA POPULATION SUEDO'SE

S M
___wf_b)_z»_,‘ e ——————————— T !’ S
AB’clu!E]rle‘1 1%1\' L "
\ [ \ ‘
e
l I 1 |
0- 1|64 684{11,079/0,08110,998|59 7621 716 275‘._ 441[59 321 57 793|--1 528|40,026
1- 2 |59 360 10,993 0,038 10,935156 113|  968| 337|— 0(31|"5 48255 166+ 316|-0,006
‘13 3|59 980,11 004 0 047[10 95757 360;1 169, wﬁr 770‘56 590i56 367|+ 223| 40,004 |
3- 4[58 373(10976/0,041/10,0%5|50 113 1 259| 477|— 78255 33155 447}~ 116 _0,002!
4 5|57 280[10,957,0,038010,919|55 221|1 4517 514/ 00754 314|54 729/— 115|—0,007 |
5- 6 |57 500(10,961{0,036/10 925/55 555|1 657 01(,:_1 041{54 514/556 008|— 494|—0,009
6- 7 |55 840}10,931 0,035210 896(53 966|1 858| 691/-——1 167(52 79953 189| 3(»0%_ 0,007
7- 8 |55 982/10,931]0,035|10,69951 127]2 093] 80h—1 88752 24052 839 — 599 0011 |
8- 9153 890|10,896(0,037110,859/52 006|3 559| 916|—2 643/49 36349 853|— 490{—0,010
910 |55 224 10,92110,040 10,881{53 16<'4 1111 033]—3 078[50 084]49 532{+ 552|+0 011
10-11 163 45¢}10,8%810,043}10,245 €1 stp 020l1 14%] 3 "RQl47 ROLI45 Q11{1 50|10 035
11-12 |52 175 10,864 (),()47‘10,817;49 ssﬂs 480{1 209/ —4 271,45 596|45 144+ 452| 40,010 !
12-13 |53 773/10,894|0,049,10,84551 283|5 5131 2421_4.271 47 012]46 591} +  421| 40,007
13-14 |54 765110,911[0 053/10,858(51 954|5 543|1 251|—4 262|47 692|45 856 +1 836 +0,040'
14-15 |53 656'10,892/0,055,10,837|50 873}6 2401 302!_4 938/45 935[43 839/ +2 096]+0,050
15-16 |52 310“10,867 0,059110,508|49 4206 6801 322|—5 358(44 06242 305|+1 757 +0,040"
16-17 |51 953|10,840|0 062 10,778/47 95916 714|1 345/ —5 36942 59041 517 +1 073] 40,024
17 18 |49 335/10,808|0,064|10,744|46 356|6 312]1 3221—4 990(41 366|38 71942 647|+0,068
18-19 |47.853,10,777|0,065/10,712 44 897/5 987|1 296}—4 69140 206/38 107£+2 0991+ 0,055 \
19-20 |46 238|10,71310,066/10,677|43 3525 278|1 276|—4 002|29 350[37 698|41 652|+0,040 |
1 | I R




CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

S M {suite)

R5 26
26-27
R7-28
28 29
29 30
§30 31

131-32

32-33

33-34

34 35
35 36
36-37
37 38
38 39

39 40

32
33
30
28
25
28
31
30
30
30
28

20

798
920
653
989
672
921
071
365
941
310
368
130
353
353
030
671

981

10,666(0,067
10,596(0,068
10 564]0,068
10,49210,068
10,155|0,008
10,403|0,069

10, 108,0,069

103120 0s0l10 2132

10,274,0,070
10,140(0,071
10,254/0,072
10,347|0,073
10,322(0,076
10,322/0,078
10,312/0,082
10,265|0,085

10,181{0,088

10,641

10,()Gl|

16 607
10,599
10,528
10, 196
10,424
10,387
10,334

10,339

10,204
10,069
10,182
10,274
10,246
10,244
10,230
10,180

10,093

28

28

25

27

26

81914

6584

»
x>
-
o

099|3
351(3
1763
bb3{2
46112
766(2
911:2
NR1 1
017i1
0031
425|1
972|1
1721
1161
7261
374(1

175(1

659

118

705

432

432

432

432

432

432

432

432

432

1

a
100

133

067(--

009
048
802
631

781

~1
W
[S]

688
688
688
688
688
688
688
688

688

676
337
A6R
741
744
744
744
744
744
744
744

744

33

31

30

29

29

25

23

J K L M
418!36 810{+41 608/ 40,03
64837 380|+2 268} 40,059
605[00 40|42 241]+0,003
588(36 160 +1 428|+0,039
894131 196{+ 698{-0,020
a17|33 743) 4+  174]4-0,005
618|131 662]— 441~ -0,001
629/30 875|— 246{—0,008
090(29 568|-— 478,-—0,016
574129 839|— 265|—0,008
113127 362% —  4491—0,017
273126 25614 17} 40,0007,
85923 149|— 290|—0,013
68125 956/-— 375 -0,010
228|28 H46|— 318/—0,010
428|27 697|— 269]—0,010
372127 d06|— 434|—0,015
982|127 424|— 142|—0,016
630|206 239}— 609]|—0,027
43124 557|—1 126/—0,046




CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

S M (suile)

AL S — ——

40 41
41-42
42-43
43-44
44 45
45-46
46-47

7-48
48-49

49-50

51-52
52 53
53-54
54 55
55 b6
56 57
57-58
58-59
59-60

B

28 467
28 66l
28 060
25 343
24 443
24 590
25 833
23 351
21 733
22 894
22 614
23 184
21 051
19 985
19 336
20 044
20 939
19 475
19 277

18 103

10,258/0,092
10,265/0,097
10,24410,102
10,142]0,107
10,105[0,113
10,112{0,119
10,161]0,126
10,062]0,133
9,988/0,142
10,040{0,151
10,02810,161
10,053]0,171
9,956(0,183
9,9040,196
9,871|0,211
9,907/0,228
9,951(0,245
9,878(0,266
9,858|0,287

9,805(0,312

10,166
10,168
10,142
10,035
9,992
9,993
10,035
9,929
9,846
9,889
9,867
9,882
9,773
9,708
9,660
9,679
9,706
9,612
9,571

9,493

26
26
24

22

21
22

20

007
059
448
814
848
879
814
515
888

719

413
941
340

268

1 432
1 432

1 281

1 160

1 106
991
868
747
650
452
267
144
144
144
144
144
144
144
144

144

688

688

581
515
457
396
340
279
230
186
136
136
136
136
136
136
136
136

136

[
o o o

I
3] o0 0

— 744
— 744
5-— 646
— 579
— 591
— Hh34
— 472
— 407
— 371
— 222

— 81

l
o0

25

17

16

15

15

16

14

14

13

263
315
802
235

257

342
108
517
497
201
5b4d
543
438
667
968

933
332

260

K L
]
256 700{-— 437|—0,016
26 0t5(— 700|—0,027
25 307|-—1 505|—0,060
22 822|— 587|-—0,026
21 839|— 582(—0,027
21 762|— 417{—0,019
22 861j— 519{—0,023
20 5501— 442|—0,022
18 912|— 395|—0,021
19 832]— 335|—0,017
19 360) — 159}—0,008
19 008j—  44}—0,002
17 626|]—  83]—0,004
16 685l— 247{—0,015
15 790|— 123|—0,008
16 143] — 175[—0,010 i
16 692|— 287{—0,020
15 162}— 229|—0,015
14 702— 370|—0,027
13 497|— 273|—0,017

——



CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

S M (suile)

|60 61

61 62

[22)
L]
o
W

63 64

64 65
65 66
66-67
67 68
68 69
69 70

70 71

71 72
72 73
73 74

74 75

76 77
77 78
78 79

79 80
|

18 5

16

16

16

16

16

15

13

12

12

12

10

10

S 0 W

166
123
508
185
607
718
266
435
420
a37
635

100

229
018
784

118

9,830
9,719
4 AGA
9,692
9 689
9,713
9,603
9,656
9,528
9,416
9,430
9 428
9,301
9,173
9,220
9,166
9,015
8,989
8,822

8,719

D

0,339
0,367
N 04
0,457
0,480
0,529
0,580
0,636
0,696
0,764
0 847
0,935
1034
1,138
1,245
1,364
1,491
1,636
1,794

1,958

9,491
9,352
9270
9,235
9,209
9,184
9,113
9,020
8,832
8,652
8,583
8,493
8,267
8,035
7,975
7,802
7,524
7,353
7,028

6,761

239

520

A12

739

071

266

849

721

349

880

893

087

907

445

852

561

128

863

144
144
144
144
144
144
144
144
144
144
144

144

oS0 O Qo

(===

H

136
130

136

136
136
136
136
136
136

136

13

11

10

10

231
512
604
240
977
731
063
258
841
713
332
872
843
087
907

445

65%
760
836
792
328

088

294
245
234
668
019
114
361

068

901
608
202

878

427

2562

232

94

49

47

—0,03
-—0,02
—002
—0,05
—0,03
—0,03
—0,0n
—-0,04
—0,05
—0,04
—0,06
—0,04
—0,05
—0,08
—008
—0,04
—0,02
—0,03
—0,06

—0,02




CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

8. F.
T LT |
A B ¢ !'D | F G | H I 1 K L M
F 0-1 }62.601|11,046/0,081/10,965/'57.820] 572 233)— 339/57.481]56.431]+1.030] 4 0,018
1-2 [57.549]10,962(0,058/10,904 [54.400] 792| 323|— 469{53.931]53.529{-+ 402|+ 0,008
2.3 157.590{10,963'0,049/10,914154. 945 964! 410|— 534(54.391/54.386/+ 5|+ 0,0001
3-4 [55.916/10,936/0,044|10,892|53.750|1.091| 512|— 581/53.169/53.087/+ 82| 4 0,00]
4-5 |55.789 10,9310,041/10,890,53.643]1.206, 610{— 686|52.957|53.128|— 171|— 0,003
5-6 |55.624]10,928|0,040[10,888/53.5351.515] 718|— 797|52.73852.992|— 254|— 0,005
6-7 154.207/10,92110,039110,882(53.206{1.728] 812]  916152.290/51.342|+ 948!+ 0,018
‘ 7-8 |53.676]10,893/0,039|10,854|51.746(2.235| 919| - 1.316/50.430{50.332|+ 98|+ 0,002
89 152.29510,867,0,041|10,826/50. 31212.801 1011} -1.790|48.522 18424/ + 98|+ 0,002
‘ 9-10|53.569110,891]0,043|10,848/51.436/3.293|1.095|—2.198(49.238/48.922| + 316+ 0,006
10-11 52.592 10,872 0,04410,828!50. 120 3.7651.188!- 2.577,17.843 47.390 -~  153| + 0,009
11-12]51.181{10,845]0,045(10,800/49.023(4.03911.197|- -2.842/46.181{45.660]| + 521|+ 0,011
12-13]52.439[10,8680,047|10,821,50.067|4.106)|1.175|—2.931|47.136'46.129| +1.007| + 0,021
13-14)53.174]10,883[0,048]10,835|50. 774|4.240(1. 154|-—3.086|47.688|16. 302| - 1 . 386] 4 0,030
14-i5[52.159/10,864:0,050(10 814 49.717|4 561 |1.127|-—3.134]46.283]44. 714/ + 1.569| + 0,035
15-16§50.551(10,833(0,051110,782(48,152 [4.790{1.100|- 3.690]44.462]43.381|+1.081| + 0,022
16-17§50.003110,822!0,053110,769147.530!4.865,1.071|-3.794|43.736142.855! +  881]+ 0,021
17-18}47.041{10,76110,054(10,707 44.673/4.674|1.040|—3.634|41.039]40.637| + 402| - 0,010
18-19]45.788(10,73410,055/10,679(43. 439 4.467/1.0071—3.460{39.979(39.659| +  320| - 0,009
19-20044.132/10,6970,055]10,642141.862]4. 152] 979|—3.173/38.689]38.701| —  12{— 0,0003
[ IR PR A NS I IR S MR |




CALCUL DE LA POFULATION SUEDOISE

S. F. (suite)

— — — —_— - -
Al B ¢ D | E F G | H I K | L M
J‘ZO-?I 43.490{10,682,0,056, 10,626|41.075/3.855  954|—2.901|38.174/38. 493 — 319|— 0,000
21-22}44.081|10,696(0,057|10,639{41.737|3.659| 926!—2.733]39.004|39.207|— 203|— 0,005
22 23] 11.394(10,633(0,057(10,576(39.184(3.416] 892|—2.524|36.660{37.268|— 608|-— 0,016
23-24]11.807|10,643]0,05810,585(39.542|3.227| 859|—2.368/87.174({37.530|-— 356|-— 0,009 ,
24-25139.276(10,5760,059( 10,517|36.943|3.085|  820|-—2.265(34.678(35.681|—1.003|— 0,028
25-26(38.552{10,562(0,059( 10,503|36..420|2.862|  784|--2.078(34.351(35.089|—  738/— 0,020 |
ae-27)6.60610,510/0,060110,/50|34.648.2.621| 743/ —1.878)32.770/33.677|— 907|— 0,026 |
27 28]35.804(10,4880,061(10,427(33.7632.387]  705|—1.682 32.081(32.868|— 787|— 0,023 l

.

28-29134.392110,4470,063|13,384|32.342(2.132| 668|-—1.464|30.878|31.665H|-— 787|— 0,024

13

| {
129-30 31.644]10,455/0,06410,391132.569(1.745] 636 —1.109131.460 32.059|— 599]— 0,019

S ———————

30-31]32.262(10,383{0,065]10,318 30.276|1.383| 608|— 775(29.501(29.830]- 329|-— 0,011

:ﬂ-'a-.’ 1. 45(10,85510,0.06110,239(20. 411 1,142 576| — 566123.8452%.942 97! — 0,003
32-35128. 504/ 10,260/0.065[10.192|26.692/ 1. 142] 576]— 566/26.126{26.526{— 400{-— 0,016 |

l .
33-34§31.427(10,357(0,069(10,288(29.381|1.142] 576{— 566(28.815(29.149|— 334|— 0,012

34-35)34.064|10,438(0,070/10,368|31.821|1.142| 576|— 566/31.255(31.582|- - 327|-- 0,010

135-36]33.646|10.425|0,071{10,354]31.386|1.142| 576]— 566|30.820 31.153|— 333}— 0,010 |

36-37134.106{10,439/0,072|10,367|31.796/1.142| 576|—

37-38]33.443|10,419|0,074{10,34531.105 1.1—1‘2,’ 576! -—

38-39]32.380{10,387(0,075{10,312|30.098 1.142) 576|—

39-40150.552(10,329{0 076110,253/28.371 1.1421‘ 576|—

—— S—

——— —




CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE
S. F. {suite
i‘\ B [N n E 1 G H J K - M
0-41132.446(10,389,0,078/10,311{30.065|1.142| 576 566/29.499/29.837{— 338|— 0,011
1-42]32.559|10,393]0,081]10,312{30.0981.142] 576 566]29.532|129.903|— 471
2-43131.765|10,3680,083|10,285(29.293/1.043| 528 515/28.778|28.984|— 106
43-44]29.073|10,279|0,086{10,193|24.913| 966, 481 485124.428(26.535|— 107
44-45]27.748(10,233/0,090[10,143125.416] 907| 426 481124.935/25.225|— 290
5-46]27.397(10,220(0,094/10,12624.987| 815 372 443124.544124.839]— 295
6-47129.126(10,28110,100{10,181{26.400| 717| 314 403/25.997/26.281|— 284
47-48]26.384(10,182(0,106]10,076(23.769| (22| 265 357|23.412(23.655|— 243
8-49124.674(10,115{0,112{10,003|22.095| 519; 210 309/21.786/21.987{— 201
49-50]25.488[10,148{0,119(10,029(22.677| 362| 164 198122.479{22.585|— 106
50-51125.734(10,157|0,127|10,030{22.700{ 213| 123 90|22.610{22.549{+ 61
51-52§26.430{10,184{0,126(10,048]23.112; 115 77 38123.074123.048|+ 26
52-53|24.547{10,087]0,146{ 9,941]20.761] 115 77 38120.723i21.201|— 478
53-54”22.826 10,036|0,156| 9,880{19.533| 115 77 38119.495(19.574|— 79
54-55]21.982/10,000,0,168| 9,832{18.618| 115 77 38118.580(18.617{— 37
55-56§23.350(10,060{0,181| 9,879|19.514} 115 77 38|19.476(19.495|— 19
56-57124.037110,089|0,196| 9,893|19.788{ 115 77 38(19.750(19.741} 4+ 9
57-58|22.596(10,027|0,212| 9,815/18.304| 115 77 38|18.266(18.276|— 10
8-59|22.868{10,039|0,232| 9,807/18.158 115 77 38/18.120{18.199|— 79
59-60]21.260| 9,966,0,255] 9,711 16.496{ 115 77 38/16.458116.549 — 91




CALCUL DE LA POPULATION SUEDOISE

S. F. (suite)
————— — e
A B C D E r G H I J K I M
60 61]21.624| 9,988|0,280| 9,708{16.447| 115 77—  38{16.109!16.580|— 171|— 0,010
i61—62 19.893}) 9,900)0,308, 9,592114.646| 115 77— 3814.608}14.822|— 214|— 0,015
62-63}18.862| 9,84710,339] 9,508/13.465} 115 77}—  38|13.427{13.617|— 190}— 0,014
63-64]19.070| 9,858|0,374) 9,484[13.146| 115 77\—  38]13.108/13.325|~~ 217|— 0,016
64-65]19.615| 9,886|0,414| 9,472{12.990| 115 77—  38]12.952]13.323|—~ 371|— 0,027
65-66]19.685| 9,889{0,460( 9,429112.443| 115 77—  38{12.405|12.887{— 482|— 0,039
I66-67 19.325( 9,871(0,6121 9,359(11.601( 115 77|—  38(11.563112.074|— 511|(— 0,042
67-6818.562] 9,831!0,568| 9,263|10.540| 115 77|— 38[10.502{10.974|— 472|— (0,043
68-69)16.177} 9,693]0,627| 9,066 8.655| 115 77\— 38| 8.617] 9.032|— 415|— 0,045
69-70114.767| 9,602|0,692| 8,910| 7.404] 1156 77|— 38| 7.366| 7.787|— 421|— 0,055
70-71§15.263} 9,635]0,769| 8,866 7.086] 115 77 ; 381 7.048} 7.608|— 5H60]— 0,080
I71~72 15.015; 9,618]0,856( 8,762] 6¢.386] 115 77|— 38| 6.348| 6.691|— 343|— 0,062 )
72-73113.743, 9,630(0,957| 8,573| 5.286] 0 0 0 5.286| 5.672|— 386]— 0,070
73-74|11.960| 9,391(1,064| 8,327, 4.134| O 0 0 4.134 4.541{-— 407[— 0,090
74-75112.606| 9,444|1,177] 8,267| 3.893| 0 0 0 3.893( 4.292|— 399{— 0,090
75 76]12.092) 9,40211,299] 8,103| 3.304| O 0 0 3.304| 3.689|— 385|— 0,10
76-77]10.621| 9,271(1,439) 7,832| 2.520f O 0 0 2.520| 2.795|— 275|— 0,10
77 78]10.194| 9,229/1,5672| 7,657} 2.116] O 0 0 2.116) 2.485|— 369|— 0,15
78-79] 8.887| 9,092{1,722| 7,370} 1.588] 0 0 0 1.6588) 1.798|— 210|— 0,12
@ 7.634| 8,940|1,880| 7,060| 1.219] 0O 0 0 1.219| 1.297|—  78{— 0,061 !
Afzalipour.



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

Les graphiques 111 et [V permettent en outre de dresser les
tables qui donnent les sections des surfaces aux mortalités
masculine et {éminine, par les plans :

x = (Cte,

La forme des courbes qui représentent ces tables, nous a
suggéré I'id(e d’essayer de les représenter far des tangentes
hyperboliques généralisées. Ces tables not s ont, rermis, d’at.tre
part, 'ajustement de la fonction de mortalité,

Dans ces caleuls, nous as ons posé pour abréger :

A : Le temps &

B 108 (D).
C:10 [u ) — & )J—ms
D:—’%’—: — UM]A L

2108 [YoZ (ve) ()7 dy T (v—vy)?
E: 108 I:O. o (v_vo)o (q)_j:) (v—vy) — (z)] = 103[(,,’_5,)_‘\']

1 103\»['71 —f,] 1
F: - L = : ul
[(7] E) v] o+ h(z) +=L103—¢

G:1y + h(z).



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

=0 S. M.
A B ¢ D E F G |
|
1830 176,4 1114 0,027 508 197 1859 '
1835 1735 108,4 0,031 511 196 1863 {F
11840 ...} 170,0 105,0 0,036 514 195 1867
1845 166,2 101,2 0,041 518 194 1871
1850 ....| 162,0 97,0 0,041 522 193 1875 |
1855 158,0 93,0 0,049 526 192 1879 ‘r
1860 153,4 88,4 0,045 531 190 1882 {
1865 149,0 84,4 0,068 535 189 1886 J
1870 143,6 78,6 0,075 540 187 1889 {
1875 137,7 72,7 0,092 546 185 1892 l
1880 131,0 66,0 0,106 553 182 1894 }
1893 124,0 39,0 0,129 560 179 1396
1890 116,4 51,4 0,144 568 175 1897
1895 109,0 44,0 0,182 575 172 1899
1900 101,0 36,0 0,212 583 166 1898
1905 92,3 27,3 0,318 592 159 1896
1910 83,6 18,6 0,408 600 149 1891 |
1915 76,0 11,0 608 136 1883
@ = 73,1 6 = 1884
§ = 0,024
Y = 9.644
5 = 236147



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =5 S. M.
{ A B ( D I F G
1830 ....| 11,3 83 | — 0,03 | 357 134 1796 l
I1835 o1 86 |-— 0,047| 354 135 1802 |
‘1840 o120 90 |-- 0,033 350 137 1809 |
1845 ... 123 9,3 0,075 | 347 138 1815 }
1850 ... 13,0 10,0 |- 0,030 340 137 1819
\1855 .| 133 10,3 | - 0010 337 141 1828 |
11860 ....| 134 10,4 0,0 33,6 141 1833 |
1865 ....| 134 10,4 0,039 | 336 141 1838 |
1870 ....| 13,0 10,0 0,050 | 34,0 137 1839 |
1875 ... 126 05 0,081] 31,5 138 1815 |
L1880 11,7 8,7 0,080 | 35,3 136 1808 |
1885 ....| 11,0 8,0 0,188 | 36,0 133 1850 |
11890 ... 95 6,5 0,246 | 37,5 127 1849 |
1895 ... 7,9 49 0,306 | 39,1 119 1846 |
1000 ....] 64 3,4 0,412 | 40, 110 1842
1905 ... 3,0 2,0 0,450 | 42,0 94 1831
(1910 ol e 1,1 0,273 | 42,9 80 1822
11915 3,8 0,8 43,2 72 1819
- _ | .J
o =75 6 = 1830
8 = 0,024
vy = 1,323
3 = 2205



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =10 S. M.

A B c D E F G
1830 5,1 2,6 0,039 13,4 105 1767
1835 5,0 2,5 0,0 13,5 104 1771
1840 5,0 2,5 0,0 13,5 104 1776
1845. ... 5,0 2,5 0,040 13,5 104 1781
1850 4,9 2,4 0,0 13,6 103 1785
1855 4,9 2,4 0,0 13,6 103 1790
1860 4,9 2,4 0,0 13,6 103 1795 |
1865 ....] 49 24 0,041 13,6 103 1800

11870 4,8 2,3 0,0 13,7 102 1804
1875 48 2,3 0,0 13,7 102 1809
1880 48 2,3 0,044 13,7 102 1814
1885 4,7 2,2 0,137 13,8 100 1817
1890 44 1,9 0,316 14,1 97 1819
1895 3,8 1,3 0,230 14,7 86 1813
1900 ....| 35 1,0 0.300 15,0 79 1811
1906 ....] 32 0,7 0,286 15,3 70 1807
1910 3,0 0,5 0,600 15,5 60 1802
1915 2,8 0,2 15,8 39 1786
o« = 1,7 0 = 1797
& = 0,041
$ s



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =15 S. M.
R - |
A B C D E F G |
'|1830 ] as 1,8 0,055 7,2 97 1759
l1835 47 1,7 0,059 7,3 96 1763 H
"1840 4,6 1,6 0,062 7,4 94 1766
1845 ... 4,5 1,5 0,0 7,5 92 1769
1850 ....1 45 1,5 0,133 7,5 92 1774
1855 ....| 4,3 1,3 0,154 7,7 88 1775
11860 ....| 4,1 1,1 0,090 7,9 83 1775 |
1865 ....| 4,0 1,0 0,200 8,0 81 1778 %
1870 ....| 38 0,8 0,250 8,2 75 1777
1875 ....| 36 0,6 0,0 8,4 67 1774
1880 3,6 0,6 0,166 8,4 67 1779
1885 3,6 0,5 0,0 8,5 62 1778
;1890 35 0,5 0,200 8,5 62 1784
1895 ....| 3,4 0,4 0,0 8,6 56 1783 i
]1900 ...l 34 0,4 0,250 8,6 56 1788 ‘
11905 ... 3,3 0,3 0,0 8,7 47 1784 |
|1910 ol 33 0,3 0,330 8,7 47 1789
1915 ....] 32 0,2 8,8 39 1786
o= 1,0 0 = 1749
g = 0,032
y = 0,087
8 = 345



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 20 S. M.
A B C D E F G

1830 6,7 0,6 0,0 9,4 67 1729
1835 6,7 0,6 0,0 9.4 67 1734
1840 6,7 0,6 0,166 9,4 67 1739
1845 6,6 0,5 0,0 9,5 62 1739
1850 6,6 0,5 0,0 95 62 1744
1855 6,6 0,5 0,200 9,5 62 1749
1860 6,5 0,4 0,0 9,6 56 1748
1865 6,5 0,4 0,0 9,6 56 1753
1870 6,5 0,4 0,250 9,6 56 1758
1875 6,4 0,3 0,0 9,7 50 1757
1880 6,4 0,3 0,0 9,7 50 1762
1885 6,4 0,3 0,333 9,7 50 1767

| 1890 6,3 0,2 0,0 9,8 39 1761 i
1895 6,3 0,2 0,0 9,8 39 1766
1900 6,3 0,2 0,500 9,8 39 1771
1905 6,2 0,1 0,0 9,9 17 1754
1910 6,2 0,1 0,0 9,9 17 1759 ||
1915 6,2 0,1 9,9 17 1764

a = 0,4 — 1753

B = 0,058

y = 0,016

§ = 0,40



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =25 S. M.
\ A B ¢ D E F
| _ RS
1 1830 8,6 2,2 0,272 22,8 99
1835 8,0 1,6 0,190 23,4 90
i 1840 7,7 1,3 0,077 23,7 86
1845 7,6 1,2 0,083 23,8 83 1760
l 1850 75 1,1 0,182 23,9 81 1763
1855 7.3 0,9 0,0 24,1 76 1763
1860 7,3 0.9 0,111 24,1 76 1768
1865 72 0,8 0,125 24,2 73 1770
1870 7,1 0,7 0,286 24,3 70 1772
1875 6,9 0,5 0,400 24,5 60 1767
1880 6,7 0,3 0,0 24,7 47 1759
L1885 5,7 0,3 0,0 24,7 47 1764
1890 6,7 0,3 0,0 24,7 47 1769
1895 6,7 0,3 0,333 24,7 47 1774
1900 6,6 0.2 0,0 24,8 39 1771
J 1905 6,6 0,2 0,0 24,8 39 1776
1910 6,6 0,2 0,0 24,8 39 1781
] 1915 6,6 0,2 24,8 39 1786
i
0 = 1740

o2 >R
b

5o
=]
@

[

3



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 30 S. M.

{1830 ....} 10,7 4,2 0,119 43,3 115 1777
1835 ....| 102 3,7 0,190 43,8 111 1778
1840 .... 9,5 3,0 0,200 445 106 1778
1845 .... 8,9 2,4 0,125 45,1 100 1777
1850 .... 8,6 2,1 0,143 45,4 96 1778
1855 .... 8,3 1,8 0,222 45,7 93 1780
1860 . ... 7,9 1,4 0,143 46,1 90 1782 |
1865 ... 7,7 1,2 0,166 46,3 83 1780
1870 .... 7,5 1,0 0,200 46,5 79 1781
1875 .... 7,3 0,8 0,125 46,7 72 1780
1880 .... 7,2 0,7 0,286 46,8 69 1781
11885 .... 7.0 no 0,200 47,0 62 1779
1890 ... .. 6,9 0,4 0,250 47,1 56 1778
1895 ..... 6,8 0,3 0,0 47,2 47 1774

| 1900 ... .. 6,8 0,3 0,333 47,2 47 1779

( 1905 ..... 6,7 0,2 0,0 47,3 39 1776
1910 ..... 6,7 0,2 0,0 47,3 39 1781
1915 ... . 6,7 0,2 47,3 39 17886

o = 1,7 6 = 1779
B = 0,039

Yy = 0,106 = !
d = 284,6



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =35 S. M.

| A B C D B F G

| 1830 .....1 12,7 6,1 0,033 63,3 124 1786

' 1835 .....] 125 5,9 0,085 63,5 122 1789
1840 .....1 12,0 5,4 0,091 64,0 121 1793

I 1845 .....1 11,5 4,9 0,143 64,5 118 1795
1850 .....] 10,8 1,2 0,190 65,2 114 1796
1855 ..... 10,0 3,4 0,176 66,0 109 1796
1860 ..... 9,4 2,8 0,180 66,6 104 1796
1865 ..... 8,9 2,3 0,174 67,1 99 1796
1870 ..... 8,5 1,9 0,263 67,5 94 1796
1875 ..., 8,0 1,4 0,214 68,0 87 1794
1880 ..... 7,7 1,1 0,182 68,3 80 1792
1885 ..... 7.5 0,9 0,222 68,5 75 1792
1890 ..... 7,3 0,7 0,429 68,7 69 1791
1895 ..... 7,0 0,4 0,250 69,0 56 1783
1900 ..... 6,9 0,3 0,0 69,1 47 1779
1905 ... .. 6,9 0,3 0,333 69,1 47 1784
1910 ..... 6,8 0,2 0,0 69,2 39 1781
1915 ..... 6,8 0,2 69,2 30 1786

o = 2,8 6 = 1790

B = 0,040

Y = 0,474

& = 839



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 40 8. M.
A B G D E F G

1830 .....] 15,0 8,2 0,024 78,5 131 1793
1835 ..... 14,8 8,0 0,025 78,7 130 1797
1840 ..... 14,6 7,8 0,038 78,9 129 1801
1845 .....] 14,3 7,5 0,080 79,2 128 1805

F 1850 ..... 13,7 6,9 0,101 79,8 126 1808
1855 ..... 13,0 6,2 0,130 80,5 124 1811
1860 .....] 11,8 5,0 0,180 81,7 118 1810
1865 ..... 10,9 1.1 0,195 82,6 113 1810
1870 ..... 10,1 3.3 0,151 83,4 108 1810
1875 ..... 9,6 2,8 0,143 83,9 103 1811
1880 ..... 9,2 2,4 0,168 84,3 99 1811
1885 ..... 8,8 2,0 0,250 84,7 94 1811
1890 ..... 8,3 1,5 0,330 85,2 88 1810
1895 ..... 7,8 1,0 0,300 85,7 78 1805
1900 ..... 7,6 0,8 0,375 85,9 72 1804
1905 ... .. 7,3 0,5 0,400 86,2 62 1799
1910..... 7,1 0,3 0,333 86,4 51 1793
1915 ..... 7,0 0,2 86,5 34 1781 4

_|

o = 4,0 6 = 1804

g = 0,038

y = 1,049

& = 2287



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 45 S. M.

4 A B C D E F G

|
1830 19,0 10,8 0,055 94,2 138 1800
1835 18,4 10,2 0,039 94,8 137 1804

y 1840 . 18,0 9,8 0,020 95,2 136 1808
1845 . 17,8 9,6 0,052 95,4 135 1812
1850 ..... 17,3 9,1 0,088 95,9 134 1816
1855 . 16,5 8,3 0,120 96,7 131 1818
1860 . 15,5 7,3 0,205 97,7 128 1820
1865 . 14,0 5,8 0,172 99,2 120 1817
1870 . 13,0 4,8 0,208 100,2 117 1819
1875 12,0 3,8 0,210 101,2 111 1818

# 1880 11,2 3,0 0,166 102,0 105 1817
1885 . 10,7 2,6 0,120 102,5 100 1817
1890 10,4 2,2 0,276 102,8 97 1819
1895 .. ... 9,8 1,6 0,0 103,4 38 1815
1900 .. ... 9,8 1,6 0,662 103,4 88 1820
1905 ... .. 8,9 0,7 0,286 104,3 70 1807

| 1910 ... .. 8,7 0,5 0,600 104,5 62 1804
1915 ... .. 8,4 0.2 104,8 39 1786 |f

o = 5,6 0 = 1812

8 = 0,040

v = 1,460

3 = 3234



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 50 S. M.

I A B C D E r G
1830 ... 24,5 14,1 0,036 119,9 145 1807

r1835.‘. 1 240 13,6 0,073 120,4 143 1810 |
1840.....| 230 12,6 0.040 121.4 142 1814

{185 225 12,1 0,083 121,9 141 1818 l
1850 .. ..| 215 11,1 0,045 122,9 138 1820
1855 .....] 21,0 10,6 0,208 123,4 137 1821
1860 ... .. 19,2 8,1 0,095 1256 131 1823
1865 .....| 18,0 7,6 0,132 126,4 128 1825
1870 .. ... 17,0 6,6 0,303 127,4 125 1827

] 1875 .....] 13,0 4,6 0,217 129,4 116 1823
1880 .....] 14,0 3,6 0,166 130,4 109 1821

ll 1885 12,4 3,0 0,260 131,0 165 1822
1890 ..... 12,8 2.4 0,250 1316 103 1825
189 .....] 12,2 1,8 0,222 132,2 91 1818
1900 .....| 11,8 1,4 0,286 132,6 83 1817 I
1905 .....1 11,4 1,0 0,400 133,0 79 1816
1910.....1 11,0 0,6 n,500 133,4 62 1804 |
1915.....| 10,7 0,3 133,7 47 1794

| } ; |
= 6,8 6 = 1817



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

& = 5D S. M.
e ——— - e —
A B ¥ D B F G

1830 ..... 31,0 17,2 0,087 154,8 149 1811
1835 ..... 29,5 15,7 0,032 156,3 147 1814
1840 ..... 29,0 15,2 0,066 156,8 146 1818
1845 ..... 28,0 14,2 0,035 157,8 144 1821
1850 ..... 27,5 13,7 0,072 158,3 143 1825
1855 ..... 26,5 12,7 0,080 159,3 141 1828
1860 ..... 26,5 11,7 0,171 160,3 139 1831
1865 ..... 23,6 9,7 0,268 162,3 134 1831
1870 ..... 21,0 7,2 0,208 164,8 127 1829
1875 ... 19,5 5,7 0,176 166,3 121 1828
1880.....] 185 4,7 0,192 167,3 114 1826
1885 ..... 17,6 3,8 0,211 168,2 111 1828
1890 ..... 16,8 3,0 0,200 169,0 105 1827
1895 ..... 16,2 2,4 0,291 169,6 99 1826
1900 15,6 1,7 0,363 170,3 91 1823
1905 14,9 1,1 0,282 170,9 78 1815
1910 14,6 0,8 0,250 171,2 74 1816
1915 ..... 14,4 0,6 171,4 69 1816

o = 8,3 0 = 1823

8 = 0,035

y = 1,690

o = 9081



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

Z = 60 S, M.
A B C D E F G

1830 .....| 411 21,3 0,028 198,7 155 1817
1835 ..... 40,5 20,7 0,024 199,3 154 1821
1840 .....] 40,0 20,2 0,025 199,8 153 1825

! 1845 .....] 395 19,7 0,026 200,3 152 1829
1850 .....| 39.0 19,2 0,104 200,8 151 1833
1855 .....] 37,0 17,2 0,117 202,8 149 1836
1860 ... .. 35,0 15,2 0,264 204,8 146 1838
1865 ..... 31,0 11,2 0,134 208,8 138 1835
1870 .....] 295 9,7 0,206 210,3 134 1836 I
1875 .....} 27,5 7,7 0,195 212,3 128 1835
1880 .....|] 26,0 6,2 0,242 213,8 123 1835 I
1885 .....] 245 4,7 0,149 215,3 116 1833 |
1890 .....1 238 4,0 0,150 216,0 112 1834
1895 .....1 232 3,4 0,353 216,6 108 1933
1900..... 22,0 2,2 0,455 217,8 97 1829
1905 .....1 21,0 1,2 0,170 218,8 84 1821
1910 20,8 1,0 0,600 219,0 80 1822
1915 20,2 0,4 219,4 67 1814

o = 10,9 8 = 1829

f = 0,038.

¥y = 2,863

J = 15952



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = 65 S. M.

A B € D E ¥ (e}

H 1830 .....| 60,0 31 0,097 240 164 1826
1835 .....| 57,0 28 0,071 243 160 1827
1840 ... .. 55,0 6 0,077 245 159 1831

I 1845 ..... 53,0 24 0,083 247 157 1831 |
1850 .....| 51,0 22 0,045 249 155 1837 l
1855 .....] 50,0 21 0,071 250 153 1840
1860 .....) 48,5 19,56 0,077 251 152 1814
1865 .....1 47,0 18 0,277 253 149 1816
1870 .....] 42,0 13 0,154 258 141 1843
1875 .....] 40,0 11 0,273 260 137 1844 i
1880 .....] 370 8 0,150 263 129 1841 l
1885 .....] 33,8 6,8 0,265 264 126 1843
1800 .....] 340 5 0,200 266 118 1810
1895 .....] 33,0 4 0,250 267 112 1839 |
1900 .....| 32,0 3 0,333 268 104 1836 |‘
1905 ..... 31,0 2 0,500 264 93 1830 !
1910 .....] 30,0 1 0,0 270 79 1821
1915 .....] 30,0 1 270 79 1826 |

o = 15,1 6 = 1836

B = 0,036

Y = 2,863

8 = 22608



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =170 S. M.
A B G D E F G |

1830 ..... 3 38 0,026 286 169 1831 '
1835 .....| 82 37 0,054 287 168 1835 |
1840 .....| 80 35 0,028 289 167 1839 l

i 1845 ... 79 34 0,029 290 166 1843 |
1850 .....| 78 33 0,030 291 165 1847
1855 .....| 77 32 0,062 292 164 1851
1860 .....| 75 30 0,066 294 163 1855
1865 .....| 73 28 0,143 | 296 162 1859
1870 .....| 69 24 0250 | 300 157 1859 h
1875..... 63 18 0,444 306 149 1856
1880 .....] 5 10 0,200 314 135 1847 I
1885 .....] 53 8 0,250 316 127 1844
1890 .....[ &l 6 0,333 318 122 1844
1895 ... 49 4 0,500 320 113 1840
1900 .....0 47 2 0,0 322 94 1826

(1905 .....| 47 2 0,500 322 94 1831
1910 .....| 46 1 0,0 323 77 1819
1915 .....| 48 1 323 77 1824

B | L |

o == 23 = 1842

8 = 0,039

Y = 5,796

3 = 36780
Afzalipour. 10



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =75 S. M.
A B c D E P G

1830 .....| 124 47 0,043 326 175 1837
1835 . 122 45 0,044 328 173 1840
1840 . 120 43 0,069 330 172 1844
1845 117 10 0,050 333 170 1847
1850 . 115 38 0,079 335 169 1851
1855 . 112 35 0,086 338 166 1853 J
1860 . 109 32 0,125 341 164 1856
1865 ..... 105 28 0,250 345 161 1858
1870 . a8 21 0,190 352 153 1855
1875 . 04 17 0,235 356 148 1855
1880 90 13 0,461 360 141 1853
1645 81 7 0,286 366 125 1812
1890 ... .. &2 5 0,200 368 116 1838
1895 ... .. 81 4 0,250 369 112 1839
1900.....] 80 3 0,333 370 104 1836
1905 ... .. 79 2 0.0 371 93 1830 |
1910 79 2 0,0 371 93 1835
1915 79 2 37 93 1810

« = 25 § = 1845

& = 0,036

v = 4,621

8§ = 54495



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 80 S. M.
— %—m
A R c D E | F o |
1830 ... 185 62 0,032 360 182 1844 l
1835 .....| 183 60 0,033 362 181 1848 |
1840 .....| 181 58 0,052 364 180 1852
1845 .....| 178 55 0,054 367 179 1856
1850 .....] 175 52 0,077 370 177 1859 |
1855 ..... 171 48 0,083 374 175 1862 |
1860 .....} 167 44 0,114 378 172 1864 L
1865 .....| 162 39 0.102 383 169 1866 |
1870 .....| 158 35 0,114 387 166 1868
1875 .....| 154 31 0,129 391 163 1870 F
1880 .....] 150 27 0,370 395 159 1871 |
135 ... 140 17 0,136 105 148 1865 |
1890 .....] 138 15 0,400 407 142 1864
1895 .....] 132 9 0,333 413 132 1859 |
1900 ..... 129 6 0,666 416 121 1853
1905 ... .. 125 2 0,0 420 96 1833
1910 125 2 0,0 420 96 1838
1915 ..... 125 2 420 96 1843
« = 37 8 = 1836
5 = 0,036
Y = 7,95
3 = 76275



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 85 S. M.
— . —— ; — __._..__i
B (¥ D E F G i
280 87 0,057 390 191 1853
275 82 0,060 | 395 189 1856 |
270 77 0,078 400 188 1860
264 71 0,070 406 185 1862
259 66 0,136 411 183 1865
250 57 0,140 420 179 1866
242 49 0,163 428 175 1867 |
234 a1 0,171 436 170 1867 ||
227 34 0,206 443 165 1867
220 27 0,111 450 159 1866
217 24 0,208 453 157 1869
1885 .....] 212 19 0,370 458 150 1867
1890 .....} 205 12 0,417 165 139 1861
1895 .....] =200 7 0,429 470 126 1853
1900 .....] 197 4 0,250 473 113 1845
1905 .....] 196 3 0,333 474 @ 103 1840
1910 ..... 195 2 0,0 475 | 93 1835 |
1915 .....] 195 2 475 | 93 1840
o = 41 0 = 1858
& = 0,040
iz ?é3184?30



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = 90 S. M
A B | C D E 10 G

e _ SRS DR U DU PO _
1830 ..... 332 47 0,021 458 174 1836
1835 ..... 331 46 0,022 452 173 1840
1840 .. ... 330 45 0,044 460 172 1844
1845 ... .. 328 43 0,046 4672 171 1818
1850 ... .. 326 41 0,049 4064 170 1852
1855 ... .. 324 39 0,077 466 169 18,6
1860 ..... 321 36 0,083 469 167 1859
1865 ..... 318 33 0,091 472 1614 1861
1870 ..... 315 30 | 0,100 475 162 1864
1875 ..... 312 27 0,148 478 159 1866
1830 ... .. 208 23 0,130 482 155 1867

(1880 ... .. 305 20 % 0,150 | 485 151 1863
1890 ... .. 302 17 0,177 488 148 1870
1895 ..... 299 14 0,286 491 142 1859
1900 ..... 295 10 0,200 495 132 1864
1905 ..... 2'93 8 0,250 197 128 1865
1910 ..... 291 6 0,333 499 121 1863
195 ..., 290 4 501 112 1859

o = 29 6 = 1858

6 = 0,026

Y = 3,946

6 = 54196




AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z=0 S. F.
‘ A R C D B F G ]

1830 ..... 150,5 101.0 0,026 561 277 1876
1835 ..... 147,9 98,4 0,025 564 276 1880
1840 ..... 145,4 95,9 0,030 566 275 1884
1845 ... .. 142,5 93,0 0,030 569 74 1888
1850 ..... 139,7 90,2 0,035 572 273 1892
1855 ..... 136,5 87,0 0,040 575 271 1895
1860 ..... 133,0 83,5 0,054 578 270 1899
1865 ..... 128,56 79,0 0,052 583 268 1902
1870 ..... 124,4 74,9 0,073 587 266 1905
1875 ... .. 118,9 69,4 0,092 593 263 1907
1880 ..... 112,5 63,0 0,108 599 259 1908
105,7 50,2 0,137 606 290 1505

98,0 48,5 0,171 613 250 1909

89,7 40,2 0,155 622 243 1907

83,5 34,0 0,256 628 237 1906

74,8 25,3 0,288 637 227 1901

67,5 18,0 0,206 644 214 1893

63,8 14,3 618 207 1891

6 = 1897

195109



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

Z =5 S. F.
I
A B ¢ D E F G

1830 .....| 103 6,8 0,0 332 188 1787
1835 ..... 10,3 6,8 0,015 33,2 188 1792
1840 .....]. 102 6,7 0,0 33,3 186 1795 |l

Jisas.....] 102 6,7 0,015 33,3 186 1800 '
1850 .....1 10,1 6,6 0,0 33,4 186 1805
1855 .....] 10,1 6,6 0,015 33,4 186 1810
1860 .....] 10,0 6,5 0,0 335 186 1815
1865.....] 10,0 6,5 0,015 33,5 186 1820
1870 ..... 9,9 6,4 0,016 33,6 185 1824
1875 ..... 9,8 6,3 0,016 33,7 184 1828
1880 ..... 9,7 6,2 0,016 33,8 184 1833
8ss ...l 9,6 6,1 0,033 33,9 183 1837
1890 .....| 94 5,9 0,220 34,1 182 1841
1895 ... .. 8,1 4,6 0,348 35,4 172 1836
1900 .....0 65 3,0 0,433 37,0 157 1826
1905 .....| 52 1,7 0,530 38,3 136 1810
1910 .....} 4,3 0,8 0,375 39,2 110 1789
1915 .....] 40 0,5 39,5 95 1779

o =52 f = 1813
8 = 0,031

v = 0,864

3 = 662,86



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =10 S. F.

| ) o T
‘ A B C D E F G
{1830 U S 2,6 0,038 11,9 154 1753
1835 .....| 50 2,5 0,0 12,0 154 1758
1840 .....} 5,0 2,5 0,040 12,0 154 1763
1845 .....| 49 2,4 0,0 12,1 153 1767
1850 .....| 4,9 2,4 0,042 12,1 153 1772
1855 .....0 438 2,3 0,044 12,2 151 1775
1860 .. ... 4,7 2,2 0,0 12,3 149 1778
1865 .....| 4,7 2,2 0,046 12,3 149 1783
1870 .....| 46 2,1 0,0, 12,4 147 1786
1875 .....| 46 2,1 0,048 12,4 147 1791
1880 .....| 45 2,0 0,0 12,5 145 1794
1885 .....| 45 2,0 0,050 12,6 145 1799
1890 .....| 44 1,9 0,210 12,6 143 1802
1895 ... 4,0 1,5 0,333 13,0 135 1799
1900 .....] 35 1,0 0,200 13,5 120 1789
1905 .....1 33 0,8 0,125 13,7 111 1785
1910.....] 32 0,7 0,286 13,8 106 1785
1915.....| 30 0,5 14,0 95 1779

«=18 6 = 1781
6 = 0,024

78 —;— 0,115

59,76



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = 15 S. F.

A B C p | E F G
1830.....] 5,0 1,0 0,100 8,0 122 1721
1835 4,9 0,9 0,111 8,1 117 1721
1840 .....| 48 0,8 0,125 8,2 113 1722
1845 .....) 4,7 0,7 0,0 8,3 108 1722
1850 .....1 4,7 0,7 0,143 8,3 108 1727
1855 4,6 0,6 0,0 8,4 102 1726
1860 4,6 0,6 0,166 8,4 102 1731
1865 45 0,5 0,0 8,5 97 1731
1870 45 0,5 0,200 8,5 97 1736
1875 4,4 0,4 0,0 8,6 88 1732
1880 4,4 0,4 0,0 8,6 88 1737
1885 4,4 0,4 0,250 8,6 88 1742

J1890 4,3 0,3 0,333 8,7 77 1736
1895.....1 42 0,2 0,0 8,8 65 1729
1900 ..... 42 0,2 0,0 8,8 65 1734
1905 .. ... 4,2 0,2 0,0 8,8 65 1739
1910 ..... 4,2 0,2 0,500 8,8 65 1744
1915.....| 4.1 0,1 8,9 37 1721

o = 0,6 0 = 1730

B = 0,043

v = 0,052

3 =48



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 20 S. F.

J‘ A B C D E | F G

| —_—

l1830 ...l 58 1,1 0,091 12,2 123 1722
1835.....| 5,7 1,0 0,100 12,3 120 1724
‘1840 ..... 5,6 0,9 0,111 12,4 116 1725 |
1845 .....| 55 0,8 0,0 125 111 1725 {
Y1850 ool 55 0,8 0,0 12,5 : 111 1730 :
1855.....] 55 0,8 0,125 12,6 11 1735 |
hseo.....| 54 0,7 0,143 12,6 108 1787
1865.....| 53 06 0,166 12,7 103 1737
y1870 | 52 0,5 0,0 12,8 97 1736
l1875 o 52 0,5 0,200 12,8 97 1741
1880 .....| 5,1 0,4 0,0 | 129 88 1737
885 ... 5,1 0,4 0,250 12,9 88 1742
1890 .....| 5.0 03 | 00 13,0 77 1736
1895 .....| 5,0 0,3 0,333 13,0 77 1741
1900 .....| 49 0,2 0,0 13,1 65 1734
1905 ....1 49 0,2 0,500 13,1 65 1739
1910 .....| 48 0,1 0,0 13,2 46 1725
1915 .....| 48 0,1 13,2 46 1730

a = 0,6 0 = 1733
g = 0,004

v = 0,061

8 = 7,65



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =2 S. F.
- ‘, -
A B C ‘ D ‘ E B G ;
— —
‘1830 7,1 2,2 0,137 23,4 147 1746 \
1835 ..... 6,8 1,9 0,158 23,7 141 1745 *
hsao ... . 6,5 1,6 0,125 24,0 135 1744 ’
];845 o e 1,4 0,143 24,2 130 1744
'1850 ..... 6,1 1,2 0,083 24,4 125 1744 }
l1855 ol os0 1,1 0,091 24,5 122 1746 |
1860 .....0 59 1,0 0,100 24,6 119 1748 ‘
’1865 ol 58 0,9 0,0 24,7 115 1749
1870 .....| 5.8 0,9 0,111 24,7 115 1754
1875 ... | 57 0.8 0,0 24,8 110 1754
880 .....[ 57 0,8 0,0 24,8 110 1759
!wss U 0,8 0,125 24,8 110 1764
1890 ... 5.6 0,7 0,143 249 106 1765
1895 .....| 55 0,6 0.166 25,0 100 1764
1900.....| 5.4 0,5 0,200 25,1 95 1764
1905 .....1 53 0,4 0,250 25,2 88 1762
1910.....| 52 0,3 0,333 25,3 77 1756
1915.....1 5,1 0,2 25,4 65 1749 !
i} | |
a =10 6 = 1753
8 = 0,031
v = 0,051
8 = 54,9



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 30 S.F
A B | c b b E ‘ F G
I ! R S Y
' ]
1830 .. 86 | 33 | 0121 40,4 160 1759
5.....] 82 2,9 0,103 40,8 165 1759
80| 79 26 | 015 41,1 151 1760
s ... 76 2,3 Q 0,087 41,4 147 1761
1850 .....| 7,4 21 | 0095 41,6 143 1762
1855 ... 72 1,9 0,106 418 140 1764
1860 ....| 7,0 1,7 0,059 42,0 136 | 1765
1865.....| 69 | 18 0,062 42,1 134 1768
1870.....] 68 1,5 0,133 42,2 132 1771
1875 .....| 66 1,3 0,154 42,4 127 1771
1880 .....| 64 1.1 0,091 42,6 122 1771
1885 ... 6,3 1,0 0,100 42,7 118 1772
1890 .....| 62 0,9 0,111 428 | 115 1774
1895 .....| 6,1 0,8 0,125 42,9 11 1775
1900 .....| 60 0,7 0,143 43,0 105 1774
1905 .....| 59 0,6 0,166 43,1 100 1774
1910.....] 58 0,5 0,0 432 93 1772
1915 ..... 5,8 0,5 | 432 93 1777

1,5 0 = 1768

0,022
0,023
155,6



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z =35 3. F.

A B C D E F G
1830.....1 10,1 4,7 0,085 59,4 172 1771
1835 ..... 9,7 4,3 0,139 59,8 168 1772 |
1840 ..... 9,1 3,7 0,109 60,4 163 1772
1845 8,7 3,3 0,091 60,8 159 1773 I
1850 ..... 8,4 3,0 0,066 61,1 156 1775
1855 . 8,2 2,8 0,071 61,3 153 1777 J
1860 . 8,0 2,6 0,077 61,5 150 1779
1865 . 7,8 2,4 0,041 61,7 148 1782 |
1870 ..... 7,7 2,3 0,087 61,8 146 1785 I
1875 .....1 75 2,1 0,095 62,0 143 1787
1880 ..... 7,3 1,9 0,052 62,2 140 1789
1885 ..... 7,2 1,8 0,111 62,3 138 1792
1890 ..... 7,0 1,6 0,062 62,5 135 1794
1895.....] 6,9 1,6 0,133 62,6 132 1796 i
1900 ..... 6,7 1,3 0,154 62,8 127 1796
1905 .....] 6,5 1,1 0,273 63,0 120 1794
1910 ..... 6,2 0,8 0,250 63,3 111 1790 |
1915 ..... 6,0 0,6 63,5 88 1772 l_i

. — 4
o= 2,4 6 = 1783
5 — 0,022
v = 0,101
§ = 313,3



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 40 5. F.

A B C D E F G
‘1330 ..... 11,7 5,9 0,085 71,3 179 1778
1835... .. 11,2 5,4 0,074 71,8 176 1780

lhsdo. ... 10,8 5,0 0,080 72,2 173 1782
1845. . ... 10,4 4,6 0,065 72,6 170 1784
1850.....1 10,1 43 0,093 72,9 168 1787
1855. ... 9,7 3,9 0,102 73,3 164 1788
1860. . ... 9,3 35 0,086 73,7 160 1789
1865.. ... 9,0 3.2 0,091 740 | 157 1791
1870.. ... 8,7 2,9 0,103 43 154 1793
1875. . ... 8,4 2,6 0,039 74,6 150 1794
1880. .. .. 8,3 2,5 0,080 74,7 149 1798
tess... | 81 2,3 0,130 749 | 147 1801
hs9o. .. 7.8 2,0 0,100 75,2 142 1801
1895. . ... 76 1,8 0,120 75,4 138 1802
1900. . ... 7.3 1,5 0,133 75,7 132 1801
1905. . .. 7,1 1,3 0,231 75,9 127 1801
1910.. ... 6,8 1,0 0,400 782 | 117 1796
1915. .. .. 6,4 0,6 76,6 102 1786
D N R S |

« =32 6 = 1792
6 = 0,024
v = 0,230
§ = 569,8




AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =45 S. F.

A B C D E F G
%1830 ...... 13,8 7,4 0,081 90,2 187 1786
1835...... 13,2 6,8 0,088 90,8 184 1788
1840...... 12,6 6,2 0,097 91,4 180 1789
1845...... 12,0 5,6 0,089 92,0 177 1791
1850...... 11,5 5,1 0,098 92,5 173 1792
1855...... 11,0 4,6 0,087 93,0 170 1794
1860...... 10,6 4,2 0,095 93,4 167 1796
1865...... 10,2 3,8 0,105 93,8 164 1798
1870...... 9,8 3,4 0,118 94,2 159 1798
1875...... 9,4 3,0 0,133 94,6 155 1799
1880...... 9,0 2,6 0,038 95,0 151 1800
1885, ..... 8,9 2,6 0,040 95.1 149 1803
1890...... 8,8 2,4 0,125 95,2 147 1806
1895...... 8,5 2,1 0,190 95,5 143 1807
1900...... 8,1 1,7 0,235 95,9 136 1805
1905...... 7,7 1,3 0,231 96,3 128 1802
1910...... 7,4 1,0 0,300 96,6 117 1796
1915. . 7,1 0,7 96,9 105 1789

o = 3,7 0 = 1797
6 = 0,025
Y = 0,268
8 = 1032



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 50 S. F.
A B c D E ¥ G
830, ... 17,4 10,4 0,106 113,6 198 1797
'*1835 .... 16,3 9.3 0,086 114,7 194 1798
1840, . ... 15,5 8,5 0,094 115,5 191 1800
|1845 ..... 14,7 7,7 0,065 116,3 188 1802
1850. . ... 14,2 7,2 0,069 116,8 185 1804
1855. . . .. 13,7 6,7 0,060 117,3 183 1807
1860. . ... 13,3 6,3 0,111 117,7 181 1810
1865. . ... 12,6 5,6 0.107 118,4 176 1810
1870. . ... 12,0 5,0 0,120 119,0 173 1812
1875. . ... 11,4 44 0,114 119,6 168 1812
{1880 ..... 10,9 3,0 0,103 120,1 163 1812 |
1885 10,5 35 0,086 1205 160 1814
|1890 ..... 10,2 32 0,125 120,8 156 1815
1895. . ... 9.8 2.8 0,143 121,2 152 1816
1900. . . .. 9,4 2,4 0,166 121,6 146 1815
1905. . . .. 9,0 2.0 0,300 122,0 140 1814
1910, .. .. 8,4 1,4 0,500 122,6 127 1806
1915. . ... 7,7 0,7 123,3 108 1792
o =53 6 =1808
g = 0,028
v = 0,558
§ = 1971



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = DD S. F.

A B C D E F G ﬁ
1830...... 23,0 14,2 0,070 143,0 209 1808
1835...... 22,0 13,2 0,076 144,0 207 1811
1840. ... .. 21,0 12,2 0,082 145,0 204 1813
1845. ... .. 20,0 11,2 0,090 146,0 201 1815
1850...... 19,0 10,2 0,069 147,0 198 1817
1855. .. ... 18,3 9,5 ' 0,092 147,7 194 1818 |
1860...... 17,8 9,0 0,088 148,2 193 1822
1865.. .. .. 17,0 8,2 0,122 149,0 189 1823
1870...... 16,0 72 | 0,139 150,0 185 1824
1875...... 15,0 6,2 0,161 151,0 180 1824
1880...... 14,0 52 | 0,058 152,0 173 1822
1885, .. ... 13,7 1,9 0,102 152,3 171 1825
1890...... 13,2 4,4 0,045 152,8 168 1827
1895. .. ... 13,0 4,2 0,120 153,0 165 1829
1900. .. ... 12,6 3,7 0,081 153,5 162 1831
1905. .. ... 12,2 3,4 0,296 153,8 159 1833
1910...... 11,2 2,4 0,208 154,8 148 1827
1915...... 9,7 0,9 156,3 115 1799

|l
o =76 f= 1820
g =002
v = 0.367
3 = 2716

Afzalipour, 11



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

Z = 60 S. F.
A B C D E F G
1830...... 32,0 17,0 0,118 180,0 215 1814
1835. ... .. 30,0 15,0 0,066 182,0 210 1814
1840. . .. .. 29,0 14,0 0,079 183,0 208 1817
1845. .. ... 27,9 12,9 0,085 184,1 205 1819
1850. ... .. 26,3 11,8 0,093 185,2 202 1821
1855. ..... 25,7 10,7 0,103 186,3 198 1822
1860. ... .. 24,6 9,6 0,125 187,4 194 1823
1865. . . ... 23,4 8,4 0,131 188,6 189 1823
1870. ... .. 22,3 7,3 0,164 189,7 185 1824
1875...... 21,1 6,1 0,180 190,9 179 1823
1880. ... .. 20,0 5,0 0,180 192,0 172 1821
1885 ... .. is,1 4,1 0,226 102,0 165 1819
1890...... 18,2 3,2 0,156 193,8 158 1817
1895. .. ... 17,7 2,7 0,185 194,3 151 1815
1900. . .... 17,2 2,2 0,182 194,8 143 1812
1905. ..... 16,8 1,8 0,168 195,2 136 1810
1910...... 16,5 1,5 0,333 195,5 133 1812
1915...... 16,0 1,0 196,0 117 1801
7,8 0 = 1817

o =

g = 0,030
vy = 0,828
3 = 6916



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = 65 S. F.

A B C D B F G
1830..... 48 24 0,0 222 227 1826
1835..... 48 24 0,042 2122 27 1831
1840..... 47 3 0,043 223 225 1834
1845.. ... 46 P23 0,090 224 224 1838
1850..... 44 20 0,100 226 221 1840
18565, .. .. 42 18 0,222 228 217 1841
1860 .... 38 14 0,143 232 207 1836
186H ... 36 12 0,166 234 202 1836
1870 .... 34 10 0,200 236 195 1834
1876 ... 32 8 0,125 238 ' 188 1832
1880 .... 31 7 0,286 239 183 1832
ils&) e 24 5 0,200 41 172 1826
1890 .... 28 4 0,250 242 165 1824
1895 ... 7 3 0,333 243 153 1817
1900 .... 26 2 0,500 244 140 1809
1905 ... 25 1 0,0 245 117 1791
1910 .... 25 1 0,0 245 117 1796
1915 ... 25 1 245 117 1801

a = 12 6 = 1825
g = 0,038
y = 2,035
3 = 10504



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

x =70 S. F.

l A B C D E F G !
: a
1830..... 75 35 0,029 271 240 1839
1835 . 74 34 0,059 72 239 1843
| 1840 72 32 0,068 274 237 1816 ‘J‘

1845 ..... 70 30 0,033 276 235 1849 “
1850 ..... 69 29 0,103 277 233 1852
18556. ... 66 26 0,115 280 229 1853
1860 ..... 63 23 0,174 283 225 1854
1865 ..... 59 19 0,211 287 218 1852
L‘ 1870 . b5 15 0,266 291 210 1819
H 1875 ... .. b1 11 0,273 295 198 1842
% 1880 48 8 0,250 298 188 1837
I 1885 46 6 0,166 300 178 1832
1890 . 45 5 0,200 301 172 1831
1895 ... .. 44 4 0,250 302 164 1828
§ 1900 ..... 43 3 0,333 303 154 1823
1905 ..... 42 2 0,0 304 143 1817
1910 ..... 42 2 0,0 304 143 1822
',:1915 ..... 42 2 304 143 1827

9 6 — 1839



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =75 S. F.

1 A B G D E F G

(- ER [N U, SO [P [ [
1830 .....1 107 38 0,026 333 243 1842
1835 .....] 106 37 0,054 334 242 1846
w40 ... | 104 35 0,057 336 239 1848
1845 ... 102 33 0,060 338 237 1851 !
1850 .....} 100 31 0,161 340 235 1854
1856H .. ... 3153 206 0,192 345 229 1853 '
1860 ... .. 90 21 0,113 350 221 1850
1865 .. ... &7 18 0,111 353 216 1850
1870 ..., 85 16 0,190 355 211 1850
1875 ... .. 82 13 0,154 358 204 1848

1880 ... .. 80 11 0,091 360 199 1818 |
1885 ... .. 79 10 0,200 361 196 1850
1890 ... .. 77 8 0.250 363 189 1848
1895 ... .. 75 6 0,333 365 177 1841
1900 . ... 73 4 0,500 367 164 1833
1905 ... ‘ 71 2 | 00 369 138 1812
1910. ... 71 2 0,0 369 138 1817
1915 ... 71 2 369 138 1822
= 20 6 = 1842

€

B = 0,031
Y = 3,16
3 = 30165



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

z = 80 S.F.
B C D E ¥ G
165 56 0,036 425 256 1855
163 54 0,037 427 254 1856
161 52 0,038 429 203 1862
159 50 0,060 431 2562 1866
156 47 0,064 434 249 1848
153 44 0,070 437 247 1871
150 41 0,122 440 244 1873
145 36 0,277 445 240 1874
135 20 0,192 455 228 1867
130 21 0,0 460 221 1865
130 21 0,143 460 221 1870
127 18 0,166 463 215 1869
124 15 0,200 466 209 1868
121 12 0,250 469 201 1865
118 9 0,222 472 191 1860
116 7 0,286 474 183 1857
114 5 0,400 476 173 1852
112 3 478 158 1812

o = 31 0 = 1863

B = 0,032

v = 5,188

3 = 82448



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T =8 8. F.
A B . D o F G

1230 ... 235 50 0,060 495 251 1850
1835 ..... 232 47 0,064 498 249 1853
1840 .....1 229 44 0,768 501 247 1856
1845 ..... 226 41 0,073 504 244 1858
1850 .....| 223 38 0,079 507 241 1860
1855 ... .. 220 35 0,114 510 239 1863
1860 ..... 216 31 0,129 514 234 1863
1865 ..... 212 27 0,149 518 229 1863
1870 . 208 23 0,174 522 224 1863
1875, ....] 204 19 0,211 526 217 1861
1880 . 200 15 0,133 530 208 1857
1885 .....] 198 13 0,154 532 203 1857
1890 .....] 196 11 0,273 534 199 1858
1895 ... 194 9 0,222 | " 536 192 1856
1900..... 192 7 0,286 538 183 1852
1905.....] 190 5 0,200 540 171 1845
1910.....| 189 4 0,250 541 162 1841
1915 ..., 188 3 542 157 1841

o = 25 § = 1855

B = 0,031

v = 3,405

3= 66912



AJUSTEMENT DE LA MORTALITE SUEDOISE

T = 90 ST
' o - 1
A P ( D 1 1 P
;
|
1830 302 52 0019 H16 252 1851 {
11835 301 51 0039 549 252 1856 i
1840 299 49 0 020 551 250 1809 |
|
1845 208 48 0042 552 249 1863 |
1850 296 46 0,065 554 248 1867 !
1855 204 13 0070 V57 245 1869 f
[
1860 291 40 0 050 60 213 1872 |
1865 288 33 0 080 567 241 1875 ]
f
1870 284 35 0,143 05 238 1877 |
1875 280 30 0,133 570 233 1877 ]
1880 277 26 0115 574 227 1876 |
11885 273 23 0,174 577 224 1878
1890 269 19 0,160 581 216 1875
1895 266 16 0,190 584 210 1871
1900 203 13 0,231 587 206 1875
1905 261 10 0,100 590 195 1569 |
ll
1910 259 9 0,111 591 191 1870 |
1915 258 8 592 186 1870 |
o= 32 0 = 157V
p = 0,020
Y = 2,487
8 = 62084



Dans les {ables siivantes qui complétent I'ajustiment de
la mortalité suédoise, nous avons posé pour abréger :

A 1age z.

B L (v—vp) ($— o) —n gy 3 (v —v,)?

nZ(v—v,)? -
D: 1088 (»).
E:10%9 (2) (Valeur calculée).
F 1089 (x) (Valeur adoptée).
G 10 [ (@) — € (z)] = 10° [T 4 L(z)).
H:103¢ (z).
I :hiz)+ 1, (Valeur adoptée).
J :—h (z)
K:k(x).
L:10%k (2) [ (2) — & (2)] = 10° [A+ © (2)]
M:10° w ().

N:eggm.
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NATALITE SUEDOISE RECENSEE

NATALITE SUEDOISE RECTIFIEE

— —
t Ny (D) Ny (D) 1
e e !
1833-1837 ..| 250.615 | 239.542 ]
1838-1842 ..} 243.365 | 233.433 J
1843-1847 .. | 258.962 | 247.427
1848-1852 .| 278.825 ] 265.772
1853-1857 .. | 297.371 | 283.646 ‘
1858-1862 .. | 233.335 | 318.68¢
1863-1867 .| 313.367 | 327.018 I
1868-1872 .. | 311.242 | 295.544 ||
1873-1877 .| 316.358 | 328.858
187--1882 .| 316.123 | 328.750
! 1883-1887 ..} 353.796 | 335.183 ’
| 1sss-1s02 | 341,760 | 525405 |
1893-1897 ..} 311.879 | 323.165
1898-1902 ..} 352.024 | 333.254
1903-1907 .| 348.446 | 329.224
1908-1912 ..} 350.071 | 329.778
Ay = 273.000

th

268.500

L Ao (- | N (1) - R
“ 1846-1850. .1 00.000 00.000 |
\ 1851-1855. .| 25.000 24.000
ﬂ 1856-1860. .| 45.000 42.000
[ 1861-1865. .| 59.000 55.500
] 1866-1870..] 68.000 63.500
H 1871-1875. .| 72.500 68.000
l 1876-1880..] 75.000 70.500
/1881-1885. .} 77.000 72.000
| 1886-1890. .| 77.500 72.500
(1891-1895. | 77.800 72.800
! 1896-1900..] 78.200 73.200
| 1901-1905. .| 78.400 73.100
l 1906-1910..] 78.600 73.600
1911-1915. .} 78.700 73.700
Ngi = 3;[9’ — 54.600
t; = 1848
Ny = %‘C_fi = 51.700



NATALITE SUEDOISE RECTIFIEE NATALITE SUEDOISE RECTIFIEE

¢ Ny (=N |Np (5~ XNy -4 Ng—Ngy | N;— Npo

1848 ...... 0.000 0.000 F 0 15.700 | 14.700
1853 ...... 5.000 4.800 5 20.700 | 19.500
1858 ...... 9.000 g.400 ||© 10 24.700 | 23.100
1863 ...... 11.800 [ 11.100 H T 15 27.500 | 25.800
1868 ...... 13.600 } 12.700 | 20 29.300 | 27.400
11873 ...... 14.500 | 13.600 25 30.200 | 28.300
1878 ...... 15.000 14.100 30 30.700 28.800
1883 ...... 15.400 | 14.400 35 31.100 | 29.100
1888 ...... 15.500 14.500 40 31. 2009 29.200
1893 ...... 15.600 | 14.600 45 31.300 | 29.300
1898 ...... 15.600 14.600 50 31.300 29.300
1903 ...... 15.700 14.700 55 31.400 29.400
1908 ......1 15.700 14.700 60 31.400 29.400
11913 ... ... 15.700 14.700 65 31.400 29.400

Ngoo — Ny; = 15.700

Nfoo — Npg = 14.700
Ngoo = Ng; + 15.700 = 70.300
Nfo = Nyi 4 14.700 = 66.400

3 Ngo = Ngi — 15.700 = 38.900
Njo = Ng — 14.700 = 37.000



AJUSTEMENT DE LA NATALITE SUEDOISE

La méthode employée est celle que nous avons indiquée
dans le chapitre VII. L’indice i est relatif au point d’in-
flexion, (t l'indice zéro & la position qu’aurait 'asymptote
inférieure de notre courbe logistique, si celle-ci comprenait
un cycle complet.

Dans ce calcul nous avons posé your simplif er :

A: 0
B: 10—2N,
C: 10—2N,,
D: 10—:N,,
NI(Nyg + Np) —2N, NN, .~

E NN, = 10—2 Noo,

. _1_ I\Io (IV—OO :IVvl) .
Fig L (e —ny) =~

Noo — N, 6 N (Noo——N))

L P TN U (e YT )

G: L N, 5 (Nl (Noo — No) Po

La méme méthode nous a permis I'ajustement de la nata-
lité anglaise dans la péricde (1840-1910); et nous avons
obtenu les relations :

Ny = 178.000 + 292.000

e —0,086 ({ — 1854)"

1+

284.000
— 0,086 (I — 1854)

N; = 166.000 +
1-+e
Nous omettons les détails de ce calcul.



AJUSTEMENT DE LA NATALITE SUEDOISE

$. M.
T — e — -——————!__-—
A B C D E F G

0 157 293 312 314 0,132 0,000
5 207 302 313 314 0,130 | —0,010
10 247 307 313 314 0,124 | — 0,006
15 275 311 |- 314 314 0,135 | — 0,002
20 293 312 314 314 0,121 | —0,032
25 302 313 "314 314 0,126 | — 0,041 ]
i__—?— — ——
Ngoo = 31.400 0o = — 0,015 0
p =—0,13
Ngoo 31.400
Ng (1) = Ngo + © = 38.900 + — .
| e Pl—) PEARICE D
AJUSTEMENT DE LA NATALITE SUEDOISE
S. F.
F — T — —
A B c D E F G
0 147 274 202 293 0,131 0,000
5 195 283 293 204 0,130 | — 0,042
10 231 288 293 293 0,130 | + 0,002
15 258 201 294 294 0,130 | —0,016
20 274 292 294 295 0,120 | —0,018
25 283 293 294 295 0,122 | — 0,041
Njoo = 29.400 po = — 0,019 + 0
p=—20,13
N 29.400
Ny () = Njo + 1% = 37.000 +

l+ep(t_il)_

1

+ e

— 0,13 (1—1848)



CALCUL DE LA NATALITE SUEDOISE

Nous y avons posé pour abréger :

A Le temps
B: t—1,

—3 N7co —2 ,
CG: 10 Ngo+ ——7— | =10 Ny (1) (Valeur calculée).
, 1 +ef =4

—2

D: 10 Ny (#) (Valeur recensée),
E : Erreur absolue,
F . Erreur relative,

N:eo 1

G:10 " ° [N,«o—l— TT;_;%:"’T)—J —10 N¢ (1) (Valeur calculée).

H:10 *

Ny (1) (Valeur recensée),
I : Erreur absolue,

J . Erreur relative,



CALCUL DE LA NATALITE SUEDOISE
A B G D E 1 G H I J
i
1836 ..] — 12 | 443 | 496G 53 | — 0,11 | 421 | 473 | —5H2 | — Q,11
1837 .| — 11 | 450 | 482 | —32 | — 0,07 | 427 | 464 | — 37 | — 0,08
1838 ..} — 10| 456 | 461 | — 5| —0,01 | 433 | 444 | — 11 | — 0,03
1839 ..} — 91 463 | 467 | — 4 | —0,01 | 440 | 447 | —- 7| — 0,02
1840 ..} — 8 471 | 503 | —32 | —0.06 | 447 | 479 | — 32 | -—— 0,07
1841 .. ) — 71 479 | 488 | — 9 | — 0,02 | 454 | 469 | — 15 | — 0,03
61842 L) — 6 488 | 515 | —27 | — 0,05 | 4(2 | 495 | —33 | -—0,07
1843 — D | 497 | 508 | — 11 | — 0,02 | 471 | 484 | — 13 | — 0,03
1844 — 4| 506 | 534 | —28 | — 0,05 | 480 | 513 | -—33 | - 0,06
1845 .. ] — 3| 516 | 526 | — 10 | — 0,02 | 489 | 511 | —22 | — 0,04
1846 ..] — ? | 526 | 513 | 4+ 13| -+ 0,02 | 498 | 485 | + 13 | + 0,03
1817 .. — 1] 536 | 509 | +27 | +005 1507 | 483 | +24 | 40,05 |
J 1848 .. 0| 546 | BR4 | +22 | + 0,04 | 517 | 501 | 4+ 16 | + 0,03
1849 .. L | 556 | 572 | — 16 | — 0,03 | 527 | 551 | —24 | — 0,04
1850 .. 2 | 566 | 566 0 0,00 | 536 | 538 | — 2 0,00
1861 .. 3| 577 | 569 | + 81| + 0,00 | 545 | 542 | 4+ 3 | 4+ 0,01
1852 .. 4 | 587 | 556 | +31 | 40,06 | 554 | 527 | + 27 [ + 0,05
1853 . 5595 | 569 | + 26| + 0,05 | 563 | 545 | + 18 | 4+ 0,03
1854 6| 604 | 613 | — 9| —0,01 | 572 | 588 | — 16 | — 0,03
1855 .. 71 613} 592 | 21 | 40,04 | 579 | 559 | + R0 | + 0,04
N R S S R N B T TR
Afzalipour. 12




|
1867 ..

1868 ..

1875 ..

1869 ..
1870 ..
1871 ..
1872 ..
1873 ..

1874 ..

19
20
21
22
23

24

26

7

621
628
636
642
648
654
659
664
668
672
675
678
681
684
686
688
689
691
693

694

589
Gl1
6568
675
680
646
674
688
696
686
702
661
589
602
616
652
654
674
683

697

+ 32
+ 17
— 22
-—33

— 32

— 24
— 28
— 14
— 27
+ 17
+ 92
+ 82
+ 70
+ 36
+ 35
+ 17
+ 10

+ 0,05
+0,03
--0,03
—0,05
— 0,05
+ 0,01
—0,02
—0,03
-—0,04
—0,02
— 0,04
+0,03
+ 0,16
+0,14
+ 0,11
+ 0,06
+ 0,05
+ 0,02
+ 0,01

0,00

587
594
601 |
607
613

618

664
657
668
627

560

o
~1
ol

583
621
616
642
649

663

+ 26
+ It
— 32
— 34
— 38
— 2
—19
— 27
—33
— 22
— 30
+ 14
+ 84
+ 71
+ 65
+ 29
+ 36
+ 11

—

+ 0,05
+ 0,02
— 0,05
— 0,06
— 0,06

0,00
—0,03
—0,04
— 0,05
— 0,03

— 0,04

+ 0,02

+0,15 |
+0,12
+0,11
+ 0,06
+ 0,06
40,02
+ 0,01

-— 0,01




CALCUL DE LA NATALITE SUEDOISE (suite)

698 | — 3 0,00 | 656
711 | —15 | —0,02 | 657
690 | + 7| + 001 | 658
712 | —14 | —0,02 | 659
685 | +13 | + 0,02 | 660
684 | + 15 | + 0,02 | 660
68) | + 10 | 40,01 | 661

684 | + 16 | + 0,02 | 661
713 | —13 | — 0,02 | 661 |

705 | — 5 | —0,01 | 662
717 | —17 | —0,02 | 662 |
(1887 .1 39 | 701 | 719 | —18 | —0,02 . 662 |
p! 1888 ..} 40 | 701 | 698 | + 3 000 | 662
1889 ..| 4i | 701 | 675 | 4+ 26 | + 0,02 | 663
j 1890 ..} 42 | 702 | 683 | +19 | 40,03 | 663
1891 ..| 43 | 702 | 697 | + 5| + 0,01 | 663 | 659 ! + 4| 40,01
1892 ..| 44 | 702 | 665 | +37 | + 0,06 | 663 | 631 | +32 | 40,05
1893 .| 45 | 702 | 679 | +23 | +0,03 | 663 | 638 | 25 | + 0,04
1894 .. 46 | 702 | 674 | 428 | 40,04 | 663 | 640 | +23 | + 0,04!
1895 .| 47 | 702! 692 | + 10| + 0,01 | 663 | 654 | + 9| + 0,01




1896 ..
1897 ..
1898 ..
1899 ..
1900 ..
1901 ..
1902 ..
1903 ..
1904 ..
1905 ..

1906 ..

1910 ..
1911 ..
1912 ..
1913 ..
1914 ..

1915 ..

49
50

51

64
65
66
67

702
702
702
702
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703
703

703

T
D E
689 | + 13
685 | 4 17
704 | — 2
685 | -+ 15
708 )
718 | —15
703 0
686 [ 4 17
697 | + 6
693 | 4 10
704 | — 1
705 | — 2
714 { —11
719 | — 16
701 | + 2
684 | 4 19
682 | + 21
670 | + 33
6656 | + 38
631 | + 72

+ 0,02
+ 0,02

0,00
+ 0,02
—0,01
—0,02

0,00
+ 0,02
+ 0,01
+ 0,01

0,00

0,00
— 0,02
— 0,02

0,00
+ 0,03
+ 0,03
+ 0,05
+ 0,06
+ 0,11

663
663
663
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664
664

664

661
652
673
676
671
653
653
661
662

663

632
630

599

———
I a
+ 9 40,01
+18 | 4+ 0,03
+ 2 0,00
+12 1 + 0,02
— 9| -—0,01
—12 | — 0,02
— 7{-—0,01
+ 11| + 0,02
+ 11| + 0,02
+ 3 0.00
+ 2 0,00
+ 1 0,00
—11 | —0,02
—12 | —0,02
+ 9| 40,01
+19 | +0,03
+17 | +0,02
+32 | + 0,05
+34 | + 0,05
+65 | + 0,11




Qu’il nous soit permis d’exprimerici tout le plaisir que nous
éprouvons & présenter & notre éminent maitre, M. le profes-
seur G. Darmois — dont nous avons suivi les cours avec le
plus grand profit, tant & la Faculté des Sciences de 1'Univer-
sité de Nancy, qu’a la Sorbonne — I’expression de notre plus
haute reconnaissance et de notre plus sincére gratitude, pour
I'honneur qu’il nous a fait d’accepter la direction de nos tra-
vaux, avec une maitrise et une bienveillance, dont nous ne
pourrons jamais étre suffisamment reconnaissants.

Nous remercions aussi trés sincérement M. M. Huber, direc-
teur dela S. G. F., et M. H. Bunle, de la S. G. F., dont les con-
seils nous ont é£¢ des plus précieux, et qui ont bien voulu nous
fournir toute la documentation et tous les renseignements sta-
tistiques dont nous avions besoin pour nos applications numé-
riques.
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