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A MON MAITRE

E. CARTAN





PREMIÈRE THÈSE

CONTRIBUTION A L'ÉTUDE

DE LA

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE PR0JECT1VE
DES

RÉSEAUX PLANS

INTRODUCTION.

Beaucoup de géomètres se sont occupés des réseaux appartenant à un
espace quelconque, et ont consacré de nombreux Mémoires et Notes à ce
sujet. Mais très peu d'entre eux ont porté leur attention exclusivement
sur les réseaux plans. MM. Fubini et Cëch [1] ont, pour la première
fois, étudié ce sujet d'une manière assez détaillée. C'est M. Fubini [2]
qui a introduit la notion de forme associée à une congruence. On lui
doit encore la considération de l'élément linéaire projectif et le théorème
fondamental sur la déformation projective des [réseaux basé sur cet élé-
ment.

Le degré de généralité des réseaux projectivement applicables sur un
réseau donné, a été obtenu par M. Cëch [3]. M. Borüvka [4], en étu-
diant la correspondance entre deux plans, a trouvé les degrés de généra-
lité :

Des couples de i-éseaux non réglés projectivement applicables par une
correspondance de la deuxième espèce;

Des couples de réseaux doublement réglés projectivement applicables
par une correspondance de la deuxième espèce.

Le théorème sur la propriété géométrique des réseaux à invariants

THESE ALEBOUYEH.



. 2

égaux est dû à G. Kœnigs [5]. lia trouvé aussi la condition pour qu'un
réseau soit asymptotique.

Nous nous sommes proposé d'étudier, en employant le système de
référence mobile, les propriétés infinitésimales projectives des réseaux
plans; et nous avons surtout porté notre attention sur le problème de la
déformation projective qui n'avait pas été encore entièrement résolu.

Nous avons consacré le premier chapitre à des généralités sur les
réseaux plans. La considération des équations différentielles des deux
familles de courbes d'un réseau nous a permis, après la première parti-
cularisation du système de référence mobile, de donner une interpréta-
tion géométrique simple de l'élément linéaire projectif. La notion de
la forme associée à une congruence nous a ser\i à déünir les réseaux à
invai^ants égaux et à aboutir au théorème de G. Kœnigs.

Dans le Chapitre IL nous avons trouvé les invariants fondamentaux
d'un réseau plan et ses équations différentielles réduites.

Les cinq derniers chapitres ont été consacrés à l'étude de la déforma-
tion projective des réseaux.

Ainsi, dans le Chapitre lïï, nous avons établi, en considérant avec
\L Boruvka les caractéristiques d'une correspondance entre deux
réseaux, les conditions d'applicabilité projective. De plus, nous avons
donné une propriété intéressante des courbes de la déformation projec-
tive.

Dans le Chapitre IV, nous avons retrouvé le résultat obtenu par
M. Cech sur la déformation projective des réseaux non réglés et nous
Favons complété en donnant le degré de généralité des réseaux projecti-
vement applicables sur un réseau non réglé donné par une correspon-
dance de la deuxième espèce. Le Mémoire de notre maître M. E. Car tan,
Sur la déformation projective des surfaces [7], nous a guides dans la
résolution du problème suivant :

Etant donnés deux réseaux non réglés, reconnaître s'ils sont projecti-
vement applicables el, dans l'affirmative, trouver la correspondance qui
réalise l'application. Nou^ avons obtenu aussi le degré de généralité des
réseaux non réglés admettant un groupe à deux paramètres de défor-
mations projectives.

Le même Mémoire nou^ a servi, dans le Chapitre V pour résoudre
les problèmes posés sur les formes différentielles invariantes tojCi)2,

Les résultats du Chapitre VI sur la déformation projective des
réseaux réglés sont, à part ceux de MM. Cèch et Borüvka précédemment
mentionnés, entièrement nom eaux.



Enfin, dans le dernier chapitre nous avons résolu le problème de la
déformation projective des réseaux à invariants égaux, en le ramenant à
celui des surfaces non développables.

Qu'il me soit permis, pour terminer, d'exprimer ici à mon Maître,
M. E. Cartan, ma profonde gratitude pour les conseils précieux qu'il
m'a prodigués.



CHAPITRE I.
GÉNÉRALITÉS SUR LES RÉSEAUX PLANS. RÉSEAUX A INVARIANTS ÉGAUX.

1. Les équations de structure du groupe projectif [6J. — Considé-
rons dans un plan, un système fixe de coordonnées projectives. Nous
désignerons par une lettre majuscule telle que A le point analytique
défini par l'ensemble de trois coordonnées; les sjmboles A et pA, où p
est un coefficient numérique, définiront deux points analytiques dis-
tincts, correspondant à un même point géométrique. Nous parlerons,
pour abréger, du point A, entendant par là le point analytique repré-
senté par la lettre A.

Gela posé, considérons un système mobile formé de trois points

A, Ai , A2 ,

assujettis à la seule condition que le déterminant de leurs (3)2 = g coor-
données soit égal à i

(1) [AAiA,]=i .

Un tel système peut être regardé comme un système de référence
mobile, en ce sens que tout point M peut, d'une manière et d'une seule,
être mis sous la forme

M = x0 A -f- X\ Ai -4- x± A2 ;

les nombres 3?0? xx, x2 sont les coordonnées du point M et elles sont
proportionnelles aux coordonnées du point p M qui occupe la même posi-
tion dans le plan. Le système mobile considéré dépend de (3)2 — i = 8
paramètres, et. quand on donne à ces paramètres des accroissements
infiniments petits, on a des formules de la forme

ç dA = Ü>OO A -t- toOi AiH~ to02 A-2,

( 2 ) < dk± = toio A -h cou Ai-+- W12 A 2 ,

( d&% = w2o A -4- o>2i Ai-f- W22 A 2 ,
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où les (ù(j sont des expressions linéaires par rapport aux différentielles
des huits paramètres et sont liées par la relation identique

( 3 ) ü>oo-h ton H- o>22 = o

que l'on obtient en difïérentiant l'équation (i).
Exprimons que les covariants bilinéaires [8] des seconds membres

des équations (2) sont nuls, nous obtenons les équations de structure
du groupe projectif

2

(i) ^y^^l^u^kj] (1, y = 0 , 1 , 2).

Occasionnellement, il y a lieu de considérer, outre le repère ponc-
tuel A, À,, A2, le repère adjoint a, ax, a2 formé des droites :

(5) a = [ÀiA.2j, «i = —[AA2], «2=[AA,J,

on obtient alors le système adjoint à (2)

(6) to.?i d%:

2. Définitions. — Supposons que l'on ait, dans un plan sr, deux
familles de courbes telles que, au moins dans une région de ce plan, par
chaque point passe une courbe de chaque famille. On dit alors que ces
deux familles de courbes forment un réseau plan. Analytiquement, on
obtient un réseau plan en exprimant un point mobile M du plan GT (les
coordonnées homogènes qu'il définit) en fonction de deux paramètres £,,
t<2 'y les deux familles de courbes du réseau s'obtiennent on ne faisant
varier qu'un des deux paramètres £,. t2- Toutefois, pour a\oir un véri-
table réseau, il faut que le déterminant M — — ne soit pas identi-
quement nul, car autrement le point M ( ^ , t2) ne décrirait qu'une courbe
ou bien serait fixe. Nous représenterons un réseau plan par la lettre qui
désigne son point générateur.

La figure corrélative d'un réseau plan est appelée congruence plane.
On obtient une congruence plane en exprimant une droite mobile m du
plan m (les coordonnées homogènes qu'elle définit) en fonction de t\y to',
les courbes de la congruence sont enveloppées par la droite m(tj[, t2)
lorqu'on fait varier un seul des paramètres i,, t2. La congruence serait

dégénérée si m -p1 ~ = o. Nous représenterons une congruence par
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la lettre qui désigne sa droite génératrice. Les congruences

sont liées au réseau M(£|.f2) d'une manière intrinsèque. Les droites a{J

par exemple, sont les tangentesaux courbes £| = const. du réseau M(£<, £2)?
ces courbes forment donc une famille de courbes de la congruence as.

3. Le système de référence mobile attaché à un réseau plan. — Con-
sidérons maintenant un réseau plan et faisons correspondre à chaque
point M de ce réseau un système de référence mobile dont le premier
point A coïncide en position avec M. Ce système de référence mobile
dépend, outre des paramètres essentiels tu t2 qui définissent la position
d'un point du réseau, de six autres paramètres inessentiels u{, w2,..., uit.
Nous allons normaliser le système de référence mobile attaché au
réseau A, c'est-à-dire, définir d'une manière intrinsèque et invariante
les paramètres inessentiels en fonction de ceux essentiels, de façon à
arriver à un repère normal ne dépendant que de deux paramètres tK, t2-
Que le procédé qui suit soit intrinsèque, c'est évident, car nous
n'emploierons jamais explicitement les paramètres £,, t2) qu'il soit
invariant (par rapport au groupe project if) cela résulte de ce que nous
emploierons seulement les expressions oiij qui ne changent pas si l'on
soumet les point À, A l7 \ 2 à une substitution linéaire à coefficients
constants.

Remarquons que, si l'on donne aux paramètres des accroissements
infiniment petits annulant w01, &)02, on obtient

ce qui prouve que la position du point À ne change pas, autrement dit
que les paramètres essentiels £,, t>2 ne varient pas. Les expressions de
Pfaff [13] GÛOI, u>02sont donc deux expressions linéairement indépen-
dantes par rapport aux différentielles de deux paramètres essentiels.

Une particularisation du repère ne pouvant introduire aucune rela-
tion entre t{ et t2i les expressions c*)Oi, w02 resteront indépendantes après
la particularisation. Au contraire, après la normalisation, il ne reste que
les deux expressions indépendantes co0i, w0o <?t toutes les autres formes wfu-
seront linéairement dépendantes de « (H, w02.

On voit que les expressions w01. o)ü2 jouent vin rôle distingué. Nous
écrirons dorénavant, pour plus de commodité, GÙ,, a>2 au lieu de w01, ô oa»

Si on laisse t{ et t* fixes et que Ton fasse varier les u, on change le



— 7 —

système de référence attaché au point donné (£,, t2) du réseau. Nous
désignerons par à un symbole de difFérentiation obtenue en laissant tin

t2 fixes et en faisant varier les paramètres inessentiels u ; le symbole d
se rapporte à une variation quelconque de tous les paramètres. Nous
désignerons, pour abréger, par en ce qui devient o),j quand on emploie
le symbole à de différentiation, en gardant la notation oytj pour le
symbole d. Nous avons manifestement

= ei = e s = o.

Nous particulariserons le système de référence, en prenant les
points A,, A2 sur les tangentes en A aux courbes du réseau. Ce choix
se traduit par les relations

«12 = « 2 1 = O,

d'où
( 0 )12= A i t o i - h A2(*>2,

( 7 ) ) J 7
( OJ.2i = / C L C O I - H A"ât0-2«

Le système de référence mobile ne dépendra alors que de quatre

paramètres inessentiels; nous les désignerons par M , , . . . , ut.

4. Les deux suites des formes différentielles associées à un réseau
plan [12]. — Prenons à chaque point A du réseau, un système de réfé-
rence mobile ayant A comme origine et les tangentes [AA< ], [AA2] aux
courbes du réseau en ce point, comme axes des x et des y. Les équations
différentielles des deux familles de courbes, supposées analytiques, du
réseau par rapport à ce système peuvent être mises sous les formes

( 8 )
r'= OiC-r, y)-

y = tyi(jr, y)-

<p/M typ étant des polynômes entiers et homogènes du degré ƒ>.
La substitution aux coordonnées J?, y des expressions de Pfaffo),, &J2

qui représentent les valeurs de ces coordonnées pour un point infiniment
voisin de A, conduit aux suites des formes différentielles

A chaque choix du système de référence mobile, sont donc associées
deux suites des formes différentielles bien déterminées.!

Pour avoir la loi de formation de ces suites, considérons un point
fixe P et les tangentes aux courbes du réseau en ce point. Les coordon-
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nées #, y de P et les coefficients angulaires y', x' des tangentes aux
courbes du réseau passant par ce poinl, sont des fonctions de l | , t2 ;
Mi,. . . , w47 satisfaisant à certaines équations de Pfafï faciles à former.
Il suffît d'exprimer que le point

P = A 4- x Ai -h y A2
et les droites

[PP^] = (y'x — y)a—y'a1 -+- a,,
f PP'r] = (a? — x'y)a — ai -+-x'a%

sont fixes, ce qui donne

) ( ) = o,
\ d j 4 H a ? + / ( ) ( x \ j w ) = o ;

( ^ y + Wi2 J W i o f X t ( a ) 2 2 W n ) h iCWio J K W 2 0 f j ( ^ t O 2 0 W21 ) ] = O,

\ dx' H- OJ21 # W-20-H ^ ' [ ( W n W2 2) + JKOJ-20 ^ O J i 0 - h ^ ' (^COio W l 2 ) ] = O.

Les coordonnées x.y et les coefficients angulaires y1\ x1 satisfont d'autre
part, quels que soient tu t2', u^. . . , u,n à la relation (8). On en déduit
par différentiation et utilisation des formules (9) et (10)

( I I )

V"1 /

[(ton — w,2)-hjKw20— ^WJO-H(XÜ>O(7 W IO— W 1 2 ) ] -h

étant des termes provenant de la différentiation des coef-
ficients des formes <p;, ̂ /. Les relations (i i) doivent avoir lieu quels que
soient £,, . . ., un mais aussi quel que soit le point fixe P du réseau.
Ce sont donc des identités en x, y et £,, . . ., Urt. Nous pouvons donc
égaler les termes des différents degrés en x, y dans les deux membres
des identités (i i) . Nous trouvons alors, en posant

(12)
i - w o o ) 4 - / w 2 i ] - ^ [#w12-h j(w22— w00)],
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les identités

•—-" 1 0 1 - ^ — - O)2 = dyi -h 9l(0322 — Wil) — / 0 3 i 0 j

àsp+.\ àsp+i -y- ^ ,
àx ôy >p ^p

— o)2i S 9.y 9^— .̂ -h x o)2o S os

àx l ' ày ' "

f W i + fa)2= ^ H

— (0 , 2 S '

Ces formules montrent d'elles-mêmes comment se modifient les cp̂ , typ

par un changement infiniment petit du système de référence mobile.
Elles fournissent donc tous les éléments nécessaires pour le calcul de
ces formes et de leur normalisation.

Nous avons, d'après (i3),

5. Première particularisation du système de référence mobile. — Les
relations (7) conduisent, en utilisant les formules (4), aux équations
quadratiques extérieures

[( dhi— 3 Ai (On — /i2Wjâ)u>i ] -4- [(dh-i— htMn — OJ 0 0 — AiO).2t— o)i0)o)2] = o,

[(dk\ — A:ico>2— w00— /:> CD j 2 — w2o)wi J -+- [( dki — 3 k2 m 22— k\ w2i )wj] = o ;

on en déduit

\ s ^ i = 3 ^ J I A 1 ? 5A2 = (ei i—eOo)A2-4-eio,

( 8ki — ( e-n — 600 ) k± -+- e20 , ô^2 = 3 622 ̂ 2 ;

et des formules
ta', = [0)4(0)1!— w00)] -H [OJ 2 W 2 I J ?

0)3= [ 0)1 0)i2 ]-4- [O)2(O)22— O)00)]
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on obtient
otoi = ( e 0 0 — en )<*>], 8w2 =

On voit alors facilement que les équations

>J = o

sont invariantes; elles définissent respecti\cment les courbes de
Darboux et les courbes de Segre du réseau. De même, on peut constater

que l'expression — ^ =—^- est un invariant absolu; nous l'appellerons,

avec M. Fubini [1]7 Vêlement linéaire projectif du réseau.
Les coefficients h2 et h\ subissent chacun, d'après (io), quand on

modifie le sjsterne de réféience mobile, une substitution linéaire entière
arbitraire; on peut donc les supposer nuls tous deux. On aura alois

ces équations entraînent

( 1 7 ) COto = 3 pCOi -+- "{Wj, W20 = ^W| -h 3(JUO2,

6 1 0 = <?20 = O,

d'où
S \ i = e n A i , ôA2=e22A2,

ce qui prou\e que les positions des points A i? A2 ne changent pas quand
on fait varier les paramètres inessentiels. Les portions des points A^,
A2 ne dépendent donc que de celle du point A. Or, on a

[ 4 2 r f A , ] = — À 2 o > 2 [ A i A 2 ] — C Ö 2 O [ A A 2 ] ,

ce qui montre que, si l'on se déplace sur les courbes Wj = o du réseau A,
les courbes décrites par le point A2 sont emeloppées par les droites
«4 = —[AA2]; ces courbes constituent par conséquent la seconde
famille de courbes de la congruence ai , la première étant formée des
courbes co, = o du réseau A.

Le point (réseau) Aj est donc le second fo\er (réseau focal) de la
droite (congruence) a\ = — [AA2] le premier étantle point (réseau) A.

Les points (réseaux) A,. A sont évidemment liés de la même maniere
à la droite (congruence) a 2 = [ A A , ] . Les points (réseaux) A,, A2 sont
dits les transformés de Laplace du point (réseau) A; et la droite
(congruence) a = [A , A2] est appelée la droite (congruence) de Laplace
relative au même point (réseau).

Ainsi, au réseau A sont associés, d'une manière intrinsèque, les
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réseaux A4. A2 cl les congruences

Les points At et À2 étant les transformés de Laplace du point À nous

appellerons A, A,, A2« le système de référence semi-normal) il dépend

de deux paramètres inessentiels que nous pouvons désigner par uiy u2-

Pour chaque valeur (^,£0) il ^ a oo2 systèmes de référence semi-

normaux; ils sont caractérisés par les équations (^16).

6. Interprétation géométrique de l'élément linéaire projectif. — Les

équations différentielles des deux familles de courbes du réseau A, par

rapport à un système de référence semi-normal A, A o A_>, sont :

( x = k2y H- 62-+-

Soit
P = S.-+- x A\-+- y A%

un point infiniment voisin de A; les droites

; ] = (a: — x'y) \ U \ r l -h [ A \ 2 | -+- x\AA , J,

tangentes aux courbes du réseau en ce point, coupent la droite [AA,]

aux points

TSî z y \ -h {/x — y}A\, Mi= A -+- (a? — a/j

et la droite [AA2] aux points

M 2 = A •+• [y —
d'où

(A, A,, Mi, N, )=

7'

En tenant compte de (17) et en supposant que P ne soit pas situé sur
les axes [AA,], [AA_>] de coordonnées, on obtient :

la partie principale de ( \ , Ai, Mi, Ni) = ;

de même :

la partie piincipale de (A, A2, M2, N2) = hL--t



par conséquent :

la partie principale dé

- [ ( A , A t, M 1 , N 1 ) 4 - ( A , A 2 , M , N 2 ) ] =

7. Réseaux à invariants égaux [5]. — Si l'on forme les covariants
bilinéaires des équations (17), on obtient des équations quadratiques
extérieures qui donnent

de même, des formules

O/, == [ OH ((Du — <00o)], Ü>2= [ Ü)2((O22—

on déduit

On voit alors que les formes différentielles

(19) F = Yü)it°2> G

sont invariantes. La signification géométrique de ces formes est simple.
Considérons, en effet, sur la courbe ot)2=o du réseau A, le point A!
infiniment voisin de A; et sur la courbe w1 = o du réseau A ,̂ le point A7,
infiniment voisin de A i. En négligeant les infiniment petits d'ordre supé-
rieur au premier, nous avons

A' = ( 1 + woo) A -h o>i Ai,

A', = YOJ2A + (I + ton )Ai,

d'où
(A, Ai, A', A', ) = YWI<O2.

C'est la signification géométrique cherchée de cette forme que nous
appellerons la force associée à la congruence a2—[AA^]. En échan-
geant «4 et oo2 nous arrivons à la forme G = 1\^^2 associée à la
congruence a^ = — [AA2] [2].

On dit qu'un réseau est à invariants égaux quand les formes diffé-
rentielles correspondantes F et G sont égales, c'est-à-dire quand

(20) Y = x

ou, ce qui revient au même, quand

(21) w'00 = o.

Les réseaux à invariants égaux possèdent une propriété géométrique
particulière. Soit, en effet,

(22) x\— ÇXiX-i—O
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une conique tangente en A* à [AA<] et en A2 à [AA2]; elle est tangente
en Ai à la courbe w1 = o du réseau Af, et en A2 à la courbe a>2= o du
réseau A2.

On peut évidemment déterminer p de manière que la conique ait un
contact du second ordre avec l'une ou l'autre de ces courbes. On obtient
ainsi deux coniques C1? C2 attachées, d'une manière intrinsèque et
invariante au réseau A.

Considérons sur la courbe co,~o du réseau Aj le point Â  voisin
de A, et sur la courbe oo2 = o du réseau A2 le point A'2 voisin de A2

Aj = Ai -h dA\-\— 0?2 A - h . . .
2

A'2 = [ Xcoi -+- (2)1 A 4- P Xwf -4- (3)1 Ai -h Li -h (i)] A4,

où (n) est un infiniment petit au moins du /iième ordre. Nous avons donc :

p o u r A',, : a?o= YW2-+-(2), # i = i -+- ( i ) , xt = - y t o 2 -+- ( 3 ) ;

p o u r A;
2 : a?o= XtoiH-^2), x\ = - Atof -4- ( 3 ) , x^ = i-+-(i).

Introduisons ces valeurs dans x\—-p#i#2, nous obtenons :

pour A',, : x%— pXiX2 = - 7 ( 2 7 — p ) w ; -h ( 3 ) ,

pour A2 : &o~ p^?i^2= - X(̂ X — p)wf-h(3).

On aura donc la conique C< ayant un contact du second ordre avec la
courbe ŵ  = o du réseau Â  en prenant p = 2y

€1 : x%~ 2p i^ 2 = o,

•et la conique C2 ayant un contact du second ordre avec la courbe w 2= o
du réseau A2 en prenant p = 2I

€2 :

Nous avons ainsi les deux coniques attachées au réseau A. 11 est évident
qu'elles ne sont confondues que dans le cas où y = X. Nous avons sup-
posé implicitement y\ ^é. o. Nous avons démontré complètement le
théorème suivant :



THÉORÈME DE KOENIGS. — Si le réseau A est à invariants égauxr

y -=z\-yé o, et seulement dans ce cas, il existe une conique ayant en
\ , un contact du second ordre avec la courbe wi = o du réseau A,,
et en 42 un contact du second ordre avec la courbe GL>2= O du réseau A2.

8. Classification des réseaux plans. — Formons les covariants bili-
néaires des équations (16), nous obtenons

— 3 / t t ü ) i i ) < j t > i ] — F ( O J 0 O J 2 ) — o ,

O>O[Ü>I] — [(dkî— 3kibitt)oii] = o,

d 'où

^>3) ohi= 3 eu hh Sk*— 3enkt.

Chacune des équations A, = o, A-3 = o a donc une signification inva-
riante. Or, la relation

to i > = o

entraîne

ce qui montre que, bi l'on se déplace sur la courbe OL>2™-O. la droite
[AA4] reste fixe. Cette relation caractérise donc la propriété des courbes
co2= o du réseau d'être rectilignes. 11} a par suite trois cas à distinguer :

[. \ucun des coefficients hiy A*2 n'est nul. Le réseau pour lequel ce
cas se présente est non réglé; il sera désigné par la même lettre que son
point générateur.

II. L'un seul des coefficients A,, k2 est nul; nous poirvons toujours
supposer que c'est h\. Les courbes co2—o du réseau sont alors des
droites. Un tel réseau est simplement réglé\ il sera désigné par la lettre
qui représente son point générateur a\ec l'indice supérieur i. Pour ce

réseau, l'élément linéaire projectif est ̂ -LA et les courbes de Darboux

ainsi que celles de Segre coïncident avec les droites «j ~ o.
III. Les deux coefficients h\, A2 sont nuls. Les courbes d), = o, w 2= o

du réseau sont alors des droites. Un tel réseau est doublement réglé', il
sera désigné par la lettre qui représente son point générateur a\ ec l'indice
supérieur c>. Pour ce réseau, l'élément linéaire projectif est identique-
ment nul et les courbes de Darboux ainsi que celles de Segre sont indé-
terminées.



CHAPITRE H.
LES INVARIANTS FONDAMENTAUX D1UN RÉSEAU PLAN.

L — RÉSEAUX NON RÉGLÉS

9. Les systèmes de référence normaux; les équations différentielles
réduites. — Le réseau étant non réglé, les formules (20$) montrent qu'on
peut supposer

hA= k> — i ,

< 'est-à-dire

( 24 ) W12 = OJj , tO2 l = W 2 ,

et l'on a
<°1L = #22 = O.

\ o u s voyons que loutes les expressions ebj sont égales à zéro. Il n'y a
plus de paramètres inessentiels; pour chaque valeur (£4, t2) le système
de référence A, A,, A2 est parfaitement déterminé ; nous l'appellerons le
système de référence normal. Il est caractérisé par les équations (24).
Or, les systèmes de référence

(?5)i V, sAt, £-A2

et

C>5)i A, sA2 j £2Ai,

où s désigne une racine cubique de l'unité, et ces systèmes seulement,
conservent les équations (24). Le nombre de tous les systèmes de
référence normaux est donc six ; il n'y en a que deux au point de
vue réel.

Les équations différentielles des deux familles de courbes du réseau
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prennent, par rapport à un système de référence normal, les formes

( y' = x -H. . . ,
( 2 6 ) \x' = y-*-

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à i.
On voit que la normalisation de <pi, tyn entraîne celle de ypi typ

(p = 2,3, . . .) de sorte que <p4, ^ caractérisent complètement un
réseau A.

Il est évident que seulement le changement de coordonnées x, y respec-
tivement par

ou par

c'est-à-dire seulement la substitution au système de référence normal A,
Aj, A2 du système de référence (2o)1 ou du système de référence (25)2,
conserve les équations différentielles (26). Nous les appellerons les
équations différentielles réduites du réseau A. Les équations (24)
conduisent aux équations quadratiques extérieures

[ O)2QO)I j -h 3 [0)22^2] == OJ

on en déduit
( (On = octoi-h P(o2, (Oio= 3 p(Oi-h 70)2,

d'où, d'après ( i3) ,

_ I

<28)
9 2 = — -

[;2 = (1-4- \x--h G^ixy -f- 3vjr2)-

Les deux expressions de Pfaff w,, w2 et les quantités a, (3, y,'X, fi, v
sont les invariants fondamentaux du réseau A. On a du reste

(29) o)\ = (2fi-hv)lo)iO)2], w'2 = —(a-f- 2f

Pour les systèmes de référence normaux (26)1 les expressions
analogues à

w i , w 2 j a , p , y , A, {x, v

sont

£ 2 wi , £0)2, sa , E * P , y , X, s4a, e2v ;

pour les systèmes de référence normaux (25)2? elles sont

£ - t O 2 , £O)i, £V, £2{JL, X, y , Ê p , £ 2 a .
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Nous voyons que les expressions

sont déterminées sans ambiguïté par le réseau A*: ce sont les invariants
fondamentaux rationnels de ce réseau.

Pour le réseau À, l'élément linéaire projeclif est alors le rap-

port — des invariants fondamentaux rationnels ŵ  w2, wj + wj, Les

courbes de Darboux et les courbes de Segre sont données respective-
ment par les équations

O) l - h O) \ = 0 , 01 ,( O) \ = O.

Si Ion connaît les invariants fondamentaux, on obtient, à des homo-
graphies près, le réseau A et les systèmes de référence normaux attachés
à lui, en intégrant le système de Pfaff [ (2) , (3), (24), ( 2 7)] sous la
condition initiale (1). Les imariants fondamentaux ne peuvent pas être
choisis arbitrairement; il*> doivent satisfaire aux conditions d'inlégra-
bilité du système précédent qu'on obtient en formant les covariants
bilinéaires des équations (27)

! doLW) } -+- | dfitoy ] -h (^a[j-+-av — > iijt -4- Y — 1) [ o)j 0)2] = o.

3 L dfa 1 1 -h [ r/yo)2 ] + 3 ( 4 p + > fJv — <ZY — yp. — p. ) [ o)j OJ ? 1 = o ;

[ ^/Xoj| | -+- 3[ d\iMi] — 3( 4H-2 •+" ^ ̂ ^ — ^ v — pX — ^ ) [coi 0)2 j = o,

[ ^ W j | H - I dvtû2 ] — ( [JLV -+- aV — > fJfJL -+- X — I ) f COiCO> J = O.

Remarque. — Le système de Pfaff [(2), (3), (24), (27)] , où a, (3y

y, / , p., v sont considérées comme des inconnues, fournit tous les réseaux
non réglée : ce sont les solutions à deux dimensions de ce système
laissant indépendantes les expressions de Pfaff w,, oo2 [9] , [10] e t [ H ] -

Or, le système de Pfaff considéré est, d'après (3o), en involution par
rapport à o>4, G)2, et sa solution générale dépend de deux fonctions arbi-
traires de deux arguments. On \oit, de plus, qu'il ne possède aucune
car acte 1 istique. Nous a^ons donc le résultat évident a priori : Les
réseaux non réglés dépendent de deux f onctions arbitraires de deux
arguments.

10. Les réseaux non réglés à invariants égaux. — Pour un réseau à
invariants égaux nous devons avoir

7 = h
c'est-à-dire

( tO] 1 = CUOi -4- fiü)>, O)io = 3 3o) i -4 - YO>2,
(

3 l
) . o "

TH1 SE ALEBOUYEÏI



f datai J -h [ </3w-> ] -h ( aj3 -h av — •> pjj. H- y — i ) [ a)i w» J = o,

3 [ dfiwi ] -H [ d*{i.ûï 1 -+- 3 ( 4 i^2 -+- 9 ?v — a y — ypi — JJL) [ toi OJ-2 J = o,

[dfywi] H- 3|_<i[j.ca-2 j — 3(4[JL- -h 9a{jL— yv — ffy — [3) | wj w 2 ] = o ,

H- | dvojy } — ( JJ.V -h av — •> pp. -+-7 — 1) | toi w 2 ] — o»
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En formant les covariants bilinéaires de ces équations, nous obtenons

(32)

Le système Pfaff [(2) , (3) , (24), (3 i ) ] . où a. j3, y, JJL, v sont considérées
comme des inconnues, fournit tous les réseaux non réglés à invariants
égaux. Les équations quadratiques extérieures (3a) sont les conditions
d'intégrabilité de ce système. Elles montrent que le système considéré
est en involution par rapport à w1? GO.2, et qu'il admet une solution dépen-
dant d'une fonction arbitraire de deux arguments. On voit, de plusT

qu'il n'y a aucune caractéristique. Les réseaux non réglés à invariants
égaux dé pendent donc d'une fonction arbitraire de deux arguments.

II. — RÉSEAUX SIMPLEMENT RÉGLÉS.

11. Deuxième particularisation du système de référence mobile. —
Le réseau étant simplement réglé, h\ est nul et nous pouvons, d'après (23)>

supposer

nous avons alors

(33) 0Jii=O? OJ>1 = tO.2

et
eti= o.

Le syslème de référence mobile ne dépend plus que d'un paramètre
inessentiel que nous désignerons par ut.

Les équations différentielles de la famille de droites et de la famille de
courbes du réseau A1, par rapport aux systèmes de référence mobiles
satisfaisant aux équations (33), sont

(34 j y = o - . . . . ,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à 1.
Les équations (33) entraînent

f CÜJ0W) J = O,

= o,
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d'où

cl les formules ( i3) donnent alors

(36) ç2 = — 2 T J K 2 ' f\>t = — ~ ( X ^ 2

Remarquons que le transformé de Laplace A, du point À est aussi un
point focal de la droite de Laplace a = [A4 A2] relative à ce point. Le
point A| ne décrit d'ailleurs qu'une courbe qui est l'enveloppe des
droites a2 = [ AA1 ].

12. Particularisation définitive du système de référence mobile. —
Les équations (35) entraînent

[(c/y -h 3YÜ)OO)W2J = o.

\{d\ -h 3 Xtooo )o)i J H- 3[( d\i. -h 2 JJLO)0O)W2 J — 6 ta
2[ o)io)2] = o,

2|JlCOoo)Wj 1 •+" [{ dv -4- VWüo)w-2 ) {1 JJLV -+- X ) [

i° C«s général : 1 yé o. — On peut choisir le système de référence
de manière à rendre \ égal à 1. On a alors

( 3 8 ) oj', = — ( 2 [3 -H- v ) [ o ) i o ) 2 ] , Ü/2 = ( a — j x ) [ o ) t o ) 2 ] .

Les expressions de Pfaff co4, co2 et les coefficients a, [3, y, JJL, V sont les
invariants fondamentaux du réseau A1 ; ils sont liés par les conditions
d'intégrabilité

[ c/yco-2] H- 3ay L o)x o)2 ] = o,

— (av -4- aj3 -h (3{x -h y — 1) [o)io)2j -= o,

[Ö?JX0>2 ] H- (2ajJL — 2 J l 2 — j3) [ Wj OJ2 J = O,

J H- [ C?V0)2 ] -H ( av 2 JJLp — 2 [JLV I ) [ 03 , O)2 ] = O.

(39)

du système de Pfaff [ ( 2 ) , ( 3 ) , ( 3 3 ) , ( 3 7 ) ] .
Les équations différentielles réduites du réseau A' sont

(4o)
x' = y — - ( x- -4- 6 a xy -4- 3 v y1 ) H-. . .,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à 2.
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2° 1 = o. — Dans ce cas. le transformé de Laplace A2 du point A, ne
décrit qu'une courbe; et la droite de Laplace «^[A^Ao] relative à ce
point, est tangente en

H = 3»JL A] — y A2 ,

à une courbe fixe.
Ce cas se subdivise en trois autres cas :

a. i-x ^£ o. — On peut supposer JJL réduit à l'unité. On a alors

( Ü) io=YÜ)2 , W 2 0 = 3 t O 2 ,

( OJoo = Wj -+- pOJ2, 0)9-2 = <*>1 "+• VW2,

(42) W'i = ( 2 p -h V) [W, 0J2], W'2 = O.

L'expression w2 est donc une différentielle totale exacte.
Les expressions de Pfaff GÙI, oo2 et les coefficients a, (3, v sont les inva-

riants fondamentaux du réseau A'; ils doivent satisfaire les conditions
d'intégrabilité

[ <iyto2 ] -+- 3 y [ co.j w2 ] = o,

(43) [ d j W ] — (v H- 2P-+- y) tw,.üj2) = 0 ,

[öïvtó2] ( 2 P -H V ) f ü)-! ü)2 ] = O ,

d u s y s t è m e d e P f a f f [ ( 2 ) , ( 3 ) , ( 3 3 ) , ( 4 i ) ] .
Les équations différentielles induites du réseau A' sont

<44) 3
x' =- y (2 xy -H v y2 ) -h . . . ,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à 2.

b. p. = o, y ̂  o. — Le transformé de Laplace A2 du point A occupe
alors la même position que le point H. Nous pouvons supposer choisi le
système de référence, de manière à avoir y — 1, ce qui entraîne

10., 0 = W.2 ,

(46) (JL>\. = — (2 p -4- v) [w.j o)2 J, Ü)'2 = o.

L'expression co2 est donc une différentielle totale exacte.
Les formules (i3) nous donnent

(47) ?3 = - | r 3 .

Les expressions de Pfaff G^, CO2 et les coefficients (3, v sont les inva-
riants fondamentaux du réseau A1 ; ils sont liés par les conditions
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d'intógrabilité
( 4 8 ) L P -J . -J

d u s y s t è m e d e Pfa f f [ ( 2 ) , ( 3 ) , ( 3 3 ) , ( 4 5 ) ] .
Les équations différentielles réduites du réseau A1 sont

(49)

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à 2.

c. ix = y = o, v ̂ é o. — Dans ce cas, le transformé de Laplace A< du
point A et la droite de Laplace a = [ A 4 A 2 ] restent fixes quand on se
déplace dans le plan; les droites a2 = [AA,] forment un faisceau dont
le centre est Ai? et le transforme de Laplace A2 du point A décrit
la droite a. Nous pouvons supposer v = i; on a alors

= O J 2 0 = O,

L'expression oa2 est donc une différentielle totale exacte.
Les formules (i3) donnent

i

j
= I , 2 , 3 , . . . ) ,

Les expressions <«)i, co2 et le coefficient (3 sont les invariants fonda-
mentaux; du réseau A1 ; ilsdoivent satisfaire à la condition d'intégrabilité
du système de Pfaff [(2), (3), (33), (5o)]

(53) [</?u>2] = o.

Les équations différentielles réduites du réseau A1 sont

3
(54) y=o, xr = y~-y2-+-'--,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs à 2.

d. |JL = v == y = o. — Dans ce cas, il est impossible de particulariser
complètement le système de référence mobile. On a

O J | 0 = tO>o = W22 = O.
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Tous les réseaux A1 qui correspondent à ce cas, sont équivalents vis-à-vis
du groupe projectif, et chacun d'eux admet un groupe projectif à trois
paramètres dont la struclure est donnée par les formules

Pour avoir ces réseaux, on peut prendre, par exemple

u) l =â?£ | , 0)2= dt2, toi = o,

de sorte que les formules (2) deviennent ici

d\ = c ^ A j - f - dt>\2, ö ? \ , = o, d\2= dt2\i.

Ces équations s'intègrent immédiatement et donnent en particulier

A = G -4- (t, -+- - ti) G,

en désignant par G, CM C2 trois points fixes. On a ainsi les coordonnées
fixes d'un point du réseau en fonction de deux paramètres

#0, ifi, 5?_> étant les coordonnées homogènes du point A; ses coordonnées
non homogènes sont

x = #1 -+-

On voit bien que le reseau A1 est formé de la famille de droites t2 = const.

(55) r = *2,

parallèles à l'axe des x (passant par le point fixe Ci ), et de la famille de
conique t\ = const.

(56) # = j j - i - l j ^

surosculatrices en Cj(oo, o) à la conique fixe

x = x-r2.

On pouvait obtenir les équations (55) et (56) immédiatement, en
remarquant que les formules (i3) donnent dans ce cas

de sorte que les équations différentielles de la famille de courbes du
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réseau deviennent

(55) /=o, x' = y.

On trouve sans aucune difficulté que le groupe projectif à trois para-
mètres laissant invariant le réseau A1, est

(56). x = « * ( , _ , , , - , , + -;,,

Y = u\(y ~ t>),
ou

(56), I / i \

Remarque. — Les réseaux A1 les plus généraux sont les solutions à
deux dimensions du système de Pfaff [(2), (3), (33), (37)]. où a, (3, y, [a,
v sont considérées comme des inconnues, laissant indépendantes les expres-
sions de Pfaff GO,, w2. Ce système est, d'après (3g), en involution et nous
avons le résultat évident a priori : Les réseaux simplement réglés les
plus généraux dépendent d'une fonction arbitraire de deux
arguments.

De même, les systèmes de Pfaff [(2), (3), (33), ( 4 0 ] , [(2), (3), (33),
(45)], [(2), (3), (33), (5o)] fournissent tous les réseaux A1, respectivement
dans les cas particuliers a, b* c. Ces systèmes sont, d'après (43), (48),
(53), en involution par rapport à oo<, w2, et nous avons le résultat sui-
vant : Les réseaux simplement réglés dépendent suivant les cas par-
ticuliers a, b. c, respectivement de trois fonctions arbitraires, de
deux fonctions arbitraires, d'une fonction arbitraire d'un argu-
ment.

Chacun des systèmes de Pfaff précédents, possède une famille de
caractéristiques définie par l'équation w 2 = o : c'est la famille de droites
des réseaux intégraux.

13. Les réseaux simplement réglés à invariants égaux. — i° Cas
général. — Si le réseau A1 est à invariants égaux; nous devons avoir

ce qui entraîne
a = o,

de sorte que nous avons

CO|0— W2, W20— '

(57)



avec

(58)
! d\

( du.<x>± j —

[ d\i w i j -+- j d* (o â ] — ( 2 [i 3 ~l"- c> JXV - h -

•

C0; CO)

= o,
= o,
= 0.

2° Cas particuliers. — a. Dans ce cas, le réseau A1 sera à invariants
égaux si

nous avons donc
(59) |<o,.= o, «o,.= 3u,J>

( OJ 00 = = tO i -t— jJtO 2 j (O > 2 ^ = (O | —|- V (0 ±

avec

( [dvU)±] — (f>. p -4- v) [ C0LC02] = O.

b. Dans ce cas, le réseau A1 ne peut pas être à invariants égaux.

c et d. Tous les réseaux A1 sont, dans ces cas, à invariants égaux.

Remarque. — On obtient tous les réseaux A1 à invariants égaux dans
le cas général, en intégrant le système de Pfaff [ (2) , (3), (33), (07)] , où
l'on considère comme des inconnues les coefficients (3, p., v. Les condi-
tions d'intégrabilité (58) de ce système montrent qu'il est en involution
par rapport à co,, a>2, et nous avons le résultat suivant : Les réseaux sim-
plement réglés à invariants égaux les plus généraux dépendent de
trois f onctions arbitraires d'un argument.

De même, l'intégration du système do Pfaff [(2) , (3), (33), (09)J, où
l'on considère les coefficients [3 et v comme des inconnues, donne tous
les réseaux A, à invariants égaux dans le cas a. Les conditions d'intégra-
bilité (6o) de ce système montrent qu'il est en involution par rapport à
co1 ? Go,, et nous avons le résultat suivant : Les réseaux simplement réglés
à invariants égaux dépendent dans le cas particulier a, de deux
fonctions arbitraires d'un argument. Dans tous les cas, il y a une
famille de caractéristiques définie par l'équation w2 = o : c'est la famille
de droites des réseaux intégraux.

III. — RÉSEAUX DOUBLEMENT RÉGLÉS.

14. Deuxième particularisation du système de référence mobile. —
Le réseau étant supposé doublement réglé, les coefficients h\, A"2 sont
nuls. Nous avons alors

(61) O J , - 2 = O , (o2, = o;
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ces équations conduisent aux équations quadratiques extérieures

[ OJ, o CO2 J = O, [ W 2 0 O):l ] = O,

ü)20 = Xo)j j

d'où

(62)

par suite,

(63)

d'après ( i 3

C 0 ; 0 = YO)2

)

I
© 2. = 7f

Remarquons que les transformés de Laplace A4, A2 du point A sont
aussi les points focaux de la droite de Laplace a = [A, A2] relative à ce
point.

Les points A,, À2, décrivent d'ailleurs les enveloppes respectives des
droites a 2 = [ A A 1 ] , a{ = — [AA2].

Formons les covariants bilinéaires des équations (62), nous obtenons

[(dy -h 3 70)00)0)2 | = o, [(dX -h 3 Xo)0o)o>i ] = o,

d'où

( 6 4 ) 8y = — 3<?oo Y, SX =—3<?ooX.

i° Cas simple y = X = o. Dans ce cas, il est impossible de particula-
riser complètement le système de référence mobile. On a

co.l0 = o , w 2 o = o.

Tous les réseaux A2 qui correspondent à ce cas sont équivalents par
rapport au groupe projectif, et chacun deux admet un groupe projectif
à quatre paramètres dont la structure est donnée par les formules

M\ — [w!.(wii. — woo)], w2 = [0)2(0)32— Woo)]j

(w.., — o)oo)'=o., (0J22—a)oo)'=o.

Pour avoir ces réseaux, on peut prendre par exemple

o)., = dtiy W2 = dt±, co.|., — cooo = 0)22 — (Ooo : = o,

de sorte que les formules ( 2 ) deviennent ici

dA = dt±A±-h dtiA*,

ces équations s'intègrent immédiatement et donnent en particulier

A. = C + hCi-h hCz,
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G, C^, C2 étant trois points fixes. On a ainsi les coordonnées fixes d'un
point du réseau en fonction de deux paramètres

#0=1, a?i = £|, xi—ti,

w01 X\i x2 étant les coordonnées homogènes de À; ses coordonnées non
homogènes sont

x = t\ 7 y — t±.

On voit que le réseau A2 est formé de la famille de droites t2 == const.

(65) y=h,

parallèles a l'axe des JC (passant par le point fixe Ci ), et de la famille de
droites t\ — const.

( 6 6 ) * ? = * , ,

parallèles à l'axe des y (passant par le point fixe C2).
On pouvait obtenir immédiatement ces deux familles de droites en

remarquant que les formules (i3) donnent

de sorte que les équalions différentielles des deux familles de droites du
réseau deviennent

(67) y = o , a?'=o

On trouve sans aucune difficulté que le groupe projecl if a quatre para-
mètres laissant invariant le réseau A2, estj

(68) X=M,(a?— *,), Y=uî(y~ti),

ou

(68/ X=zUt(y~- #2), Y = M,(a? —^, ).

Il est évident que les réseaux A2 correspondant a ce ca«, sont à invariants
égaux.

20 y = X •=£ o. — Nous pouvons, d'après (64)^ supposer y _= \ =. 1.
Nous a\ons alors

( CO00 = O.

Dans ce cas, il est impossible d'achever la particularisation du sys-
tème de référence mobile. Tous les réseaux Y- correspondant à ce cas,
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sont projeclivemenI égaux, et chacun d'eux admet un groupe projectif à
trois paramètres dont la structure est donnée par les formules.

Le réseau A2 est à invariants égaux. Nous avons vu au n° 7 que la
conique

$ = X% 1X\ X2 = °>

a en A4 un contact du second ordre avec la courbe décrite par A* et
en A2 un contact du second ordre avec la courbe décrite par A2. Or
cette couique dont l'équation en coordonnées non homogènes s'écrit

(70) $ = 1 — 2 xy = o

est fixe. Soient, en effet, x et y les coordonnées non homogènes d'un
point fixe P du plan. On a

Î
dx -*- W| -+- X(ÙX\ — X(XÜ}V-+~yo}\) = o,

dy -+- w2—JKw-,—y(xoL>.2 H - / t o , ) = o,

et l'équation
= o,

est bien une conséquence de (70), (71*).
Les courbes décrites par A, et par A2 coïncident donc avec la

conique (70); c'est-à-dire que le réseau A2 est formé, dans ce cas, des
droites tangentes à une conique fixe.

3° Cas général y=^X. — Dans ce cas, l'un au moins des coeffi-
cients y, A n'est pas nul; nous pouvons supposer que c'est y. Tl peut
être, d'après (64), réduit à Funité. On a alors :

{ 72 ) O) l o=0)2 , O) a 0= Xo),,

{ 7 3 ) O)00= p«*>2,

X étant un invariant différent de 1 ; et d'après ( i 3 ) .

(74) Ç , = - l 3 . y » .

15. Particularisât ion définitive du système de référence mobile. —
L'équation (73) eniraîne

\(d\i — Pwâ2)to>s] -t-(X — i)fo), w2] = o,

comme X ^é 1. (3 ne peut pas être nul; nous pouvons le supposer égal à
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l'unité. Nous avons alors

(73) ÜJOO=0->2J Ü ) 2 2 = ( ^ I)(*>.!-+-

( 7 6 ) w', = —(V -h!2)[ü) . lÜ> 2] , 1 0 3 = C 1—

elles formules ( i3) donnent

Les expressions de Pfaff w,, w2 et les coefficients A, v sont les inva-
riants fondamentaux du réseau A2. Ils sont liés par les conditions
d'intégrabilité

\ [rfXw.1]-3X[(o.l(dî] = o,
1 7 7 ) \ [rfvwj] - 2(Xv - v - i) [ü)..a)2] = o5

d u s y s t è m e de Pfaff | / 2 ) , ( 3 ) , ( 6 1 ) , ( 7 2 ) . ( 7 5 ) ] .
Les équations différentielles réduites du réseau A2 sont

1 1

2 2

où (/z) désigne une expression au moins du /i ième ordre en x, y»
Si 1 ==. o, le point A2 reste fixe, les droites a = [ At A 2 ] , aA = — [AA2]r

forment deux faisceaux dont ce point est le centre commun. Le réseau
A2 est alors formé des droites tangentes à une courbe fixe décrite par A,
et des droites passant par un point üxe. L'étude du réseau A2 se ra.mèneT

dans ce cas, à la théorie centroproj'ective d'une courbe.

Remarque. — Les réseaux A2 les plus généraux sont donnés par
l'intégration du système de Pfaff [(2). (3), (61), (72), (7^)], où l'on
considère À, v comme des inconnues. Les conditions d'intégrabilité (77)
montrent que ce système est en involution par rapport à w.,, co2, et nous
avons le résultat évident a priori : Les réseaux doublement réglés les
plus généraux dépendent de deux fonctions arbitraires dhin argu-
ment. Il y a deux familles de caractéristiques définies par les équa-
tions w, = o, ooo = o : ce sont les deux familles de droites des réseaux
intégraux.



CHAPITRE III.
CORRESPONDANCE PONCTUELLE ENTRE DEUX RÉSEAUX PLANS.

16. Les caractéristiques [4] . — Considérons deux réseaux plans
quelconques, et une correspondance point par point arbitraire entre eux.
Soient M(£i, t2) et N(£j, £2) les points générateurs de ces réseaux; la
correspondance sera définie par valeurs égales des paramètres tA, t2.

Faisons correspondre à tout point M du premier réseau, un système
de référence mobile formé des points À, AM A2, dont le premier a la
même position que M. De même, associons au point correspondant N
du second réseau, un système de référence mobile B. B| , B2? le point B
occupant la même position que N. Désignons respectivement par w//
et Q[j les composants des déplacements infiniment petits des systèmes
de référence A, A,. A2 et B. B,, B2.

Chacun des systèmes de référence mobile attachés aux réseaux A et B
dépend, outre des paramètres essentiels tA, t2, de six autres inessentiels
que nous désignerons respectivement par ii\, . . ., u^ et p, . . ., p6. Si on
laisse lA, t2 fixes et si Ton fait varier les ç. on change le système de réfé-
rence attaché au point donné (tu t2) du réseau B. Nous désignerons par
•à un symbole de différentiation obtenue en laissant t, t2 et uA, . . ., u^
fixes et faisant varier les paramètres v\ le symbole d se rapportera à une
variation quelconque de tous les paramètres. Nous désignerons, pour
abréger, par £/y ce que devient £2// quand on y utilise le symbole à de dif-
férentiation. en gardant la notation Qij pour le symbole d.

Nous avons manifestement

Q 2 = Ci OJ | -4 - Cy OJ2

£, = £ 2 = S00-f- £ l l - f - £ -22= O,

les coefficients &,, fe2, c1? c2 étant des fonctions de t, £2, des u et des v.



- 30 -

En formant les covariants bilinéaires des équations (79), on obtient
des équations quadratiques extérieures qui donnent

8 6 1 = ( £ 0 0 — £ 1 1 ) 6 1 — e ^ i C i , 8 6 2 = i £ i ) o ~ £11 )b-i— £->ic2 ,

S c i = ( £ O o — £42) C i — £12 6 1 , ô c 2 = ( £ 0 0 — £-22) c-2— £12 6 2 .
(80)

Ces équations montrent comment varient les coefficients b\, 62> Ci? C2
quand on modifie le système de référence mobile attaché au réseau B.
Nous pouvons toujours supposer, d'après (80),

61 = i , & 2 = o , d = o, c 2 = i ;

nous avons alors

Ces équations entraînent

f w ^ û n — Ûoo— ion-h woo)] 4- [Ü>.2(Q.2I — 0)21)] = o,

f u ) j ( Û l 2 — W12)] - h [ü)2 (Ö22— û o o ~ W 2 2 + Woo)] = O,

d'où

( O u ûoo wn + Woo = / Wi + ƒ] to2,

( ÛL2 — CO12 — ̂ i W i + ^ 2 t ó 2 , Û22 — Û00

et
£12 = £21 = £11 — £oo = £ 2 2 — £oo = o.

Après cette particularisation, le système de référence mobile attaché
au réseau B ne dépend plus que de deux paramètres inessentiels ç qui
soient indépendants de t\ t2 et des u.

17. Considérons un point A' infiniment voisin du point A. Dési-
gnons par x, y les coordonnées non homogènes de ce point : elles
sont, aux infiniment petits du second ordre près, égales à «,. GÛ2.
Soit B' le point correspondant infiniment voisin du point B. Désignons
par X, Y les coordonnées non homogènes de ce point; elles sont aux
infiniment petits du second ordre près, égales à QK £22. Déplaçons le
réseau B dans l'espace projectif (c'est-à-dire appliquons-lui une trans-
formation projective) de manière que les points B, B1? B2 viennent res-
pectivement en A, A,, A2. Les points A'etB' coïncideront, d'après (81),
avec un écart du second ordre.

( 8 3 )
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P et Q étant des polynômes homogènes du second degré en x, y, c'est-
à-dire, d'après M. Fubini [2], les réseaux A et B auront un contact
analytique du premier ordre au point A.

Remarquons que les relations (83) entraînent inversement (8i). Par
suite, il y a oo2 manières possibles de déplacer dans l'espace projectif
le réseau B de sorte que, dans sa nouvelle position, Hait en un point h.
un contact analytique du premier ordre avec le réseau A, sans que la
correspondance entre ces réseaux soit altérée.

Le calcul de P, Q se fait exactement comme celui de cp;, ^ô et l'on
obtient

P ( W i , O)2) = COi(Ûn— Qoo— W|1 -4- O)00) H- O)2(Q2 | — (O2i1),
(84)

2 Q ( > i , O J 2 ) — c o i ( Q J 2 — O)12) -+- t o . 2 (û 2 2 — û o o — o)2 2H-

Soit maintenant une courbe T :

y ~ px-h q a^-h . . . (p^é

passant par A; la courbe correspondante A sera

L'homographie qui réalise au point A le contact analytique du premier
ordre du réseau B avec le réseau A, établit en ce point le contact du
premier ordre de A, qui devient

y -r- Q(x, y)=p\œ -h P(#, y)] -+- qoc--h (3 ),

avec F. Il y a exception si T est tangente en A à une des droites définies
par

Q(#, ƒ>#)=ƒ> P(#, px\

ou bien

ou encore, en tenant compte de (84),

(85) V = 0)^(Û|2 O)|2)-+-toiO)2(Q22 ö l l — O)22 4- ton) 0) | (Û 2 | —* CO21 )

= ^J w ? - ( 2 ^ 2 — ƒ ) co? w2 — ( 2 / i — g ) wi co2 — / 2 w J = o ;

le contact de A avec F sera alors du second ordre.
Des formules

Ü', 2 = i ÛioWîJJ -h | (Ûu — Û i 2)Ûiâ |,

û ' 2 , = tü2Oü>j]H- [(Q2 2

on déduit
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d'où
W == o,

ce qui montre que la forme différentielle tp est un Invariant.
Les directions définies en un point A par l'équation *F = o, sont

appelées les directions caractéristiques de la correspondance en ce
point. On peut donc dire : Quand on déplace dans l'espace project if
le réseau B de manière que, dans sa, nouvelle position, il ait en un
point A un contact analytique du premier ordre avec le réseau A,
on réalise au point A le contact du second ordre dune courbe A avec
la courbe correspondante F, si la direction de F à ce point est carac-
téristique, et dans ce cas seulement.

18. Remarquons que l'on a sur F

[ A dk d'1 A ] = W] dtû.) — to2 diû\ -+- co^ w1 2 -+- OJI to2( w.2-> — ion

et sur A

[B dB d'lB ] = W] doj2— (*)•> dto^ -+- (OJÛ12-+- wi w2( û 2 2 — fin) — w§

par conséquent

{ 86 ) W = [ B dB d? B ] — [ A dk d> A ].

Nous pouvons donc dire : Pour qu'ci un point d'inflexion A dune
courbe T corresponde un point d in flexion B de la courbe correspon-
dante A il faut et il suffit que la direction de cette courbe à ce point
soit caractéristique.

19. Une courbe dont la direction dans tous ses points est caractéris-
tique, c'est-à-dire une courbe intégrale de l'équation (85), sera appelée
la (courbe) caractéristique de la correspondance. Une correspondance
étant donnée, l'un seul des cas suivants peut se présenter.

i° II y a trois systèmes oo1 de caractéristiques simples. Une telle
correspondance est nommée une correspondance de la première espèce
(générale).

20 II y a un système 00 ' de caractéristiques simples et un système
oo1 de caractéristiques doubles. Une telle correspondance est nommée
une correspondance de la deuxième espèce.

3° II y a un système oc1 de caractéristiques triples. Une telle cor-
respondance est nommée une correspondance de la troisième espèce.

4° Les caractéristiques sont indéterminées. Une telle correspon-
dance est nommée une correspondance de la quatrième espèce.
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20. La déformation projective. — 11 est évident que les coefficients
de la forme invariante W sont aussi des invariants. On peut d'ailleurs
s'en rendre compte directement, en remarquant que les covariants bili-
néaires des équations (82) donnent

La correspondance entre les réseaux A et B sera une déformation
projective, si les courbes du réseau A(B) font partie de ses caractéris-
tiques.

Prenons les points A< et A2 du système de référence mobile attaché
au réseau A sur les tangentes en A aux courbes de ce réseau. La condi-
tion pour une déformation projective est donc que l'équation (85) soit
vérifiée par co< = o et par co2~ o, ce qui donne

£1 = 0, f 1=0.

Or, on peut, d'après (87), prendre

£2=0, fi=o,

ou
/=o, * = o.-

Par suite, la condition d'applicabilité projective est que le système
de référence mobile étant choisi pour le réseau A, on puisse le choisir
pour le réseau B de manière à avoir, en tenant compte de la corres-
pondance entre les deux réseaux,

(88) Qj[— 0>i, Q>— O>2) ui-) — a>i.>, Q2l=O)21

ou bien

Û! = 0 ) i , Q2 = 0)2,

Qjl Q()0— w l l WOO "+~ f \ W2> ^21 — W21 ~+" fi w l j

21. Le système de référence mobile étant choisi pour le réseau, le
système de référence attaché au réseau B est dans l'un ou l'autre cas,
complètement déterminé.

En tenant compte de (88) ou de (89). les formules (83) deviennent

) 2*
<9O)

T H l S E ALEBOUYEH.



ou bien
— œ-h f

Inversement, les formules (90) ou (91) entraînent les équations (88)
ou (89) et caractérisent par suite une déformation projective.

Remarquons, d'après (88), qu'en prenant ^2 = °if\ = o, nous prenons
les points Bj et B2 du système de référence mobile attaché au réseau B,
de manière qu'ils soient les transformés de Laplace du point B, si les
points A, et A2 du système de référence mobile, attaché au réseau A,
sont les transformés de Laplace du point A correspondant à B.

De même, on remarque d'après (91) qu'en prenant ƒ = o, g = o, on
réalise une application analytique du second ordre des réseaux projec-
tivement applicables A et B.

22. Nous prendrons dorénavant, sauf pour l'étude de la déformation
projective des réseaux à invariants égaux, la condition d'applicabilité
projective sous la forme (88).

Les équations (88) mettent en évidence que la propriété d'un réseau
d'être non réglé, simplement ou doublement réglé 1 est conservée par
la déformation projective.

Nous avons
W = (Oj W 2 ( ^ W 2 — / ü ) i ) — O.

La troisième direction caractéristique est donc donnée par l'équation

(92) #"w2—/wi = o.

Nous l'appellerons la direction principale de la déformation projective.
Les courbes intégrales de l'équation (92), c'est-à-dire, les courbes de

la troisième famille de caractéristiques, sont nommées les courbes de la
déformation projective. Elles jouissent d'une propriété intéressante.
Faisons correspondre, en effet, à tout point A d'une courbe F une
droite

c = [A(pAi-f- crA2) |

passant par ce point et non tangente en ce point à F. Quand on se
déplace le long de F, la droite c enveloppe une certaine courbe. Le point
de contact de c avec son enveloppe est un point

(93) G =

où ir se détermine en exprimant que le point dC est situé sur la droite c.
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On obtient alors la relation

( 9 4 ) (fftoi —' pCO.2)7t = p d<3 — G dp -1- p-ü>l2 <T2Ü>21 -+- p?(C*>22 W11)

qui fournit bien TT si ŒW, — pGa2^o, c'est-à-dire si c n'est pas tangente
en A à T.

Soient A et

la courbe et la droite correspondantes à F et c. Déplaçons-nous le long
de A, la droite l enveloppera une certaine courbe. Le point de contact
de l avec son enveloppe sera

(95) L = Ü J B + pB1 + ffB!,

où m est donné par

(96) (ŒO)I — pw2)üT = p de — G dp

Nous avons donc

( O n ) 7X5 — JU =

Déplaçons dans l'espace projectif le réseau B. de manière que les
points B, B|, B2 viennent respectivement en A, A^, A2. Le point L
viendra alors en

wA + pAi + <jA5=(üT — TU)A -f- G;

il coïncidera donc avec le point C lorsque

(98) m — TU = o.

En général, l'équation (98) exige que p —o ou cr = o, c'est-à-dire
que la droite c soit tangente en A à la courbe &)< = o ou à la courbe co2 = o
du réseau A. Il y a une exception si

ce qui signifie que la courbe F est une courbe de la déformation pro-
jective) alors le point L, dans sa nouvelle position, coïncidera avec le
point G pour chaque choix de la droite c.

23. La direction principale sera indéterminée si l'on a g = o, ƒ = o.
La correspondance qui réalise l'application est alors de la quatrième
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espèce. Or, on a dans ce cas

Û! — toi, Q 2 = t o 2 , Q 1 2 = t o J 2 , Ö 2 l =

Ûoo Woo = On ton = Q22 W22,

et les covariants bilinéaires de ces équations donnent

Par suite, ï/zie correspondance de la quatrième espèce est une corres-
pondance projectile.



CHAPITRE IV.
L'APPLICABILITÉ PROJECTIVE DES RÉSEAUX NON RÉGLÉS.

24. Le système de Pfaff des couples de réseaux non réglés projecti-
vement applicables. — Le système de Pfaff

(88) Qi =c*)i, Q2=w2, Qi2=a>i2, Û2i=co2i,

fournit tous les couples de réseaux A et B projectivement applicables et,
en même temps, pour chaque couple, la correspondance ponctuelle qui
réalise l'application. Il conduit aux équations quadratiques extérieures

(99)
[ O)2 (Û22— QQO (O22-+- ü>oo)l = O,

[ü)l(Ü20 to2o)] + 1 0)21 ( Û22 û l l 0)22-1- 0)u ) ] = O.

Ces équations montrent que le système de Pfaff [88] est un involution
par rapport à wh co2, et qu'il admet une solution générale dépendant de
deux fonctions arbitraires de deux arguments.

On voit de plus qu'il y a deux familles de caractéristiques définies
par les équations &)4 = o, &)2= o : ce sont les courbes des réseaux inté-
graux A et B. Il n'y a aucune solution singulière, et tout couple de
réseaux projectivement applicable provient d'une solution générale du
système [88].

Par suite, les couples de réseaux non réglés projectivement appli-
cables dépendent de deux f onctions arbitraires de deux arguments,

25. Le système de Pfaff de couples de réseaux non réglés projective-
ment applicables par une correspondance de la deuxième espèce [4] . —
On peut toujours supposer que les caractéristiques doubles de la corres-
pondance sont définies par l'équation 032=0. On aura alors tous les
couples de réseaux non réglés projectivement applicables A et B, et, en
même temps, pour chaque couple, la correspondance de la deuxième
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espèce qui réalise l'application, en intégrant le système de Pfaff

(ioo) <
( On — Q o o = o>ii—0)00.

Les équations quadratiques extérieures auxquelles il conduit, sont

(IOI)
[w 2 (û io— wio)] — [ W I Î ( Q 2 Ï — Öoo— W22-+- Woo)] = o.

f 0)1 (Û20 W2o)] -H [W*1 (Û22 ^00— ÜJ22-H t00o) j = O,

2 [0)1 (Û10 WJo)] H- [o)2(Û20 W20)] = O.

Elles montrent que le système de Pfaff [100] est en involution par rap-
port à ût)|, w2, et qu'il admet une solution générale dépendant d'une
fonction arbitraire de deux arguments.

On voit, de plus, qu'il y a une famille de caractéristiques définie
par l'équation co2 = 0. Une solution du système de Pfaff f 100] sera singu-
lière si l'on a

(lO2) Q-22 QoO= <O22— 0)oO.

Les solutions singulières du système de Pfaff (100) s'obtiennent donc
par l'intégration du système de Pfaff [(100), (102)]. Or, les covariants
bilinéaires des équations (100) et (102), donnent

QlO=<Oio, 0 2 0 = WïO.

Par suite, les solutions singulières du système de Pfaff [100] sont
formées par un réseau quelconque A et un réseau B se déduisant
de A. par une transformation projective.

Tout couple de réseaux non réglés distincts projectivement applicables
par une correspondance de la deuxième espèce, provient donc d'une
solution générale. Par conséquent : les couples de réseaux non réglés
distincts projectivement applicables par une correspondance de la
deuxième espèce, dépendent d'une fonction arbitraire de deux
arguments.

Une conséquence immédiate est que : étant donné un réseau non
réglé A il n'y a pas, en général, un réseau B distinct de A qui soit
projectivement applicable sur A par une correspondance de la
deuxième espèce, sinon, en effet, les couples de réseaux non réglés dis-
tincts projectivement applicables par une correspondance de la deuxième
espèce, dépendraient au moins de deux fonctions arbitraires de deux
arguments.
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26. Le système de Pfaff de réseaux projectivement applicables sur un
réseau non réglé donné [3]. — Soit A un réseau non régie, nous faisons
correspondre à chacun de ses points, un système de référence normal.
Soit B un réseau projectivement applicable sur A. Le système de Pfaff

( 8 8 ) Qi — toi, Q 2 = O 3 2 , Q i2=O) |2 , û-21 = 0)21

fournit, de la manière la plus générale possible, le réseau B et la corres-
pondance ponctuelle qui réalise l'application. Il conduit, en tenant
compte de (^4), aux équations quadratiques extérieures.

(io3)

[ o ) i (Qn— QOo— ton-h 0J00)] = o,

[ b)9(Q22— Ooo— W22-h toOo)] = O,

[u)i(Q22— ^00— W22-H woo)J — [to2(Qi0 — (Oio)] = o,

[wi(Û2o — W20)] — [ t ó j ( Q n — ûoo— w n - h to00)] = .0 .

Ces équations montrent que le système de Pfaff (88) est en involution
et l'on a le résultat suivant : Les réseaux projectwement applicables
sur un réseau non réglé donné, dépendent de quatre f onctions arbi-
traires d'un argument.

Il y a deux familles de caractéristiques définies, la première par
l'équation &)i = o, la seconde par l'équation G3 2 = O; ce sont les courbes
des réseaux intégraux B.

27. Le système de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur un
réseau non réglé donné par une correspondance de la deuxième espèce. —
Soit A un réseau non réglé à chaque point duquel nous aurons associé
un système de référence normal. Soit B un réseau projectivement appli-
cable sur A par une correspondance de la deuxième espèce. Le système
de Pfaff

(ioo) <
( un ûoo = W12 to00

fournit, de la manière la plus générale possible, le réseau B et la corres-
pondance de la deuxième espèce qui réalise l'application. Il conduit, en
tenant compte de (^4), aux équations quadratiques extérieures

\ F w->( û^0 — toio ) — coi ( Q9.9 — ûoo — OJ->2 H— tooo") = = o .
(104) " j _ .. ~

— W20)Jz=O,

2 [ U ) I ( Û J O — Wio)] -4- [u)2(Û20 — W2o)] = O-

Ces équations montrent que le système de Pfaff (100) n'est pas en



involutioii ; elles pe rmet ten t de poser

v___y

Les équations quadratiques extérieures qu'entraînent ces équations

donnent, en tenant compte de (27),

( du = (a -H 2 p. 1/ -f- 3 ?)(*>! -+- wca2,
(106) < / X —1

| ? ( 4 P 3 3 j J M h 3 p h 3

Les covariants bilinéaires des équations (106) donnent enfin

[ / g ̂  9
3 UV -+- ( a 2 -h o ix2 H a - + - 2 [ J - 2 p -

-4-1 MW — 2 ( 2 (3 -r- V ) ££2 — 3 P2

7~ ~*~ < ^ — ] o t H ~! x — 2 x 2i3

3
-+- ( ( 2 7 — 3 A - 4 - i ) P

€t cette équation entraîne elle-même

(108) (ou-h 2(JL2— 4 Pi— 2V1-1- a + 2 [x 2 J + v) w2 — g a P2 — 12(2 p -H V)MP

où ƒ, est une fonction homogène du premier degré en u, v, w.

La relation (108) ne pouvant pas être une identité en u, v, w, donne,
par différentiation, deux autres relations de la forme

(10 ) {
( I8P 3 -+- i8awp2-h f>4(2 3 -H v)a*p — 12MPW -1- f\{u, v, w) •+-f{ (u, v, w) = o,

où ƒ, désigne une fonction homogène du degré i en u, v, w,

Les relations (109) ne peuvent pas non plus être des identités en u. v,

w\ en différentiant ces relations on obtient d'autres relations qui ont

encore la même propriété, et ainsi de suite. Si ces nouvelles relations ne

sont pas incompatibles avec les relations (108) et (109), ce que rien

n'oblige à croire a priori, les fonctions inconnues u, v, w, dont dépend

la solution du problème, sont données parle système (108) et (109). Il

en résulte que le réseau B cherché, s*il existe, est en nombre fini.
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En tenant compte du résultat du n° 25, on peut dire :

Les réseaux non réglés, projectivement déformables par une
correspondance de la deuxième espèce, dépendent d'une fonction
arbitraire de deux arguments.

28. Conditions d'applicabilité projective des deux réseaux non réglés
donnés [7]. — Nous nous donnons ici deux réseaux non réglés A, B
et nous nous proposons :

i° De reconnaître s'ils sont projectivement applicables ;
2° Dans les cas où ils le seront, de déterminer la correspondance qui

réalise l'application.

Supposons que le système de référence mobile attaché à chacun des
réseaux A et B soit normal.

Si les deux réseaux sont projectivement applicables l'un sur l'autre,
les invariants a-j-2 JJ., 2(5-j-v ont, d'après (io3), les mêmes valeurs
numériques en deux points correspondants des deux réseaux. Il en est
de même pour tous les invariants qui en sont dérivés, en convenant
d'appeler dérivés d'un invariant I les quantités définies par

d\ =

Posons, pour la simplicité d'écriture,

a •+- i p. = h, 2 P -H v = k.

Cela étant, plusieurs cas sont à distinguer :

I. Les invariants h et k du réseau A ne sont liés par aucune rela-
tion. — II faudra alors que les invariants correspondants h1 et k1 de B
ne soient non plus liés par aucune relation. Formons alors pour chacun
des réseaux les quatre invariants dérivés

Ai, /*->, ki, k±.

Il faudra, pour l'applicabilité projective des deux réseaux que
les quatre invariants h\, h2, ki, k2 soient, pour les deux réseaux, les
mêmes f onctions de h, k.

Réciproquement, s'il en est ainsi, les deux réseaux sont projective-
ment applicables et l'on a sans aucune intégration la correspondance
ponctuelle qui réalise l'application. En effet, établissons la correspon-
dance ponctuelle définie par les relations

h'=h, k'=k,
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on aura en même temps

h\ = hij h'*2 = h±, k\ = k\, k'&1 = k±.

Or, de
dh = h\(jii •+• h-i Mi, dk = A"i coi -+- Â^CO*,

dh! = h\ Oi -H h'2 ®Î, dk' = k{ùi-+- k'2 Û2,
on tire

et par suite la correspondance considérée réalise effectivement Inappli-
cation des deux réseaux.

II. Les invariants h et k de A sont liés par une relation et une
seule. — 11 faudra alors que les invariants h' et k' de B soient liés par la
même relation unique. Supposons, pour fixer les idées, que l'invariant h
ne soit pas constant. Formons ses invariants dérivés h\ et ^2. Il j aura
deux cas à distinguer :

i° Les invariants hA et h2 ne sont pas tous les deux des f onctions
de h. — Supposons, par exemple, h\ indépendant de h. Nous formerons
les invariants dérivés de h^ soient hii7 hi2- H faudra et il suffira alors,
pour l'applicabilité projective des deux réseaux, que A'2, hn, hA2

s'expriment en fonction de h\ h\ de la même manière que A_>, hUy h]2

s'expriment en fonction de A, h\. La correspondance ponctuelle qui
réalise l'application des deux réseaux, est définie par les formules

h' = h, h\ = h\.

2° Les invariants hx et h2 sont des fonctions de h. — II faudra
que h\ et h0 soient aussi des fonctions de h' et s'expriment en fonction
de h' de la même manière que hx et h2 en fonction de h.

Réciproquement, s'il en est ainsi, supposons h{ ^é. o, et considérons
entre les deux réseaux A et B une correspondance définie par les équa-
tions

cette correspondance réalise l'application projective de deux réseaux,
car des équations précédentes et des identités

dh = h\ wi -h hi w>, dh' — h\ Qj -h h'2 uâ ,
on déduit

O ! = 0)1.

La correspondance qui réalise Vapplication dépend donc d'une
constante arbitraire.



Tl semble que, pour obtenir celle correspondance, il faille intégrer
une équation différentielle absolument quelconque, or, on peut se
ramener à des quadratures. Cherchons, en effet, pour w2 un facteur
intégrant de la forme p(h). On a, d'après (29),

[p(A)w 2 ] ' = — h p(/&)[_<*>] Ü)2]

il suffît donc de prendre
Pr(h) =

ce qui donne p(h) par une quadrature.

III. Les invariants h et k de A sont des constantes. — II faudra
que h' et k' soient aussi constants et que les valeurs des constantes
soient les mêmes.

Réciproquement, s'il en est ainsi, la correspondance définie par le
système de Pfaff complètement intégrable

réalise l'application. Cette correspondance dépend des deux para-
mètres arbitraires. On peut l'obtenir' par des quadratures.

Supposons d'abord, en effet h = k = o; on a alors

o/| = o, w'2 = o,

de sorte que si Ton détermine sur chaque réseau, par deux quadratures,
les coordonnées curvilignes #, y définies par

dx = coi, dy =5 w>5

la correspondance ponctuelle qui réalise l'application, est donnée par
les équations

X = x -4- Ci, Y = y -h et.

Supposons maintenant h et k non nuls tous les deux. Les formules

permettent, par deux quadratures, de poser

h to j -+- Â" w2 = Ö?H , e H ca» = dy ;

et en posant (si h ^ o)



on a

hx -h ky
dy

hx -h /

On obtiendra de même pour B deux coordonnées curvilignes X, Y.
La correspondance qui réalise l'application, est alors

X = c\ x — et k, Y = Ci y — c2 h.

29. Réseaux non réglés admettant un groupe à deux paramètres de
déformations projectives. — Ces réseaux, d'après ce qui précède, sont
ceux pour lesquels a + 2/J., 2(3 4-v sont constants. Pour les valeurs c1?

c2 de ces constantes, les réseaux en question sont fournis par le système
de Pfaff

ü ) 1 2 = COi, W21 = to2,

ü > l i = ( C i —

(no)

t o . > o =

0 ) 2 2 =

3 {JLW5,

Il conduit aux équations quadratiques extérieures

( m )

— T — -4- c i c 2 — i

3[<ipü)i]

i ] - (9 Y — X — 3 C2[X + C i C2— l)[(J)iWj] = O,

2 ] + 3 (Y[X -h 2c 2 p — ci y — |JL)

2 J — - 3 (J3X H- 2 Ci p. — c2 A — [3)

Ces équations montrent que le système de Pfaff (110) est en involu-
tion et qu'il admet une solution dépendant de quatre fonctions arbi-
traires d'un argument.

Par suite, les réseaux non réglés admettant un groupe à deux
paramètres 'de déformations projectives dépendent de quatre fonc-
tions arbitraires d'un argument. On voit, de plus, qu'il y a deux
familles de caractéristiques définies par les équations GÔ  = o, o)2 = o :
ce sont les courbes des réseaux intégraux.

Les réseaux non réglés admettant un groupe à deux paramètres de
déformations projectives font partie des réseaux plus généraux que l'on
appelle asymptotico-isothermes (n° 35).



CHAPITRE V.
LES FORMES DIFFÉRENTIELLES INVARIANTES wico2, wj

D'UN RÉSEAU NON RÉGLÉ [7].

30. Considérons un réseau non réglé A. Faisons correspondre à
chacun de ses points, un système de référence normal. Nous avons vu,
au numéro 9, que les formes différentielles quadrique et cubique

sont des invariants fondamentaux rationnels du réseau.
La forme cp, égalée à zéro, donne les courbes du réseau; la forme ^,

égalée à zéro, donne les courbes de Darboux.
On peut remarquer que la forme cp est à un facteur constant près, le

hessien de la forme cubique ty des deux variables u>x et oo2. Rappelons-

nous encore que le rapport - des deux formes cp et ^, est Vêlement
linéaire projectif du réseau non réglé A.

Ces formes cp et tj; posent un certain nombre de questions que nous
allons rapidement passer en revue, parce que certaines d'entre elles ont
un rapport étroit avec la théorie d'application projective. Remarquons
auparavant que la forme ^ n'admet qu'un nombre fini de substitutions
linéaires en co, et co2 : ces substitutions se partagent en trois catégories,
les unes reproduisant la forme cp, les autres multipliant la forme cp par
l'une ou l'autre des racines cubiques imaginaires de F uni té.

On peut dire que, la forme ^ étant donnée a priori, la forme cp est
déterminée à une racine cubique près de Vunité. Si l'on porte son
attention sur l'équation <J» = o, on voit que toute substitution linéaire
qui laisse cette équation invariante, laisse également invariante l'équa-
tion cp = o.

31. Le théorème de M. Fubini. — Le théorème qui constitue en
quelque sorte la théorie de la déformation projective est le suivant :



Pour que deux réseaux non règles soient projectivement appli-
cables, il faut et il suffit que Von puisse établir entre eux une cor-
respondance ponctuelle transformant le rapport - des deux f ormes y

et ty relatives au premier réseau dans le rapport ^ relatif au second
réseau.

Il nous est facile de démontrer ce théorème.
D'abord la condition est nécessaire, car si deux réseaux A et B sont

projectiveinent applicables, on peut choisir les systèmes de référence
mobiles associés aux deux réseaux, de manière à avoir

Q 1 = (j}\ , Q* = Wo, Ö12 — tOl2j Û21 = CO21.

Si donc le système de référence associé au réseau A est normal, celui
associé au réseau B le sera aussi; par suite

Réciproquement, supposons l'existence entre les deux réseaux d'une
correspondance ponctuelle telle que l'on ait (112). On aura alors

Q± = (o-i, . O2 = oi±,

et par suite
ûl2=(O-i2, Û9i=u)2i.

Les conditions d'applicabilité projectives sont donc réalisées.

32. Les réseaux non réglés admettant une forme <]> donnée à l'avance•
— Toute forme cubique qui n'est ni un cube parfait ni divisible par un
carré parfait peut évidemment se mettre sous la forme 57J -f- crij, en dési-
gnant par Eli et ST2 deux formes linéaires convenablement choisies.

Les réseaux non réglés, s'il en existe, qui admettent pour la forme ty.
cette forme donnée à l'avance, se partagent en trois catégories, suivant
que la forme quadratique cp est égale à ÜJJSTO, enji 5J2 ou e2cT.|GTo, s étant
une quelconque des racines cubiques de l'unilé.

Les réseaux d'une même catégorie sont tous projectivement appli-
cables les uns sur les autres. 11 résulte immédiatement de là que les
réseaux non réglés admettant une forme cubique donnée, existent
et dépendent de quatre f onctions arbitraires d'un argument.

Mais, il n'y a, en général, aucun réseau non réglé à invariants
égaux admettant une forme cubique donnée. Cela tient à ce que, si



l'on désigne par £ et t) deux intégrales premières des équations m^ = o et
t*y2 == o, on peut prendre

avec deux fonctions arbitraires de deux arguments; il est vrai que l'on
peut particulariser ƒ et g en remplaçant \ par une fonction de £, et r\ par
une fonction de r\ ; mais cela ne change pas essentiellement l'arbitraire
des éléments qui entrent dans GJ, et 5T2« On peut dire, en somme, que la
forme cubique w'\ -f- zrr̂  dépend de deux fonctions arbitraires de
deux arguments ; comme les réseaux non réglés à invariants égaux ne
dépendent que d'une fonction arbitraire de deux arguments, il est
évident qu'il n'y a, en général, aucun réseau non réglé à invariants
égaux admettant une forme cubique donnée à l'avance.

33. Les transformations de réseaux non réglés qui conservent les
lignes de Darboux. — On peut se proposer de déterminer les réseaux
non réglés pour lesquels, Véquation différentielle ^ = o des lignes
de Darboux est donnée à Vavance. Si l'un de ces réseaux est connu,
tous les autres pourront être mis avec .celui-là en correspondance ponc-
tuelle conservant les lignes de Darboux. Réciproquement la recherche
des réseaux non réglés B qui peuvent être mis avec un réseau non réglé
donné A en correspondance ponctuelle conservant les lignes de Darboux,
revient au problème énoncé.

Remarquons qu'une telle correspondance conserve également les
lignes de Segre

(x>} — O) 2 = O

et plus généralement encore les courbes

( n 3 ) wj -h c3coi] = o (c — const. ^ o;,

qui sont définies géométriquement par la propriété que leur tangente
forme un rapport anharmonique constant avec les tangentes de Darboux
(ou de Segre). Si l'équation différentielle donnée est mise sous la forme

où 5T et 7d2 sont des expressions de PfafF formées au moyen de deux
variables indépendantes £ et Y), il est évident que les réseaux cherchés
seront donnés par l'intégration du système de Pfaff



Les équations quadratiques extérieures 'qu'entraînent ces équations,
sont

i •3[u)iito?]-h [ü>i0ü)2] = o,

1 [w20Wi] -H 3[tÜ22lO2] = O,

], .v ] Y (dt b \ 1
( i i o ) J M - - -h t o n — - w o o — - ojâ j o ) ! = o ,

r Xldt a \ 1
\ ( y 4 " 1 0 2 - " 1 0 0 0 — 7 ü ) 1 ) W i = °'

où l'on désigne par a et b les coefficients qui interviennent dans les
expressions

( I I 6 ) m\ = <

Elles montrent que le système de Pfaff (114) est en involution par rap-
port à co1? GÙO, et nous avons le résultat évident a priori : Les réseaux
non réglés, pour lesquels Véquation différentielle ^ = o des lignes de
Darboux est donnée à Vavance, dépendent d'une fonction arbi-
traire de deux arguments. Les caractéristiques sont données par les
équations &o1 = o el w 2 = o : ce sont les courbes des réseaux intégraux.

34. Proposons-nous maintenant de déterminer les réseaux non
réglés à invariants égaux par lesquels Véquation différentielle ^ = o
des lignes de Darboux est donnée à Vavance. Ces réseaux sont évi-
demment donnés par l'intégration du système de Pfaff

Ü ) i 2 = 0)1, 0 ) 2 1 = 0 ) 2 ,

O)ii = 0CO)i -+- pO)2? O>1 o = = 3 pO)i -f • Y0)2j

0)20 : = : Y 0)i -+- 3 JJ.0)2j OJ22 == fi. O)i -+- V0)2j

Les équations quadratiques extérieures auxquelles conduisent ces
équations sont

(32)

<n8)

[<fawi] -h [d $(*}*]•+• (. ap -+- av — 2 pjJ.-h v — i ) [o>i o)2] = o,

3 [d? [3a)i ] -+- [<i yo)2]-4-3(4 P2-H 2pv — a-y —Y«JL — p.) [o)iO)2 ] = ô,

[ö?YwiJ •+• 3[djJLO)2] — 3 ( 4 p 2 -h2a[j. — yv — Py — (3) [0)1.0)2] = o,

[d\x(x>i ]•+• [d VW2] — ( JJLV -+- av — 2 (3[A -f- Y — 1 ) [0)10)2] = o,

6 \ 1
-1" ' 2 P " h v — 7 W 2 ) wi = 0 ,

\(dt a \ 1



Elles montrent que le système de Pfaff (117) n'est pas en involution.
Nous pouvons d'après (118), poser

/ dt fa \ (b o \
( 1 1 9 ) _ - = ( - - — a ~ 2 [ X ü ) i - h 7 — 2 ^ — v ) w 2 ;

t \ t } \t /

celle équation entraîne Féquation quadratique extérieure

(120) [(da -+- 2 du.)wi ] -4- [(2 d[i -+- <iv)w>] -h fi[o)itx>t] = o,

où f \ est une fonction finie des variables a, . . ., v.
Les équations (3â) et (120) montrent que le système de Pfaff

[(117) (119)] est en involution par rapport à co<, w2, et l'on a le résultat
suivant :

Les réseaux non réglés à invariants égaux pour lesquels Véqua-
tion différentielle ^ = o des lignes deDarboux est donnée à Vavance*
dépendent de cinq fonctions arbitraires d'un argument. On peut
voir facilement qu'il y a cinq familles de caractéristiques : ce sont les
deux familles c*)i = o, <»2= o, de courbes des réseaux intégraux, et
les trois familles OÙ] ~f- ŵ  = o de lignes de Darboux.

35. Étant donnés deux réseaux A et B, peut-on reconnaître syil
existe entre ces deux réseaux une correspondance conservant les
lignes de Darboux, et, dans l'affirmative, comment peut-on déter-
miner cette correspondance ?

Supposons qu'on ait rapporté chacun de ces réseaux à un système de
référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe, sera
donnée par deux relations de la forme :

qui entraînent, d'après (29).

(122) —- H -

où nous désignons par h, k les invariants a -f- 2ju, 2(3H-V du réseau A
et par h', k' les invariants analogues k h, k relatifs à B. Cette dernière
équation entraîne à son tour

Cela posé, deux cas sont à distinguer

THLSC ALEBOinClf.
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i° Si les invariants ks et h2 relatifs à A sont égaux, il faudra alors
qu'il en soil de même pour B. Les équations (i 21) et (122 ) sont alors com-
plètement intégrables. Il y a une infinité de correspondances conser-
vant les lignes de Darboux, et elles dépendent de trois constantes
arbitraires.

Remarquons que l'équation (122) s'intègre d'elle-même par deux
quadratures, car Aw4H-/rw2 et h'Qi -f- krÇl2

 s o n l des différentielles

exactes -— -?, ?-. On a alors
P ?

les équations (121), qui prennent la forme

P p ? ?

s'intègrent par des nouvelles quadratures, car chacun des membres de
ces équations est une différentielle exacte, puisqu'on a, par exemple,

— toi ï = - ki [i 4] [dpoji ] = - k[oj\ co* ]

Les oo3 correspondances cherchées s'obtiennent donc par des quadra-
tures.

Remarquons qu'en posant

? ' P

l'équation des lignes de Darboux se réduit à la forme

(124) dp-t-ch\*=ot

et les correspondances entre les deux réseaux sont

en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus géné-
rales

Ç' = G eÇ - + - C | , 't\' = G £2*r\ -h c>
( E3 = i ) .

Ç' = G z ( \ -+- c i , r j ' = G s î E + c !

En particulier, tout réseau dont les deux invariants /r, et h2 sont égaux
admet avec lui même 00 * correspondances laissant invariantes les lignes de
Darboux. Ces réseaux sont caractérisés par la propriété de Véqua-
tion de lignes de Darboux d'être réductible à la forme (124); en effet
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cette propriété entraine F existence dun facteur p tel que -w, et -w2

soient des différentielles exactes ; cette dernière propriété donne

; [ o J i ^ p J — O, -

d'où
dp j

o

le second membre étant une différentielle exacte, on doit avoir

rl± = k\.

Ces réseaux ont été appelés par M. Fubini [1] asymptotico-isotermes.
Ils dépendent évidemment d'une fonction arbitraire de deux arguments
puisqu'ils correspondent à une même équation différentielle de lignes de
Darboux. De même on voit que les réseaux asymptodco-isothermes à
invariants égaux dépendent de cinq fonctions arbitraires d'un argument.

2° Si Von n'a pas h2 = /r,, on ne devra pas avoir non plus hf
2=k\.

L'équation (i23), en tenant compte de (121), donne In \aleur de t

P- ki — h' .

La correspondance cherchée, si elle existe, conserve donc les expias-
sions de Pfaff

On est alors ramené à un problème classique. On formera pour chacun
des réseaux les quantités a et b définies par

ainsi que les quanti tés c/,, a 2 , è , , 62? • • • qui e n dérivent

da = ct\ vj[-+-at ÜT*,

db = b\ TUI -+- b± T52,

dct L = Cl] 1 ETi -h (lit W* y

Si les quantités a et 6 ne sont liées par aucune relation, il faudra que
les quantités a! et b' relatives au réseau B ne soient non plus liées par
aucune relation; et pour l'existence de la correspondance cherchée, il
faudra et il suffira que a',, a2, 6',, b\2 soient les mêmes fonctions de a!

et b1 que a,, <7-_>, b{, b2 le sont de a et b. Dans ce cas, la correspondance
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est unique et connue sans intégration par les relations

a' = a, b' == b.

Les autres cas se traitent de la même manière.
On peut remarquer ici que les quantités a et b ne peuvent pas être

constantes toutes les deux.
On a, en effet

11 -r-7 T-T =-a\jk\ ht,

d'où
^A"i— dh±

or, le second membre serait une différentielle exacte si a et b étaient des
constantes, comme le montre le calcul de son covariant bilinéaire, et le
premier nombre ne peut pas l'être, car cela entraînerait k{ = h2.

On peut déduire de là en particulier que, si un réseau ri est pas
asymptotico-isotherme, il admet au plus avec lui même oo4 correspon-
dances conservant les lignes deDarboux.

36. Les réseaux non réglés admettant une forme quadratique cp
donnée à Pavance. — On peut poser sur la forme quadratique 9, des
problèmes analogues à ceux qui viennent d'être résolus.

Il n'y a pas lieu de chercher les réseaux pour lesquels l'équation diffé-
rentielle cp = o est donnée à l'avance, car cette équation différentielle est
pour tous ]es réseaux de la même forme

d% dr\ = o.

Proposons-nous donc de chercher les réseaux admettant une forme
quadratique 9 donnée à l'avance, forme qu'on peut toujours supposer
être

où mi et 5T2 désignent deux expressions de Pfaff données. Les réseaux
cherchés s'obtiennent évidemment par l'intégration du système de Pfaff

( I 2 5 ) < - - M " n
(.0-2 = -W±.



- 53 -

Ce système conduit aux équations quadratiques extérieures

= o,

] = O,

[(
[(

—- -h ton —

dt
0J22-4-

oo— btiûA toi I = o,

a \ "1
ooH- - t d i j toi = o.

On voit ainsi que les réseaux non réglés cherchés dépendent d'une
fonction arbitraire de deux arguments. Il y a deux familles de
caractéristiques définies par les équations cô  = o et co2 = o : ce sont les
courbes des réseaux intégraux.

37. Cherchons maintenant les réseaux non réglés à invariants
égaux admettant la forme quadratique cp donnée à Vavance. Ces
réseaux sont fournis évidemment par l'intégration du système de Pfaff

{127) O)n =

O)20 = K

3 = 3 [3o)i -+- yo)2,

2 = JJ.O)i-t- VO32.

(128)

II conduit aux équations quadratiques (32) et

I / ^ 2 ^ -4- v — 6£ OJ2 J wi = 0 ,

\ l dt a \ 1^ T ^ a ^. 2 t a __ Ü J l J t 0 2 J = o .
Les équations (32) et (128) montrent que le système (127) n'est pas

en involution. Nous pouvons, d'après (128), poser

(129) —

cette équation entraîne l'équation quadratique extérieure

(i3o) [( dfa -4- 2 d?n)o>i] — [ ( 2 Ö?J3-4- rfv)o)j] -+• y i [ü ) iü )2 ] = o,

où ^ est une fonction finie des variables a, . . ., v.
Les équations (32) et (i3o) montrent alors que le système de Pfaff

[(127), (129)] est en involution et l'on a le résulsat suivant :

Les réseaux non réglés à invariants égaux admettant une forme
quadratique cp donnée à V avance, dépendent de cinq f onctions arbi-
traires d'un argument. On voit de plus qu'il y a cinq familles



de caractéristiques : ce sont les deux familles (*), = o, w> — o de
courbes des réseaux intégraux et les trois familles co]— (Ù\= O öfe
lignes de Segre.

38. Etant donnés deux réseaux AeiB, peut-on connaître sHl existe
entre les deux réseaux une correspondance ponctuelle conservant la
forme quadratique <p, et, dans l'affirmative, comment peut-on déter-
miner cette correspondance ?

Supposons qu'on ait rapporté chacun de ces réseaux a un sj sterne de
référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe, sera
donnée par deux relations

qui entraînent

(132) h Ûi -h k'Q*-h htù±—

Cette dernière relation entraîne

(133) (h'2 -h k\ — ih' / / )— (/i>H- ki

La quantité A2+A^ — ihk est la courbure de la forme quadra-
tique <p relative au réseau \ . Posons, pour la simplicité d'écriture,

p = h2 -h Ai — ^ //À.

Gela posé, plusieurs cas peuvent se présenter.

I. La courbure p de la f orme quadratique 9 relative à A ri* est pas
constante ; il faudra alors que la courbure// de Ja forme 9' relative à B
ne le soit pas non plus. Formons les invariants dérivésp{ etp2; suppo-
sons, pour fixer les idées, que l'in\ariantp^, ne soit pas nul. La relation

Pl — tp\ = o

donne alors la valeur de t. La correspondance cherchée, si elle existe,
conserve donc les expressions de Pfaff

1
TS\ •==• p i UJiy Wy= CO*.

On est alors ramené à un problème classique. On formera pour
chacun des réseaux les quantités a et b définies par
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ainsi que les quantités a<, a,. biy b2, . . . qui en dérivent. Si les quan-
tités a et b ne sont liées par aucune relation, il faudra que les quantités (i
<3t b1 ne soient non plus liées par aucune relation, et, pour l'existence de
la correspondance cherchée, il faudra et il suffira que a\, r/2, b\, b'2 soient
les mêmes fonctions de a' et b1 que ci\, a2, b\, b2 le sont de a etb. Dans
ce cas, la correspondance est unique et connue sans intégration. Les
.autres cas se traitent de la même manière.

IT. La courbure de la forme quadratique cp relative à A est cons-
tante] il faudra que la courbure de la forme cp' relative à B ait la même
valeur constante. Les équations ( I 3 I ) et ( i32) sont alors complètement
intégrables. Il y a une infinité de correspondances conservant la forme
quadratique ©, et elles dépendent de trois constantes arbitraires.

Remarquons q\\ on peut obtenir ces correspondances par des qua-
dratures, si la courbure de la forme quadratique cp est nulle. En

effet, k(ù2—Aco* et k'Q» — h'Qn sont des différentielles exactes

et — —r ; on a alors

les équations ( 131 ) qui prennent alors la forme

G G

s'intègrent par des nouvelles quadratures, puisque chacun des membres
de ces équations sont des différentielles exactes.

On peut remarquer qu'en posant

la forme quadratique cp se réduit à la forme

(i34) ? = d\dt\

€t les correspondances entre les deux réseaux sont

~

en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus gêné-
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raies
Ç ' = C E ? - h Ci, i r ) ' = -^ £2TQ H - c>,

S' = C £7) - h C i , Yj' = — £2 Ç -4- C i .

En particulier, tout réseau pour lequel la f orme quadratique cp est
de courbure nulle admet avec lui-même oo] correspondances laissant
cette f orme cp invariante. Ces réseaux sont caractérisés par la propriété
de la forme quadratique cp d'être réductibles à la forme ( 134).



CHAPITRE VI.
L'APPLICABILITÉ PROJECTIVE DES RÉSEAUX PLANS RÉGLÉS.

I. — LES RÉSEAUX SIMPLEMENT RÉGLÉS.

39. Le théorème de M. Fubini. — Pour que deux réseaux simple-
ment réglés soient projectivement applicables, il faut et il suffit que
Von puisse établir entre eux une correspondance ponctuelle trans-
formant Vêlement linéaire projectif du premier réseau dans celui du
second réseau.

Supposons, en effet, deux réseaux simplement réglés A1 et B* projec-
tivement applicables, et admettons que nous ayons choisi le système de
référence associé à A1 de manière à avoir les relations (33). Le système
de référence associé à B1 qui réalise l'application est tel que

1 3 ! = tOi, Ql=z ü)2j Q , 2 = W]2, Q>i = t*>2l-

On aura donc
Û12=o, Û21=Û,

et par suite

ÏI35Ï Ûl __WI

Réciproquement, supposons qu'il soit possible d'établir une corres-
pondance ponctuelle entre les deux réseaux transformant l'élément linéaire
projectif de l'un dans celui de l'autre; nous pouvons admettre qu'on a,
pour chacun des deux réseaux, particularisé le système de référence
mobile de manière à avoir les relations (33); on aura alors pour toute
variation permise de l'un ou de l'autre des systèmes de référence

(i36)
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Or, l'égalité (i35) entraîne

mais on peut, d'après (i36), modifier le système de référence associé
à B1 de manière à avoir u = i.

On aura donc

Les conditions d'applicabilité projeclive sont donc réalisées.

40. Le système de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur
un réseau simplement réglé donné. [3] — Soit A1 un réseau simplement
réglé pour lequel nous aurons complètement particularisé ie système de
référence mobile. Soit B' un réseau projectivement applicable sur A1.

On aura, de la manière la plus générale possible, le réseau B' et, en
même temps, la correspondance ponctuelle qui réalise l'application en
intégrant le système de Pfaff

(88) Oi = o>i, Ü 2 = O J 2 , Qi-2=toi2j Q21 = toâi.

Il conduit, en tenant compte de (33), aux équations quadratiques exté-
rieures

' [toi(Q|j — Qo o—ton-H cooo)] = o,

1 I to i ( »« 9 o ~~~ ("̂ -> o / I — I (^ * ( (o 11 — ^ o o — (^ 11 *< (*) o o / — O.

On voit bien, d'après (i3-), que les réseaux projectivement appli-
cables sur un réseau simplement réglé donné, dépendant de quatre
fonctions arbitraires d'un argument.

Les courbes w, = o, «.> — o des réseaux intégraux sont les caractéris-
tiques du système de Pfaff (88).

41. Le système de Pfaff des couples de réseaux simplement réglés
projectivement applicables par une correspondance de la deuxième
espèce. — II > a deux cas à distinguer :

L Les caractéristiques doubles sont les courbes w1=:o;
II. Les caractéristiques doubles sont les droites G)2

:= O.

Dans le premier cas, le système de Pfaff

( 0 J 1 2 = O , Q.>2— Qoo=(*>22 (*>00j
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et dans te second cas, le système de Pfaff

(i39)
( t012—O, 12n — 1200 = (Du — (

fournit tous les couples de réseaux simplement réglés projectivement
applicables et, en même temps, pour chaque couple, la correspondance
de la deuxième espèce qui réalise l'application.

Ils conduisent respectivement aux équations quadratiques extérieures

[WI(QM — Ooo— ton-h Woo)] = °,

f to2(ûio-— w i0)J == o,

o— Wio)J -H ? [ w 2 ( Q>Q— w 2 ü ) ] = o,

et

[ to2(Qio— toio )] = o,

2 f (0](Ûio (-Oio) | -f- [OJ2(Û>0 W2û)J = O,

fb)> OJinl = O.

(i4i)

On \oit, d'après (i4°) et(i4i), que chacun des systèmes de PfafT(i38)
et (139) est en involution et admet une solution générale dépendant de
cinq fonctions arbitraires d'un argument.

Le système de Pfctff (138) possède deux fcuiiilles de caractéris-
tiques : ce sont les couibes a), = o et les droites w 2 = o des réseaux
intégraux. Une solution de ce système sera singulière, si Ton a

Le système de Pfaj} (Ï3C)) ne possède cju'ujie famille de caracté-
ristiques : la famille de droites co_> = o des réseaux intégraux. Une
solution de ce système sera singulière, si l'on a

On \oiL comme au n° 25, que les solutions singulières de chacun
des deux systèmes de Pfciff( 138) et (i3c)) sont formées par un réseau
simplement réglé quelconque A' et un réseau B' se déduisant de A4

par une transformation projectile.
Tout couple de réseaux simplement réglés distincts projecti\ement

applicables par une correspondance de la deuxième espèce, pro\ient donc,
dans l'un et l'autre cas, d'une solution générale.
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Par suite, les couples de réseaux simplement règles distincts pro-
jectivement applicables par une correspondance de la deuxième
espèce, dépendent de cinq f onctions arbitraires d'un argument.

Il en résulte immédiatement que les réseaux simplement réglés pro-
jectivement dèformables par une correspondance de la deuxième
espèce sont exceptionnels : sinon, en effet, les couples de réseaux sim-
plement réglés distincts projectivement applicables, par une correspon-
dance de la deuxième espèce, dépendraient au moins d'une fonction
arbitraire de deux arguments.

42. — Le système de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur
un réseau simplement réglé donné par une correspondance de la deuxième
espèce. — Soit A1 un réseau simplement réglé pour lequel nous
aurons complètement particularisé le système de référence mobile.
Soit B1 un réseau projectivement applicable par une correspondance de
la deuxième espèce sur A1.

I. On aura, de la manière la plus générale possible, le réseau B' et la
correspondance de la deuxième espèce qui réalise l'application et qui
admet les courbes co1 = o comme caractéristiques doubles, en intégrant
le système de Pfaff

( QL=C*)i, Q2=ü)2, Qj2=tói2, Q21=<*)21,
( 4 ? ) l

Il conduit, en tenant compte de (33), aux équations quadratiques
extérieures

(i43)

[tO1(Ûn-— O0o— W11-+- (O00)J = O,

[w2( Q10— wio)] = o,

o— w»o)] — | wâ(QJt— Qoo— wn+wjo) ] = o,

[d>l(Qio Wio)] -h 2 [ (

Ces équations montrent que le système de Pfaff (i42) n'est pas en
involution, et permettent de poser

Û l l — Û 0 0 = W l l — Woo-t- WW],

( l 4 4 ) Û i o = IO10-+- 2 P ü ) 2 ,

O20 = WâO "+- V W| — UOi±.

Ces équations enlraînenl les équations quadratiques extérieures

[wi(rftt~MWu — o)00)] —

= o.
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i° Cas général. — Les composantes du déplacement infiniment petit

du système de référence mobile attaché au réseau A1, satisfont aux
équations (33), (37). Les équations (i45) permettent alors de poser

_ 1

>

<i46)
dv •

Ces équations entraînent

dw — o w(o)u — woo)

= — 3fxw2 — 3 P 2 - + - MW

i a —JJL PT +-3{JLIJ w + 3 ( 1 ïPT + 3 { I J w + 3 ( 1

-+- 3 uv -h f 1 — - ) u to2,

et celle-ci conduit enfin à la relation

(3{JLV -+ -2^ -4 -3 {X2-h2Y — i ) W^-f- C)V P~-h l8fX WP — ÔPW -+-ƒ1

où f\ désigne une fonction homogene du premier degré en M, P, ÇV.
La relation (148 ) ne peut pas être une identité en w, ç, w\ elle donne

par différentiatîon, les relations

36 UL U-i> —

, P,

où ƒ/ désigne une fonction homogène du degré i en u, r, v̂. Les rela-
tions (149) n e peuvent pas non plus être des identités en M, P, W\ elles
donnent par différentiation d'autres relations qui ont encore la même
propriété, et ainsi de suite. Si ces nom elles relations ne sont pas incom-
patibles avec (148) et (149), ce que rien n'oblige à croire a priori, les
fonctions inconnues u, r, w. dont dépend la solution du problème, sont
données par les équations (148) et (i49)-

Par suite, le réseau Bl cherché, s1 il existe, est en nombre fini.

20 Cas particuliers. — a. Les composantes du déplacement infini-
ment petit du système de référence mobile attaché au réseau A1, satisfont
aux équations (33) et (41)- Les équations (i45) permettent alors de
poser

!

d

dv
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Ces équations entraînent

= — 3 w2 — 3 P- -h uw— l- ( 3y -4- y â) M — ? Y p -4- 6 cv coi -t- (3 MP — 2 u J o>ir

et celle-ci conduit à la relation

(1Ô2) (3.*> t3 -h v -+- o Y ) M 2 H- </V p--h 18MP — fivw -+-fi(u, v, w) = o.

Cette relation entraine par différentiation, les deux relations

j I 8 P { -h i8v ?^P2H- 36 ?A-P — i > uvw •+-f'<À{ u, v, w) -h f\ ( u , v1 w) = o y

( — i8wp2-hf"2(u, v, w)-hf'[(u7 p, w) = o.

On voit bien que dans ce cas aussi, le réseau cherché B1, S'JÏ exister

est en nombre fini.

6. Les composantes du déplacement infiniment petit du système de
référence mobile attaché au réseau A1, satisfont aux équations (33) et
(45). Les équations (145) permettent de poser

« du — M ( O J H — OJOO) = wwi -+- 3

I
i dv -h 3PCO0O = - u(i -4- f>.p)coi— wta>,
î 2t

Ces équations entraînent

( iôÔ ) dw — •> w( toi i — Woo ) == ( — 3 p- -h uw $u — -PJ0JJH-/3MP — — j (xaT

et celle-ci conduit à la relation

(i56) 2M-+9VP' 2—6PW-+~/I(W, P, W) = O,

qui entraîne elle-même les relations

£ I8P 3 H-i8v MP2—19 MPw -1- /7
a( u, P, W ) H - / /

I ( Ï « , P, tv) = o,

) —i8ap--h ƒ'/, ( u, P, W ) + / J ( M , P, «0 = o.

Par suite, le réseau B1 cherché, s'il existe, est en nombre fini.

c. Les composantes du déplacement infiniment petit du système de
référence mobile attaché au réseau A1, satisfont aux équations (33)
et (5o).

On peut alors, d'après (i45)? poser

i du—w(wn — u)oo) == wü>i-t-3PO>2,

) dv -+- 3 P C O 0 O = UPO)I—wo)2.
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Ces équations entraînent l'équation

(109) dw—^(^(wii—ü)oo) = (—3 v1

et celle-ci conduit à

(160) qv-—6PW=O.

Il y a donc deux cas possibles : v = o ou 3 v — 2 w = o.
Mais, en réalité, il n'y en a qu'un seul. En effet, en différentiant

l'équation
3 v — 2 w = o,

on obtient
v = o.

Ceci posé, on a alors, d'après (158),

ç = o, w = o
et

(161) öfw = W(OJI I— ü>oo)«

La fonction inconnue u1 dont dépend la solution du problème, est
donc donnée par l'équation différentielle complètement intégrable (161),

Par suite, le réseau B1, cherché existe et dépend d'une constante
arbitraire.

d. Les composantes du déplacement infiniment petit du système de
référence mobile attaché au réseau A1, satisfont aux équations

f 03 u 0 = (A) \ \ = (0 -2 'i = O.

On peut alors, d'après ( 145), poser

( du =
(i63)

( dv —

Ces équations entraînent l'équation

et celle-ci conduit elle même à la relation

(i65) vw^o.

On doit donc avoir :
ç — o ou M



mais, d'après (i63) et (i64)« chacune de ces deux relations entraîne
l'autre.

Par conséquent, nous avons

V=zO, W = O,

(166) du = o.

Le réseau B1 cherché existe et dépend d'une constante arbitraire.
En posant

u = c2,

nous avons

( 1

(167)

Les équations (167) s'intègrent sans difficulté.
On trouve, en effet, successivement

et enfin

B = - 1 c J c 2 Z l(— ?V c'<-'« G -h ^ ' i Ci -h ic e-*1* G, ),

où G, Ci, C2 sont trois points fixes quelconques.
On a ainsi les coordonnées fixes d'un point du réseau B1 en fonction

des deux paramètres.

{168) XQ = — iceul*, # i = e t V i , x*= ic e—i(lî,

x0. X4, Xi étant les coordonnées homogènes du point B générateur du
réseau B1.

Pour obtenir (168), on suppose évidemment c ^ o, c'est-à-dire B1

distinct de A1.
On voit, d'après (168), qne les courbes ^2=const. sont des droites

passant par le point fixe Ci, et que les courbes £, = const. sont des
coniques

— o

tangentes, en G, à la droite [G Ci ] et, en Co, à la droite [C,C2].
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IL OÙ aura, de la maniere la plus générale possible, le réseau B1 et la
correspondance de la deuxième espèce qui réalise l'application et qui
admet les droites «2= o comme caractéristiques doubles, en intégrant le
système de Pfaff

Les équations quadraliques extérieures auxquelles il conduit, sont, en
tenant compte de (33),

[ o ) 2 ( Û i o Ü ) I O ) J = o,

Elles montrent que le système de Pfaff (169) n'est pas en involution,
et permettent de poser

W00-

(i7i)

0 2 0 = W20-+-

Ces équations entraînent les équations quadratiques extérieures

(172) [0)2{du — 110)2.2— Woo)J -+- 3P[O)ICO>] = o,

Ü73)

i° Cas général. — Les composantes du déplacement infiniment petit
du système de référence mobile attaché au réseau A1, satisfont aux équa-
hons(33) e t(3 7) .

Les équations (i;3) permettent alors de poser

(174) dv -\- 3 po^oo = - u{\ -h *> v) W2,

cette équation entraîne, en tenant compte de (172) , la relation

(175) >P2 + ( 3 ~ 2 f )

qui ne peut pas être une identité en w, v.
En différentiant Li relation (170), on obtient

(17G) i ? o c p 2 - b 6 a ( i — 9 y ) ^ — ( a i -1- a f

THrSE ALEBOÜYBH
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On voit, d'après (176), qu'il y a lieu de distinguer le cas a je. o et le
cas a = o.

Cas a f£ o. — L'équation (176) ne peut pas, dans ce cas, être une
identité en u, v. On voit bien que le réseau B1 cherché, s'il existe, est
en nombre fini.

Ce cas constitue le cas le plus général; par suite, en tenant compte des
résultats obtenus aux nos 41 et 42 (cas général), on peut dire :

Les réseaux simplement réglés projectivement déformables par
une correspondance de la deuxième espèce dépendent de cinq f onc-
tions arbitraires d'un argument.

Cas a = o. — On doit, d'après (170), avoir

v = o

Si v = o, on aura, d'après

= o ou bien v = 7 •

Le réseau^ cherché se déduit alors de Ai par une transformation
projectile.

3Si v = y 1 le système de Pfafï [(169), (171)] conduit alors à la seule
équation quadratique extérieure (172). Il est donc en involution el on a
le résultat suivant :

Le réseau B1 cherché dépend d'une fonction arbitraire dun argu-
ment.

20 Cas particulier. — Pour tous les cas particuliers a, b, c, d, les
équations (173) permettent de poser

1,177) dv -h 3PO>OO =

En formant le covariant bilinéaire de cette équation, on obtient

( I 7 8 ) P[tOi(ü>iü— PC*)»)] = O.

On doit donc avoir, d'après (178),

si A1 appartient à la catégorie a :

ç = o ou v = Y ;

si A1 appartient à la catégorie b :

p = o ou p = 1 ;



- 67

si A1 appartient à la catégorie c on d :

Dans tous les cas, le système de Pfaff (169) et (171) conduira à, la
seule équation quadratique extérieure (172). Il est donc en involution.
Par suite, le réseau W cherché dépend d'une f onction arbitraire d'un
argument.

43. Conditions d'applicabilité projective des deux réseaux simple-
ment réglés donnés. — Soient donnés maintenant deux réseaux simple-
ment réglés A1 et B1. Il s'agit de reconnaître s'ils sont projectivement
applicables, et, dans l'affirmative, de déterminer la correspondance
ponctuelle qui réalise l'application.

Supposons que le système de référence mobile attaché à chacun de ces
réseaux soit complètement particularisé. Posons

nous aurons, dans le cas général :

h — }x — a, / c = — ( 2 3 - H v ) ,

dans le cas particulier a :

h = o, k = — (2g -h v),

dans le cas particulier b :

dans le cas particulier c :

h = o, k = — (2P -+-1),

dans le cas particulier d :

h = o, k = o*

Si les réseaux A1 et B1 sont projectivement applicables, les invariants
fondamentaux h et k ont les mêmes valeurs numériques en deux points
correspondants de ces réseaux. Il en est de même pour tous les inva-
riants qui en sont dérivés.

Réciproquement, si les deux réseaux simplement réglés sont tels
que Von puisse établir entre eux une correspondance ponctuelle
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conservant les lalcurs numériques des invariants h et /c, ces deux
réseaux sont projectivement applicables.

En considérant les invariants dérivés de h et /r, le problème posé se
traite exactement de la même maniere qu'an n° 28.

IL - RÉSEAUX DOUBLEMENT RÉGLÉS.

44. Théorème de M.Fubini. — Les réseaux doublement réglés a^ant
ions un élément linéaire projectif identiquement nul, le théorème de
M. Fubiui s'énonce ainsi :

Les réseaux doublement réglés sont tous projectivement applicables
les uns sur les autres, et. pour réaliser V application, il suf fit de f aire
correspondre les droites des deux réseaux suivant les lois arbitraires.

En effet, revenons au n° 20. Si Jes deux réseaux sont doublement réglés,
la condition d'applicabilité projectile £> 4 =ro , / 2 =o est remplie, quelle
que soit la correspondance entre ces deux réseaux, pourvu qu'elle porte
les droites de l'un dans celles de l'autre.

45. Les couples de réseaux doublement réglés projectivement appli-
cables par une correspondance de la deuxième espèce [4]. — On peut
toujours supposer que les caractéristiques doubles de la correspondance
sont les droites &), = o. Le système de Pfaff

(179) n o
( 0J1 2=O 10.11=0. Q>2 Û00=W>2 COoo

donne alors, de la manière la plus générale possible, les couples de
réseaux doublement réglés projectivement applicables et, en même temps,
la correspondance de la deuxième espèce qui réalise l'application.

Le système de Pfaff (179) a été étudié par M. Boruvka. D'après lui,
deux cas seulement peuvent se présenter :

1°

(i8o)

avep

(iSi)

On a

la condition d

( QQO = üJoo-H W]

j
< Q J O = tOio«
( w 1 0 =o ,

'intégrabilité

Q 2 2 = 0)22-»- Ü)i,

^20 = = : «20?

(ü)u ~ Ü)oo)l = O-
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Les couples de réseaux cherchés dépendent donc, dans ce cas, de

deux f onctions arbitraires d'un argument.

2° On a

( Û 0 0 = 0 , Qll= 10*2-h O)i, Qio=2ü)>, Q»o= 2ü)i,
(182) <

( 0 ) i o = 0 , 01)20"= w h WQO = — M (On = (M -+- IjlOi •+• (Oj

avec la condition d'intégrabililé.

(183) [ü>i <;/w] — *îWLW10J2] = o.

Le^ couples de réseaux cherchés dépendent donc, dans ce cas, d'une
fonction arbitraire d'un argument.



CHAPITRE VIL
L'APPLICABILITÉ PROJECTIVE DES RÉSEAUX A INVARIANTS ÉGAUX.

46. Considérons un réseau plan A et une surface non développable
que nous désignerons par son point générateur M. Supposons qu'il
existe entre À et M une correspondaoce point par point, telle que les
droites joignant les points correspondants passent par un point fixe M,.
Il est évident que le point M3 ne peut être situé ni dans le plan du réseau
ni dans tous les plans tangents a la surface.

Faisons coirespondre à tout point A du réseau, un ŝ  sterne de référence
mobile A. Aj. A2. De même, associons au point correspondant M de la
surface, un système de référence mobile M, M (, M2î M^, lel que les
droites [MA], [M<A4], [MLAo] passent parte point fixe M 3, et, que le
plan [MM|Mj] soil tangent en M à la surface. Nous poserons, de plus

(i)' [ MMiMiMal^i

Le système de référence mobile elant choisi pour le réseau A. le sys-
tème de réféience attaché à M dépend alors de trois paramètres. Or, les
points Mi, Mj, M5, n'étanl définis que parleurs positions, on peut dis-
poser de ces paramètres, de maniere à avoir

(184) nii = 0J1 TÜ2=CÜ2,

en désignant par rsshi (A, A = o, 1, 2, 3) les composantes du déplacement
infiniment petit du système de référence mobile al lâché a la surface.

Les expressions m/,/ satisfont évidemment aux équations de structure

1 = 0

analogues à (4)-
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Gela posé, nous avons

(i85)
( ÜT30 = o . 3 2 = o ;

cl les relations

(186)

A = x M •+• ?M3,

ÀI = T M I + '0M3,

donnent, par difïérentiation, les équations

(187) ÜT00 ^ 0 0 — ***1 i

el le système complètement intégrable

(i88)

^?x -+- T ( T n O o — Woo) = o ,

Ç - h Ç ( T T T » Î — O J 0 0 ) — ' f ] W i — £ w . 2 = o ,

47. La première des équations ( 185) conduit à l'équation quadratique
extérieure

(189) \TB\ nrt,{J -+- [nrâny>3] = o,

qui permet de poser

L'équation

O,

définit les asymptotiques de la surface M. En effet, une direction asym-
ptotique est caractérisée par la circonstance que non seulement M etdM,
mais aussi le point d2 M est situé dans le plan tangent [MM, M2J. Or,

ce qui prouve que (190) est bien la condition cherchée.
Remarquons que, le système de référence attaché au réseau A étant

choisi, le système do référence attaché à la surface M dépendrait d'un
paramètre arbitraire. En effet, les équations (184), (i85), (187) seront
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respectées, si l'on prend pMtî au lieu de M3. Il en résulte que les coeffi-
cients c, c< e2 ne sont déterminés que par leurs rapports c : cs \ c2.

Supposons maintenant que le système de référence mobile attaché au
réseau A soit semi-normal. Pour que les asymptotiques de la surface M
et les courbes du réseau A se correspondent, il faut et il suffit que
Von ait c{ = c 2 = o. On peut alors, d'après la remarque précédente,
prendre c = i.

On a donc

ces équations entraînent

et celle-ci conduit à l'équation quadratique extérieure

ou bien

( l93) ! CD] tOio] -+• [WÎWJO] = O.

Par suite, on peut dire :

Si un réseau est la projection des asymptotiques d'une surface
non dèveloppable d'un point fixe sur un plan ne contenant pas ce
point, il est à invariants égaux [5].

Inversement, soit A un réseau à invariants égaux. Faisons corres-
pondre à chacun de ses points un système de référence complètement
particularisé. Soit M3 un point fixe non situé dans le plan de A. Soit
enfin M une surface non dèveloppable telle que A soit la projection de
ses asymptotiques du point M3. On aura, de la manière la plus générale
possible, la surface M et les systèmes de référence mobiles attachés à
lui, en intégrant le système de PfafT(i88) et en tenant compte des rela-
tions (184), ( 185), (187), (191), (192)' Or ce système est complètement
intégrable, et sa solution générale dépend de quatre constantes arbi-
traires (indépendamment des onze constantes qui fixent la position du
réseau A dans son plan et du point M . dans l'espace projectif).

Par suite, pour chaque position du réseau à invariants égaux A et
du point fixe M.* non situé dans le plan de 1, il y a 00' manières de
construire la figure formée de A, Mj et une surface AI telle que A soit
la projection de ses asymptotiques de M3. Les relations (184), ( 185),
(187), (191), (192) montrent d'ailleurs que les surfaces M de toutes ces
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figures sont, quelles que boient les positions du réseau à invariants
égaux A et du point fixe M3, projectivement égales. De sorte que, étant
donné un réseau à invariants égaux, il n'y a qu'une seule surface
non développable dont il soit la projection des asymptotiques, d'un
point fixe non situé dans son plan.

48. Soit A un réseau à imariants égaux. Soit M la surface non
développable qui lui correspond. Nous avons vu que l'on peut obtenir
les systèmes de référence mobiles associés à A et M, de manière à avoir

ŷ  =rz O)-|, Wi == to2, 7373 = O,

T]o = 0)2, W23 = toi,

TTToo tooo — Î37 [ | — tOj j — 73722 to2 2 5 ^ I 0 — toi o, ^ 2 0 — to^O»

On voit, d'après (194)? que si A est non réglé, simplement ou dou-
blement réglé, M est aussi non réglé, simplement ou doublement réglé,
et inversement.

a. Soit N une surface projectivement applicable sur M. La condition
d'applicabilité projective [7] est que, le système de référence mobile
étant choisi pour la surface M, on puisse le choisir pour la surface N, de
manière à avoir, en tenant compte de la correspondance entre les deux
surfaces,

où les TChk(à, k = o, i. 2, 3) désignent les composantes du déplacement
infiniment petit du système de référence mobile N, ÎS,, N2, N3 attaché
à la surface N.

La surface IN est, évidemment, non développable. Par suite, si l'on
prend un point fixe quelconque

(196) G = N3—«rN— trNi— sN,.

et si l'on projette les asymptotiques de la surface N de ce point sur un
plan ne le contenant pas, on obtient un réseau à invariants égaux B.
Associons à chaque point de ce réseau, un système de référence
mobile B, B<, B2 ; et désignons par &ij(i, j = 0 , 1, 2) les composantes de
son déplacement infiniment petit. On peut prendre les points B. B,, B2
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tels que Ton ail

ce qui donne par différentiation cl on tenanl compte de (194) e t (l9$) '•

(89) Û41 — Wil + / ( O ] .

Ûoo = t>).)> ü>,)0 H- ZOi-2.

Par suite, les réseaux à invariants égaux obtenus en projetant les
asymptotiques des deux surfaces non dèveloppables projectivement
applicables, des deux points fixes sur des plans ne contenant pas ces
points, sont projectivement applicables.

Ce théorème est vrai aussi dans le cas particulier où les surfaces M
et N sont projectivement égales. Il en résulte que les réseaux à inva-
riants égaux obtenus en projetant les asymptotiques d^une surface
non développable des deux points fixes sur des plans ne contenant
pas ces points, sont projectivement applicables.

b. Soit B un réseau à invariants égaux projectivement applicable sur A
Le système de référence mobile étant choisi pour A, on peut alors le
choisir pour B, de manière à avoir, en tenant compte de la correspon-
dance entre ces deux réseaux, les relations (89). Soit IN la surface non
développable telle que B soit la projection de ses asymptotiqueb d'un
point fixe non situé dans le plan de B. Il est facile de voir que l'on peul
choisir le système de référence mobile associé à la surface iM de manière
à avoir, en tenant compte de (89) et (194), les relations (190).

Par suite, les surfaces non dèveloppables correspondant à des
réseaux à invariants égaux projectivement applicables, sont projec-
tivement app lie a b les.

49. Les résultats prédédents permettent, en tenant compte des
résultats obtenus par M. Cnrtan sur la déformation projective des sur-
faces [7], d'énoncer immédiatement les théorèmes suivants :

i° Les réseaux à invariants égaux projectivement applicables sur
un réseau à invariants égaux non réglé donné, dépendent de trois
constantes arbitraires', on les obtient en projetant les asymptotiques
de la surface non développable correspondant au réseau donné des
différents points de Vespace sur des plans ne contenant pas ces
points.
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Mais, si au réseau à invariants égaux non réglé donné correspond

une surface dêformable (ce réseau fait alors partie d'une catégorie de
réseaux à invariants égaux dépendant de six fonctions arbitraires d'un
argument), il y a au plus oo' catégories de réseaux à invariants égaux
projectivement applicables sur lui; les réseaux à invariants égaux
de chacune de ces catégories dépendent de trois constantes arbi-
traires^ et correspondent à une même surface projectivement appli-
cable sur la surface correspondant au réseau à invariants égaux
non réglé donné.

2° Les réseaux à invariants égaux projectivement applicables sur
un réseau à invariants égaux simplement réglé sont de deux
catégories.

Les réseaux de la première catégorie se déduisent de la surface
correspondant au réseau donné et dépendent de trois constantes
arbitraires :

Les réseaux de la seconde catégorie se déduisent des surfaces
projectiventent applicables sur la surface correspondant au réseau
donné, et dépendent d'une f onction arbitraire dhin argument.

3° Les réseaux à invariants égaux doublement réglés sont tous
projectivement applicables les uns sur les autres et, pour réaliser
l'application, il suffit de faire correspondre les droites des deux
réseaux suivant des lois arbitraires.

50. Soit V un réseau à invariant» égaux non réglé à chaque point
duquel nous aurons associé un système de référence normal. Soit M la
surface non développable qui correspond à A. Vttachons à chaque point
de M le système de référence mobile satisfaisant aux relations (i84),
(i85), ([87). (191), (192). Nous aurons

xn l -+- m.] — ca :,{ -4- 03 j

ce qui prouve que le réseau A el la surface M ont mêmes formes diffé-
rentielles invariantes cubique et quadratique [i ].

Les résultats obtenus directement au Chapitre Y sur les réseaux à
invariants égaux non réglés, peuvent donc aussi se déduire des résultats
analogues obtenus par M. E. Gartan sur les surfaces non développables
non réglés.
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