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CONTRIBUTION A L’ETUDE

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE PROJECTIVE

RESEAUX PLANS

INTRODUCTION.

Beaucoup de géométres se sont occupés des réseaux appartenant a un
espace quelconque, et ont consacré de nombreux Mémoires et Notes a ce
sujet. Mais trés peu d’entre eux ont porté leur attention exclusivement
sur les réseaux plans. MM. Fubini et Géch [1] ont. pour la premiére
fois, étudié ce sujet d’une maniére assez détaillée. G'est M. Fubini [2]
qui a introduit la notion de forme associée a une congruence. On lui
doit encore la considération de I'élément linéaire projectif et le théoréme
fondamental sur la déformation projective des {réseaux basé sur cet élé-
ment.

Le degré de généralité des réseaux projectivement applicables sur un
réseau donné, a été obtenu par M. Céch [3]. M. Boriivka [4], en étu-
diant la correspondance entre deux plans, a trouvé les degrés de généra-
lité :

Des couples de réseaux non réglés projectivement applicables par une
correspondance de la deuxiéme espéce;

Des couples de réseaux doublement réglés projectivement applicables
par une correspondance de la deuxiéme espéce.

Le théoréme sur la propri¢ié géométrique des réseaux a invariants

THESE ALCBOUYEH. 1



92

tgaux est da a G. Keenigs [3]. Tl a trouvé aussi la condition pour qu’un
réseau soit asymplotique.

Nous nous sommes propos¢ d’étudier, en employant le systéme de
véférence mobile, les propriétés infinitésimales projectives des réseaux
plans; et nous avons surtout porté notre attention sur le probléme de la
déformation projective qui n’avait pas été encore entiérement résolu.

Nous avons consacré le premicr chapitre a des généralités sur les
réscaux plans. La considération des équations difféventielles des deux
familles de courbes d’un réscau nous a permis, aprés la premiére parti-
cularisation du systéme de référence mobile, de donner unc interpréta-
tion géométrique simple de I'élément lindaire projectif. La notion de
la forme associée a une congruence nous a servi a définir les réscaux a
invariants égaux ct a aboutir au théoréme de G. Kanigs.

Dans l¢ Chapitre TI, nous avons trouvé les invariants fondamentaux
d’an réseau plan ct ses équations différenticlles réduites.

Les cinq derniers chapitres ont été consacrés a I'étude de la déforma-
tion projective des réscaux.

Ainsi, dans le Chapitee LI, nous avons établi, en considérant avec
M. Boriivka les caractéristiques d'unc correspondance entre deux
réseaux, les conditions d’applicabilité projective. De plus, nous avons
donné une propriété intéressante des courbes de la déformation projec-
tive.

Dans le Chapitre LV, nous avons retrouvé le résultat obtenu par
M. Céch sur la déformation projective des réseaux non réglés et nous
I'avons complété en donnant le degré de généralité des réscaux projecti-
vement applicables sur un réseau non réglé donné par une correspon-
dance de la deuxiéme espéce. Le Mémoire de notre maitre M. E. Cartan,
Sur la déformation projective des surfaces [T], nous a guidés dans la
résolution du probléme suivant :

Etant donnés deux réscaux non réglés, reconnaitre s'ils sont projecti-
vement applicables et, dans Uaffirmative, trouver la correspondance qui
réalise Papplication. Nous avons obtenu aussi le degré de géndéralité des
réseaux non réglés admetlant un groupe a deux parameétres de défor-
malions projectives.

LLe. méme Mémoire nous a servi, dans le Chapitre V pour résoudre
les problémes posés sur les formes différentielles invariantes wjwg,
]+ wj.

Les résultats du Chapitre VI sur la déformation projective des
réseaux réglés sont, a part ceux de MM. Cech et Bortivka précédemment
mentionnés, enticrement nous causx.
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Enfin, dans le dernier chapitre nous avons résolu le probléeme de la
déformation projective des réseaux a invariants égaux, cn le ramenant a
celui des surfaces non développables.

Qu’il me soit permis, pour terminer, d’exprimer ici a mon Maitre,
M. E. Cartan, ma profonde gratitude pour les conseils précieux qu’il
m’a prodigués.

et Q) G —e



CHAPITRE L

GENERALITES SUR LES RESEAUX PLANS. RESEAUX A INVARIANTS EGAUX.

1. Les équations de structure du groupe projectif [6]. — Considé-
rons dans un plan, un systéme fixe de coordonnées projectives. Nous
désignerons par une letire majuscule telle que A le point analylique
défini par U'ensemble de trois coordonndées; les symboles A ctpA, ou p
est un coefficient numérique, définiront deux points analytiques dis-
tincts. correspondant & un méme point géométrique. Nous parlerons.
pour abréger, du point A, entendant par la le point analytique repré-
senté par la lettre A.

Cela posé, considérons un systéme mobile formé de trois points

A, As, A,

assujetlis a la seule condition que le déterminant de leurs (3)2=g coor-
données soit égal a 1

(1) [AAjAs] =1.

Un tel systéme peut étre regardé comme un systéme de référence
mobile, en ce sens que lout point M peut, d’une maniére ¢t d’une seule,
étre mis sous la forme

M=z A+x1 A1+ 22A5;

les nombres x,, x,, x, sont les coordonnées du point M et elles sont
proportionnelles aux coordonnées du point p M qui occupe la méme posi-
tion dans le plan. Le systéme mobile considéré dépend de (3)2—1=38
parameétres, et. quand on donne a ces paramélres des accroissements
infiniments petits, on a des formules de la forme

dA = WA + w1 Ay + w2 A,
(2) dA1= wipA + w11 Ay + w12 Ao,
dAgr— wZOA -+ Waq A1+ [OPY) A27



— 5 —
ou les w;; sont des expressions linéaires par rapport aux différentielles
des huits paramétres el sont liées par la relation identique

(3) Woo—+ W1+ W= 0

que l'on obtient en différentiant I'équation (1).
Exprimons que les covariants bilinéaires [8] des seconds membres
des équations (2) sont nuls, nons obtenons les équations de structure

du groupe projectif

(4) o);lzz[w,Awk;] (&, J=o0,1,2).
k=0
Occasionnellement, il y a licu de considérer, outre le repére ponc-
tuel A, Ay, A,, le repére adjoint a, a,, a, formé des droites :
(5) a=[AA], ar=—[AA,], ar=[AA],

on obtient alors le systéme adjoint a (2)

da =0 — W@ — W A2,
(6) (la1=—u)01a—-(1)“a1—0.)21a2_.
dag:—'(ﬂog(b——'(l)li_)_a1—0)22ag.

2. Définitions. — Supposons que Pon ait, dans un plan ®, deux

familles de courbes telles que, au moins dans une région de ce plan, par
chaque point passe une courbe de chaque famille. On dit alors que ces
deux familles de courbes forment un réseau plan. Analytiquement, on
obtient un réseau plan en exprimant un point mobile M du plan & (les
coordonnées homogénes qu’il définit) en fonction de deux paramétres ¢,
ty; les deux familles de courbes du réseau s’obtiennent cn ne faisant
varier qu'un des deux paramétres ¢,. t,. Toutefois, pour avoir un véri-
N oM
Jdty dt,
quement nul, car autrement le point M(¢,, ¢,) ne décrirait qu'une courbe
ou bien serait fixe. Nous représenterons un réseau plan par la lettre qui
désigne son point générateur.

table réseau, il faut que le déterminant [M ] ne soit pas identi-

La figure corrélative d’un réscau plan est appelée congruence plane.
On obtient une congruence plane en exprimant une droite mobile m du
plan w (les coordonndées homogeénes qu’elle définit) en fonction de ¢, ¢,;
les courbes de la congruence sont enveloppées par la droite m (¢, ty)
lorqu’on fait varier un seul des paramétres ¢,, ¢,. La congruence serait

dégéndérée si | m dm o) o. Nous représenterons nne congruence par
° ()h I)t_)_ 7 v/p g P
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la lettre qui désigne sa droite génératrice. Les congruences

a1(¢1,¢z)=—[M3%{]) ﬂz=[M(zM]

sont lides au réseau M(¢,.¢,) d’'une maniére intrinséque. Les droites «,,
par exemple, sont les tangentesaux courbes ¢, =const. duréseau M(¢,, t,);
ces courbes forment donc une famille de courbes de la congruence «;,.

3. Le systéme de référence mobile attaché a un réseau plan. — Con-
sidérons maintenant un réseau plan et faisons correspondre a chaque
point M de ce réscau un systéme de référence mobile dont le premier
point A coincide en position avec M. Ce systéme de référence mobile
dépend, outre des parameélres essentiels ty, t, qui définissent la position
d’un point du réseau, de six antres parameélres inessentiels u,, usy .oy .
Nous allons normaliser le systéme de référence mobile attaché au
réseau A, c'est-a-dire, définir d’'une maniére intrinséque ct incariante
les paramétres inessenticls en fonction de ceux essentiels, de facon a
arriver a un repere normal ne dépendant que de deux paramétres ¢y, ¢,.
Que le procédé qui suit soit intrinséque, c’est évident, car nous
n’emploicrons jamais explicitement les paramétres ¢,, £,; qu'il soit
invariant (par rapport au groupe projectil) cela résulte de ce que nous
emploierons seulement les expressions w;; qui ne changent pas si 'on
soumet les point A, Ay, A, a unc substitution linéaire a coefficients
conslanls.

Remarquons que, si 'on donne anx parameétres des accroissements
infiniment petits annulant o, w,s, on obtient

dA = vy A,

ce qui prouve que la position du point A ne change pas, autrcment dit
que les paramétres essentiels ¢, ¢, ne varient pas. Les expressions de
Pfaff [13] woy, wes sont done deux expressions linéairement indépen-
dantes par rapport aux différentielles de deux paramétres essentiels.

Une particularisation du repére ne pouvant introduire aucune rela-
tion entre ¢, et ¢4, les expressions w, wy» resterontindépendantes aprés
la particularisation. Au contraire, aprés la normalisation, il ne reste que
les deux expressions indépendantes wy,, 0y, et toutes les autres formes w;;
seront linéairement dépendantes de wyy, wos.

On voit que les expressions wg. wy» jouent un role distingué. Nous
écrirons dorénavanl, pour plus de commodité, o, w, au lieu de gy, wo,.

Si on laisse ¢, et ¢, fixes et que l'on fasse varier les u, on change le
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systéme de référence attaché au point donné (¢, £,) du réseau. Nous
désignerons par 0 un symbole de différentiation obtenue en laissant ¢,
t, fixes et en faisant varier les paramétres inessenticls u; le symbole d
se rapporte a une variation quelconque de touns les paramétres. Nous
désignerons, pour abréger, par ¢, ce qui devient o, quand on emploie
le symbole ¢ de différentiation, en gardant la notation o pour le
symbole d. Nous avons manifestement

Cop— €)== €)= €)= €y3= 0.

Nous particulariserons le systéme de référence. en prenant les
Y
points A,, A, sur les tangentes en A aux courbes du réseau. Ce choix
se traduit par les relations
€1y = €21 =0,
d’ou
( W)= /L[Ll)1 -+ [Lg())g,
(7)

\( Wa = k‘w1+ ]('gw-z.

Le systéme de référence mobile ne dépendra alors que de quatre
paramétres inessentiels; nous les désignerons par uy,. .., u,.

4. Les deux suites des formes différentielles associées & un réseau
plan [12]. — Prenons a chaque point A du réseau, un systéme de réfé-
rence mobile ayant A comme origine et les tangentes [AA, |, | AA,] aux
courbes du réseau en ce point, comme axes des « et des y. Les équations
différentielles des deux familles de courbes, supposées analytiques, du
réseau par rapport a ce systéme peuvent élre mises sous les formes

’

(8) Y=o, y) 4 eu(a, v) 4o op(@, y) ey
2= "?1("‘7 y) - "'f‘-’(my .V)J-- ce “?/"(xa )’)-*— ()

9py Yy étant des polynomes entiers et homogénes du degré p.

La substitution aux coordonnées z, y des expressions de Pfaff w,, 0
qui représentent les valeurs de ces coordonnées pour un point infiniment
voisin de A, conduil aux suites des formes différentielles

?'(0)13 "), 9.’(‘”13 (’)2); ©y 9,,(0”, w2>7 ey

N\
(o, wa), Ya(or, w), o Yp(og, we), ...

A chaque choix du systéme de référence mobile, sont donc associées
deux suites des formes différentielles bien déterminées.|

Pour avoir la loi de formation de ces suites, considérons un point
fixe P et les tangentes aux courbes du réseau en ce point. Les coordon-
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nées z, y de P et les coefficients angulaires y’, ' des langentes aux
courbes du réseau passant par ce point, sont des fonctions de ¢, ¢s;
Uys. .., Uy, salisfaisant & certaines équations de Pfaft faciles a former.
11 suffit d’exprimer que le point
P=A+aAi+yA,

ct les droites

(PPy]= ()2 —y)a—y a+ as,

[PP)]=(x—2'y)a— a1 +2'a

sont fixes, ce qui donne

(9) { Az + o)+ (11— Wep) + Y Wa — Z(XZ W19+ Y Wag) = O,

i dy 4w+ -Twu“*-,}’(wzz—woo)-)’(l‘wu)—!—)’wzo)"——‘ 03

(10) { Ay’ + 01— y o4 Y [(02— w11) 4+ Zw— y s+ Y (Zwwp— wu)] =0,

Az’ + 01— X W+ Z'[ (W) — W) + Y Wag— LW+ &' (Y wig— w12)] = 0.

Les coordonnées z. y et les coefficients angulaires »', 2’ satisfont d’autre
part. quels que soient ¢, ¢»; uy,..., u;, a la relation (8). On en déduit
par différentiation et utilisation des formules (g) et (10)

Zxl

/ < 13;')[0)1—0— Z (W11 — 0yg) + YW — Z(LW1g—+ ¥ W) ]
()Oi
+< = )[0)-2+ 1‘(!)19_"}‘}/(0)9_9_—wo())——‘}/(xwlo—i—'yu)gu)]

dy
=wi—yon+(29;)

K [(02—011) = Zory— y i+ (Ze;) (2w — wa1) ]+ Z(doy),

1§
(11) "
(7;) [wi+ 2(w— ) + YW —2(ZW1+ Y W) ]

N O )
. (}:‘{’7;—/’> (W 2w+ y(wy—wy) — ¥ (Zwip—+ ywy) |

| = Wy — X w2+ (ZY;)
\ X [(w11— was) + Y wag— 2wio+ (2Y;) (ywiog— wi1a)] + Z(dYy).

(doi), (ddi) ¢tant des termes provenant de la différentiation des coef-
ficients des formes o;, Y;. Les relations (11) doivent avoir lieu quels que
soient ¢y, ..., u;, mais aussi quel que soit le point fixe P du réseau.
Ce sont donc des identités en x, ¥ et ¢, ..., u;. Nous pouvons donc
égaler les termes des différents degrés en z, y dans les deux membres
des identités (11). Nous trouvons alors, en posant

—(Ek: (d,olc)_ %[.Z‘(UJ“— 0%10)"".7(021_]_ %LZ‘Q)]?'F‘.}/(O)QZ" woo)]v

uY
dy

(12)

P
V= (dbr) — ‘Jié[x(w“_ W) + Yo ] — X [+ y(wi— o)),



les identités

Jl
Py 1+ Dy 2= W3,
<5 J% 5 —
%—;‘ w) -+ ((T_A}/: Wy = d?l - ?1(0)22—w11)—y0)10,
............................................... y
()1p+1 ')rp+1 5=
) W)+ sz: Ao+ 9p (W2 — 011) + $p1 [ PL W1+ (p—2) Y Wao]
—(’)212?5?}7—5'—'-wwﬂox?f?p—s——iy
(13)
d& 0} —|—’m W=
dr ' gy T b
d 2 () —
(—)% W) ()iyz Wy = ({'!Jq—#—'.!)l((!)”-—(032)—.@(020,
............................................... s
J 7 e ,
q:)’;" L+ —‘j;—:‘—lwgz AYp+p(wi—wys)+ 1 [(p—2)Z w10+ py wao)
—wp I+ y o Edsd, o,

Ces formules montrent d’elles-mémes comment se modifient les ¢,, ¢,
par un changement infiniment petit du systéme de référence mobile.
Elles fournissent donc tous les éléments nécessaires pour le calcul de
ces formes ct de leur normalisation.

Nous avons, d’aprés (13),

(1/|) ?1=h1$+h2.1/, 1!41=/."1x+k2_y.

5. Premiére particularisation du systéme de référence mobile. — Les
relations (7) conduisent. en utilisant les formules (4), aux équations
quadratiques extéricures

‘F( dh1— 3]L1(1)“ — hg())]g Jw, ] —+ (( dhg— }Lg(!)] 17— Woo— h1 Wy — wlo)wi] = o,

[(dky— kiwira— wog— kawin— sy )y |+ [(dky— 3 kawr— kjwa )we] =03
on en déduit

s 3hy=3ey1h, Shy =

(
l Ski= (e — eqq) k1 =+ €2, Sk, =3

(15)

et des formules
(&)’, = [un(w“—— woo)] -+ [U)gw;n],

w"‘,:: [w1w12]+ fw2<w'2'2— "000)]



— 10 —

on obtient
w1 = (eyo— €1) )W, Bw, = (eop— €,2)W).

On voit alors facilement que les équations

ho}+hkhowi=o, ho}—kwl=o0

sont invariantes; elles définissent respectivement les courbes de

Darboux et les courbes de Segre du réseau. De méme, on peut constater

o+ ks

que Uexpression ———==— estun invariant absolu ; nous 'appellerons.
1 W2 )

avec M. Fubini [ 1], U’élément linéaire projectif du réseau.

Les coefficients £, et A, subissent chacun. d’apres (15), quand on
modifie le systeme de référence mobile, une substitution linéaive entiére
arbitraire; on peut donc les supposer nuls tous deux. On aura alors

(16) W= hyw,. w1 = h,w;
ces ¢quations entrainent

(17) w19= 3Bwi+ yw,, Wy = )+ 3 w2,
€10 = €39 = 0,
d’ou

3\12611/\1, 3A.>==312A:,

ce qui prouve que les positions des points A, A,ne changent pas quand
on fait varier les parametres inessentiels. Les positions des points A,
A, ne dépendent donc que de celle du point A. Or, on a

[Ag ([1\_)_]—_——/\20)2[1\1}\_)1-—wzo[AAg],

ce qui montre que, si 'on se déplace surles courbes w, = o du réseau A,
les courbes décrites par le point A, sont enveloppées par les droites
a,=—[AA,]: ces courbes constituent par conséquent la seconde
famille de courbes de la congruence a,, la premiére étant formée des
courbes o, = o du réseau A.

Le point (réscau) A, est donc Ie sccond foyer (réseau focal) de la
droite (congruence) a, = — [AA,] le premier é¢tant le point (véseau) A.

Les points (réscaux) A;. A sont évidemment liés de la méme maniere
a la droite (congruence) a,=|AA,]. Les points (réscaux) A,. A, sont
dits les transformés de Laplace du point (réseau) Aj; et la droute
(congruence) @ =[A A,] estappelée la droite (congruence) de Laplace
relative au méme point (résean).

Ainsi, au réseau A sont associés, d'une maniérc intrinséque, les
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réseaux A;. A, ct les congruences
a:[A1A2J, alz—[AAg], a)= [AA1}'

Les points A, et A, étant les transformés de Laplace du point A nous
appellerons A, A, A,. le systéme de référence semi-normal; il dépend
de deux paramétres inessentiels que nous pouvons désigner par wy, U,.
Pour chaque valeur (¢,¢,) il y a o? systemes de référence semi-
normaux; ils sont caractérisés par les équations (16).

6. Interprétation géométrique de 1’élément linéaire projectif. — Les
équations différentielles des deux familles de courbes du réseau A, par
rapporl & un systéme de référence semi-normal A, Ay, A,, sont :

)y/:/ll.l'+91+...,

(18)

Soit

| @ = hoy +dg+....
P=A+2zA1+yA,

un point infiniment voisin de A; les droites

[PPL]= ()2 —p)[AiAr ]|+ [AA ]+ ANy,
(PP, | = (2 —2'»)[ \i Avl+[ANs] 2" AA, ],

tangentes aux courbes du réscau en ce point, coupent la droite [AA,]
aux points

Ny= YA+ (yax—yA, Mi= A+ (xz—a'y Ay,
ct la droite [ AA, ] aux points

My=A+(y—y x)A,, No=2'A+(2'y —x)A,,
d’ou
(A, Ay, My, N)) = 22,

,

&L=

En tenant compte de (17) et en supposant que P ne soit pas situé sur
les axes [AA,], [AA,] de coordonnées. on obtient :

la partie principale de (A, Ay My, Ny) =— h;[';
de méme :
Y

la partie principale de (A, Ay, My, Ny) =—

x b



par conséquent :

la partie principale dé

hiad+ kiy3  ho}+ kol
zy - Wy Wy

—[(A, A1, N[h N1) +(A, Ag, Mz, Ng)] =

7. Réseaux & invariants égaux [5]. — Si l'on forme les covariants
bilinéaires des équations (17), on obtient des équations quadratiques
exlérieures qui donnent

de méme, des formules

o) = [w1( w1y — wgo)], why = [ Wy (w33 — Woo)]
on déduit

6(’)|=(600—(’“)0)1, 8(1)-3:(600—622)0)2.

On voit alors que les formes différentielles
(19) T = Y0 W, G = lwiw,

sont inpariantes. La signification géométrique de ces formes est simple.
Considérons, en effet, sur la courbe w,=— 0 du réscau A, le point A’
infiniment voisin de A; et sur la courbe w, = o du réseau A,, le point A/,
infiniment voisin de A,. Ennégligeant les infiniment petits d’ordre supé-
rieur au premier, nous avons

A = (I -+ U)oo)A -+ W, Ai,

A’, = "((J)gA +(I—+—U)“)A1,
d’oun

(A, Ay, A7) A)) = ywgws.
C’est la signification géométrique cherchée de cette forme que nous
appellerons la force associde a la congruence a,=[AA,]. En échan-
geant ®, el w, nous arrivons a la forme G =lw,w, associée & la
congruence a,=—[AA,][2].

On dit qu'un réseau est a invariants égaux quand les formes diffé-

renticlles correspondantes F et G sont égales, ¢’est-a-dire quand
(20) T=">
ou, ce qui revient au méme, quand

(21) Who = 0.

Les réseaux a invariants égaux possédent une propriélé géométrique
particuliére. Soit, en effet,

(22) x2y— ex1Zy=0
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une conique tangente en Ay a [AA ] et en A, a [AA,]; elle est tangente
en A, a la courbe w;, = o du réseau A,, et en A, a la courbe w,=o0 du
réseau A,.

On peut évidemment déterminer p de maniére que la conique ait un
contact du second ordre avec 'une ou Pautre de ces courbes. On obtient
ainsi deux coniques G, G, atlachées, d'unc maniére intrinséque ct
invariante au réseau A.

Considérons sur la courbe w,=o0 du réscau A, le point A/, voisin
de A, et sur la courbe wy, = o du réseau A, le point A, voisin de A,

Ny= A+ dAi+ S diA

= [_ng—!.—(?)']A—ﬁ—[I+(l)]A1+[;~{u)§+(3)] A,
Al =[lws+ (2)]A + [f ho? +(3)] A+ 1+ (1)] Ay,
ou (n) est un infiniment petit au moins du 2'*™° ordre, Nous avons donc :

pour A} : o= yw,+ (2), z; =1+ (1), x2=é~(m§+(3);

pour A ¢ zo= hw;+ (2), zy=

(SRR

i+ (3), xy =1+ (1).
Introduisons ces valeurs dans ] — p 2, z», nous obtenons :

pour A/, : @j—pmiay= L v(2y — p)wi-+(3),

o1 -

1 .

pour Aj : wﬁ~—pm1w==—2)\(q L— p)wi+(3).

On aura donc la conique G, ayant un contact du second ordre avec la
courbe w,; = o du réseau A, en prenant p =2y

Cy xf—o2yx122=0,

¢t la conique Cs, ayant un contact du second ordre avec la courbe w, = o
du réseau A, en prenant p =2}

Cs : Z23— 2 x1 2= 0.

Nous avons ainsi les deux coniques attachées au réseau A. 1l est évident
qu’elles ne sont confondues que dans le cas ou y = 4. Nous avons sup-
posé implicitement yA 32 o. Nous avons démontré complétement le
théoréme suivant :
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Tutorime pE Kornies. — Si le réseau A est a invariants égaux,
vy = A3£ 0, et seulement dans ce cas, il existe une conique ayant en
A, un contact du second ordre avec la courbe w,= o du réseau A,,
et en Asun contact du second ordre avec la courbe w,=—o0 du réseau A,.

8. Classification des réseaux plans. — Formons les covariants bili-
néaires des équations (160), nous obtenons

[(dhi—3h v )w ] —Twyw: | = o,
|0)zo€0)1] - {((Hfg— 3/(:0)23)0)3] = 0,
d’ou

k73) ?)}L1= 3(3“/1,), a/('g: 3633k2.

Chacune des équations h,=o, k=0 a donc une signification inva-
riante. Or, la relation
MW= 0
entraine
(.lA| = 0)10A -+ 0)]1A1,

ce qui montre que, si I'on se déplace sur la courbe w,==o0. la droite
[AA,] reste fixe. Cette relation caractérise donc la propriété des courbes
w,=o0 du réseau d’étre rectilignes. Iy a par suite trois cas a distinguer :

[. Aucun des coefficients /&, &, n’est nul. Le réseau pour lequel ce
cas se présente est non réglé; il sera désigné par la méme lettre que son
point générateur.

II. L'un seul des coefficients %,, &, est nul; nous pouvons toujours
supposer que c'est k. Les courbes wy;=o0 du réseau sont alors des
droites. Un tel réseau est simplement réglé; il sera désigné par la lettre
qui représente son poinl générateur avee l'indice supérieur 1. Pour ce

. . c . . kyw3 i
réseau, 'élément linéaire projectif est i(—)—% et les courbes de Darboux
!

ainsi que celles de Segre comcident avece les droites w, = o.

IIl. Les deux coefficients £, 4, sont nuls. Les courbes v, =0, ws=0
du réseau sont alors des droites. Un tel véseau est doublement réglé; it
sera désigné par la lettre qui représente son point générateur avec V'indice
supérieur 2. Pour ce réscau, I'élément linéaire projectif est identique-
ment nul et les courbes de Darboux ainsi que celles de Segre sont indé-
terminées,



CHAPITRE 1.

LES INVARIANTS FONDAMENTAUX I’UN RESEAU PLAN.

I. — RESEAUX NON REGLES

). Les systdmes de référence normaux; les équations différentielles
réduites. — Le réseau étant non réglé, les formules (23) montrent qu’on
peut supposer

]71 = k_» =1I,
¢’est-a-dire

(24) W12 = Wy, W1 = Wy,

et lon a
€11 = €22 = 0.

Nous voyons que toutes les expressions e,j sont égales a zéro. Il n’y a
plus de paramétres inessentiels; pour chaque valeur (¢,, ¢,) le systéme
de référence A, Ay, A, est parfaitement déterminé ; nous 'appellerons le
systeme de référence normal. Il est caractérisé par les équations (24).
Or, les systémes de référence

()5)( \, EAX“ SiAg
ct
(25)2 A, Ay, Ay,

ou ¢ désigne une racine cubique de P'unité, et ces systémes sculement,
conservent les équations (24). Le nombre de tous les systemes de
référence normaux est donc siz; il n’y en a que deux au point de
vue réel.

Les équations différenticlles des deux familles de-courbes du réseau
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prennent, par rapport a un systéme de référence normal, les formes

(Y =2 +...
(26) 17 ’
r=y...,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs a 1.

On voit que la normalisation de ¢4, ¢, entraine celle de 9¢,, ¢,
(p=2,3,...) de sortc que ¢, ¢, caractérisent complétement un
réseau A.

Il est évident que seulement le changement de coordonnées , y respec-
tivemenl par

ou par
2y, 2,

c’est-a-dire seulement la substitution au systéme de référence normal A,
Ay, A, du systéme de référence (25), ou du systéme de référence (25),,
conserve les ¢quations différentielles (26). Nous les appellerons les
équations différentielles réduites du réseau A. Les équations (24)
conduisent aux ¢quations quadratiques extérieures

3[wiwy |+ [wyws] =o0,
[wagwy |+ 3[w2ws] =o0;
on en déduit
27 % Wi = aw; + B, wyy= 3w+ Yw,

‘4

Wag= A+ 3pw,, W= MW -+ YW,

d’oun, d’aprés (13),

— §(3ax2+ 6Bzy + 1+ 102),

{28)
Yo =— %(1-»— A& 6pay + 3vyr).

Les deux expressions de Pfaff »,, w, el les quantités o, B, v, A, ¢, v
sont les invariants fondamentauz du réseau A. On a du reste

{29) o) =(2B+v)|wiws], why=—(a+2p)| wyw:].

Pour les systémes de référence normaux (25), les expressions
analogues a
w1, w2, o, By, Ao, v
sont
2wy, ewa, e, €28, vy, A, eu, v,

pour les systémes de référence normaux (23),, elles sont

2

elwa, ewq, ev, 2w, A, 7y, B, &2a.
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Nous voyons que les expressions
wyw2, o+l av, ad+v3, Pu, B4+ p3 Yk, Y+

sont délerminées sans ambiguité par le réseau A.: ce sont les invariants
Sfondamentaux rationnels de ce réseau.
Pour le réseau A, T'élément linéaive projeclif est alors le rap-
o)+ wg
[OYROR

courbes de Darboux et les courbes de Segre sont données respective-

port des invariants fondamentaux rationnels o, 0., ;-4 3. Les

ment par les équations

w}+wl=o0, w}—nw}=o.

Si I'on connait les invariants fondamenlaux, on obtient, & des homo-
graphies prés, le réscau A et les systémes de référence normaux atlachés
a lui, en intégrant le systéeme de Pfaff [(2), (3), (24), (27)] sous la
condition initiale (1). Les invariants fondamentaux ne peuvent pas étre
choisis arbitrairement; ils doivent satisfaire aux conditions d'intégra-
bilit¢ du systéme précédent qu’on obtient en formant les covariants
bilinéaires des équations (27)

ldaw, |+ | dfwy |+ (af+oav—>3u+y—1) [wiw,] = o.
3 3l dBw V+ [ dywr] +3(482+ 2By —ay —yp —p) (oo l=o,
%0) Lo |+ 3] dypery | — 3( G2 ropp — 2y — B — 3) [wr01] = o,

| dpwy |+ | dvo, | — (pv+av —>o 8+ 2% —1) [wio]=o.

Remarque. — Le systeme de Pfaff [ (2), (3), (24), (27)], ou «, B3,
v, 7. 14, v sont considérées comme des inconnues, fournit tous les réseaux
non réglés 1 ce sont les solutions a deux dimensions de ce systéme
laissant indépendantes les expressions de Pfaff oy, wy |91, [10] et [11].

Or, le systéme de Plaff considéré est, d’apres (30), en involution par
rapport & oy, o, ¢l sa solution générale dépend de deux fonctions arbi-
traires de deux arguments. On voit, de plus, qu’il ne possede aucune
caractéristique. Nous avons done le resultat évident o priori : Les
réseaux non réglés dépendent de deux fonctions arbitraires de deux
arguments.

10. Les réseaux non réglés a invariants égaux. -— Pour un réseau a
invariants ¢gaux nous devons avoir

“’ = )\,

c’est-a-dire

(31) § w1 = aw; + Bw,, w19 =3 3w+ Yo,
1

| W)= YW1+ 3w, W= HO; ~+ VO,

THI SE ALEBOUYEI 2
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En formant les covariants bilinéaires de ces équations, nous oblenons

[daw; ]+ 1dB3ws |+ (af+av—2Bu+7v—1) [0w]=o0,
(32) 3 dBwi ]+ [dywa1+3(432+923v —ay —yp —p){wim]=o0,
[dbyoon] + 3{ disoos j— 3(4pt + vap— 1y — By — §) |1 2] = o,
[duw |+ [dven]l— (pv+av —28u +v—1) [wiws]=o0.

Le systeme Pfaff [(2), (3), (24), (31)]. ow «. B, v, {2, v sont considérées
comme des inconnues, fournit lous les réseaux non réglés a invariants
égaux. Les équations quadratiques extéricures (32) sont les conditions
d’intégrabilité de ce systéme. Elles montrent que le systéme considéré
est en involution par rapporl a @y, w,, ctqu’iladmet une solution dépen-
dant d'une fonction arbitraire de deux arguments. On voit, de plus,
qu'il n'y a aucunc caractéristique. Les réseaux non réglés a invariants
égaux dépendent donc d’une fonction arbitraire de deux arguments.

II. — RESEAUX SIMPLEMENT REGLES.

11. Deuxiéme particularisation du systéme de référence mobile. —
Le réseau élant simplement réglé, 2y estnul et nous pouvons, d’apres (23),
supposer

ky=1;
nous avons alors
(33) W1y = 0, Wy = W,
el

€23 = 0.

Le systéme de référence mobile ne dépend plus que d’un paramétre
inessentiel que nous désignerons par w,.

Les équations différenticlies de la famille de droites ct de la famille de
courbes du réseau A', par rapport aux systémes de référence mobiles
satisfaisant aux ¢quations (33), sont
(34 f¥y'=o0-+...,
| 2=y +...,
les termes non écrits ¢tant de degrés supérieurs a 1.

Les équations (33) cntrainent

[wigwr] =0
2]

b
[wagwy |+ 3| warwy] =0,
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d’ou
(35) f W10 = YOz

t Wiy = )\0.)1‘4— 3}1.(')-1, Wiy = MWy VO3

cl les formules (13) donnenl alors
(36) gr=—31y%  d=— (a4 6uay +3vy).

Remarquons que le transform¢ de Laplace A, du point A est aussi un
point focal de la droite de Laplace @ =[A;A,] relative a ce point. Le
point A, ne décrit d’ailleurs qu’une courbe qui est U'enveloppe des
droites a, = [AA,].

12. Particularisation définitive du systéme de référence mobile. —
Les équations (35) entrainent
[(dy + 3ywyo)wa | = o.
[(dXh 43wy )01 ]+ 3[(dp. + 2pwy)wr | —6p2 wiwe] =o0,

[(dp 4+ 2p000)01 |+ [(dv + vy )wz | —(20Y + K)oy ] = o.

1° Cas général : k £ o. — On peul choisir le sysiéme de référence
de maniére a rendre 2 égal & 1. On a alors

= YWy 20 = ~+ 3
(37) é wm_ (W2, w_o_ [oN TIOPN
Woo = awy + Buw,, Wey = PW| ~+ Va,
(38) wy=— 28+ (o], wy=(a—p)[wio:].

Les expressions de Pfaff w,. , et les coefficients «, 3, v, @, v sont les
invariants fondamentaux du réseau A'; ils sont liés par les conditions
d’intégrabilité

[dywy] + 3oy w w,] =

(39) [dawi |+ [diws ] —(av + a3+ Bp+ 7 —1)[wiw] =
[dpws |+ (2ap—2p2— 3) [0 0]

[dpw; |+ {dvos]+ (av —2p3 —2py — 1) 0, ws ]

du systeme de Pfaff [ (2), (3), (33), (37)].
Les équations différentielles réduites du réseau A' sont

(40) QJ":—

? =y — ;(x‘l—i—(ip.xy—i-?wyl)—l—‘..,

SRR

YYi..o.,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs a 2.
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2° A =o0. — Dans ce cas, le transformé de Laplace A, du point A, ne
décrit qu'une courbe; et la droite de Laplace @ =[A,A;] relative a ce

point, est tangente en
H=3uA —yA,,

A une courbe fixe.
Ce cas se subdivise en trois autres cas :

a. p.# o. — On peut supposer p réduit a I'unité. On a alors

Gn) Wi = YWy, Wy = 3w,
1

Woo = W, + Bw,, Way == W1 =+ YW,
(42) oy =—(28+v)[vw], w,=o.

L’expression w, est donc une différentielle totale exacte.

Les expressions de Pfaff w,, w, et les coefficients «, 8, v sont les inva-
riants fondamentaux du réseau A'; ils doivent satisfaire les conditions
d’intégrabilité

[dyws] +3y[wwy] = o,
(43) (dBoy ] —(v+ 20+ 7)[wwy]=0,
[dvwy]— (23 +v)[w, 0] = o,

\

du systeme de Pfaff [ (2), (3), (33), (41)].

Les équations différentielles réduites du réseau A' sont

’

-—__I 2
J 5'\(}/ ey
(44)

x’:;y——g(zxy—o—vy?)—&—...,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs a 2.

b. p=o0,y7 0. — Le transformé de Laplace A, du point A occupe
alors la méme position que le point H. Nous pouvons supposer choisi le
systéme de référence, de maniére a avoir y =1, ce qui entraine

( Wy 0= Wy, Wy = O,
45 ;
S | woo=Bus,  waa= v,
(46) wy=—02F+v)[ow,], wy=o.

L’expression w, est donc une différentielle totale exacte.
Les formules (13) nous donnent

(47) -

Y3

Les expressions de Pfafl o, w, et les coefficients B, v sont les inva-
riants fondamentaux du réseau A'; ils sont liés par les conditions
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d’intégrabilité
{ [dBos] —[w0,] =0,
(/.8) k Id\'“’2]:Oy

du systéme de Plaff [(2), (3), (33), (45)].
Les équations différentielles réduites du réseau A' sont

(49) 3
z'=y— ?vy‘-"—l—...,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs a 2.

¢. u=y=o0,v320. — Dans ce cas, l¢ transformé de Laplace A, du
point A et la droite de Laplace @ =[A, A, ] restent fixes quand on se
déplace dans le plan; les droites a,=[AA, ] forment un faisceau dont
le centre est Ay, et le transforme de Laplace A, du point A décrit
la droite @. Nous pouvons supposer v = 1; on a alors

(50) f W0= W= 0,
l woo= Bw,, 1) = Wy,
(51) oy =—(28+1)[w 0, 0% =40.

L’expression w, est donc une différentielle totale exacle.
Les formules (13) donnent

‘?/):O (p=1,2,3, ...),
(52 I )
) ?4‘1:;<4“‘}f3)7"
Les expressions »,, o, et le coefficient $ sont les invariants fonda-

mentaux du réseau A'; ilsdoivent satisfaire a la condition d’intégrabilité

du systeme de Pfaff [(2), (3), (33), (50)]
(53) [d30,] = o.

Les équations différentielles réduites du réseau A' sont
A 4 4 3 9
(54) y'=o, =y —syite.,

les termes non écrits étanl de degrés supérieurs a 2.

d. p.=v =7 =o0. — Dans ce cas, il est impossible de particulariser
completement le systéme de référence mobile. On a

Vo= W)= W, = 0.
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Tous les réseaux A' qui correspondent a ce cas, sont équivalents vis-a-vis
du groupe projectif, et chacun d’eux admet un groupe projectif a trois
paramétres dont la structure est donnée par les formules

o) =2lw w;], wh= 0, o', =o.
Pour avoir ces réseaux, on peut prendre, par cxemple
w,=dt, w, = dt,, w, = 0,
de sorte que les formules (2) deviennent ici
d\ = db A+ di Ny, d\i=o, d\,=dtA,.

Ces ¢quations s’intégrent immédiatement et donnenl en particulier
1
A=C+ <t,+ ;t‘:i) G+ t,Cy,

en désignant par G, C,, G, trois points fixes. On a ainsi les coordonndées
fixes d’un point du réseau en fonction de deux paramétres

I
Xo=1, x, =t + ;t;i, x,=t,,

Z,, 1, &, ¢tant les coordonnées homogénes du point A; ses coordonnées
non homogeénes sont

I .
x:t.+lt.;;, y = t.

Onu voit bien que le reseau A est formé de la famille de droites ¢, = const.

(’)5) y =t

paralleles a Uaxe des & (passant par le point fixe C,), et de la famille de
conique ¢, = const.

- I
(56) .Z':t\—i—;yz,
surosculatrices en Gy (w0, 0) a la conique fixe
I
x = -y2
5

On pouvait obtenir les équations (55) el (36) immediatement, en
remarquant que les formules (13) donnent dans ce cas

o,=tYg=0 (p=1,>,3, ... g=o,3,...),

de sorte que les équations différentielles de la famille de courbes du
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réseau deviennent

’

(55) Y=o, x'=y.

On trouve sans aucune difficulté que le groupe projectif a trois para-
wméltres laissant invariant le réseau A, est

X = u? by —ti+- 8
(56): =uj(r —by—ti+- 8
Y= N]()’ - t2)7
ou
X= It,(}/—-— t'l)7
(56), o 1,
( Y:—..u;(x~tg_y-t,+ ;t.—_,).
Lemarque. — Les réseaux A' les plus généraux sont les solutions a

deux dimensions du systéme de Pfaff[(2), (3), (33), (37)]. ot &, B, 1, p,
vsont considérées comme des inconnues, laissant indépendantes les expres-
sions de Pfaff w,, w,. Ce systéme est, d’aprés (39), en involution et nous
avons le résultat évident @ priori : Les réseaux simplement réglés les
plus généraur dépendent d’une fonction arbitraire de deux
arguments.

De méme, les systemes de Pladl' [(2), (3), (33), (41)],[(2), (3), (33),
(45)], [(2),(3),(33), (50)] fournissent tous les réseanx A', respectivement
dans les cas particuliers a, b. ¢. Ces systémes sont, d'aprés (43), (48),
(53), en involution par rapport i w,, »,, et nous avons le résultat sui-
vanl : Les réseaux simplement réglés dépendent suicant les cas par-
ticuliers a, b. c, respectivement de trois fonctions arbitraires, de
deux fonctions arbitraires. d’une fonction arbitraire d’un argu-
ment.

Chacun des systémes de Pfaff précédents, posséde une famille de
caractéristiques définie par I'équation wy, = o : ¢’estla famille de droites
des réseaux intégraux.

13. Les réseaux simplement réglés a invariants égaux. — 1° Cas
général. — Sile réseau A' esl a invariants ¢gaux: nous devons avoir

V=1,
ce qui enlraine
o= o0,
de sorte qne nous avons
W 0= W3, W=, —+ 3pw,

(57)

| woo = Bora, W2= YO, + VWa.
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avee
| diws | — Bpo o] = o,
(58) [duws ] — (2p2+ B)[w,wa] =0,
{duw, | +{dvw]—(Cpd+ouw +1)| w0 ] =o0.

2° Cas particuliers. — a. Dans ce cas, le réscau A' sera a invariants
égaux si

1 =o0;
nous avons donc

wio= 0, Wi = 30):,
(59) :

Woo = W, + 3w, Wiy = W 4 VO3
avec

([ d3ws | — (23 4+v)|[wwy] =0
(60) ’ | h )] ( t )[ L ] ’

| [dvos] — (23 +Vv)[w w2] =o0.
b. Dans ce cas, le réscau A' ne peut pas étre a invarianls égaux.
b
¢ et d. Tous les réscaux A' sont, dans ces cas, & invariants égaux.

Remarque. — On oblient tous les réscaux A' & invariants égaux dans
le cas général, en intégrant le systeme de Pfaff [(2), (3), (33),(57)], ou
I'on considére comme des inconnues Ies coefficients 3, p, v. Les condi-
tions d’intégrabilité (58) de ce systéme montrent qu'il est en involution
par rapport a ®,, w,, et nous avons le résultat suivant : Les réscaux sim-
plement réglés & invariants égaux les plus généraur dépendent de
trois fonctions arbitraires d’un argument.

De méme, Uintégration du systeme de Pfaff [(2), (3), (33), (59)], ou
I'on considére les coefficients B el v comme des inconnnes, donne tous
les réscanx A, a invariants égaux dans le cas a. Les conditions d’intégra-
bilité (60) de ce systéme montrent qu’il est en involution par rapport a
wy, @, et nous avons le résultat suivant : Les réseaux simplement réglés
a invariants égaux dépendent dans le cas particulier a, de deux
Sfonctions arbitraires d’un argument. Dans tous les cas, il y a une
famille de caractéristiques définie parl'équation w, = o : ¢’est la fanille
de droites des réseaux intégraux.

III. — RESEAUX DOUBLEMENT REGLES.

14. Deuxiéme particularisation du systéme de référence mobile. —
Le réscau étant supposé doublement réglé, les coefficients Ay, ks sont
nuls. Nous avons alors

(61) w2= 0, W2 = 0;
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ces équations conduisent aux équations quadratiques extéricures
[wows | =o, [w2w;] =0,
d’ou

(62) Wi 0= YW1, Wi = )\(.0”

par suite, d’aprés (13)

(63) Pr=—

Remarquons que les transformés de Laplace A, A, du point A sont
aussi les points focaux de la droite de Laplace @ =[A A, ] relative a ce
point. :
Les points Ay, A,, décrivent d’ailleurs les enveloppes respectives des
droites ay=[AA], @, = —[AA,].

Formons les covariants bilinéaires des équations (62 ), nous obtenons

[(dy + 3ywe)wa| =0,  [(dh+ 3hweo)w;]= o,
d’on

(64) 8y =—3ewy, Ok =—3eoh.
1° Cas simple y = % = o. Dans ce cas, il est impossible de particula-
riser complétement le systéeme de référence mobile. On a
W 0= 0, W= O.
Tous les réseaux A? qui correspondent a ce cas sont équivalents par

rapport au groupe projectif, et chacun d’eux admet un groupe projectif
a quatre parameétres dont la structure est donnée par les formules

0y = [ (0 — )], wh = [02(02— vw)],

§ =
(w“—woo), 0, (U.)gg——a)oo),: 0.

Pour avoir ces réseaux, on peut prendre par exemple

w, = dt,, Wy = dts, Wy~ Wop = W42 — Woo= O,

de sorte que les formules (2) deviennent ici
d\ = dt.L A 4+ ll[-; Ag,
dA 1= 0,
d.r\g =0,
ces équations s'intégrent immédiatement et donnent en particulier

A=C+ 12 Cl+ 23 CZ,
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G, Gy, G, étant trois points fixes. On a ainsi les coordonndes fixes d'un

point du réseau en fonction de deux parametres

Zo=1, z,=t, Zy =1,

Zy, &y, x5 ¢tant les coordonnées homogenes de A ses coordonnées non

homogénes sont
x =1, Yy =t

On voit que le réseau A? est formé de la famille de droites ¢, = const.
(65> y =t

paralleles a I'axe des x (passant par le point fixe G, ), et de la famille de
droites ¢, = const.

(60) X =i,

paralleles a Paxe des y (passant par le point fixe G, ).

On pouvail obtenir immnédiatement ces deux familles de droiles en
remarquant que les formules (13) donnent

(P/;:L")/,:O (ler )73: . )7

de sorte que les équations différentielles des denx familles de droites du
réseau deviennent

r

(67) _}/IZ o, xr =0

On trouve sans aucune difficulté que le groupe projectifa quatre para-
meétres laissant invariant le réseau A2, est]

(68) X=u(z—1t), Y=uwu,(y—1t),
ou
(68Y X =u(y —t,), Y=u(x—¢t).

I est évident que les réseaux A? correspondant a ce cas, sont a invariants
égaux.

2° y =A% 0. — Nous pouvons, d’apres (64), supposery =1 =1.
Nous avons alors
(69)

W o= W,, Wao = Wy,

Wopp = O.

Dans ce cas. il est impossible d’achever la particulavisation du sys-
teme de rvéférence mobile. Tous les réseaux \? correspondant a ce cas,
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sont projectivemenl égaux, et chacun d’cux admet un groupe projectif a
trois paramétres dont la structure est donnée par les formules.

o) =[ww] wh=[w vl o) =[wyw; |

Le réseau A2 esta invariants égaux. Nous avons vu au n® 7 que la
conique
b=zx}—2212,=0,

a ¢n Ay un contact du second ordre avec la courbe décrite par A, et
en A, un conlact du second ordre avec la courbe décrite par A,. Orv
celle conique dont I'équation en coordonnées non homogénes s’écrit

(70) bd=1—2zy=0

est fixe. Soient, en cffet, = el y les coordonnées non homogénes d'un
point fixe P du plan. On a
dz - w,+ 2w — 2(xws+ yw,) =o,
n) ldy +ws—yo;, —y(zw,+yw,)=o0,
el 'équation
add = o,

est bien une conséquence de (50), (71).

Les courbes décrites par A, et par A, coincident donc avec la
conique (70); c’est-a-dire que le réseau A* est formé, dans ce cas, des
droites tangentes & une conique fize.

3° Cas général v+ ). — Dans ce cas, I'un au moins des coeffi-
cienls y, A n’est pas nul; nous pouvons supposer que c’est y. Il peut
étre, d’aprés (64), réduil a I'unité. On a alors :

(72) W, 0= W2, Wap= A0y,

(73) woo = Bw,,

X étant un invariant différent de 1; et d’aprés (13).

(74) P3=—

| =
)

’/3.

15. Particularisation définitive du systéme de référence mobile. —
L’¢quation (73) entraine

[(dB — Bwi)wa | + (X —1D[o,0,] = o,

comine A 1. 3 ne peut pas étre nul; nous pouvons le supposer égal a



P’unité. Nous avons alors

(75) 000 = Wy, Wag = (A —1)w; + v,

(76) o) =—((+2)[ww], why=(1—X)[wn,],
et les formules (13) donnent
=—Llapsp Liv—g)p
?i‘—_ :):‘Z'}/ -+ g VAR

Les expressions de Plaff o, w, et les coefficients A, v sont les inva-
riants fondamentaux du réseau A,. Ils sont liés par les conditions
d’intégrabilité

§ [dhn, ] — 3% w, 03] =0,
77) | [dvos] —a(ly —v —1) 0,0, ] = o,

du systeme de Pfaff'|(2), (3), (61), (72). (75)].
Les équations différentielles réduites du réseau A* sont

4 I ) I
Y = 2]" 5}’3 (4)>
(78)

2 =— I) ha?+(3),

ou (n) désigne une expression au moins du r*™ ordre en 2, y.

Si 1 = o, le point A, reste fixe, les droites @ = [ Ay A, ], @y == — [AA,],
forment deux faisceaux dont ce point est le centre commun. Le réscau
A2 est alors formé des droites tangentes a une courbe fixe décrite par A,
et des droites passant par un point fixe. L’étude duréseau A? se ramene,
dans cc eas, a la théorie centroprojective d’une courbe.

Remarque. -— Les réseaux A? les plus généraux sonl donnés par
I'intégration du systéme de Pfaff' [(2), (3), (61), (72), (75)], on 'on
considére 2, v comme des inconnues. Les conditions d'intégrabilité. (77)
montrent que ce systémc est en involution par rapport A »,, ws, ct nous
avons le résultat évident a priori : Les réseaux doublement réglés les
plus genéraux dépendent de deux fonctions arbitraires d'un argu-
ment. Il y a deux familles de caractéristiques définies par les équa-
tions w, =0, wy= 0 : ce sont les deux familles de droites des réseaux
intégraux.

—————



CHAPITRE 1L

CORRESPONDANCE PONCTUELLE ENTRE DEUX RESEAUX PLANS.

16. Les caractéristiques [4]. — Considérons deux réseaux plans
quelconques, et une correspondance point par point arbitraire entre eux.
Soient M(¢,, t.) et N(¢,, ¢5) les points générateurs de ces réseaux; la
correspondance scra définie par valeurs égales des paramétres ¢y, La.

Faisons correspondre & tout point M du premier réseau, un systéme
de référence mobile formé¢ des points A, A,, A,, dont le premier a la
méme position que M. De méme, associons au point correspondant N
du second réseau, un systéeme de référence mobile B, By, B,, le point B
occupant la méme position que N. Désignons respeclivement par o;;
et Q;; les composants des déplacements infiniment petits des systémes
de référence A, A . A, cL B. By, B,.

Chacun des systémes de référence mobile attachés aux réseaux A et B
dépend, outre des paramétres essentiels ¢, ¢, de six antres inessentiels
que nous désignerons 1'espectivement par uy, ..., ugebey oLy 9. Si on
laisse ¢y, ¢, fixes et si'on fait varier les ¢, on change le systéme de réfé-
rence atltaché au point donné (¢4, ¢») du résean B. Nous désignerons par
& un symbole de différentiation obtenue en laissant ¢, £, ot wy, ..., ug
fixes et faisant varier les parameétres ¢ le symbole d se rapportera a une
variation quelconque de tous les paramétres. Nous désignerons, pour
abréger, pare;;ce que devient €;; quand on y utilise le symbole 8 de dif-
férentiation, en gardant la notation £;; pour le symbole d.

Nous avons manifestement

(79) ;

et

Q= bywy+ byw,,

Q,= ¢cyw + Cym,
€1 = €3 = ggo+ €11+ €22 =0,

les cocfficients b,, b,, ¢y, ¢, élant des fonctions de ¢, t,, des u et des ¢.
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En formant les covariants bilinéaires des équations (79), on obticnt
des équations quadratiques extérieures qui donnent

o7

8by = (Em)'— €11 )ba — €21 C1, b= (€o0— €11 )bz—— €21 Cy,

(80)

501 = (2g0— €22)C1— €120y, 5‘1 = (po— 22) C2— €12 bs.

Ces équations montrent comment varient les coefficients by, by, ¢y, ¢
quand on modifie le systéme de référence mobile attaché au réseau B.
Nous pouvons toujours supposer, d’aprés (830),

b =1, b,=o, ¢y = o0, Cy=1;
nous avons alors
(81) Q) = w9, Q) = w,.
Ces équations entrainent

[01(Q11-— Quo— w11+ 0g9) | + [ W2( Q21 — wa1) ] =0,

[01(Qua— wi2) |4 [02( 22— Qoo — Wiz -+ wge)] = 0,

d’ou
(82) Q11— Qyo-—wi+wo= f 0+ fiw,, Q1 +wy = f1w)+ frwy,
2
Qra—wi =g 101+ 2002, Qs —Q— Wi+ W=gr1+ g 0
el

€13 == €39 == €11 — &up = €92 — g9 = O.

Aprés cetle particulavisation, le systéme de référence mobile atlaché
au réseau B ne dépend plus que de deux paramétres inessentiels ¢ qui
soient indépendants de ¢, £, et des u.

17. Considérons un point \' infiniment voisin du point A. Dési-
gnons par x, y les coordonnées non homogénes de ce point : elles
sontl, aux infiniment petits du sccond ordre prés, dgales a w,. w,.
Soit B" le point correspondant infiniment voisin du point B. Désignons
par X, Y les coordonnées non homogénes de ce point; clles sont aux
infiniment petits du second ordre prés, égales a Q; Q,. Déplacons le
réseau B dans V’espace projectif (c’est-a-dire appliquons-lui une trans-
formation projective) de manicre que les points B, By, B, vicnnent res-
pectivement en A, Ay, A,. Les points A’ et B’ coincideront, d’aprés (81),
avec un écart da second ordre.

(83) %iiw+P{x7}/)+(3)7
=y+Q)z, y)+(3),
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P et Q étant des polynomes homogénes du second degré en z, y, c’est-
a-dire, d’aprés M. Fubini [2], les réseaux A et B auront un conlact
analytiqgue du premier ordre au point A.

Remarquons que les relations (83) entrainent inversement (81). Par
suite, il y a «* manié¢res possibles de déplacer dans Pespace projectif
le réseau B de sorte que, dans sa nouvelle position, il ait en un point A
un contact analytique du premier ordre avec le réseau A, sans que la
correspondance entre ces réseaux soit altérée.

Le calcul de P, Q se fait exactement comme celui de ¢;, ¢;, et 'on
oblient

S 2 P(01, ws) = w1 (Q11— Qoo— w11+ Wyo) + wa( Qa1 — way!),
(84)

l 20Q (w1, W) = 01 (Qra— W1) 4+ ©2( Qys == Qg — Was + Wp).
Soit maintenant une courbe I :
Yy =pr4+qri4... (p # o)
passant par A; la courbe correspondante A sera
Y=pX+¢gX2+....

I’homographie qui réalise au point A le contact analytique du premier
ordre du réseau B avec le réseau A, dtablit en ce point le contact du
premicr ordre de A, qui devient

v Qla, p)=ple+Plz, y)]+ gz*=+(3),

avec I'. Il y a exception si I' est tangenle en A a une des droites définies
par
Q(z, pz)=pP(z, pz),
ou bien
®) Q(w), )=, P(w, w),

ou encore, en tenant compte de (84),
(85) ‘l":o)?(!h-_)—w|2)+w1w2(€222— Qy— 02y~ w“)——o)%(Qﬂ—w“)
=gi0} -(28: —fHloio,— (2fi— g)oi10i— frol=o;

le contact de A avec T sera alors du second ordre.
Des formules

(Qyy— Q) =— [ Qo) |+ [Qaowz |+ 2[ Q21 Qys |,
Qyp= [ Qo]+ [(Q1— 912)Q0, |,
Q= [Quwi]+ [(Qa— Q41)Qs |,

on déduit

0( Q2 — Q1) =— g1 = e300 0Qy= 2190 0Qyy = g9y
22 b b ’
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d’ou
3 = o,
ce qui montre que la forme différentielle U est un invariant.

Les directions définies en un point A par 'équation ¥ =o, sont
appelées les directions caractéristiques de la correspondance en ce
point. On peut donc dire : Quand on déplace dans Uespace projectif
le réseau B de maniére que, dans sa nouvelle position, il ait en un
point A un contact analytique du premier ordre avec le réseau A,
on réalise au point A le contact du second ordre d'une courbe A avec
la courbe correspondante T, si la direction de I' & ce point est carac-
téristique, et dans ce cas sculement.

18. Remarquons que 'on a sur T
[AdA 2N ] =) dws— ) dw|+ OTws+ O1W (W — W1y ) — WF W,

ct sur A

[BdB d?B] = w, dos— w) dwj+ 07 Qs+ 010,( Q22— Qi1 ) — w3 Qay,
par conséquent
(86) W= [BdBd:B]--[AdAdAl

Nous pouvons donc dire : Pour qu'a un point d'inflexion A d’'une
courbe T corresponde un point d’inflevion B de la courbe correspon-
dante A il faut et il suffit que la direction de cette courbe it ce point
soil caractéristique.

19. Une courbe dont la direction dans tous ses points csl caracléris-
tique, c’est-a-dire une courbe intégrale de I'équation (85), sera appelée
la (courbe) caractéristique de la correspondance. Une correspondance
étant donnée, I'un seul des cas suivants peat se présenter.

1° Il y a trois systemes ' de caractéristiques simples. Une telle
correspondance est nommée une correspondance de la premicre espéce
{(générale).

2° Il y a un systéme o' de caractéristiques simples et un systeme
w' de caractéristiques doubles. Une telle corvespondance est nommée
une correspondance de la deuzxieme espéce.

3° Il y a un systéme x' de caractéristiques triples. Une telle cor-
respondance est nommée unc correspondance de la troisiéine espece.

4° Les caractéristiques sont indéterminées. Une telle correspon-
dance est nommdée une correspondance de la quatrieme espéce.



20. La déformation projective. — Il est évident que les coefficients
de la forme invariante W sont aussi des invariants. On peut d’ailleurs
s'en rendre compte directement, en remarquant que les covariants bili-
néaires des équations (82) donnent

(87) 5]': 2€10, 5/'1 = €30, §f_, = o, 5g, = o, §'g2= €10, gg = 2€3.

La correspondance cntre les réseaux A et B sera une déformation
projective, si les courbes du réseau A(B) font partie de ses caractéris-
tiques.

Prenons les points A, et A, du systéme de référence mobile attaché
au réseau A sur les langentes en A aux courbes de ce réseau. La condi-
tion pour une déformation projective est donc que Péquation (85) soil
vérifiée par w, = 0 el par w,= 0, ce qui donne

1= 0, f2 = 0.
Or, on peut, d’aprés (87), prendre

82=0, f1=0)
ou
f=o, g=o.

Par suite, la condition d’applicabilité projective est que le systéme
de référence mobile étant choisi pour le réseau A, on puisse le choisir
pour le réseau B de maniére a avoir, en tenant compte de la corres-
pondance entre les deux réseau.r,

(88) Q)= wy, Q)= w,, Q1= w1a, Qs = wa
ou bien
S Q) = wy, Q; = wa,
(89) Qi1 — Qo= w11 — Woo+ frm, Qy1 = Wy + frw,
I Q= W12+ g2, Qyy— Qo= W3 — W+ Faw1.

21. Le systéme de référence mobile étant choisi pour le réseau, le
systéme de référence attaché au réseau B est dans 'un ou lautre cas,
complétement déterminé.

En tenant conipte de (88) ou de (89). les formules (83) deviennent

X

\ x4 fara (3),
(90) } ;
VY =r+ 8+ (3)

THI SE ALEBOUYEH. 3
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ou bien
(o1) X=z+ fizy +(3),

Y=y+ g2y +(3).

Inversement, les formules (go) ou (g1) entrainent les équations (88)
ou (89) et caractérisent par suite une déformation projective.

Remarquons, d’aprés (88), qu’en prenant g, = o, f} = 0, nous prenons
les points B, et B, du systéeme de référence mobile attaché au réseau B,
de maniére qu'ils soient les transformés de Laplace du point B, si les
points A, et A, du systéme de référence mobile, attaché au réseau A,
sont les transformés de Laplace du point A correspondant a B.

De méme, on remarque d'aprés (91) qu'en prenanl f'= o, g =0, on
réalise une application analytique du second ordre des réseaux projec-
tivement applicables A et B.

22. Nous prendrons dorénavant, sauf pour I'étude de la déformation
projective des réseaux a invariants égaux, la condition d’applicabilité
projective sous la forme (88).

Les équations (88) mettent en évidence que la propriété d’un réseau
d’étre non réglé, simplement ou doublement réglé, est conservée par
la déformation projective.

Nous avons

P= wjws(gws— fwy) = o.

La troisiéme direction caractéristique est donc donnée par I'équation

(92) gu)z—fu“:o,

Nous Pappellerons la direction principale de la déformation projective.

Les courbes intégrales de I’¢quation (92), c’est-a-dire, les courbes de
la troisieme famille de caractéristiques, sont nommées les courbes de la
déformation projective. Elles jouissent d’une propriélé intéressante.

Faisons correspondre, en effet, a tout point A d’une courbe I' une
droite
Cc = {A(9A1+ O'Agv_)|

passant par ce point et non tangente en ce point & T. Quand on se
déplace le long de T, la droite ¢ enveloppe une certaine courbe. Le point
de contact de ¢ avee son enveloppe est un point

(93) C=aA+pA1+ A,

ou m se détermine en exprimant que le point dC est situé sur la droite c.
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On obtient alors la relation

(94) (ow1— pwy )7 = p ds — o dp + p*wi1y— 62Wy1 —+ PO( W2 — W11)

qui fournit bien 7 si gw, — pwy £ 0, c’est-a-dire si ¢ n'est pas tangente
en A arl.

Soient A et
1=[B(pBs~+aBy)]

la courbe et la droite correspondantes a I' et ¢. Déplacons-nous le long
de A, la droite [ enveloppera une certaine courbe. Le point de contact
de { avec son enveloppe sera

(95) L =B +pBy+oB,,
ou @ est donné par
(96) (O'OJ] —_ pmg)m =P de — de -+ pzwlz——clwgl—o— pG’(ng— Qn).

Nous avons donc

_ p9(Q—Qu— e+ wn)  po(gws— fwy)
- Gy — pWws T o — pws

(97) B —x

Déplagons dans l'espace projectif le réseau B, de maniére que les
points B, B,, B, viennent respectivement en A, A,, A,. Le point L

viendra alors en
WA +pA1+cAs=(v—7)A + C;

il coincidera donc avec le point C lorsque
(98) W— T = 0.

En général, I'équation (98) exige que p=o0 ou ¢ =0, c’est-a-dire
que la droite ¢ soil tangente en A a la courbe w; = oouala courbe w,—o
du réseau A. Il y a une exception si

gor—for=o,

ce qui signifie que la courbe T est une courbe de la déformation pro-
Jective; alors le point L, dans sa nouvelle position, coincidera avec le
point C pour chaque choix de la droite c.

23. La direction principale sera indéterminée sil'on a g =o, f=o.
La correspondance qui réalise I'application est alors de la quatriéme
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espece. Or, on a dans ce cas

Q1 = wy, Qs = w3, Q= wys, Q51 = w1,

Qoo — oo = Q11— w11 = Q23— w2y,
et les covariants bilinéaires de ces équations donnent
Q19 = Wy, Q39 = 3.

Par suite, une correspondance de la quatrieme espéce est une corres-
pondance projective.



CHAPITRE IV.

L’APPLICABILITE PROJECTIVE DES RESEAUX NON REGLES.

24. Le systéme de Pfaff des couples de réseaux non réglés projecti-
vement applicables. — Lc systéme de Pfafl

(88) 91:(1)1, Qg:: W3, Qigz W12, Qg1= wWaq,

fournit tous les couples de réseaux A et B projectivement applicables et,
en méme lemps, pour chaque couple, la correspondance ponctuelle qui
réalise I'application. Il conduit aux équations quadratiques extérieures

[w1 (Qu1— Qop— w11+ wyo)] = 0,
[ @2 (Qs2— Qoo— w22+ weo) | = 0,
T2 (Qig— w19) ] + [w12( Q11 — Qe — w11+ wa3)] =0,

(99) ?

[(1)1(920—(.010)] -+ i 0)21(932—911—(1)224— u)“)] = 0.

Ces équations montrent que le systéme de Pfaff [88] est un involution
par rapport a w;, w,, et qu’il admet une solution générale dépendant de
deux fonctions arbitraires de deux arguments.

On voit de plus qu'il ¥ a deux familles de caractéristiques définies
par les équations w; =0, wy==o0 : ce sonl les courbes des réseaux inté-
graux A el B. Il n’y a aucune solution singuliére, et toul couple de
réseaux projectivement applicable provient d’une solution générale du
systeme [88].

Par suite, les couples de réseaux non réglés projectivement appli-
cables dépendent de deux fonctions arbitraires de deux arguments.

25. Le systéeme de Pfaff de couples de réseaux non réglés projective-
ment applicables par une correspondance de la deuxiéme espéce [4]. —
On peut toujours supposer que les caractéristiques doubles de la corres-
pondance sont définies par I'équation @, =o0. On aura alors tous les
couples de réseaux non réglés projectivement applicables A et B, et, en
méme temps, pour chaque couple, la correspondance de la deuxiéme
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espéce qui réalise 'application, en intégrant le systéme de Pfaft

(100)

Q)= wy Qs = w, Qo= w12 Qa = wa
1 ’ ) ’ ’

Q1 — Qo= w11 — Wyg.

Les équations quadratiques extérieures auxquelles il conduit, sont

[W2 (Qra— Qyp— a2+ ey )] = 0,
[09(Qig— w10)] — [W12( Q22— Qyp— Waa—+ wyg)] = 0.
[w1(Qrp— wag)] + [ w21 ( Q29— Qoo — waz—+ wyg) | = 0,

(101)

2[4 (Qipg—wi10)] + [©2(Qag— wr)] = 0.

Elles montrent que le systéme de Pfafl [100] est en involution par rap-
port & w,, ws, el qu'il admet une solution générale dépendant d’unc
fonction arbitraire de deux arguments.

On voit, de plus, qu’il y a une famille de caractéristiques définie
par I'équation wy =o0. Une solution du systéme de Pfaff [100] sera singu-
liére sil'on a

(102) Q9 — Qyg = w22 — Wyo.

Les solutions singuliéres du systéeme de Pfaff (100) s’obtiennent donc
par intégration du systeme de Pfaff [(100), (102)]. Or, les covariants
bilinéaires des équations (100) et (102), donnent

Qyp= Wiy, Q)= Wway.

Par suite, les solutions singulieres du systéme de Pfaff |100] sont
formées par un réseau quelconque A et un réseau B se déduisant
de A par une transformation projectice.

Toul couple de réseaux non réglés distincts projectivement applicables
par une correspondance de la deuxiéme cspéce, provient donc d’une
solution générale. Par conséquent : les couples de réseaux non réglés
distincts projectivement applicables par une correspondance de la
deuzxiéme espece, dépendent d’une fonction arbitraire de deux
arguments.

Une conséquence immédiate est que : étant donné un réseau non
réglé A il n'y a pas, en général, un réseau B distinct de A qui soit
projectivement applicable sur A par une correspondance de la
deuxieme espéce, sinon, en elfet, les couples de réseaux non réglés dis-
tincts projectivement applicables par une correspondance de la deuxiéme
esptce, dépendraient au moins de deux fonctions arbitraires de deux
arguments.
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26. Le systéme de Pfaff de réseaux projectivement applicables sur un
réseau non réglé donné [3]. —— Soit A un réseau non réglé, nous faisons
correspondre & chacun de ses points, un systéme de référence normal.
Soit B un réseau projectivement applicable sur A. Le systéme de Pfaff

(88) Q) = wy, Qs = v, Q= w2, Qs = Wy
fournit, de la maniére la plus générale possible, le réseau B et la corres-

pondance ponctuelle qui réalise l'application. Il conduit, en tenant
compte de (24), aux équalions quadratiques extérieures.

[01( Q11— Quo— w1y + gg)] = 0,

wg(Qgg——Q — Wos + = 0

(103) [wa( 00 00)] )
[wi(Qaa— Qyp— waa—+ wyo) | — [w2( Q19— w19)] = 0,

[01(Qag— wa0) ] — [@2( Q11— Qg — W11+ woe)] = 0.

Ces équations montrent que le systéeme de Pfaff (88) est en involution
et U'on a le résultat suivant : Les réseaux projectivement applicables
sur un réseau non réglé donné, dépendent de quatre fonctions arbi-
traires d’un argument.

Il y a deux familles de caractéristiques définies, la premiére par
I'équation o, = o, la seconde par I'équation w, = 0; ce sont les courbes
des réseaux intégrauz B.

27. Le systsme de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur un
réseaunon réglé donné par une correspondance de la deuxiéme espéce. —
Soit A un réseau non réglé a chaque point duquel nous aurons associé
un systéme de référence normal. Soit B un réseau projectivement appli-

cable sur A par une correspondance de la deuxiéme espéce. Le systéme

de Pfaft
Q)= w4, Qs = w3, Q= Qys, Qs = W,
(100)

Qi1 — Qyo = W13— Wy

fournit, de la maniére la plus générale possible, le réseau B et la corres-
y plus g P ’

pondance de la deuxiéme espéce qui réalise 'application. 1l conduit, en
tenant compte de (24), aux équations quadratiques extérieures

’

[wa(Qaa— Qyp— w2+ Wy )] =0,

\ [2( Q19— w19)] — [01( Q22— Qoo — W22+ wep") | =0,
[©1(Q:—w20)] =0,

2[w1(Qrg— w19)] + [ w2( Q20— wa)] = 0.

(104)

Ces équations montrent que le systéme de Pfaff (100) n’est pas en
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involution; elles permettent de poser

Qaa— Qpp = Wy — Woo+ U3,
(105) Qo= W1p— UL+ P W3,

Qyy = W39+ 29 Wq.

Les équations quadratiques extérieures qu’entrainent ces équations
donnent, en tenant compte de (27),

s du=(x+2pu+30)w, +wo,,
(106)

dv:(4{3+2vu+3oc+3pv—w)w.l+<uv+ Iu—\—3{3+3vv)w?.

Les covariants bilinéaires des équations (106) donnent enfin

3xn—3

9

(107) dw:[?)uv-&—(ocg—k‘zgi—&- —a+2p2($+v>u
+3(3+2v)p +2(a —+—2[J.)W] on

+[uw—-:z(2§3—.—v)u‘l——30'3

PA 3
+<4,’52+2v2——’—|— A—la—+pu—2X23+v53+4v|u
9 9

3 . .
—+ 9(‘27 —3a+1)0+3(38+ 2v)w] 3,
et cette équation entraine elle-méme

(108) (aa+ 2 — 4Bi—2Vvi+ 2% + 223 +v)ul—gav:—12(28 + v)up
+ 60w+ fi(u,v,w)=o,

ou f, est une fonction homogeéne du premier degré en u, ¢, w.
La relation (108) ne pouvant pas étre une identité en u, ¢, w, donne,
par différentiation, deux autres relations de la forme

18ue+ fo(u, ¢, w)+ f(u, ¢, w)=o,

1803 - 18aur? + 2423 +v)ute —1ouew + fo (u, v, w) + f (u, v, w) = o,

o |

ou f, désigne une fonction homogéne du degré ¢ en w, o, w,

Les relations (109) ne peuvent pas non plus étre des identités en u, ¢,
w; en différentiant ces relations on obtient d’autres rclations qui ont
encore la méme propriété, et ainsi de suite. Si ces nouvelles relations ne
sont pas incompatibles avec les relations (108) el (109), ce que rien
n’oblige a croire a priori, les fonctions inconnues u, ¢, w, dont dépend
la solution du probléme. sont données par le systéme (108) et (109). Il
en résulte que le réseau B cherché, s'il existe, est en nombre fini.
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En tenant compte du résultat du n° 25, on peut dire :

Les réseauz non réglés, projectivement déformables par une
correspondance de la deuxieme espéce, dépendent d’une fonction
arbitraire de deux arguments.

28. Conditions d’applicabilité projective des deux réseaux non réglés
donnés [7]. — Nous nous donnons ici deux réseaux non réglés A, B
et nous nous proposons :

1° De reconnaitre s'ils sont projectivement applicables ;

2° Dans les cas ou ils le seront, de déterminer la correspondance qui
réalise I'application.

Supposons que le systéme de référence mobile attaché a chacun des
réseaux A et B soit normal.

Si les deux réseaux sont projectivement applicables 'un sur l'autre,
les invariants ‘o +2u, 203 +v ont, d’aprés (103), les mémes valeurs
numériques en deux points correspondants des deux réseaux. 1l en est
de méme pour tous les invariants qui en sont dérivés, en convenant
d’appeler dérivés d’un invariant I les quantités définies par

dl = o+ I ws.
Posons, pour la simplicité d’écriture,
a+op=Ah, 28 +v =~k
Cela étant, plusieurs cas sont a distinguer :

I. Les invariants h et k du réseau A ne sont liés par aucune rela-
tion. — Il faudra alors que les invariants correspondants A’ et &’ de B
ne soient non plus liés par aucune relation. Formons alors pour chacun
des réseaux les quatre invariants dérivés

/11, /lg, /('1, ‘ki.

Il faudra, pour Uapplicabilité projective des deux réseaux que
les quatre invariants by, hy, ki, ks sotent, pour les deux réseauz, les
mémes fonctions de h, k.

Réciproquement, s’il en est ainsi, les deux réseaux sont projective-
ment applicables et I'on a sans aucune intégration la correspondance
ponctuelle qui réalise 'application. En effet, établissons la correspon-
dance ponctuelle définie par les relations

h=h, kK =k,
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on aura en méme temps

Ry = ha, hy = hs, =k, Yy = ks.
Or, de
dh = hiw) + Ay, dk = kywy + ks,
Al = I, Qi+ Ry Qs, Ak =k, Qi+ Ky Qs,
on tire
Q)= oy, Q2= wa,

el par suite la correspondance considérée réalise effectivement 'appli-
cation des deux réseaux.

H. Les invariants h et k de A sont liés par une relation et une
seule. — 1l faudra alors que les invariants 4’ et &’ de B soient liés par la
méme relation unique. Supposons, pour fixer les idées, que 'invariant A
ne soit pas constant. Formons ses invariants dérivés £, et /iy, Il y aura
deux cas a distinguer :

1° Les invariants hy et hy ne sont pas tous les deux des fonctions
de I.. — Supposons, par exemple, /i, indépendant de &. Nous formerons
les invariants dérivés de Ay, soient /gy, fyo. Il faudra et il suffira alors,
pour Papplicabilité projective des deux réseaux, que Ay, A\, h,,
s’expriment en fonction de 4/, /| de la méme maniére que /oy, hyy, gy
s’expriment en fonction de A, %,. La correspondance ponctuelle qui
réalise Papplication des deux réseaux. est définie par les formules

W= h, .

2° Les invariants hy et h, sont des fonctions de h. — 1l faudra
que &/, et &), soient aussi des fonctions de 2’ et s’expriment en fonction
de 2’ de la méme maniére que /4, el &, en fonction de 4.

Réciproquement, s’il en est ainsi, supposons A, >~ o, et considérons
entre les deux réseaux A et B une correspondance définie par les équa-

tions
R = h, Q)= w,;

cette correspondance réalise Papplication projective de deux réseaux,
car des équations précédentes et des identités

dh = h1w1+h;wg, dhlz h’| Q|+h’2937
on déduit

Q1= wq.

La correspondance qui réalise Uapplication dépend donc d’une
constante arbitraire.
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Il semble que, pour obtenir cclte correspondance. il faille intégrer
une équation différentielle absolument quelconque, or, on peut se
ramener & des quadratures. Cherchons, en effet, pour w, un facteur
intégrant de la forme p(%). On a, d’aprés (29),

[e(R)wa)=—ho(h)|wiws] 4+ Ay o' (h) | wiwsi;

il suffit donc de prendre

ce qui donne p(4) par une quadrature.

IlI. Les invariants h et k de A sont des constantes. — 1l faudra
que %/ et k' soient aussi conslants el que les valeurs des constantes
soient les mémes.

Réciproquement. s’il en est ainsi, la correspondance définie par le
systéme de Pfall complétement intégrable

91=w1, Qg: (OF)

réalise Papplication. Cette correspondance dépend des deux para-
metres arbitraires. On peut l'obtenir par des quadratures.
Supposons d’abord, en cffet 2 = &k = o0; ona alors

’

’
) = o, wh =0,

de sorte que sil'on détermine sur chaque réseau, par deux quadratures,
les coordonnées curvilignes x, y définies par

d.l' = Wy, d)f = w3,
dX=Q1, dYZQ‘l,

la correspondance poncluelle qui réalise 'application, est donnée par

les équations
X=x+c1, Y:y+03.

Supposons mainlenant /2 et & non nuls tous les deux. Les formules
o) = klowyw,], wy=—"h[wiw:],
permettent. par deux quadratures, de poser
hoy+ kws= dH, eMw, = dy;

et en posant (si k3£ 0)
@ = (M= ky),
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on a
— dr __
T hx + ky’ N=Fz+ ky

w3

On obtiendra de méme pour B deux coordonnées curvilignes X, Y.
La correspondance qui réalise Uapplication, est alors

X:c,x——czk, Y=C1}/—Czh.

29. Réseaux non réglés admettant un groupe a4 deux paramétres de
déformations projectives. — Ces réseaux, d’aprés ce qui précéde. sont
ceux pour lesquels « + 2, 28 4 v sont constants. Pour les valeurs ¢y,
¢» de ces constantes, les réseaux en question sonl fournis par le systéme
de Pfaff

W2 = Wy, Wy = W3,

w1 =(c1— 21 )w; + Pws,

(110) w19= 3 fwy + Yo,
W2 = Awy—+ 3 pLws,
W= pow+(c;—2f)ws.

I1 conduit anx ¢quations quadratiques extérieures
I
[dBw, |+ §<?‘>‘ —y—=3ciB+cica—1)|wiwy,] =o,

(111) [dpou]—é(oy—)\-—3cip+c102—1)[w1w2]=0,

3[dfwi] + [dywa]+ 3 (yp—+208—ciy—p) [mim]=o,
[diwy]+3[duws]-— 3 (Br+2cp—c22—B) [wiws]=o.

Ces équations montrent que le systéme de Pfaff (110) est en involu-
tion et qu’il admet une solution dépendant de quatre fonctions arbi-
traires d'un argument.

Par suite, les résecaux non réglés admettant un groupe i deux
parametres 'de déformations projectives dépendent de quatre fonc-
tions arbitraires d’un argument. On voit, de plus, qu'il y a deux
Samilles de caractéristiques définies par les équations 0wy =0, wy=0:
ce sont les courbes des réseaur intégrauz.

Les réscaux non réglés admettant un groupe a deux paramélres de
déformations projectives font partie des réseaux plus généraux que I'on
appelle asymptotico-isothermes (n° 35).
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LES FORMES DIFFERENTIELLES INVARIANTES wiws, 0] + wj
D'UN RESEAU NON REGLE [T7].

30. Considérons un réseau non réglé A. Faisons correspondre a
chacun de ses points, un systéme de référence normal. Nous avons vu,
au numéro 9, que les formes différentielles quadrique et cubique

p=wio: b =o]+ o]

sont des invariants fondamentaux rationnels du réseau.

La forme ¢, égalée a zéro, donne les courbes du réseau; la forme ¢,
égalée a zéro, donne les courbes de Darboux.

On peut remarquer que la forme ¢ est a un facteur constant prés, le
hessien de la forme cubique ¢ des deux variables w, et w,. Rappelons-

nous encore que le rapport g;- des deux formes ¢ et ¢, est I’élément
linéaire projectif du réseau non réglé A.

Ces formes ¢ et ¢ posent un certain nombre de questions que nous
allons rapidement passer en revue, parce que certaines d’entre elles ont
un rapport étroit avec la théorie d’application projective. Remarquons
auparavant que la forme ¢ n’admet qu'un nombre fini de substitutions
lindaires en w, et w, : ces substitutions se partagent en lrois catégories,
les unes reproduisant la forme ¢, les autres multipliant la forme ¢ par
l'une ou 'autre des racines cubiques imaginaires de 'unité.

On peut dire que, la forme ¢ étant donnée a priori, la forme ¢ est
déterminée & une racine cubique preés de lunité. Sil'on porte son
atlention sur I'équation ¢ = o, on voit que toute substitution linéaire

qui laisse cette équation invariante, laisse également invariante I'équa-
tion ¢ = o.

31. Le théoréme de M. Fubini.- — Le théoréme qui constitue en
quelque sorte la théorie de la déformation projective est le suivant :
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Pour que deux réseaux non réglés soient projectivement appli-
cables, il faut et il suffit que l’on puisse établir entre eux une cor-

\
¢
et Y relatives au premier réseau dans le rapport b4 relatif au second

2
v

respondance ponctuelle transformant le rapport * des deux formes ¢

réseau.

Il nous est facile de démontrer ce théoréme.

D’abord la condition est nécessaire, car si deux réseaux A et B sont
projectivement applicables, on peut choisir les systémes de référence
mobiles associés aux deux réseaux, de maniére a avoir

Q= Wy, Qs = Wa, Qo= W12, Qo1 = wyy.

Si donc le systéme de référence associé au réseau A est normal, celui
associé au réseau B le sera aussi; par suite

Q}+0Qf o+ wj
Q] Q-_r [OFROTY

(112)

Réciproquement, supposons l'existence entre les deux réseaux d’une
correspondance ponctuelle telle que 'on ait (112). On aura alors

Ql = Wy, . QL = Wy,
et par suite .
Q2= vy, Qo1 = Way.

Les conditions d’applicabilité projectives sont donc réalisées.

32. Les réseaux non réglés admettant une forme | donnée & avance.
— Toute forme cubique qui n’est ni un cube parfait ni divisible par un
carré parfait peut évidemment se mettre sous la forme ) + @3, en dési-
gnant par @, et @, deux formes linéaires convenablement choisies.

Les réseaux non réglés, s’il en existe, qui admettent pour la forme ¢
cette forme donnée a I'avance, se partagent en trois catégories, suivant
que la forme quadratique ¢ esl ¢gale a &, ®,, ¢w,®, ou e?w, ®, ¢ btant
une quelconque des racines cubiques de 'unité.

Les réseaux d’une méme catégorie sont tous projectivement appli-
cables les uns sur les autres. 1l résulte immédiatement de 1a que les
réseaux non réglés admettant une forme cubique donnée, existent
et dépendent de quatre fonctions arbitraires d’un argument.

Mais, il n’y a, en général, aucun réseau non réglé & invariants
égaux admettant une forme cubique donnée. Cela tient a ce que, si
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Pon désigne par £ et n deux intégrales premiéres des équations w; = o et
@, == 0, on peut prendre

ml:f(g’ "\)d£7 mi:g(5> "l)d"l,

avec deux fonctions arbitraires de deux arguments; il est vrai que I'on
peut particulariser f et g en remplacant § par une fonction de £, et v par
une fonction de 7n; mais cela ne change pas essenticllement arbitraire
des éléments qui entrent dans @, et @,. On peut dire, en somme, que la
forme cubique &} + w) dépend de deux fonctions arbitraires de
deux arguments; comme les réseaux non réglés a invariants égaux ne
dépendent que d'une fonction arbitraire de deux arguments, il est
évident qu’il n’y a, en général, aucun réscau non réglé a invariants
¢gaux admettant une forme cubique donnée a avance.

33. Les transformations de réseaux non réglés qui conservent les
lignes de Darboux. — On peut se proposer de déterminer les réseaux
non réglés pour lesquels, U'équation différenticlle L = o des lignes
de Darboux est donnée & Uavance. Si 'un de ces réseaux est connu,
tous les autres pourront étre mis avec celui-la en correspondance ponc-
tuelle conservant les lignes de Darboux. Réciproquement Ia recherche
des réseaux non réglés B qui peuvent étre mis avec un réseau non réglé
donné A en correspondance ponctuelle conservant les lignes de Darboux,
revient au probléme énoncé.

Remarquons qu’une telle correspondance conserve ¢également les
lignes de Segre '

wi—wi=o0
et plus généralement encore les courbes
(113) ot +cdwl=o0 (¢ = const. % 0),
qui sont définies géométriquement par la propriété que leur tangente

forme un rapport anharmonique constant avec les tangentes de Darboux
(ou de Segre). Si 'équation différentielle donnée est mise sous la forme

wi +wi=o,

ou w et @, sont des expressions de Pfaff formées au moyen de deux
variables indépendantes £ et u, il est ¢vident que les réseaux cherchés
seront donnés par l'intégration du systéeme de Pfaff

(114)

% W)= v, W31 = Wy,

[OF] =t!31, wy = {®,.
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Les équations quadratiques extérieures qu’entrainent ces équations,

sont
3[(1.)“0)-1] —+ [wll,wz'] =0,

[(1)20(01‘]—6—3[(1)22())2]:0,
(115) [(l—i— “+ Wi — Wy — gco-»)ml] = o,
? <dt+w— C—Zw w-—-
7 22 Woo I 1 2_ = 0,

ou l'on désigne par a et b les coefficients qui intervicnnent dans les
expressions

(116) w) = b(w1m2], oY =—a[oi1m,; .

Elles montrent que le systéme de Pfaff’ (114) est en involution par rap-
port & w;, w,, et nous avons le résultat évident a priori : Les réseaux
non réglés, pour lesquels Uéquation différentielle b = o des lignes de
Darboux est donnée & U'avance, dépendent d’une fonction arbi-
traire de deux arguments. Les caractéristiques sont données par les
¢quations w; =0 el wy =0 : ce sont les courbes des réseaux intégraux.

34. Proposons-nous maintenant de déterminer les réseaux non
réglés & invariants égaux par lesquels Uéquation différentielle § —o
des lignes de Darboux est donnée a l'avance. Ces réseaux sont évi-
demment donnés par U'intégration du systéme de Pfaff

W12 = W1, Wi = Wy,
o w11 = W1+ @wz, W19 = 3@0)1—%- YW,
(117) w2 = YW1+ 3 pws, W= MW{—+ VW3,
wy = 1w, wy = {®a.

Les équations quadratiques extérieures auxquelles conduisent ces
équations sont

[dawi]+ [dfw:]+ (aB + av —28p+ v —1)[wiw:]=o,
(32) 3[dBwi]+ [dyws]+3(4B2+208v — oy —yp— ) [wiw:] =0,
[dywr) +3[dpws]— 3(4p2 +2ap — 19— fy — B) [w1w:] = o,
[dpwy |+ [dyws]— (pv+ av —2fp+ v —1)|[wiw] =0,
de . b
[(7'—0—2@—!—\'—7(02)(1)1]:0,
(118)

dt R a., _
i T+1+#M__t_ 1 Jws | = 0.
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Elles montrent que le systéme de Pfaff (117) n’est pas en involution.
Nous pouvons d’aprés (118), poser

dt a b
(119) 7=<7—a—2p>w1+<;—2f3—v)m,;

celle équation entraine 'équation quadraiique extérieure
(120) [(da+2du)w;]+[(2dB + dv)w, ]+ filoiws] =0,

ou f, est une fonction finie des variables o, ..., v.
Les équations (32) et (120) montrent que le systéme de Pfaff

[(117) (119)] est en involulion par rapport & w,, w,, et I'on a le résultat
suivant :

\

Les réseaux non réglés a invariants égaux pour lesquels U'équa-
tion différentielle = o des lignes de Darboux est donnée & I’avance.
dépendent de cing fonctions arbitraires d’un argument. On peul
voir facilement qu'il y a cing familles de caractéristiques : ce sont les
deux familles w,= o, w,=o0, de courbes des réseaux intégraux, et
les trois familles ») + o, = o de lignes de Darboux.

38. Etant donnés deux réseaux A et B, peut-on reconnaitre s’il
existe entre ces deux réseaux une correspondance conservant les
lignes de Darbouzx, et, dans Uaffirmative, comment peut-on déter-
miner cette correspondance ?

Supposons qu’on ail rapporlé chacun de ces réseaux a un systéme de
référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe, sera
donnée par deux relations de la forme :

(121) Q= twy, Q= tws,
qui entrainent, d’aprés (29).

dt
(122) 7 +’l'Q1+k’Q2——- hwl—-szzo,

ou nous désignons par h, k les invariants & + 21, 28 + v du réseau A
et par 2/, kK’ les invariants analogues a %, k relatifs a B. Cette derniére
équation entraine a son tour

(123) (]‘/,‘—‘Ilé)[QjQI)*(kj““kg)[ij:}=O,

Cela posé, deux cas sont a distinguer :

THLSE ALEBOUYLIL. 4



— 50 —

1° 8¢ les invariants ky et hy relatifs a A sont égaur. il faudra alors
qu'il en soil de méme pour B. Les équations (121) et (122 ) sont alors com-
plétement intégrables. Il y a une infinité de correspondances conser-
vant les lignes de Darboux, et elles dépendent de trois constantes
arbitraires.

Remarquons que Péquation (122) s’intégre d’elle-méme par deux
quadratures, car hw,+ kw, el A'Q, 4 A’'Q, soni des diflérentielles
exacles — (ﬁ), — df,, On a alors

h h

s

b

t==C

-0 |

les équations (121), qui prennent la forme

T 1
—,Ql—._.—-—-w,, —,Q-_»:-—u)-_),
14 e ? e

s’inlégrent par des nouvelles quadratures, car chacun des membres de
ces équations est une différentielle exacte, puisqu’on a, par exemple,

<I )’ I
-—wy) = -
[ e

Koy o] — = [dpwi ] = ék[u),wg] — Zoi(hws+ koy)] =o.

Les o correspondances cherchées s’obtiennent donc par des quadra-
tures.
Remarquons qu’en posant

I I
‘;u“:dEv ;wz:dﬂ;

I'équation des lignes de Darboux se réduit a la forme
(124) dE3 + dn? = o,
el les correspondances entre les deux réseaux sont

F=Ct+c, n'=0Cn+cy;

en réalité, ces correspondances sonl données par les formules plus géné-
rales

"= Cet +cy, 7= Ce2n + ¢
(63:.1).
G

en —+ Cy, = CGe2E + ¢

En particulicr, tout réseau dont les deux invariants &, et h, sont égaux
admel avec lui méme w' correspondances laissant invariantes les lignes de
Darboux. Ces réseaux sont caractérisés par la propriété de Uéqua-
tion de lignes de Darboux d’étre réductible & la forme (124); en effet
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S . . . 1 I 1
cette propriété entraine l'existence d'un facteur p tel que ~wy el ;(1)2

solent des différentielles exactes; cetle derniére propriété donne

I 1. I I
- klowiw:] + s;Lml dp | = o, 5 hiwsog |+ ;—3[0)2 dp|=o,
; § ; {
d’ou
dp
— =—hw,— kw,;
2

le second membre étant une différenticlle exacte, on doit avoir

hs = k.

Ces réseaux ont é1é appelés par M. Fubini [1] usymptotico-isotermes.
lls dépendent évidemment d’une fonction arbitraire de deux arguments
puisqu’ils correspondent a une méme équation différenticlle de lignes de
Darboux. De méme on voit que les réseaux asymptolico-isothermes a
invariants égaux dépendent de cing fonclions arbitraires d'un argumment.

2° St Uon n'a pas hy=k,, on ne devra pas avoir non plus A\, =K.
L’équation (123), en lenant comple de (121), donne la valeur de ¢

ki — hs
2= T2

p—

La correspondance cherchée, sielle existe, conserve donc les expres-

sions de Pfaff

Wy = \/kl——-hgw;, Wy = \/A”[—-—h-zu)g.

On est alors ramené a un probléme classique. On formera pour chacun
des réseaux les quantités a ct b définies par

o) = b{w o], wh= —al[w w1 ],

ainsi que les quantités «,, @y, by, by, ... qui en dérivent

da = ay &1+ as &,
db = b] 17514—[);: Wa,

d(l[—': A1 Ty + X12B2,

Si les quantités @ el b ne sont liées par aucune relation, il faudra que
les quantités @' et b’ relatives an réseau B ne soient non plus lides par
aucune relation; et pour 'existence de la correspondance cherchée, il
faudra et il suffira que «|, @,. b}, b, soient les mémes fonctions de a’
et b’ que a,, as, by, by le sont de @ et b. Dans ce cas, la correspondance
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est unique et connue sans intégration par les relations

Les autres cas se traitent de la méme maniére.
On peut remarquer ici que les quantités a et b ne peuvent pas étre
constantes toutes les deux.
On a, en effet
kis— hae

k= T = VR
3 kll"—h’ll . S
IL—— m—d“‘]-h:,
d’ou
dk1-—'d’l-_) .
ho.n—i— ]('U)g— m—j = am1+bm'g,

or, le sccond membre serait une différentielle exacte si @ et b ¢taient des
constantes, comme le montre le calcul de son covariant bilinéaire, et le
premier nombre ne peut pas I'étre, car cela entrainerait &y = /..

On peut déduire de la en particulier que, si un réseau n'est pas
asymptotico-isotherme, il admet au plus acec lui méme ' correspon-
dances conservant les lignes de Darboux.

36. Les réseaux non réglés admettant une forme quadratique ¢
donnée & l'avance. — On peut poser sur la forme quadralique ¢, des
problémes analogues a ceux qui viennent d’étre résolus.

Il n’y a pas lien de chercher les réseaux pour lesquels 'équation diffé-
rentielle ¢ = o est donnée a 'avance, car cette équation différentielle est
pour tous les réscaux de la méme forme

dt dnq = o.

Proposons-nous donc de chercher les réseaux admettant une forme
(uadratique ¢ donnée a I'avance, forme qu’on peut toujours supposer
étre

¢ = Wy,
ou @, el @, désignent deux expressions de Pfaff données. Les réseaux
cherchés s’obtiennent évidemment par l'intégration du systéme de Pfaff

)13 = 0)q, Wi = W3,

(125)

1
wy = Iy, Wy = Zm‘;,
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Ce systéme conduit aux équations quadratiques extérieures

3[(1)“(.\)1] —+ Iu)m(l)z]

:0’
[wmw, ] -+ [ 30)2:(,0-_7] =0,

(125) [(%5 +wll—'('-)00—bt(dg> w;] =o,
[ @Yol =
G T W W S0y o) = 0.

On voil ainsi que les réseaux non réglés cherchés dépendent d’une
Sfonction arbitraire de deux arguments. 11 y a deux familles de
caractéristiques définies par les équations w, =0 el wy=0 : ce sont les
courbes des réseaux intégrauax.

37. Cherchons maintenant les réseaux non réglés a invariants
égauxr admettant la forme quadratique ¢ donnée & U’avance. Ces
réseaux sont fournis ¢videmment par 'intégration du systéme de Pfaff

Wi = W), W2 = W3,
(127) W= awy + P, W= 3Bw;+ yws,
Wep== YW+ I W2, . W= KW+ V.

I1 conduit aux équations quadratiques (32) et

[<d7t+2‘3+v—-btm:>w“|-_—_o,

[(dt a > ]
—— a4+ 20 — = 0 Jws | = 0.
t t

Les équations (32) et (128) montrent que le systéme (127) n’est pas
en involution. Nous pouvons, d’apreés (128), poser

(128)

(129) dT’t=(a—;—zp——%>¢ul~—(23+v—~bt)wz;

celte équation entraine I'équation quadratique extérieure
(130) [(da+2du)w,]—[(2d3+ dv)ws] + fi]lmyws] = o,

ou f; est une fonction finie des variables «, ..., v.
Les équations (32) et (130) montrent alors que le systéme de Pfaff
[(127), (129)] est en involution et I'on a l¢ résulsat suivant :

Les réseauz non réglés a invariants égaux admettant une forme
quadratique ¢ donnée a U’avance, dépendent de cing fonctions arbi-
traires d’un argument. On voit de plus qu’il y a cing familles



— b —
de caractéristiques : ce sont les deux familles w,—=o0, w, =0 de
courbes des réseaux intégraux et les trois familles »} — w}=o de
lignes de Segre.

38. Etant donnés deuz réseaux A et B, peut-on connaitre s’il existe
entre les deux réseaux une correspondance ponctuelle conservant la
forme quadratique o. et, dans Uaffirmative, comment peut-on déter-
miner cette correspondance?

Supposons qu’on ait rapporté chacun de ces réscaux a un systeme de
référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe, sera
donnéc par deux relations

I
(131) Q)= twy, Qy = tw;.
qui entrainent

(132) th-——/l Q)+ K Qs+ hwy— kwy=o.

Cette derniére relation entraine
(133) (Ry + Ky —2l'L')— (hy+ Ay —2hk)=o0.
La quantité /iy+ Ay — 2hk est la courbure de la forme quadra-
tique ¢ relative au réseau A. Posons, pour la simplicité d’écriture,
p="ly+ khi— k.

Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter.

I. La courbure p de la forme quadratique ¢ relative & A n’est pas
constante; il faudra alors que la courbure p' de la forme ¢’ relative & B
ne le soit pas non plus. Formons les invariants dérivés p, et p,; suppo-
sons, pour fixer les idées, que I'invariant p,, ne soit pas nul. La relation

pr—tpy=o

donne alors la valeur de ¢. La correspondance cherchée. si elle existe,
conserve donc les expressions de Pfaf]

1
Wy = pPiu), W)= — Wa.

Pt

On est alors ramené a un probléme classique. On formera pour
chacun des réseaux les quantités « et b définies par

w)=b[w1ws], wy=—a[m®:],
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ainsi que les quantités a,, .. by, b., ... qui en dérivent. Siles quan-
Lilés a et b ne sont liées par aucune relation, 1l faudra que les quantités a
et b' ne soient non plus liées par aucune relation, et, pour existence de
la correspondance cherchée, il faudra etil suffira que ), &, b, b}, soient
les mémes fonctions de @' et &' que a,, a., by, b, le sont de @ et b. Dans
ce cas, la correspondance est unique et connue sans intégration. Les
aulres cas se traitent de la méme maniére.

Il. La courbure de la forme quadratique ¢ relative & A est cons-
tante; il faudra que la courbure de la forme o' relative a B ait la méme
valeur constante. Les équations (131) et (132) sont alors complétement
intégrables. Il y a une infinité de correspondances conservant la forme
quadratique o, et elles dépendent de trois constantes arbitraires.

Remarquons qu’on peut obtenir ces correspondances par des qua-
dratures, si la courbure de la forme quadratique ¢ est nulle. En

effet, kos— hw, et £K'Q,— 1'Q, sont des différentielles exactes ——%’

ds’
et — —; on a alors

’

T
t = C—;
-G,
les équations (131) qui prennent alors la forme

1 C
= Q= — o, Co' Q)= ow,,
o ¢

s’intégrent par des nouvelles quadratures, puisque chacun des membres
de ces ¢quations sont des différentielles exactes.
On peut remarquer qu’en posant

1
o= ds, ows = dn,

la forme quadratique ¢ se réduit a la forme
(134) o =dtdnq
et les correspondances entre les deux réseaux sont

, I
= C+ecy, n'=§n+ e

en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus géné-
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rales
r I 9
EF=Ce +o, =N+ oy,
= Cen + ¢4, = és’f + Ca.

En particulier, tout réseau pour lequel la forme quadratique ¢ est
de courbure nulle admet avec lui-méme ' correspondances laissant
cette forme ¢ invariante. Ces réscaux sont caractérisés par la propriété
de la forme quadratique ¢ d’étre réductibles a la forme (134).



CHAPITRE VL.

L’APPLICABILITE PROJECTIVE DES RESEAUX PLANS REGLES.

I. — LES RESEAUX SIMPLEMENT REéLf:s.

39. Le théoréme de M. Fubini. — Pour que deux réseauzx simple-
ment réglés soient projectivement applicables, il faut et il suffit que
Uon puisse établir entre eux une correspondance ponctuelle trans-
Jormant Uélément linéaire projectif du premier réseau dans celui du
second réseau.

Supposons, en eflet, deux réseaux simplement réglés A' et B! projec-
tivement applicables, et admettons que nous ayons choisi le systéme de
référence associé a A' de maniére & avoir les relations (33). Le systéme
de référence associé a B' qui réalise I'application est tel que

Q= w,, Q)= w,, Qs = W), Q1= wa.

On aura donc
Q) =o, Q= Q,

et par suite
Q3

[

glg

Réciproquement, supposons qu’il soit possible d’établir une corres-
pondance ponctuelle entre les deux réseaux transformant I’élément linéaire
projectif de I'un dans cclui de T'autre; nous pouvons admettre qu’on a,
pour chacun des deux réseaux, particularisé le systéme de référence
mobile de maniére a avoir les relations (33); on aura alors pour toute
variation permise de I'un ou de I'autre des systémes de référence

8w = 2€99 W), o

(O
391:96’0091, 593: 'I)OQ‘I‘

(136) ;
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Or, I¢galité (135) entraine
Q) = urwy, Q)= uws;

mais on peut, d’aprés (136), modificr le systéme de référence associé
a B! de maniére a avoir u —=1.
On aura donc

91:0)], Qs = w2, 9122 w13, Qzl—:wu.

Les conditions d’applicabilité projeclive sont donc réalisées.

40. Le systéme de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur
un réseau simplement réglé donné. [3 | — Soit A' un réscau simplement
réglé pour lequel nous aurons complétement particularisé ie systéme de
référence mobile. Soit B' un réseau projectivement applicable sur A'.

On aura, de la maniére la plus genérale possible, le réseau B! et, en
méme temps, la correspondance ponctluelle qui réalise 'application en
intégrant le systéme de Pfaff

(88) Q= v, Qs = ., Qpa= s, Qyy = 0.

Il conduit, en tenant compte de (33), aux équations quadratiques exté-
rieures
[01(Q1)— Qpy— w11+ wye)] = o0,
[02(Q2) - Qup— Was—+ wyy)] =0,
[Qa(Qg— wyg)] =0,

[0 (Qep—wa9)] — [ W2(11— Qoo — W11+ wyo )] = 0.

(137) (

. . y . 9. . S 1 e > .

On voit bien, d’aprés (137), que les réseaux projectivement appli-

cables sur un réseau simplement réglé donné. dépendant de quatre
Sfonctions arbitraires d’un argument.

Les courbes o, = 0, w, = 0 des réseaux inlégraux sont les caractéris-

tiques du systeme de Pfaff (88).

4. Le systéme de Pfaff des couples de réseaux simplement réglés
projectivement applicables par une correspondance de la deuxiéme
espéce. — Il y a deux cas a distinguer :

. Les caractéristiques doubles sont les courbes wy==o:

Il. Les caractéristiques doubles sont les droites w, = o.

Dans le premier cas, le systéme de Pfaff
‘ Q)= w,, Q) = v, Qs = Wy, Q= w2y,

(138> l

w12 =0, Q23 — Qg = W22 — Wy,
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et dans le second cas, le systeme de Pfaff

Q== Qs = w3 Q= wy2 Qa1 = 0y
b ) b 7

(139)
w13 =0, Qyy— QO(, = 01— Wyy,
fournit tous les couples de réscaux simplement réglés projectivement
applicables et, en méme temps, pour chaque couple, la correspondance
de la deuxieme espéce qui réalise Papplication.
Ils conduisent respectivement aux équations quadratiques exlérieures

[01( Q11— Qop— w1+ wyy)] = 0,

[02(L1— )] =0,

—

(140) ¢ [@1(Q20— w20)] — [w21( Q11 — Qoo — w11+ 0g0)] = 0,
( [01(Qrg—wi0)] + 2[020 Q20— wy) ] =0,
[wap] =0

et

[@2(Q22— Qpp— w22+ wy)] = o,

[wa(Q1p— w1y)] =0,

(141) [w1( Q20— w20) ]+ [ W21 ( Q23— Qop— W22+ oo )| = 0,
201 (Qio— w19) | -+ [02(Q2p— w29) ] = 0,

[wywig]=o0.

On voit, d’aprés (140) et (141), que chacun des systemes de Pfafl’ (138)
¢t (139) est en involution et admet une solution générale dépendant de
cinq fonctions arbitraires d’un argument.

Le systeme de Pfaff (138) posséde deux familles de caractéris-
tiques : ce sont les courbes o, = o et les droites w,— o des réseaux
intégraux. Une solution de ce systeme sera singuliere, si U'on a

Qg — Wpp = W11 — Wyy.

Le systeme de Pfafl (x39) ne posséde qu’une famille de caracté-
ristiques : la famille de droites w,—= o des réseaux intégraux. Une
solution de ce systéme sera singuliére. si 'on a

.)3;— Qm. = W32 — Wo.

On voit. comme au n® 28, que les solutions singulieres de chacun
des deur systemes de Pfaff (138) et (139) sont formées par un réseau
simplement réglé quelconque A' et un réseau B' se déduisant de A
par une transformation projective.

Tout couple de réscaux simplement réglés distinets projectivement
applicables par une correspondance de la deuxiéme espece, provient donc,
dans I'un et Pautre cas, d’une solution générale.
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Par suite, les couples de réseaux simplement réglés distincts pro-
Jjectivement applicables par une correspondance de la deuxiéme
espéce, dépendent de cing fonctions arbitraires d’un argument.

Il en résulte immédiatement que les réseaux simplement réglés pro-
Jjectivement déformables par une correspondance de la deuxiéme
espéce sont exceptionnels : sinon, en effel, les couples de réseaux sim-
plement réglés distincts projectivement applicables, par une correspon-
dance de la deuxiéme espéce, dépendraient au moins d’unc fonction
arbitraire de deux arguments.

42, — Le systéme de Pfaff des réseaux projectivement applicables sur
un réseau simplement réglé donné par une correspondance de la deuxiéme
espéce. — Soit A' un réseau simplement réglé pour lequel nous
aurons complétement particularisé le systéme de référence mobile.
Soit B! un réscau projectiverient applicable par une correspondance de
la dcuxiéme espéce sur A'.

I. On aura. de la maniére la plus générale possible, le réseau B! et la
correspondance de la deuxiéme espéce qui réalisc I'application et qui
admet les courbes w; = o comme caractéristiques doubles, en intégrant
le systéeme de Pfaff

(142) g Q= wy, Qs = wa, Q= w9, Qsy = wa,

Qay— Qgo = Wa2— Woo.

Il conduit, en tenant compte de (33), anx équations quadraliques
extérieures

[01( Q11— Qoo— w11+ we)] = 0,
(143) [w2( Q19— w10)] = o,
4 :

[wl(on—wzo)J - | W2 (Qy1— Qoo — w1+ woo)] = o,

[u)l(()m—wm)] -+ 2[(1)3(97_0— u)20)] = 0.

Ces équations montrent que le systéme de Pfaff (142) n’est pas en
involution, et permecttent de poser

S Q11— Qpp= W11 — W9+ UL,
(144)

Qm: Wi+ 2P W3,

Qz(): Wi+ PW — UWI.

Ces équations entrainent les équations quadratiques extérieures

[wl(du—- uw“—woo)] —30|lwiws] =o,

(145) 2{wa(dy + 3vwgg)] + ulw(wy+2vw2)] = o,

[w1(dy + 3vweg)] — [(,dz(du—— uwyy — ww)] + 3u[waiwses | = 0.
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1° Cas général. — Les composantes du déplacement infiniment petit
du systéme de référence mobile attaché au réseau A', satisfont aux
équations (33), (37). Les équations (145) permetient alors de poser

du — u(wi1— wy) = wwy -+ Irw,,

(146)

dv—#—30w00=1u +20)w + (3pu— w)m,.
S el

Ces équations entrainent
(147) dw — 2 w(wy— we)

=[~3pu3—301+ uw

+(Gga—p—gﬁy—Y—; +3p.1)u+3(1—32—7)0+6y.w]w1

-+ [3uv -+ <I — g) u] ),
et celle-ci conduit enfin a la relation

(148) (3 v+ 2B +3pa+ 2y —1)ut+ gvel+18puuw — 6ow + fi(u, v, w) = o,

ou f, désigne une fonction homogene du premier degré en u, ¢, w.

La relation (148) ne peut pas étre une identité en u, ¢, w; elle donne
par différentiation. les relations

1803+ 18vup? 4+ 36 u2e —1ouvw + fo(u, v, w)+ f(u, v, w)=o,

—18ur2+ fo(u, v, w)+ fi(u, v, w)=o,

(149) {

ou f, désigne une fonction homogéne du degré ¢ en u, ¢, w. Les rela-
tions (149) ne peuvent pas non plus étre des identités en u, ¢, w; elles
donnent par différentiation d’autres relations qui ont encore la méme
propriété, el ainsi de suile. Si ces nouyelles relations ne sont pas incom-
patibles avec (148) et (149), ce que rien n’oblige a croire a priori, les
fonctions inconnues u, ¢, w. dont dépend la solution du probléme, sont
données par les équations (148) et (149).
Par suite, le réseau B cherché, s'il existe, est en nombre fini.

2° Cas particuliers. — a. Les composantes du déplacement infini-
ment petit du systéme de référence mobile attaché au réseau A*, satisfont
aux équations (33) et (41). Les équations (145) permettent alors de
poser

du — u(wig— wop) = ww -+ 3vw,,
(150) 1
dy + 3wy = Eu(y + 20 w1+ (3u— w)wa.



Ces équations entrainent
(151) dw — 2w( Wi — wyg)

= [-—-3u2—302+uw——— (I—)(Sy—a—ﬁ)u— S—:Yv—o—ﬁw] o)1+(3uu—:—)u)o),,

el celle-ci conduit a la relation
(152) (353 v4+oy)ut+ qver+18ur — 6ew + fi(u, v, w) = o.
Cette relation entraine par différentiation, les deux relations

(153) j I8¢ - 18v w436 wte — D uew + fly(u, ¢, w) “+ [ (u, v, w)=o0,
‘ | —18uer+ f4(u, 0, w)=+ fiu, ¢, w)=o.

On voit bien que dans ce cas aussi, le réseau cherché B', s’il existe,
est en nombre fini.

b. Les composantes du déplacement infiniment petit du systéme de
référence mobile attaché au réseau A', satisfont aux équations (33) et
(45). Les équations (145) permettent de poser

du — u(w1— wy) = wwi+ 3vw,,

(154)

1
' dv +3vwp=-u(1+20)w,— wo,,
2

Ces équations entrainent

(155) dw —ow(wy — vy) =(—3v‘-‘+ uw — % Bu— —gv)m +<3uv——- l{—)wa

et celle-ci conduit a la relation
(156) 202+ 9V — 60w + f1(u, v, w)=o,
qui entraine elle-méme les relations

(157) {1803+ 18vur—1ourw - fi(u, ¢, w) + f(u, v, w) = o,
| —18uv?+ f4(u, v, w)+ f(u, 0, w)=o.

Par suite, le réseau B! cherché, s'il existe, est en nombre fini.

c. Les composantes du déplacement infiniment petit du systéme de
référence mobile attaché au réseau A', salisfont aux équations (33)
ct (50).

On peut alors, d’aprés (145), poser

du— u(wy — W) = W+ Jvws,

(158)

dy + 30 wge= urmw;— ww,.
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Ces équations entrainent I'équation
(159) dw —ow(wi1— ) =(—302+ uw)wy+ 3ur ws,

ot celle-ci conduit a
(160) qv:— 69w = o.
Il y a donc deux cas possibles : ¢ =0 ou 3¢ —2w=o.

Mais, en réalité, il n’y en a qu'un senl. En effet, en différentiant

I'équation
Jv—2w=o,

on oblienlt
P = 0.

Ceci posé, on a alors, d'aprés (158),

Y = o0, Ww=0
ct

(161) du = u(wi— wy).

La fonction inconnue u, dont dépend la solution du probléme, est
donc donnée par I'équation différentielle complétement intégrable (161),

Par suite, le réseau B', cherché existe et dépend d’une constante
arbitraire.

d. Les composantes du déplacement infiniment petit du systéme de
référence mobile attaché au réseau At satisfont aux équations

( W2 = 0, W2 == ), W9 = 0, w2y = 0O,
(162)

! Wy = W1 = Way= 0,

On peut alors, d’aprés (145), poser

[ du=wwi+ 3vw,,

(163)

l dv = uvw; — wwa.

Ces équations entrainent I'équation

(164) dw = (— 302+ uw)w| + 3 ue w,,
el celle-ci conduit elle méme a la relation
(165) oW = 0.

On doit donc avoir :
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mais, d'aprés (163) et (164). chacune de ces deux relations cntraine
I'autre.
Par conséquent, nous avons

Y =0, w = 0,
(166) du = o.

Le réseau B' cherché existe et dépend d’une constante arbitraire.
En posant

nous avons

—lerde B+ duBi+  dtB,,

dB 3

U
=z
[

(167) gci dt, By,

dBs=— ¢ dtsB + dt2B1—93-dtlBg.

Les équations (167) s’intégrent sans difficulté.
On trouve, en effet, successivement

2
A

B, = e’ Cl,
—1.4_’[1
B!:_ e 9 (eicl,C+8—lL‘lgC2 )
¢t enfin
1

I —-=y N . " . ..
B=—=e 3 (—icetC+ e®Ci+ice ictCy),

ps

ou G, G, G, sont trois points fixes quelconques.
On a ainsi les coordonnées fixes d’un point du réseau B! en fonction
des deux paramétres.

(168) xoz_ic gulg, 2= e, L2= le e—illq,

Xy, Xy, X2 étant les coordonnées homogénes du point B générateur du
réseau B'.

Pour obtenir (168), on suppose évidemment ¢ £ 0, ¢’est-a-dire B!
distinct de A'.

On voit, d’aprés (168). qne les courbes ¢, = const. sont des droites
passant par le point fixe G, et que les courbes ¢, =const. sont des

coniques
Zyxs— eI =0

tangentes, en G, a la droite [C C,] et, en C,, a la droite [C,C, ]
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II. On aura, de la maniere la plus générale possible, le réscau B! et la
correspondance de la deuxieme espece qui réalise application et qui
admet les droites w, = o comme caractéristiques doubles, en intégrant le
systeme de Pfaff

(169)

{ Q) = vy, Q> = w3, Qo= w3, Q1= was,

Qi — Qpo = w11 — Woo.

Les équations quadratiques extérieures auxquelles il conduit. sont, en
tenant compte de (33).

[@2(Q22— Qoo — w22+ wgp) | =0,

(190) g [w2(Q10— w19); =0,
[01(Q20—w20)]|= 0,

( 2[{w(Q1g— w10)] + [w2( Q29— wag)] = 0.

Elles montrent que le systeme de Pfaff (169) n’est pas en involution,
ct permettent de poser

Qay— Qo= Wr2— Wy ~+ UW,
(\171) Qpp= wy9+ P Wa,

Qap= Wag+ 2P Wwy.

Ces équations entrainent les équations quadratiques extérieures

(172) [mg(du— Z&(J)gg——(v)m))] + 3¢[wwr]=o0,
(173 { [wa(de + 3vwyg)] = o.
173) ? 2w (de + 3vwye)] + ulwi(wy+2ewy )] =o.

1° Cas général. — Les composantes du déplacement infiniment petit
du systéme de référence mobile attaché au réscau A'. satisfonl aux équa-
tions (33) et (37).

Les équations (173) permetient alors de poser
(174) dv + 3pwmy = %u(l—t—'?v)w_»,
cetle équation entraine. en tenant compte de (152), la relation
(175) el (3 —2y)0+au =o,

qui ne peut pas étre unc identilé en u, ¢.
En différentiant la relation (155), on obtient

(176) 1200+ 6a(1—oy)p — (g +~ap —a)u=o.

o

THI SE ALUBOUYRH
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On voit, d’aprés (156), qu’il y a lieu de distinguer le cas a2 o et lc
cas oo — 0.

Cas a7 0. — L’équation (176) ne peul pas, dans ce cas, étre unc
identité en u, ¢v. On voit bien que le réseau B' cherché, s'il existe, est
en nombre fini.

Ce cas constitue le cas le plus général ; par suite, en tenanl compte des
résultats obtenus aux n°* 41 et 42 (cas général), on pent dire :

Les réseaux simplement réglés projectivement déformables par
une correspondance de la deuxzieme espéce dépendent de cing fonc-
tions arbitraires d'un argument.

Cas o = 0. — On doit, d’aprés (173), avoir
3

p=o0 ou bien p=— —
2
Si ¢ = o, on aura, d’aprés (174),

u = o.

Le réseau B! cherché se déduit alors de A' par une transformation
projective.

Sip=1y— ga le systeme de Pfaff [(169), (171)] conduit alors ala scule

équation quadratique extérieure (152). Il est donc en involution el on a
le résullat suivant :

Le réseau B' cherché dépend d'une fonction arbitraire d’un argu-
ment.

2° Cas particulier. — Pour lous les cas particuliers a, b, ¢, d, les
équations (173) permettent de poser

a57) dv + 30woe = ur ws.
En formant le covariant bilinéaire de cette équation, on obtient
{178) viwi(wiy—Pwa)]=o.
On doit donc avoir, d’aprés (198),
si A' appartient a la calégorie @ :
Y =0 ou 0 = Y;
si A' appartient a la catégorie b :

¢v=0 ou p=1;
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si A' appartient a la catégorie c ou d :

¢ = 0.

Dans tous les cas, le systéeme de Pfaff (169) et (171) conduira a la
seule équation quadratique exiérieure (172). Il est donc en involution.
Par suite. le réseau B! cherché dépend d’une fonction arbitraire d’un
argument.

43. Conditions d’applicabilité projective des deux réseaux simple-
ment réglés donnés. — Soient donnés mainlenant deux réseaux simple-
ment réglés A et B'. Il sagit de reconnaitre s’ils sont projectivement
applicables, ct, dans l'affirmative, de déterminer la correspondance
ponctuelle qui réalise 'application.

Supposons que le systéme de référence mobile attaché a chacun de ces
réscaux soit complétement particularisé. Posons

w) = klw o], wy=—~h[w 0 ];

nous aurons, dans le cas général :

=u—a, k=—(23+v),
dans le cas particulier a :
h=o, =—(28+V),
dans le cas particulier & :
h=o, k=—(28+v),
dans le cas particulier ¢ :
h=o, k=—(28+1),
dans le cas particulier d :
h=o, k = o,

Si les réseaux A' et B! sont projectivement applicables, les invariants
fondamentaux 4 ct k ont les mémes valecurs numériques en deux points
correspondants de ces réseaux. Il en est de méme pour tous les inva-
riants qui en sont dérivés.

Réciproquement, si les deux réseaux simplement réglés sont tels
que Uon puisse établir entre eux une correspondance ponctuelle
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conservant les caleurs numériques des incariants h et k, ces deux
réseaux sont projectivement applicables.
En considérant les invariants dévivés de 4 et &, le probléeme posé se
traite exactement de la méme maniere qu’au n® 28.

II. — RESEAUX DOUBLEMENT REGLES.

44. Theoreme de M. Fubini. — Les réscaux doublement réglés ayant
tous un élément linéaire projectif identiquement nul, le théoréme de
M. Fubini s'énonce ainsi :

Les réseaux doublement réglés sont tous projectivement applicables
les uns sur les autres, et. pour réaliser Uapplication, il suffit de faire
correspondre les droites des deux réseaux suicant les lois arbitraires.

En effet, revenons au n® 20. Siles deux réscaux sont doublement réglés,
la condition d’applicabilité projective g, = o, fy= o0 est remplie, quelle
que soit la correspondance entre ces deux réseaux. pourvu qu’elle porte
les droites de 'un dans celles de Tautre.

45. Les couples de réseaux doublement reglés projectivement appli-
cables par une correspondance de la deuxisme espéce [4]. — On pecut
loujours supposer que les caractéristiques doubles de la correspondance

sont les droites oy = o. Le systéme de Pfafl

s Q;’.:lx);. 123:0)3, Qu:b)lg (2.“:1»“.
(179)

{ wW12=0 0 = O. Qr)— Qg = Wrs— Wy

donne alors. de la manicre la plus générale possible, les couples de
réseaux doublement réglés projectivement applicables ct, en méme temps,
la correspondance de la deuxiéme espéce qui réalise Papplication.

Le systéeme de Pfaff' (179) a été étudié par M. Boravka. D’apreés lui,
deux cas sculement peavent se présenter :

1° On a
Qpo = Woo+ v Qs> = Was + Wy,
(180) { Qjo: [OTT Qo= Wag,
( W19 = 0,

avec la condition d’intégrabilité

(ISIj [1010)2o~=0,' [w1(w1 — gl =o0.
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Les couples de réseaur cherchés dépendent donc, dans ce cas, de
deuz fonctions arbitraires d’un argument.

2° On a

Qo= o, Qsy = W22+ Wy, Qo= 20, Q)= 2wy,
(182)

Wip= 0, Wi = Wy, Wyp = — W= (U + 1)+ Wy
avec la condition d’intégrabilité.
(183) {1 du] —2u|wi0:] =o.

Les couples de réseauzx cherchés dépendent donc, dans ce cas, d’une
Sonction arbitraire d’un argument.

— Q) G



CHAPITRE VII.

I’APPLICABILITE PROJECTIVE DES RESEAUX A INVARIANTS EGAUX.

46. Considérons un réseau plan A et une surface non développable
que nous désignerons par son point générateur M. Supposons qu’il
existe entre A el M une correspondance poinl par point, telle que les
droites joignant les points correspondants passent par un point fixe M .
Il est évident que le point My ne peut étre situé ni dans le plan du réscau
ni dans lous les plans tangents a la surface.

Faisons correspondre a toul point A du réseau, un systeme de référence
mobile A, A, A,. De méme, associons au pomt correspondant M de la
surface, un systeme de référence mobile M, M, M,, M,, tel que les
droites | MA], [ My A, ], [M,A.] passent par le point fixe My, ct, que le
plan [MM,;M.,] soit tangent en M & la surtace. Nous poserons. de plus

(I>/ iMM1M_‘M3]:I

Le systeme de véférence mobile etant choisi pour le réscau A. le sys-
teme de référence attaché a M dépend alors de trois parametres. Or. les
points M,, M,, M,, n’étant définis que par leurs positions, on peut dis-
poser de ces paramelres. de maniere & avoir

(184) W = W, W)= W),

en désignant par @y (A, A =0, 1, 2, 3) les composantes du déplacement
infiniment petit du systéme de référence mobile attaché a la surface.
Les expressions my; satisfont évidemmenl aux équations de structure

(4), mh/l:'-ztmhzwzk]:

1=0

analogues a (4).



Cela posé, nous avons

(3Y Wy + W1+ a2+ W3 = 0,
(185) ! o=
)\ W30 = O. w31 = O, W3z = 0,

¢l les relations
A =1tM + EM;,

(186) 5 A1=TM1+ ’I]M;;,
,‘ A,QZTMg—‘—CMg

donnent, par différentiation, les ¢équations

W)2 = Wya. Wiy = W2y,
(187) Woo— Woo = T3 — Wy = T2 — Was,
Wy = Wy, W = V2

et le systéme complétement intégrable

Adr + T(®yp— wyo ) = 0,
(188) dE + E(©,,— wgo) — w1 — Lwy = 0,

dn — Ewgg+ (B3 — w1y ) — Lo+ T@m3= 0,

Al — Eway — Mway + {(®yy— wa2) -+ T2 = 0.

47. La premiére des équations (185) conduit a 'équation quadratique
extérieure

(|89) (‘B]KSL;J—F[U-zGUs]:U}
qui permel de poser

™13 = C1 T + CWz, Wry = CW) + C2G3.
L’équation

(190) BIW),+ BBy = CB] + B B+ €T3 = 0,

définit les asymptotiques de la surface M. En effet, une direction asym-
ptotique est caractérisée par la circonstance que non seulement M et dM,
mais aussi le point 'd>M est situé dans le plan tangent [MM, M., ]. Or,

on a
dzM:(.)M-i—-()Ml—}—(.) Mg+(ﬁnm13+ 'GS:'(D'Q;)L\/IY;,

ce qui prouve que (19o) est bien la condition cherchée.

Remarquons que, le systéme de référence attaché au réseau A étant
choisi, le systéme de référence attaché a la surface M dépendrait d'un
paramétre arbitraire. En effet, les équations (184), (185), (187) seront
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respectées, si lon prend pM; au licu de M. II en résulte que les coeffi-
cients ¢, ¢, ¢, ne sont déterminés que par leurs rapports ¢ : ¢, :¢s.

Supposons maintenant que le systéme de référence mobile attaché au
réscau A soit semi-normal. Pour que les asymptotiques de la surface M
et les courbes du réseau A se correspondent, il faut et il suffit que
lon ait ¢,=cy=o0. On peut alors, d’aprés la remarque précédente,
prendre ¢ =1.

On a donc

(191) W3 = Wi, Wiy = Wy ;

ces équations entrainent

(192) Wae—+ W1 = O,

et celle-ci conduit a I'équation quadratique extérieure

{'rmmmj —+ [mngo} = 0,
ou bien

(193) lwywio] + [w2030] = 0.
Par suite, on peut dire :

Si un réseau est la projection des asymptoliques d’une surface
non développable d’un point fixe sur un plan ne contenant pas ce
point, il est & invariants égaux [5].

Inversement, soit A un résean a invariants égaux. Faisons corres-
pondre a chacun de ses points un systéme de référence complétement
particularisé. Soit My un point fixe non situ¢ dans le plan de A. Soit
enfin M une surface non développable telle que A soit la projection de
ses asymptotiques du point M,. On aura, de la maniére la plus générale
possible, la surface M ct les systémes de référence mobiles attachés a
lui, en intégrant le systéme de Pfall' (188) et en tenant compte des rela-
tions (184). (185), (187), (191), (192). Or ce systéme est complétement
intégrable, et sa solution générale dépend de quaire constantes arbi-
traires (indépendamment des onze conslantes qui fixent la position du
réseau A dans son plan et du point M, dans 'espace projectif).

Par suite, pour chaque position du réseau a invariants égauvz A et
du point fixe M, non situé dans le plan de 1, il y @ o' maniéres de
construire la figure formée de A, M, et une surface M telle que A soit
la projection de ses asymptotiques de M. Les relations (184), (185),
(187), (191), (192) montrent d’ailleurs que les surfaces M de toules ces
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figures sont, quelles que soient les positions du réseau a invariants
¢gaux A et du point fixe M;, projectivement égales. De sorte que, étant
donné un réseau  invariants égaux, il 'y a qu’'une seule surface
non développable dont il soit la projection des asymptotiques, d’un
point fixe non situ¢ dans son plan.

48. Soit A un réscau a invariants égaux. Soit M la surface non
développable qui lui correspond. Nous avons vu que 'on peut obtenir
les systémes de référence mobiles associés a A et M, de maniére a avoir

[ ® = wy, Wy = W3, Wy = 0,
W)y = W2, W23 = Wy,
(194) wp=o0n, Wy=on,  0n=kho,  oa= ko,
Woo— Weo = Wy | — W3] = Wa2— W22 Wio = W10, Wa0 = W2,
\ @0 = 0, Wy = 0, Wyr=— 0, W)= Wy = O,

On voit, d’aprés (194), que si A est non réglé, simplement ou dou-
blement réglé, M est aussi non réglé, simplement ou doublement réglé,
et inversement.

a. Soit N une surface projectivement applicable sur M. La condition
d’applicabilité projective [7] est que, le systéme de référence mobile
étant choisi pour la surface M, on puisse le choisir pour la surface N, de
maniére & avoir, en tenant compte de la correspondance entre les deux
surfaces,

Ty =0,
(195) Tyy = By, Ty = Wag, Ty = W12, Tyt = Wal,

Too— Woo = Tj1— W) | = Tay — Wars = N33 — Wys,

ou les my(hy, k =o0, 1, 2, 3) désignent les composantes du déplacement
infiniment petit du systéme de référence mobile N, Ny, Ny, N, attaché
a la surface N.

La surface N est, évidemment, non développable. Par suite, si P'on
prend un point fixe quelconque

(196) C=N3—a2N—yN;— zN..

et si Pon projette les asymptotiques de la surface N de ce point sur un
plan ne le contenant pas, on obtient un réseau a invariants égaux B.
Associons a chaque point de ce réseau, un systéme de rvéférence
mobile B, By, B,; et désignons par Q;;(¢, j ==o, 1, 2) les composantes de
son déplacement infiniment petit. On peut prendre les points B. B,. B,
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tels gqne on ait
B =vN + E'C,
Bi=1Ny+7C,
y= 1Ny ¢'C,

ce qui donne par différentiation ct en tenant compte de (194) et (195) :

Q1=u)1, Qs = s,
(89) Qg1 — Q= W11 — Wy Y W2, Qi1 = W1 + yw).
Qs = W12+ 3wy Qag— Qyo= Wa2—— Wyy+ ZWs.
2 ) 0

Par suite, les réscaux & invariants égaux obtenus en projetant les
asymptotiques des deux surfaces non développables projectivement
applicables, des deux points fixes sur des plans ne contenant pas ces
points, sont projectivement applicables.

Ce théoréme est vrai aussi dans le cas particulier ou les surfaces M
et N sont projectivement égales. Il en résulte que les réscauzr & inva-
riants égaux obtenus en projetant les usymptotiques d’une surface
non développable des deux points fizes sur des plans ne contenant
pas ces points, sont projectivement applicables.

O. Soit B un réscau a invariants ¢gaux projectivement applicable sur A
Le systéme de référence mobile étant choisi pour A, on peul alors le
choisir pour B, de maniére a avoir, en tenant compte de la correspon-
dance entre ces deux réscaux, les relations (8g). Soit N la surface non
développable telle que B soit la projection de ses asymplotiques d’an
point fixe non situé¢ dans le plan de B. Il est facile de voir que Pon peul
choisir le systéme de véférence mobile associ¢ a la surface N de maniére
aavoir, en tenant compte de (89) et (194), les relations (195).

Par suite, les surfaces non développables correspondant o des
réseaux & invariants égaux projectivement applicables, sont projec-
tivement applicables.

49. Les résuliats prédédents permetient, en tenant compte des
résultats obtenus par M. Cartan sur la déformation projective des sur-
faces [T], d’énoncer immédiatement les théorémes suivants :

1° Les réseaux a invariants égaux projectivement applicables sur
un réseau & invariants égaur non réglé donné, dépendent de trois
constantes arbitraires; on les obtient en projetant les asymptotiques
de la surface non développable correspondant au réseau donné des
différents points de Uespace sur des plans ne contenant pas ces
points.
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Mads, si au réseau & invariants égauzx non réglé donné correspond
une surface déformable (ce réseau fail alors partie d'une catégoric de
réseaux & invariants ¢gaux dépendant de six fonctions arbitraires d’un
argument), il y a au plus «* catégories de réseauz a invariants égau.x
projectivement applicables sur lui; les résecaux & invariants égaux
de chacune de ces catégories dépendent de trois constantes arbi-
traires, et correspondent ¢ une méme surface projectivement appli-
cable sur la surface correspondant auw réseaw & invariants égauzx
non réglé donné.

2° Les réseaur « inpariants égaux projectivement applicables sur
un réseau & invariants égaux simplement réglé sont de deux
catégories.

Les résequx de la premiere catégorie se déduisent de la surface
correspondant au réseau donné et dépendent de trois constantes
arbitraires :

Les reseaux de la seconde catégorie se déduisent des surfaces
projectivement applicables sur la surface correspondant au réseau
donné, et dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument.

30 Les réseauz  invariants égaur doublement réglés sont tous
projectivement applicables les uns sur les autres et, pour réaliser
Vapplication, il suffit de faire correspondre les droites des deux
réseaux suivant des lois arbitraires.

50. Soit \ un réseau a invariants égaux non réglé a chaque point
duquel nous aurons associé un systéme de référence normal. Soit M la
surface non développable qui correspond a A. Attachons a chaque point
de M lc systéme de référence mobile satisfaisant aux relations (184),
(185), (189). (191), (192). Nous aurons

T+ w =0 + o),

W)W = W] W).

ce qui prouve que le réscau A ct la surface M ont méwmes formes diffé-
ventielles invariantes cubique et quadratique [1].

Les résultats obtenus directement au Chapitre V sur les réseaux a
invariants égaux non réglés, peuvent donc aussi se déduire des résultats
analogues obtenus par M. E. Cartan sur les surfaces non développables
non réglés.

—— Q) G—






INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

[1]. G. Fusint et E. CEcH, Introduction & la géométrie projective différen-
tielle des surfaces. Gauthier-Villars, Paris, 1931.

[2). G. FumiNt et E. CécH, Geometria proiettiva differenziale, Bologna,
Zanichelli, 1926 et 1927.

[3[. E. Cicu, Déformation projective des réseaur plans (C. R., 188, 1929
p. 291-292).

[%). O. Boruvka, Sur les correspondances analytiques entre deuzx plans
projectifs. (Pub. Brno, ns 72 et 83, 1926 et 1927),

[8). G. Koevigs, Sur les réseaux plans a invariants égaux et les lignes
asymptotiques (C. R. 114, 1892, p. 55-57).
6]. E. CartaN, La méthode du repére mobile, la théorie des groupes con-
tinus et les espaces généralisés (n° 194 des Actualités scientifiques et indus-
trielles, Hermann). )

[7]. E. Gawran, Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm.,
1920, p. »59-356).

[81. E. CGarTaN, Lecons sur les invariants intégraux. Hermann, Paris 1922.

[9). E. CartavN, Sur Uintégration des systéemes d’équations aux différen—
tielles totales (Ann. Ec. Norm., 19o1).

[10]. E. Cartan, Sur la structure des groupes infinis de transformations
(Ann. Ec. Norm., 19o}).

[11]. E. CARraAN, Sur les variétés de courbure constante d’un espace euclidien
ou non euclidien (Bull. de la Soc. math. de France, années 1919 et 1920).

[12]. E. CArtAN, Sur les formes différentielles en géométrie (C. R., 1924).

[13]. E. Goursar, Legons sur le probléme de Pfaff. Hermann, Paris, 1922.

Vi et approuvé :
Paris, le 18 janvier 1936.
Le Doven DE LA FACULTE DES SCIENCES.
Cu. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 18 janvier 1936,
LE RecTEUR DE L’ACADEMIE DE Pagis,
S. CHARLETY.



