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LES ESPACES A CONNEXION PROJECTIVE ET LA

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DES „PATHS"

par

KENTARO YANO

INTRODUCTION.

Pour étudier la Géométrie projective généralisée, nous
avons actuellement trois points de vue différents .• le point de
vue de M- E. CARTAN, celui de M. T. Y- THOMAS et celui de M.
D. VAN DANTZIG. Mais la relation entre la théorie de M. E.
CARTAN et celles des autres n'est pas encore complètement
éclaircie. Le but de ce Mémoire est de montrer comment on
peut traiter la théorie de MM. T. Y. THOMAS et O. VEBLEN
avec la méthode du repère mobile de M. E. CARTAN et étudier
les notions fondamentales dans la théorie des espaces à conne-
xion projective.

Après avoir exposé l'aperçu historique de cette théorie
dans le chapitre I et quelques notions préliminaires dans le
chapitre II, nous considérons, dans le chapitre III, les transfor-
mations des repères projectifs semi - naturels. Nous montrons
qu'on peut décomposer une transformation de repère semi-na-
turel correspondant au changement de coordonnées, en deux
transformations partielles, l'une transformant un repère semi-
naturel en un repère semi - naturel ayant le même hyperplan
de l'infini que l'ancien et l'autre transformant simplement Thy-
perplan de l'infini ; et que la première correspond au change-
ment de coordonnées et la deuxième correspond au change-
ment de la coordonnée surnuméraire de MM, T. Y. THOMAS
et O. VEBLEN.
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Dans le chapitre IV, nous montrons qu'une transformation
des composantes de la connexion projective correspondant à
un changement de l'hyperplan de l'infini donne ce que les
géomètres américains appellent le changement projectif de la
connexion affine.

La chapitre suivant est consacré à l'étude des équations
différentielles des géodésiques et du paramètre projectif normal.
La notion de paramètre projectif normal dans la Géométrie
projective des „paths" a été récemment introduite et étudiée
par MM. J. H. C. WHITEHEAD, L. BERWALD et J. HAANTJES. NOUS
montrons, dans ce chapitre, qu'on peut facilement arriver,
du point de vue de M. E. CARTAN, à cette notion et qu'on
peut lui donner une interprétation géométrique toute na-
turelle.

Dans le chapitre VI, le tenseur de courbure et de torsion
de M. E. CARTAN est considéré et il est montré que ce tenseur,
qui est invariant par rapport au changement de l'hyperplan
de l'infini s'il n'y a pas de torsion, devient le tenseur projectif
de courbure trouvé par M, H. WEYL quand la connexion est
normale.

Dans le chapitre VII, nous montrons que les composantes
de la connexion projective de M. T. Y. THOMAS ne sont autre
choses que les composantes de la connexion par rapport au
repère naturel de M. E. CARTAN et, de plus, nous étudions la
relation entre le paramètre projectif de M. T. Y. THOMAS et le
paramètre projectif normal.

Dans le dernier chapitre, nous nous occupons du problème
de la représentation des espaces à connexion projective, c'est-
à - dire du problème qui consiste à chercher un espace à con-
nexion affine à n + 1 dimensions qui peut représenter l'espace
donné à connexion projective à n dimensions, une géodésique
correspondant à un point et une surface totalement géodésique
à une géodésique et nous montrons que les espaces à connexion
affine employés par MM. J. H. C. WHITEHEAD et J. HAANTJES sont
caractérisés par les mêmes propriétés intrinsèques.

Qu'il nous soit permis d'exprimer ici notre respectueuse
gratitude à notre maître, M. E. CARTAN, dont les conseils et
l'encouragement ont été extrêmement précieux pour nous-
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Chapitre I

APERÇU HISTORIQUE.

On doit la théorie des espaces à connexion affine à M.
H. WEYL [(125)] l) qui a généralisé la notion de parallélisme de
M, T. LEVI-CIVITA [(61)] dans les espaces de Riemann, en prenant
n2 (n + 1) 2 fonctions JI^ symétriques par rapport aux indices
inférieurs comme composantes de la connexion à la place des
symboles de ChristoffeL

Dans une variété à connexion affine, les courbes auto-
parallèles qui correspondent aux courbes géodésiques dans
l'espace riemannien sont données par les équations

f1'1) ~dsï ' '* ds ds ° '

Les courbes définies par les équations différentielles (1*1) sont
appelées „paths" par les géomètres américains, MM. L, P. EISEN -
HART [(27), (28), (29), (30), (31), (33), (34), (36), (37)], O. VEBLEN
(103), (104), (105), (114), (115), (116)Jf J. M. THOMAS [(91), (92)]
et T, Y. THOMAS [(101)]*

Les savants américains ont considéré que ce qui est essen-
tiel, c'est l'existence du système de paths, tandis que M. H.
WEYL a pris comme notion fondamentale celle de parallélisme.

La théorie des invariants différentiels des équations (1.1)
a été étudiée par les mathématiciens de l'Ecole de Princeton
et nommée par eux la Géométrie des paths.

En 1921, M, H. WEYL [(124)] a montré que deux conne-
xions affines II,',, et lï^. , satisfaisant aux relations

où 3>i sont n fonctions arbitraires, donnent le même système
de paths.

Dans le sens que cette transformation des composantes de
la connexion affine ne change pas le système de paths qui corres-
pondent aux droites de l'espace euclidien, ce changement s'ap-
pelle changement projectif de la connexion affine. La théorie

1) Les nombres figurant entre parenthèses renvoient à la Bibliogra-
phie placée à la fin du Mémoire.
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des invariants différentiels qui ne dépendent pas de ce chan-
gement s'appelle la Géométrie projective des paths.

Cette géométrie a été étudiée aussi par M. L. P. EISEN-
HART [{34), (35)] et ses collègues, MM, O. VEBLEN [103), (114),
(115)1 J. M. THOMAS [(90)], T. Y. THOMAS [(94), (96), (97), (101)].

La Géométrie projective est la théorie des propriétés des
lignes droites qui sont indépendantes des conditions posées dans
la Géométrie affine. Ce fait se traduit par celui que la Géo-
métrie des paths est la théorie des lignes droites qui sont défi-
nies par les équations différentielles (1*1) et qui ne dépendent
du choix particulier du paramètre,

MM. L. P. EISENHART [(27)] et O. VEBLEN [(103)] ont montré
qu'à un changement de paramètre correspond un changement
de la connexion affine de la forme (1-2)* Cette question de
paramétrisation a été étudiée aussi par M. J. DOUGLAS [(26)]
qui a choisi comme équations différentielles définissant les
paths ;

(1.3) -*£ = H<[a.p).

°ù du'

et les H* (u, p) sont des fonctions homogènes du second ordre

par rapport aux p' . Dans le cas considéré par M. J. DOUGLAS,
les composantes de la connexion sont données par

II = 2. .
J* 2 ô du> d duk

par conséquent, les \Vfk sont des fonctions non seulement des
variables u* , mais aussi des différentielles du* *

M. J. DOUGLAS a montré que si l'on effectue un change-
ment arbitraire du paramètre t, il correspond toujours un
changement des composantes de la connexion de la forme (1.2)
où les IÎ j, et {l}; sont des fonctions des variables u1 et des
différentielles du1 . Pour bien faire comprendre que les pro-
priétés étudiées dans la Géométrie projective des paths sont
indépendantes du choix du paramètre, il l'appelle la Géométrie
descriptive des paths.
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On appelle actuellement la géométrie de M. J. DOUGLAS

la Géométrie projective générale des paths, tandis que la
féométrie étudiée par MM. L. P. EISENHART, O. VEBLEN, J. M.
THOMAS et T. Y. THOMAS est appelée la Géométrie projective
restreinte des paths.

D'autre part, M. E. CARTAN [(9), (10), (11), (18), (19), (20),
{21 )J a introduit, dans l'étude des variétés, la méthode du
repère mobile et avec cette méthode élégante il a réussi à
établir tout naturellement une belle théorie des variétés à
connexion projective. Dans cette théorie, M. E. CARTAN a dé-
fini une variété à connexion projective comme une variété
numérique qui présente, au voisinage immédiat de chaque
point, tous les caractères d'un espace projectif ordinaire et
doué, de plus, d'une loi permettant de raccorder en un seul
espace projectif les deux petits morceaux qui entourent deux
points infiniment voisins. En d'autres termes, il a associé à
chaque point At> de la variété numérique un espace projectif
tangent, rapporté à un repère formé avec n r l points analy-
tiques indépendants Ao, A1 , . ., An et il a défini la loi de rac-
cord des espaces attachés aux deux points infiniment voisins
Ao et An 4- dA(), c'est - à - dire la connexion projective, au mo-
yen d'équations différentielles de la forme

(1-4)

dA() = w;; Ao + u)l A{ + + < An,
dAv = co(; A() -f Ü>; A, + + < A„

dA» = tùv
n A{)+ tû\lA1 + + to;; An,

où les cô  sont des formes de Pfaff par rapport aux coordon-
nées de la variété initiale et par rapport aux paramètres arbi-
traires. Il faut bien remarquer que les points Ao, A, , . . . , A,, sont
analytiques, que les formules (L4) n'ont de sens que dans l'es-
pace projectif tangent et, de plus, que ces formules ne servent
que de moyen analytique pour développer une courbe de la
variété à connexion projective sur l'espace projectif tangent
en un point de cette courbe.

M. E. CARTAN a, de plus, étudié un problème qui con-
siste à attribuer une connexion projective à une équation
différentielle de la forme y" = f (x, y, y'), c'est-à-dire le
problème de trouver une connexion projective par rapport
à laquelle l'équation différentielle des géodésiques est celle
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qui précède. Cette étude Fa conduit à la notion de variété
d'éléments à connexion projeetive.

Ce problème a été tout récemment généralisé par M* M*
HACHTROUDI [(43)] dans sa Thèse, au cas d'un complexe de sur-
faces

F(x, y, z, a,bt) = 0 ,

intégrale générale d'un système d'équations aux dérivées par-
tielles complètement intégrable du second ordre,

r = q>(x,y,z,p,q\

s = f {x, y, z, p, q ),
t = y{x,y, z, p, q ),

où
dz dz d2z d2 z , d*z
oy oy ox2 oxoy o y*

La notion de connexion projective étant une fois intro-
duite, les géomètres américains, surtout ceux de l'École de Prin-
ceton, ont commencé à étudier les variétés à connexion pro-
jective par la méthode du Calcul tensoriel.

En partant du changement de composantes de la conne-
xion (1.2), M, T. Y. THOMAS [(94)] a obtenu les fonctions

U c] *n« — i r — — (V ri7 — v w

qui ne changent pas quand on effectue un changement de IIj^
de la forme (1.2).

Il est à remarquer que M. E/ CARTAN a, déjà en 1924, con-
sidéré ces composantes de la connexion projective en prenant
comme repère projectif le repère naturel [(10)].

M. T. Y. THOMAS a choisi les *LÏ̂  comme composantes de
la connexion projective associée au système de paths par (1.1)-

Les composantes de la connexion projective *IL^ ne se
transforment pas comme composantes d'une connexion affinef

mais si l'on ne considère que les transformations de coordonnés
dont le jacobien est égal à l'unité, c'est-à-dire les transforma-
tions de coordonnées qui ne changent pas les volumes, les *II^
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se transforment comme composantes d'une connexion affine»
M. T. Y. THOMAS [(94), (96)] a nommé Géométrie équi-projective
des paths la géométrie des paths vis-à-vis de ce groupe spécial
de transformations.

Dans son Mémoire paru en 1926 dans „Mathematische
Zeitschrift",M. Y. THOMAS [(95)), (98)] a montré qu'il est possible
de réduire la Géométrie projective d'une variété à n dimen-
sions à la Géométrie affine d'une autre variété associée, à n + 1
dimensions.

Il a associé à une transformation de coordonnées ul de la
variété initiale une transformation de la forme

(1.6)
u'' = u' (u),

où
dû'

\ = du'

et il a introduit les composantes d'une connexion affine dan?
la variété associée à n + 1 dimensions

(1.7)

i * ,y iv — s* n '
'* " Ï T + Ï > '* " li'TT * li

f' A fe' - - — 1>2* - - * n)>

où

En utilisant le fait que les fonctions *II11V se transforment

en *IIp,v lors des transformations de la forme (1.6) de la ma-

nière suivante :

*fîx _ djî*

M. T. Y. THOMAS [(98)] a étudié les coordonnées normales pro-
îectives, les tenseurs normaux projectifs, le tenseur de courbure
projeetif, etc..
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L'introduction d'une telle coordonnée surnuméraire u° a
été, en 1929, adoptée par M. O. VEBLEN [(110), (111), (112)]. Il a
réussi, par un emploi heureux de cette coordonnée surnumé-
raire, à établir une théorie proie ative contenant une Géométrie
projective qui peut être regardée comme une généralisation d î
la Géométrie non euclidienne de Cayley.

MM. O. VEBLEN et B.HOFFMANN [(113)] ont trouvé une belle
application de cette théorie projective à la théorie unitaire
des champs physiques; M. B. HOFFMANN [(55), (56)] a trouvé même
une relation étroite entre cette théorie projective de la relati-
îivité et la théorie unitaire des champs d'EiNSTEiN et MAYER.

D'autre part, en utilisant les coordonnées homogènes intro-
duites en 1932 par M. D. VAN DANTZIG [(23), (24), (25)], M M
J . A . SCHOUTEN [(76), (77), (78), (79), (80), (81J, (82), (83), (84)], X
HAANTJES [(42)], D. VAN DANTZIG [(23), (24), (25)], et ST. GOLAB

[(41)] ont développé une théorie des variétés à connexion pro-
jective.

M. D. VAN DANTZIG emploie n -f- 1 coordonnées homogènes
Z* pour décrire la variété numérique Pu initialement donnée
et suppose que les relations entre les coordonnées ordinaires
tf et ces coordonnées homogènes ZK soient données par

a'"== ul (Z(),Zl,..,Z")

où u' (Z) sont des fonctions homogènes d'ordre zéro par rap-
port aux n -|- 1 variables Zk . Par conséquent, si l'on regarde
Z* comme les coordonnées ordinaires dans une variété Xn +1 à
n + 1 dimensions, à une courbe ZK — CK t dans cette variété
où les C* sont constantes correspond un point de la variété P».

Donc, l'emploi de telles coordonnées signifie un choix
d'un système de courbes spéciales. A notre avis, ces courbes
correspondent aux „rays" étudiés par M. J. H. C. WHITEHPAD

1(127), (123), 129)]. MM, J. A. SCHOUTEN, J. HAANTJES et D. VAN

DANTZIG ont aussi trouvé une application de leur théorie à la
relativité [(77j].

Comme nous l'avons exposé dan^ les pages précédentes,
la Géométrie projective généralisée a été considérablement dé-
veloppée dans ces derniers temps. Mais malheureusement la
relation entre la théorie de M. E. CARTAN et les autresthéorics
nfest pas encore complètement édaireie, malgré qu'on ait ac-
tuellement les Mémoires de MM. E. CARTAN [(12), (13), (15), (16)],
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J. A. SCHOUTEN [(69), (70), (72)], O. VEBLEN [(106), 108)] et H,
WEYL [(126)] à ce propos.

M. J. A. SCHOUTEN a montré dans son Mémoire [(72)] com-
ment on peut expliquer la théorie de M. E. CARTAN par la théo-
rie de la connexion de KÖNIG [(60)].

II s'agit de construire une théorie générale de la conne-
xion de KÖNIG qui contient comme cas spéciaux la théorie des
variétés à connexion projective ou conforme de M. E. CARTAN-

La connexion de KÖNIG a été étudiée spécialement par les
géomètres japonais, mais cette théorie n'est pas encore suffi-
samment développée pour qu'on puisse l'appliquer à la théorie
de M. E. CARTAN, comme Ta déjà dit M.. J. H C. WHITEHEAD [(129)].

Dans la conférence faite au congrès international de Bo-
logne en 1928, M. O. VEBLEN [(108)] a exposé la relation entre
Y Erlanger Programm et le point de vue pris par les géomètres
américains, mais il n'a rien dit sur la relation entre les théo-
ries de M. J. A. SCHOUTEN et de M. E- CARTAN et sa propre
théorie.

Pour étudier les géométries modernes, presque tous les
géomètres ont adopté la notion de parallélisme de M. T.
LEVI-CIVITA comme notion fondamentale, tandis que pour M, E*
CARTAN [voir par exemple (9), (10)], la notion de transport paral-
lèle n'est pas la notion fondamentale ; ce qui est fondamental
pour M. E, CARTAN, c'est une loi qui nous permet de raccorder
en un seul et même espace deux morceaux infiniment voisins
de la variété considérée, ces morceaux pouvant être regardés,
comme espaces de Klein à groupe fondamental donné.

Quand il s'agit de la théorie des variétés à connexion.
affine, on peut bien l'étudier soit au point de vue de MM. J.
A, SCHOUTEN et O, VEBLEN, soit au point de vue de M. E. CARTAN*
Mais quand il s'agit des variétés à connexion projective ou
conforme, il faut bien des modifications dans la théorie de
M, J. A* SCHOUTEN et celle de M. O, VEBLEN. Ils ont quand
même bien réussi à établir une théorie des variétés à connexion
projective et à connexion conforme, d'une manière élégante,
mais assez artificielle.

Si l'on part de l'idée fondamentale de M. E. CARTAN, la
généralisation n'offre ni difficulté, ni inconvénient.

Ce problème a été aussi examiné par M. H. WEYL [(126)1
qui a pris l'idée de M. E. CARTAN comme fondamentale et a
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bien précisé la relation entre la variété et les espaces tangents
associés à chaque point de la variété initiale.

Nous allons, dans le présent Mémoire, examiner en détail
la relation entre la théorie des variétés à connexion projective
de M. E. CARTAN et celles des autres, surtout celle de MM. L.
P. EISENHART, O. VEBLEN, T. Y. THOMAS, en nous appuyant sur les
travaux cités ci-dessus.

Chapitre II

LES ESPACES PROJECTIFS TANGENTS.

Comme nous avons l'intention d'étudier les relations entre
la théorie des variétés à connexion projective de M. E. CARTAN

et celle des géomètres américains, nous allons exposer tout
d'abord quelques éléments essentiels de la théorie de M. E.
CARTAN, d'une manière aussi approchée que possible de celle
des auteurs américains.

Imaginons une variété numérique à n dimensions, c'est -
à - dire une variété dont chaque point est défini par un sys-
tème de coordonnées u\iï2, ...un. Le voisinage immédiat de
cette variété peut être regardé comme un espace ordinaire
affine, projectif ou conforme. Dans ce Mémoire, nous allons
regarder le voisinage immédiat de chaque point de la variété
comme un espace projectif ordinaire. Si l'on se donne une loi
qui nous permet de raccorder les espaces projectifs ordinaires
atttachés à deux points infiniment voisins de la variété, on
obtient une variété à connexion projective.

Pour décrire les espaces projectifs ordinaires attachés à
chaque point de la variété (nous les appellerons les espaces
projectifs tangents), donnons-nous dans chaque espace pro-
jectif tangent, n 4- 1 points analytiques AO1 A{,.,, An indépen-
dants, fonctions des variables uK vr,...un.

Il est bien naturel que l'on suppose que Ao coïncide avec
le point (a1, u2 , . . . , u" ) de la variété auquel est attaché l'espace
projectif tangent, ce que nous ferons toujours dans la suite.

Cela posé, un point quelconque X, situé dans un des
espaces projectifs tangents, peut être représenté comme com-
binaison linéaire des n + 1 points indépendants A , A,, . . . , A*
<ie l'espace considéré Î
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(2.1) X=X°A0 + X*A1 -f ... + X»An.

Nous appellerons repère projectif cet ensemble de points
Aot Au...,An et sommets du (n + l)-èdre de référence, ces
points respectivement.

Il va fans dire qu'il ne s'agit que des rapports mutuels
des composantes X°f X1,..., Xn .

Nous appelons X°, À1 , . . . , Xn les coordonnées homogènes
du point X.

Les coordonnées non-homogènes du point X sont défi-
nies par s

(2.2) x' = %-

Ici l'indice i ne prend que les valeurs 1 ,2 , . . . , n. En
général nous emploierons les lettres latines i,j,kf... pour les
indices qui ne prennent que les valeurs 1, 2, . . . ,n , tandis que
les lettres grecques seront conservées pour les indices qui par-
courent les valeurs 0, 1, 2, . . . n .

Le choix des n + 1 points formant un (n + l ) -èdre de
référence étant pour le moment tout à fait arbitraire, on peut
prendre n + 1 points indépendants Bo, Bl%.. ,Bn à la place des
n -\- 1 points Ao , AL , . . , Aw . En désignant par b\, bx , . . . ,&" res-
pectivement les coordonnées homogènes des points JB; par rap-
port au (n + l)-èdre de référence formé avec les points A>%,
on a les formules

(2.3)

1 n I

le déterminant j&xj n'étant pas nul.
D'après la convention de sommation pour les indices

répétés deux fois, on peut écrire les formules (2.3) sous la
forme plus condensée,

(2.4) Bx=fc£i4,i.

Les n-f 1 points B01 Blt B»,... B„ pouvant être regardés
comme les n 4- 1 sommets d'un nouveau (n -f l)-èdre de réfé-
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rence, on a les formules suivantes, qui sont les réciproques
de (2.4):

(2.5) Ax=<&Br,

où les a£ satisfont à

(2.6)

Comme nous avons supposé que le premier sommet du.
(n+ l)-èdre de référence coïncide toujours avec le point de la
variété auquel est attaché l'espace projectif tangent, les formules.
(2.3) peuvent être réduites à la forme suivante:

(2.7)
B, =

Les formules (2.7) ne doivent pas avoir nécessairement
cette forme, mais on peut supposer qu'on les ait réduites à
cette forme en multipliant au besoin tous les Bx par un même
facteur.

Alors les formules (2.5) s'écrivent

(2.8)
A, = < Bo -H a\ Bt

Les matrices ||a?!| et \\b^}\ ont donc respectivement les
formes suivantes :

(2.9) K i ! =

1, O, . . . , O

<C < K

1, o, . . . , o

* :
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ces deux matrices étant réciproques.
On remarquera dans les formules (2.9) que

a>: = &* et b} = ft* ,

et que, par conséquent, on a

Cela posé, voyons comment les coordonnées homogènes
XA d'un point X se transforment par rapport à ce chan-
gement du (n + l ) -èdre. D'après (2.1), on a ;

en désignant par XA les coordonnées homogènes du point X
par rapport au (n + l ) -èdre de référence formé avec BOf Blt..BM

on a

X=XXBX

donc
X A)% = = X B\ •

En substituant (2.5) dans cette équation, on obtient :

Les n -r 1 points Bo, S,, . . . , Bw étant indépendants, les
équations précédentes donnent

(2.10) '.>=a5**.

Nous avons ainsi obtenu la loi de transformation des
coordonnées homogènes d'un point défini dans un espace tan-
gent, par rapport aux changements des (n 4 1 ) - èdres de ré-
férence.

Il est à remarquer que les équations (2.10) peuvent s'écrire
encore sous la forme

(2.11) * = 6JÂ".

en vertu des identités (2*6).
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Cela étant, cherchons, la loi de transformation des coordon-
nées non - homogènes x' du point X quelconque. En désignant
par x1 les coordonnées non-homogènes du point X par rapport
au (n -4- 1) -èdre de référence formé avec Bu, Bïf..., Bn , on a

J ÙL. T'— - - - .

X1' X'
D'autre part, on a d'après (2.10)

~r° = X"
(2.12)

par suite

X' =

i + a-;
donc on a finalement

la forme réciproque étant

6JV
(2-14) ^ ^

l+fcïx'

Les équations (2.12) nous montrent que les Xx ne dépen-
dent que des X* et des coefficients qui définissent le change-
ment du (n 4- l)-èdre de référence, donc on peut dire que les
X* sont les composantes d'un être géométrique d'après la défi-
nition de M. E. CARTAN. Comme les X dépendent en outre
linéairement des a1.1, nous appelons le point X, vecteur con-
trevariant projectif et XÀ ses composantes. M- E. CARTAN l'ap-
pelle vecteur contre variant analytique [(20), (21)].

Les deuxièmes équations de (2.12) nous montrent que X'
dépendent linéairement des X' et des aj ; donc les X' sont
aussi regardées comme composantes d'un être géométrique ;
nous l'appellerons simplement vecteur contrevariant et X' ses
composantes.

Quand les coordonnées non-homogènes xl du point X
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sont infinitésimales du premier ordre, les formules (2.13) peu-
vent s'écrire aux infinitésimales du second ordre près,

x' = a) x1 ,

où x1 sont aussi des quantités infinitésimales du premier ordre.
Donc, si les x1 sont infinitésimales, elles sont aussi regar-

dées comme étant les composantes d'un vecteur contrevariant.
Cela posé, considérons maintenant d'autres figures qui se

présentent dans l'espace projectif tangent.
Premièrement, un hyperplan analytique dans un espace

projectif tangent est représenté par n -}- 1 quantités 7\ telles
que l'équation linéaire
<2.15) Tx X>* = 0 ,

où Xx sont des coordonnées homogènes du point courant,
représente l'hyperplan. En substituant (2.11) dans (2.15) ö*i
trouve que

f2.i6) n = b'i r„

peut être adoptée comme loi de transformation des 7 \ . Nous
appelons cet hyperplan analytique vecteur covariant projec-
tif et 7\ ses composantes. Les équations (2.16) se décomposent
comme il suit :

{Zmli} T. = b:.T() + b>. T}.

Or, on voit que To ne change pas pendant la transfor-
mation du (n + 1) -èdre de référence; nous l'appelons scalaire
projectif. Si T{) = 0 par rapport à un (n-f l)-èdre de réfé-
rence, cela sera vrai par rapport à tous les (n -}- l)-èdres de
référence. Dans ce cas, l'hyperplan passe par le point VAO

et on a

(2.18) f.= b{ T} ,

donc Ti représentent un être géométrique, que nous appelons
vecteur covariant et Tt ses composantes.

Comme dernier exemple, prenons une quadrique analytique

<2.19) GXtl X^ X* = 0 .

Si l'on effectue un changement de (n -f- l ) -èdre de réfé-
rence, Gxp se transforment en Gxu de la manière suivante:
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(2.20) GXil=blblG0X,

d'où on a en posant X = 0 et A = p, = 0 ,

Nous appelons cette quadrique tenseur covariant pro-
jectif du second degré et G\,x ses composantes,

II est à remarquer que G0lx sont les composantes d'un,
vecteur covariant projectif et Goo un scalaire projeetif. Les
GOp, nous offrent l'interprétation suivante :

Considérons le premier sommet Ao du (n +- 1) -èdre de
référence; il a (1.0, . . . 0 ) comme coordonnées homogènes et
l'équation de son hyperplan polaire par rapport à la quadri-
que (2.19) est

Si l'on pose

(2.21)

l'équation de la quadrique s'écrit, avec les coordonnées non-
homogènes x* :

(2.22) Y,.*1 x' + 2 tpix' + 1 = X ) .

L'équation de l'hyperplan polaire du point Ao par rap-
port à cette quadrique est

(2.23) cP. x'' -h 1 = 0.

Écrivons encore l'équation du cône de sommet AQ circon-
scrit à la même quadrique. De l'équation (2.23) on tire

(pi <p. xl x' 4- 2 (pl' x1 f 1 = 0 .

En retranchant cette équation de l'équation (2*22) on
trouve l'équation du cône ;

(2.24) fcyx'x'.•=•(>•,

où g,j = T I / — %• ? / .



CONNEXION PROJECTIVE ET GÉOMÉTRIE DES PATH 21

La considération des quadriques de cette sorte dans
îa théorie des variétés à connexion projective a été première-
ment donnée par M. E. CARTAN [(13)] et développée par M# O.
VEBLEN [(110), (111), (112)], qui a identifié le cône (2.24) avec
le cône de lumière dans la théorie projective de la Relativité-

La notion de vecteurs et tenseurs projectifs étant une
généralisation de la notion de vecteurs et tenseurs ordinaires,
les opérations bien connues pour les vecteurs ou les tenseurs
ordinaires, addition, multiplication, contraction, peuvent s'appli-.
cfuer aux vecteurs et tenseurs projectifs.

Addition : Xk + Yx , Xx + Yx . GXli + FXjl -.

Multiplication : ^ f , Xx Y1' , Xx Yl% .
Contraction: Xx Yx , F^v.

Dans le Calcul tensoriel projectif, il y a une opération
caractéristique.

Prenons par exemple un tenseur projectif Fx^ contreva-
riant par rapport à l'indice v et covariant par rapport aux
indices À et \i.

Si Ton pose A = 0 , les F'o^ sont les composantes * d'un
tenseur contrevariant par raport à v et covariant par rapport
à fx. Si Ton pose encore ft = 0 , les F*JV sont les composantes
d'un vecteur contrevariant projectif. Si l'on pose v = i on ob-
tient un autre tenseur projectif, F\\± .

Sur ces questions, on peut consulter le Mémoire [(20)1
sur le Calcul tensoriel projectif ou le livre [(21)] sur les espa-
ces à connexion projective, de M. E. CARTAN.

Chapitre III

LES TRANSFORMATIONS DES REPÈRES PROJECTIFS.

Passons maintenant à la loi qui nous permet de raccorder
en un seul les espaces projectifs tangents attachés à deux
points infiniment voisins.

Prenons un point (u1, u% . . . , un ) de la variété et un
(n + l)-èdre de référence attaché à ce point, formé avec n+i
sommets Ao, At, • . . , An$ le premier sommet A^ coïncidant
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a,vee ce point. À un point ( ulJrdu\ ir'-hcfu-..., u" 4- dun ) iafini-
nient voisin du point (ul,..u") est associé aussi un (n-t-Di-
èdre de référence formé avec les n4~l points A(t 4- dA0 ,... »
À» + dA„ .

Si l'on fait le raccord des deux espaces projectifs tan-
gents, on aura des formules de la forme

( a i )

dAo = (l + (»>;;) A(1 - f << A,
dAl = œ;> A > + ( l + co;) A i

où les o){l" sont des formes différentielles linéaires par rapport
aux différentielles du1, du2, , du" ,

Le formules (3.1) peuvent s'écrire

dA{1 = o>|| Ao 4- *»>', A, 4- 4- <*>" A w ,
,>« i l - 4 - ri>* . 4 4 - ' i . . . . - 4 - t(\n A

f3 2) l ** **"' — ° '

l dA..s=«.»V.•;, A u r o>;4A, 4- + w;Ah ,

Dans les formules (3.2), multiplier Ao, A, , . . .A« par m*
même facteur revient à ajouter une même différentielle exacte
aux éléments de la diagonale principale de la matrice || ü>*|j„

Mais comme les formules (3.2) ne servent qu'au déve-
loppement d'une ligne de la variété sur l'espace projectif tan-
gent, on peut ajouter aux éléments de la diagonale principale
une même forme de Pfaff quelconque, cette forme de Pfaff
étant toujours une différentielle exacte le long de la courbe
qu'on développe. Donc on peut dire que la loi de raccord est
complètement déterminée par la connaissance des formesl)

A v À ..
fO f — O (1) .

Nous appelons, avec M. E. CARTAN, io'ti,<o'tt et coj — (V'w; le<?
composantes de la connexion projective.

1) Voir E. CARTAN (10), (21).
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Cela posé, voyons comment les formes <«>a se transforment
pendant la transformation de (n + l)-èdfe de référence dé-
finie par

(2.5) Ax=a\B^
OÙ

si jx = O,

= {
-x.Désignons par m, les composantes de la connexion projec-

tive par rapport au (n 4- l)-èdre de référence formé avec les
n.+ 1 points Bn , B, , Btl ; alors on aura :

0.3) I dB' = »Ï

ou sous une forme plus condensée :

(3.4) dBx = w£ B

Des formules (2.5), l'on tire :

dAx = (daï)^ +
d'où

donc on a

fJ.Dj a ̂ wx = «ax ~r Qx wn •

Posons dans les formules (3.5) X = 0 , alors on aura,
puisque a;,1 = ftj*f

(3.6) cfJJt coj," = (oo .

En posant encore v = i dans les formules (3.6\ on a, en
vertu des identités a(' == 0,
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Comme co£ sont des formes de Pfaff linéairement indé-
pendantes, on peut choisir aj de manière à avoir

< = du' .

Les repères réalisant cette condition sont appelés semi-
naturels par M. E. CARTAN. NOUS supposerons dans la suite que
les repères soient toujours semi-naturels, c'est-à - dire que

to'( = du1 .

Cherchons la loi de transformation des repères semi*»
naturels, c'est - à - dire une transformation de la forme (2.5) qui
permet de passer d'un repère semi-naturel à un autre repère
semi-naturel. A cet effet, posons dans les formules (3.5)

w' = du1, 10 ' = du'

alors, on obtiendra des (3.5) en posant À == 0, v = i

al W î ~f~ a ' ' w o === ^a!> ~J~ **o *^o ~1~ ° o u^1'*

a< du1 — du'

d'où

Donc : Afin que les formules (2.5) fassent passer d'un
repère semi-nature l à un repère semi - naturel, il faut et 11

suffit que la matrice \\a^\\ ait les éléments a* = <Vf, a)' = &. et
a0- arbitraires ; soit

o,o,
(; 0, 1,

En d'autres termes : Si les points analytiques Ao , A- dé-
finissent un repère semi - naturel, le plus général repère semi-
naturel est défini par les points

1) Les £,' (symboles de Kronecker) s'emploieront dans la suite tou-
jours dans ce sens.
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T — A T — 4 . _L_ <?>. 4

avec <&,• arbitraires- II s'ensuit qu'un repère semi-naturel est dé-
terminé par la donnée des points A,- sur les tangentes des
lignes paramétriques issues du point Ao ou, ce qui revient au
même, par son hyperplan de l'infini.

Nous allons maintenant prouver qu'il y a un repère semi -
naturel et un seul, vérifiant la condition

ta) — <V. Ü)J| = (s)] — n (OQ = 0 .

En effet, posons v = 1, A = / dans les formules (3.5) ; on a

en posant A = v = 0 dans (3.5) on a

j
donc on obtient

ce qui nous montre que pour annuler (ô| — n coJJ, on n*a qu'à
prendre a* de telle manière qu'on ait

(oj - n w ; = ( n 4 - 1) a)du'.
Le repère projectif réalisant cette condition est appelé par M.
E. CARTAN, repère naturel.

Dans la théorie de M. E. CARTAN que nous avons exposée,
la connexion projective étant complètement déterminée par les
formes tô  — (\t ofo, la forme de Pfaff toi ne joue aucun rôle,
Mais, dans ce qui suit, nous voudrions présenter les choses
d'une autre manière en faisant jouer un rôle à la forme pa-
rasite (Oy .

Nous avons vu que, pour un système de coordonnées
(111, u2,...iïl), on a une classe de repères semi-naturels et un
seul repère naturel dans un espace projectif tangent à la variété
à connexion projective.

Les coordonnées (u1, iï1,..., u" ) qui désignent des points
de la variété étant tout à fait arbitraires, on peut passer d'un
système de coordonnées à un autre système par une transfor-
mation analytique
(3.7) t,< = t
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Les repères semi-naturels relatifs à l'ancien système de
coordonnées nç peuvent plus évidemment être semi-naturels
par rapport au nouveau système. Il se pose alors la question
d'étudier le passage d'un repère semi - naturel relatif à l'ancien
système, à un repère semi - naturel attaché au nouveau système*

Ce passage peut être effectué en deux étapes ; 1" on change
les coordonnées (u) et on conserve l'hyperplan de l'infini du
repère, et 2° on conserve les coordonnées (u) et on change
Thyperplan de l'infini du repère-

1° Dans le système de coordonnées (u1, u'2,..., u" ) on a,,
pour un repère semi-naturel, la relation caractéristique

dA0 = co|| Au 4- du' A{,

où Ü>Ü est une forme de Pfaff ; posons

(3.8) o>;;==p.du\
alors on a
(3.9) </A0 = pt du' Ai} + du' Ai.

Effectuons la transformation de coordonnées (3.7) ; on tire

alors des formules (3.9)

j A au' ,— • . . du' j — . A
dA« =pJ dïï- du An + ~dË^ *» Aj •

Cela nous fait voir que le repère défini par les points
analytiques

I Ao • = A o

(3.10) _±UJ

{ Ai~ dïï' Aj •
est un repère semi - naturel. Car en posant

(3.11) pJ==^wPi

on a la relation caractéristique

dÂ0=pj du' Â() + dEi Â. .

De plus, comme les points A, dépendent linéairement des
points Au ce repère a le même hyperplan de l'infini que le
repère initial, et cela, comme nous l'avons remarqué, le déter-
mine complètement.
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Nous appelons simplement „transformation de coordon-
nées" cette transformation qui ne change pas l'hyperplan de
l'infini.

Cela étant, voyons comment se transforment les coeffi-
cients des autres formes de Pfaff wy et (ô  pendant cette trans-
formation. Posons

o; = u>(; duk ,
(3.12 | ' J*

;
alors on a
(3.13) dÂj = ^ dük Âo + 5;fr dû1

où

Des équations (3.13), Ton déduit

. duh { 0 du6 .-k . , „ duc r-k A \ K

_ du"

= ^!, du* Ao + < do* ^ Aa

d'où

(344) <d5?d5* = ü > /* '
f3'15' "dïïTd? + dïï

Donc on a le théorème :
Pendant la transformation des coordonnées {qui ne change

pas Vhyperplan de Vinfini) les fonctions (o^ se transforment
comme'les composantes d'un tenseur covariant affine et les fonc-
tions (ûljk comme les composantes d'une connexion affine.

2°. Maintenant, nous allons considérer la transformation
entre repères semi-naturels relatifs à un même système de
coordonnées, c'est-à-dire la transformation qui change l'hyper-
plan de l'infini.

Nous avons vu plus haut que ce changement peut être
représenté par
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(3.16) ( Â> = 4>

où *,. sont des fonctions de u'.
En substituant (3.16) dans

dÂ0 = ulÂ0+ du'A;.

on voit que
(3.17) SÇ^wj + tf. du*.

Ici la forme de Pfaff 0*1 joue un rôle assez important, mais
il faut remarquer que la considération de cette forme n'a aucun
rapport avec la théorie de M. E. CARTAN.

Pour apporter plus de symétrie dans la formule

dA0-=pidutA0 + duiAif

nous écrirons

(3.18) dif = to°o = p.du$;

alors, nous aurons
(3.19) dA0 = du0 Ao + du' A{.

La forme de Pfaff oo" = p- du' n'étant pas en général une
différentielle exacte, u° n'est pas une variable véritable ; nous
appellerons u{\ avec M. J. A. SCHOUTEN [(75), (86)1, la variable
non - hoionome.

La variable non - hoionome u° étant ainsi définie, la trans-
formation (3.17) peut être représentée comme une transforma-
tion de variable non - hoionome :

(3.20) dïï° = du0 + <ï>, du' .

Nous appelons simplement „la transformation de la vari-
able non - hoionome u° " cette transformation qui changa l'hy-
perplan de l'infini en transformant les repères semi-naturels
en repères semi-naturels.

Voyons maintenant comment les fonctions w^ et a)l
/k se

transforment quand on effectue cette transformation de la
variable non-hoionome u°.

En désignant les fonctions transformées de iù(jk et o>̂  par
cô , et ö>̂ . respectivement, on a
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dA, - (<«>,.) A , - <î>, </Â0 = û» A o + - 5 ^ J t , • ' * <!>, A 6 ) ,

<o? A.+ajA, - (d<Pj) Ao - % [pk du" Ao -h du'A,J = 3J A, + «ƒ (A, - * ,

d'où

où

''* du*
Donc on a le théorème:

Pendant la transformation de la variable non - holonome
u° {transformation de Vhyperplan de l'infini), les fonctions coĵ
et tojk se transforment respectivement d'après les formules sui-
vantes :

(3 21) (

Soulignons, en terminant ce chapitre, qu'une classe de
repères semi-naturels par rapport au nouveau système de coor-
données (ïP) correspondant à une classe de repères semi-
naturels par rapport à l'ancien système de coordonnées (u,),
nous avons décomposé le changement de repère semi - naturel
en deux opérations partielles :

— première opération; passer d'un ancien repère semi - naturel.
au nouveau repère semi-naturel qui a le même
hyperplan de l'infini que l'ancien ;

— deuxième opération ; passer d'un repère semi-naturel à
un autre repère semi-naturel dans un même système
de coordonnées en changeant l'hype-plan de l'infini;

et que nous avons convenu d'appeler la première opération la
transformation des coordonnées u* et la deuxième la transfor-
mation de la variable non-holonome u°.
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Chapitre IV

LES TRANSFORMATIONS DES COMPOSANTES DE LA
CONNEXION PROJECTIVE.

Considérons un contour fermé infiniment petit, partant
d'un point P de la variété et y revenant. Les coordonnées ho-
mogènes XA d'un point dans un espace projectif tangent atta-
ché à un point P subiront une variation infinitésimale A X* et
on aura les formules [(10), (21)]

(4.1)
A X1 - fi|, X° - fi; X1

9j;tX" = o ,

Q\,Xn = 0 ,

A X W - Q^ X" — Q ; X 1 ÛJ X" = 0 ,

(4.2)

5
!>;; = - (œ;; ) ' + [co;; a>«| + [œf, o>;:j,

i

Iî faut remarquer que (4.1), comme (3.2), définissant tin
déplacement projectif infinitésimal, seules les formes fi^ — ft^ Û«
ont un sens géométrique.

Le point P regardé comme étant celui de l'espace pro-
jectif tangent a comme coordonnées homogènes (1,0,0, •. .0).
Donc la variation de ce point satisfait à

A X° - fi;; = 0 ,
A X1 - ül

() = 0 ,

1 \x>' - L>;; = O .

Si le point P revient à sa premiere position après un tour,
on dit que la connexion est sans torsion. Une condition né-
cessaire et suffisante pour que la connexion soit sans tor-
Hon, est donnée par les équations suivantes

(4.3) = 0 , fi* 0, S2.7 = 0 .



CONNEXION PROJECnVE ET GÉOMÉTRIE DES PATHS *i

D'après les deuxièmes équations de (4.2), ces conditions
peuvent s'écrire

- (<)' -1- K <*>:] + K>;] = o.

En substituant
w* = du*,

«< = (»ƒ, du* ,
on obtient

[p. duk,du] -f [<ƒ«', o^duk] = 0 ,

((o;A- ^;:Pj[rfa/dii*] = o .

En posant

on a, comme condition pour que la connexion s oit sans torsion,

(A i\ Wu = 111

Cela dit, considérons un point

X= X() Ao 4- X' A, 4- • • • -r' X» An

dans un espace projectif attaché à un point P(u') de la variété ;
ce point viendra coïncider avec le point correspondant quand
on fait le raccord des espaces tangents, si Ton a dX=hX, où

c'est-à-dire si Ton a-

rfATX 4 - X'1 o>x du'' =
• Il

Les premiers membres de ces équations s'écrivent encore
sous la forme suivante

(4.6) </A- -r- X'1 (o)J. - a£p,) c/u1 4- Ax
P |- rfa'.

Posons
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alors, en remarquant que

on obtient de (4.6)

(4.8) dXx + X»U^du\

Des équations (4.7), on tire les suivantes:

"o/ — w»/ -P/—0,

{4.9) »-*>'*.

1 ";> = « ; * - ô ; ; p * -

Les premières et troisièmes relations nous assurent que

donc on a

Nous avons déjà vu que, pendant la transformation de la
variable non-holonome u°

c'est - à - dire pendant la transformation

(4.11) p. = p . + O/f

les fonctions a)fjk et iùl
Jk se transforment en lâ°-k et iûjk respective-

ment de la manière suivante :

(4«X^| jk }k j ,k j k ' / jk . / H h '

(4.13) S/* = w/*-*/ô i-
En outre, nous avons aussi vu que les fonctions taljk et toljk

se transforment en (öĵ  et iûl
jk respectivement pendant la trans-

formation de coordonnées vt de la variété, de la manière
suivante :

iAiA\ ~o o dll'dff"*

(4 .14) coM = <*tm d - ; ^ »

f4 151(4.15)
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Cela étant, voyons comment les fonctions 1Î V se trans-

forment en lljiv pendant les deux transformations.
En tenant compte des formules (4.9), (4.12) et (4.13), on

voit cjue l'effet de la transformation (4.11) est

(4.16)

o,

Les quatrièmes équations représentent le changement des
composantes de la connexion projective, obtenu tout d'abord
par MM. H. WEYL, L. P. EISENHART et O. VEBLEN [voir (124*, (27),
(103), (133)].

Pour un changement des coordonnées u' de la variété à
connexion projective, on a la loi suivante de transformation :

n:- u;-.=o.

(4.17)
dûJ dû*

j n;=ii;=ft;,
du"1 du" Vu1

+ dïï'
ir. _ du' ( „ ,

>* " " du' '"" dû'
Vu1 \
ïï'dô* J'

Enfin, pour un changement des coordonnées u' suivi d'un
changement de la coordonnée u",

(4.18)

on a les formules suivantes :

i dûn = du'>-{-<Pidui

\ ü=ïï'(").

(4.19)
'* '"'du' dû* ' '" dû' du* l ''"' • 'm dïï' dû*'du' dû*

jj, _ du' ( , du" du^
'k~du' \ ""• dû' dû" dû'du*

_ . ̂  du^ _ . dul
/ "'dû* * '"du"'
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II est à remarquer que la symétrie de lVjfc par rapport
aux indices inférieurs ne se conserve pas en général, tandis que
la symétrie de ll£jk par rapport aux indices j et k se conserve

toujours.
Remarque. Pour obtenir la condition

J0 £ ^ , (M= constante)
posée par M. 0. VEBLEN [(112)] et les autres [(1), (53), (98)], on
nfa qu'à poser

du° = wp-da''

alors on aura pour les fonctions U[V,

et pour la transformation de la variable non - holonome

aH°=du() + ~ #. du' .

Chapitre V

LES ÉQUATIONS DES „PATHS" ET LE PARAMÈTRE
PROJECTIF NORMAL.

Dans ce Chapitre, nous allons considérer les géodésiques
et quelques paramètres spéciaux sur ces courbes, en partant
de la définition des géodésiques de M. E. CARTAN [(10j, (21)],

Prenons une courbe issue d'un point de la variété- Cette
courbe s'appelle géodésique ou path si son développement sur
l'espace projectif tangent attaché à ce point est une ligne
droite.

Ce fait peut être exprimé par

où
dA0 = (*>;; Ao + du' A-
d*A== cfto;; Av + < dAv -4- d2u' At + du1 dAt

= {dm,: + <*>;; a>;; + w; duj) Ati + (w;; du{ + d2u' + <ù)dui) A, \

donc, comme équations différentielles définissant les géodési-
ques, on obtient les suivantes :
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d2ui 4-
du1 du1

Mais, en choisissant convenablement un paramètre t et
une fonction o de / sur la géodésique, on peut écrire l'équa-
tion de la géodésique sous la forme suivante :

La ligne développée sur l'espace projectif tangent étant
une droite, le rapport anharmonjque des quatre points sur
cette droite correspondant à quatre valeurs de /, est égal au
rapport anharmonique des quatre valeurs de t.

Nous allons chercher l'équation qui définit le paramètre t.
En employant un paramètre arbitraire r sur la géodési-

que, on a
dAn dtï . du' .

(5 2)

donc

dr dr

<fM0

dr*

du':

dtf

tPu' du'du"

«fa*

7 dr J
du9 du'
dr d7

<5.3)

du'du'
'" dr dr

du" ditf ] A-
Pour que cette courbe soit géodésique, on doit avoir

(5.4)

Alors on aura

. cfu'_ d V . du'du* du* du1

dM 0 , di4„
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Cela posé, calculons

On a d'abord

où la l'accent indique la dérivation par rapport au para-
mètre T. En dérivant encore par rapport à /, on a

Donc on a

(5'6)

comme condition pour que / soit le paramètre cherché.
En éliminant Q, on obtient

r ar2 i
À 2

ce qui, en posant

(5.7) {'},=Y-27-î<

s'écrit

(voir E. CARTAN (21) p. 5].

L'expression bien connue { / }r s'appelle la dérivée schw&r-
zienne de la fonction * (r) par rapport à la variable r.
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Le paramètre / étant ainsi déterminé, nous allons intro-
duire un autre paramètre s qui nous permettra d'écrire les
équations des géodésiques sous une forme plus simple.

Des équations (5.4), l'on tire

d2ul ,., , du1 „ . duj duk ,., du0 du1 ,t . du1 , .
as- as //v as as ds ds ds

donc, si l'on prend le paramètre s de manière à avoir

s" + 2 -j-- s2 — A s = 0 ,
as

c'est - à - dire

(5.9) A = ^ + 2 ^° f
1 s dr
les équations des géodésiques s'écrivent

d'u* • du' duk

ds2 'k ds ds

En substituant (5,5) et (5.9) dans (5.8), on trouve

J s s J ar* 2 s 4 s dr

~ 2 ~d* ~ 2 [drj " 2 IJ>* dr dr + 2 U' r 2 drj rfr

du1 duk

— ~,~ £ II ;',.
S

'" duk

— T' - 2 ï* ~ZUi*"dr dr

= { s i - 2m. , .
\ >' /A ds dsdonc

D'après la formule bien connue

(5.10) iH-lilk -{*}.,

on a enfin
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Donc, on peut énoncer le théorème [(134)] :
Le système des géodesiques dans une variété à connexion

projectiue étant donné par

R111 II 0

le paramètre t qui donne la forme (5.1) à l'équation d'une géo-
désique est déterminé par

sur chaque géodesique.

Nous avons ainsi décomposé les équations des géodesi-
ques en deux systèmes d'équations (5.11) et (5.12). Si Ton se
donne arbitrairement, un point et une direction en ce point,
c 'es t -à-di re ( ul)0 et (du1 j ds)() , les équations (5.11) déterminent
un path. La théorie des équations différentielles de la forme
(5.11) a été surtout étudiée par les géomètres de l'École de
Princeton* C'est la „Geometry of paths" de MM. L. P. EISENHART

[(27), (28), (29), (30), (31), (33), (34)], O. VEBLEN [(103), (105), (114),
(115), (116)], T. Y. THOMAS [(101), (116)], J. M. THOMAS [,91), (92)r

(114), (115)].
Les équations différentielles (5.11) déterminant ainsi les

géodesiques, l'équation (5.12) détermine une fonction t{s) le long
de ces courbes. Comme l'on ne connaît que la dérivée schwar-
zienne de la fonction t (s), / (s) n'est déterminé qu'à une sub-
stitution homographique près, ce qui est évident d'après l'inter-
prétation géométrique de / donnée au début de ce Chapitre*

Ce paramètre /, premièrement introduit par M. J. H. C.
WHITEHEAD [(129)] [voir aussi L. BERWALD (1)], s'appelle paramè-
tre projectif normal.

La théorie des équations différentielles (5.11) par rapport
au groupe de transformations

étant la Géométrie des paths, la théorie des équations différen-
tielles (5.11) et (5.12) par rapport au groupe de transforma-
tions

cfiT0 = du0 4- * / du1

ïï1 =
f cfiTc
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c'est-à-dire par rapport au groupe de transformations des
coordonnées u%

û{ — ù' (u) ,

et au groupe de transformations de la variable non - holonome u°

qui entraînent les transformations des composantes 11^ et IIj^

est appelée par les géomètres américains la Géométrie projec-
tive des paths [(voir (1), (34), (42), (90), (94), (96), (101), (103)].

Comme les fonctions II/X et II'X, se transforment respecti-
vement en II/* et 11//. d'après les formules (4.17) quand on
effectue une transformation des coordonnées~àl =~û' ( u), il est
évident que les paramètres s et t restent invariants pendant
cette transformation.

Si l'on effectue une transformation de la variable non-
holonome u", c'est - à - dire un changement de l'hyperplan de
l'infini, qui entraîne la transformation (4.16) des 11 ,̂ et H^, les
équations (5.11) prennent la forme suivante:

ds1 ds ds ds ds

Pour mettre ces équations sous la forme de (5.11), ef-
fectuons un changement de paramètre s. On définit une fonc-
tion ~s{s) par

ds

c'est - à - dire par

(5.15) js— e

Alors, les équations (5.14) se réduisent aux équations

<Pu' , -.T, duJ du"
ds* ds as
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où s est le paramètre affine relatif aux composantes Wjk de la
connexion affine.

En ce qui concerne le paramètre projectif normal /, il
est évident, d'après la signification géométrique de /, que t ne
changera pas pendant un changement de Thyperplan de l'infini.
En effet, on peut montrer par un calcul facile que

(5.16) {|}; = -2ÏÎ^?
as as

Les u' et t étant déterminés sur chaque géodésique comme
fonctions du paramètre affine s, nous allons chercher la valeur
de la variable non - holonome u° sur chaque géodésique.

En substituant (5.9) dans la première équation de (5.6),
on trouve

~ °' . s" , . du" t" _
Os dr t

2 log Q + log s' +• 2 u° — log /' = constante,

donc ï on a, à une constante additive près, le long de la géodésique,

(5.17) « " = - £ ! <

On sait que le paramètre projectif normal t étant défini
par une dérivée schwarzienne, / peut subir une transformation
homographique

où l'on peut supposer sans restreindre la généralité

(5.19) ad- 6 c = l .

u° étant déterminée sur chaque géodésique, on voit que la
fonction Q subit, pendant la transformation homographique
(5.18) de t, la transformation suivante

(5.20) Ï-7ÏTÏ-

Dans son Mémoire intitulé „On the projective Geometry
of paths" M. L. BERWALD [(!)], essayant d'expliquer, uniquement
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du point de vue de la Géométrie des paths, la théorie des e s -
paces projectifs de l'École de Princeton et l'introduction de la
coordonnée surnuméraire u{\ est parvenu à la notion de para-
mètre projectif normal.

Il part d'un système de paths déterminé par

ds*- ->k ds ds

et il définit, sur chaque géodésique, le paramètre projectif
normal / par

,5.221 <«>.— 2"J.£J

et la coordonnée surnuméraire u°, sur chaque géodésique aussi,
par
(5.23) il0-» - - l l o g _ J ,

où les 11̂ , et ïijj,. sont symétriques par rapport aux indices j et
k, et il pose les deux conditions suivantes: 1°, t reste inva-
riant quand on effectue une transformation de coordonnées

û'— ûl(u) ,

et 2°, / reste invariant quand on effectue un changement des
composantes de la connexion affine

(5.24) n;x, = ii;.,-.v:«ï>,-fii.^.

Le point de vue de M. BERWALD est donc différent du
précédent, puisqu'il n'introduit pas tout de suite u°, mais il

1 ds
définit la variable u° sur chaque géodésique par —^ log --g- »
ce qui veut dire qu'il a choisi s et t sur cette courbe.

De la première condition, on conclut que les 11̂  sont des
composantes d'un tenseur affine, tandis que de la deuxième
on obtient la loi de transformation des composantes du ten-
seur affine lï;, vis-à-vis d'une transformation (5.24):

, , 2 5 ,
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Ces formules coïncident avec les formules classiques si
Ton n'utilise que les repères naturels et qu'on soit dans un
espace normal {voir les Chap. VI et VII). Sinon elles ne sont
susceptibles d'aucune interprétation géométrique simple, biea
que la théorie soit cohérente.

Si l'on effectue le changement des composantes (5.24), le
paramètre affine s se transforme en ¥ de la manière suivante :

(5.26) ! * , - * ƒ • , * * ,
as

donc, t restant invariant, on obtient la loi de transformation
de la variable a°

(5.27) iï° = a0 +ƒ<*>, duk.

Il est très intéressant d'examiner la théorie de M.L. BER-
WALD de notre point de vue.

Dans la Géométrie des paths on a les équations différen-
tielles

ds* ' llJ*ds ds U '

définissant le système de paths, et l'introduction d'un tenseur
affine IF°X, veut dire que l'on considère une variété à connexion
projective dont les composantes sont lly,. et \V.A, et dont le
système de géodésiques coïncide avec celui de paths.

Comme le système de géodésiques d'une variété à connexion
projective est complètement déterminé par les fonctions 11^,,
on peut choisir arbitrairement les fonctions \\"-k*

Alors le paramètre projectif normal de M, L. BERWALD

coïncide avec notre paramètre /, et le changement (5,24) corres-
pond au changement de notre variable non-holomone a0. Mais
les (5.25) ne coïncident pas tout à fait avec nos équations

îç* = i »/* - %• */ - (*>. * - *.• n;,) •

Ce fait revient à ce que, dans la théorie de M. L. BER-
WALD, on n'a besoin que de la partie symétrique des fonc-
tions 11^,.

La définition de la coordonnée surnuméraire de M. L»
BERWALD,
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ét
et notre résultat

ne coïncident pas non plus en général.
Quand on effectue une transformation homographique

sur /, la coordonnée surnuméraire de M. L. BERWALD change
en général tandis que notre u° reste invariant grâce à la pré-
sence de o2.

Chapitre VI

LE TENSEUR DE COURBURE ET DE TORSION DE M. E. CARTAN.

Rappelons - nous les équations de structure de la variété
à connexion projective

(6.1) *. — im.m J ^ - ^ . ^ J - ^ . , ,

Les formes bilinéaires différentielles iïf. — ôjûj avec Q̂  et
ÛJ définissent complètement le tenseur de courbure et de
torsion de M. E. CARTAN.

Les identités correspondant à celles de BIANCHI peuvent
être obtenues en dérivant extérieurement les (6,1) et en tenant
compte des (6.1) elles-mêmes,

(6'2) ] (o; r = - [ s; w;; j + [ »•, a; ] - [ a; »; ] + K a; 1.
l (a; r = - ï a; < ] + [ w; <>< ] - [ a* < ] + [ »* ai ] .

Nous allons d'abord calculer explicitement les compo-
santes du tenseur de courbure et de torsion de M. E. CARTAN.
A cet effet, posons :
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(6.3)

Des deuxièmes équations de (6.1), on tire, en tenant compte
de (*>;" = Pi du1 et de o>'i = du/

#

j du*]

= Pj[ du1 du1] 4- iû)k[du'duk]

donc t

®iik=WM + 6 i Pi - K/
et on a, en tenant compte des équations

Nous avons déjà vu qu'une condition nécessaire et suf-
fisante pour que la connexion projective soit sans torsion est
Q[ = 0, par conséquent

Des troisièmes éqations (6.1), on tire

= < Pk [ du' duk ] - u>;; a," „ [ du' du" ] - - ^ [ du' du" ]

dw" dto',,

Donc on a finalement

(6.5J - / M ftuk du'
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Le calcul pour les dernières formules (6.3) est le plus
compliqué. Calculons d'abord Q^ et 9Jj séparément,

Qo = ta?, [du'duk] ~f v- i , - \dtû duk 1

du']- ^

En substituant ^ = 11^ et cô  = I1^4- ftjpA dans

on obtient :

, . ,x t^i }k jh t \\M ir / \\m 111'

En posant

'x 77 - - - - - - —j— jjç

on a :
(6.8) %h - n;w, + u% 8J, - ii)^ »i - <v:(il;;, - r i y .

Toutes les composantes du tenseur de courbure et de
torsion étant calculées, voyons comment se transforment ces
composantes lors des transformations de variables.

Nous allons d'abord considérer l'effet des transformations
des variables u', c'est-à-dire des changements de repère semi-
naturel avec conservation de Thyperplan de l'infini.

Nous savons que les \\'jk et \Vjk se transforment respecti-
vement comme composantes d'une connexion affine et d'un
tenseur affine quand on effectue une transformation de coor-
donnés ul .

Par consécpient, il est bien évident que 1>;>M, il"ijk et Qjk/t

sont des composantes des affineurs par rapport aux transfor-
mations de variables u' .
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Considérons ensuite la transformation de la variable non-
holonome u°, c'est-à-dire changement de l'hyperplan de l'infini,

dû0 = du0 4- 4>f. du' .

On sait qu'alors les fonctions 11̂  et 11^ se transforment
respectivement en II/* et II/* de la manière suivante ;

(69)

En désignant par ÖÓ/* les composantes transformées de
%k on a s

ÖÓM = H/* — 11*/
— TT' FF'

1 1 /* ~" l 1 * / »

donc :
(6.10) Qi,k = tàik.

Les composantes Q'1/7, sont donc invariantes par rapport à
cette transformation.

Calculons ensuite les composantes Q//*. En substituant (6.9)
dans les formules analogues de (6.5)

7 > . à I I / / d l l / A - J, TTo ,-T/, TTo
i£//7e J ^ "."y "t" 11*/ 11 //A— 11/* l l / i /»

on obtient

l - + *w (JIJ »i" - iiSk »/' - a?' u;,
donc on a

U t . = Q % 4 - 4> il — <t> 4> Q . ,
ijk i/k ' /;/ ijk t ^ in o/k

(6.11) Ut. =Q% 4- 4> il'"

Calculons enfin les composantes 0/*/?. ^A cet effet, nous
allons d'abord calculer les composantes H/*/, ; on a par la dé-
finition (6.7),

dll/*—/ dll /* j j j
11/*/ /= -Vv—Âr -r 4 - 11//̂  H,,,/, — II;/; 11 w * ,

et tenant compte des relations (4.16) on obtient

1 -h;(**./,-*/,.i)-*/("iî-»;;*).
Les 11/*/; étant obtenues, en substituant ces valeurs dans

QJ M =ÏÏ ;*A + îi/*»* - ïij,, si - f>; (iï;/, - ï?;,* ) ,
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on obtiendra après un calcul facile

(6-13) ô ^ = oUfi _ (y: <t>wf a-/f - * , ç>ikh.

Les formules (6.10), (6.11) et (6.13J étant obtenues, on voit
<|ue seules les composantes 9Jujk restent invariantes, dans le
cas général, par rapport au changement de l'hyperplan de l'in-
fini. Dans le cas de la connexion sans torsion, on voit que les
composantes ill

jkh sont aussi invariantes par rapport à cette
transformation.

Supposons dans la suite que la connexion soit sans tor-
sion. Comme ÎVjkh est un tenseur invariant, le tenseur défini par

(6.14) <>/* = <$>,,
est aussi invariant,

En contractant dans (6.8) par rapport aux indices i et h,
on obtient
(6.15) Ü/k = llJt + nW;k-Ul,,
OÙ

(6.16) ";* = "&*.

Les tenseurs iVjkh et iijÂ étant invariants, le tenseur défini par

(6.17) <v« = «/** + »/a**.
est aussi invariant.

Le tenseur Cl
jkh étant invariant, le tenseur contracté

<6.18) Cik = C%/t

est aussi invariant.
De (6.17), on tire

(6.19) Qk = Qjk + ükj.

En substituant (6.15) dans (6.19), on obtient

(6.20) Cki = (IL, + II,,) + (n - 1) (II;, +• 11^ .

Ainsi a-t-on obtenu les tenseurs suivants qui sont inva-
riants par rapport à la transformation de la variable non-ho-
lonome u°,

(6 21)
' C'iu, = n l i k + <v: n , / ( + n;4 «v, - il;.,

{ C ; , = ( I I ; , - I I w ) - l - ( n - 1) (liy,
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Nous pouvons annuler

en choisissant convenablement les fonctions II?A :

(6.22) 2 / 4 = 0 .

La connexion projective sans torsion réalisant ces conditions
est appelée par M. E. CARTAN la connexion projective normale
1(10), (21)].

De l'équation
II,, + n l i ; , -11», .= 0,

on a

donc

(6.23) n;A + ii%. = - ir^ri (ii/v + nki).

(6.24) n;, - n;. = - ^ [\\ik - n,;).

Par conséquent, on obtient une propriété du tenseur Cjk/t

dans le cas de la connexion projective normale \

(6.25) Cit = 0.

Des (6.23) et (6.24), on obtient

(6.26) n;/;= - ~~nik - ^ Ï " * , .

Substituons cette expression de 11^ dans (6.8); alors on aura

(6.2?) «;M = i vm + ^ { (n i rM+ i iA/) »i +

dans ce cas CjA/, coïncide avec Q^A.
Le tenseur 9Jjkh (6.27) obtenu tout d'abord par M, H,

WEYL [(124)] s'appelle le tenseur projectif de WEYL.

Dans le cas de la connexion projective normale les équa-
tions des géodésiques prennent la forme suivante, en vertu des
équations (6,23) :
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's~~ n - 1u>* ds ds '

*u!duidvk_
^ + 1I^à^"~0'

Le paramètre t défini ici est le „preferred projective nor-
mal parameter" de M. L. BERWALD [(1)].

Chapitre VU

RELATIONS ENTRE LA THÉORIE DE M. E. CARTAN ET CELLE
DE M. T. Y. THOMAS.

Jusqu'à présent, nous n'avons employé que les repères
que M. E. CARTAN appelle les repères semi - naturels. Ces re-
pères étant adoptés, on a

(7.1)

dA{) = p/. cfu' Ao
 Ar du1 Ai 4- h du" ,4„ ,

cMi = (Oj i40 + ü)J Ax - r • • • r CD" >4w ,

' dAn^o>:tA0

M. T* Y* THOMAS a employé un repère qui a, en outre»
la propriété
(7.2) *r4 = o,
où

Ce repère est le repère naturel de M. E. CARTAN [(10), (21)].
Il est bien facile de choisir un repère naturel parmi les re-
pères semi - naturels.

En effet, faisons un changement de la forme pt du1, soit :

alors on aura
•ïi^ii^-ft'^-ö'*,.,

donc, pour avoir
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nous n'avons qu'à prendre

(7-3) *!=nWV>
et par conséquent

(7.4) *n;,=ni- ^

(7.5) TL'lk = II;, - ^ ( J>; U i

Les *l¥jA, sont les composantes de la connexion projective de
M. T. Y. THOMAS [(94), (101)].

Le repère naturel étant ainsi choisi, voyons comment se
transforment les fonctions *HJA, et *lly/, pendant une transfor-
mation de coordonnées

(7.6) â/ = ïï(u1,...fa").

On sait que les_ fonctions pL et 11̂ . se transforment respective-
ment en p. et i\l

jk d'après la loi de transformation,

tn n\ " — _ dw;

17.7J Pi~~~' x^iPf *

(7.8) ïï^ — -"7; ( ^ d">f 1 if;m

Des équations (7.8), on tire la loi de transformation des
fonctions Wlk ,

(7.9) ^ = ^ 1 1

où

(7.10) A =

donc on a la loi suivante de transformation des fonctions <i>; ;

(7.11) ^ = 1^* - *-k
ôuh ou

Or, nous avons les équations définissant la connexion
projective dans les deux systèmes de coordonnées :
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d • Ao = *p. da1' M u -f du1 * A t H h du" *An f

d*Ax = *(*)" M y -f *(*>) M , H f- *co'/ M w ,

«t

(7.13)

Comme on obtient des équations (7.7) et (7.11)

(7.14)

du>"
—-

Pf~"du7 P /" [ dû'"

on a, en remarquant que Mo
 :=- Mo ,

du1
df i w

d'où résultent les formules :

*Â() = *A0,

(7.15) dlog A ^ M

qui nous donnent la loi de transformation du repère naturel
quand nous effectuons une transformation de coordonnées (7.6).

Les formules (7.15) étant obtenues, on peut trouver sans
difficulté la loi de transformation des fonctions *tûijk et *iù'jk : en
substituant les formules (7.15) dans (7.13) et en comparant les
coefficients de Mo , M, , • • • , *An , on a
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"*1 dlogA"*7

d ü d ü 'a'b da' dï ' ~ diF'diT*
(7.16)

dïF' L du" 1 do > du * l w*< * pc J T du' diF* ƒ J '
1

r i i i ï * - ' dïï'fdu6 du' . , , d8u" 1 d log A'777
 >f

(7.17) O>M == du-„ [ ̂ r d-̂ r < + ^r^j «7 8*
d'où on tire la loi de transformation des fonctions *I¥jk et *II

1 1 1

II» d l o g A>7TT d l o g ^ " ^ d ' l o g A ? T ^
dïîk dû''

dü7 Ldü" U u ' dïï^ ^4 dû'L ü Uu' dïï̂  ^4 dû' dïï

\i dlog Ay^ + 1

diz;

Donc on peut dire que Ï
Pour étudier le cas de M. T. Y. THOMAS, il faut considérer

toujours la transformation de coordonnées non - holonome et
holonomes, ,

(7.20) ( ^ ° = ^ u ° + rf !<>g A ^ ,
\ a' = ul (u\ iï1,..., un ),

qfia entraîne une transformation de repère naturel (7.15) f̂ de
fonctions *!!,% e/ *JIy& (7.18) et (7.19); rflogA«^i étant tou-
jours une différentielle exacte, la loi de transformation peut
s'écrire

(7.21) { ^
ïï' = ( , )

et on obtient le groupe de transformations *G de M. T. Y.
THOMAS [(95), (98), (101)].
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Nous supposerons dans la suite que les fonctions II}* et
ïl'jk et par suite *II/* et *I1/* soient symétriques par rapport

aux indices inférieurs et la variable u° soit holonome ; alors
on voit facilement, d'après (7.18) et (7.19), que cette propriété
-se conserve toujours pendant la transformation (7.21).

Cela posé, considérons les quantités *Q'Ol-k, *i2J/A et •QjA/i

formées avec les grandeurs astérisées, et correspondant respec-
tivement aux QJojk% iï\jk et Q^/Jf

+ ML *II/

r 11/* 11m/* — Ü//1 llm* .

où
*TT ' " HM

IJ/ft/, = -e—,,

En remarquant que *II/* = *n*/ et *II/A = *II*/ , on obtient i

<7.22) % * — 0,

(7.23) *QÎM = ^ - ^ + *iiî/ niL - niSk •ni/,

17.24) * 0 ^ =- ^ »i

Or, les quantités *S2/* et *C/*/, corespondant respectivement
aux grandeurs Û/* et C/*/* sont données par

(7.25) *Q/k = *n//c + (n — 1) *I& .

'17.2OJ Vsjktt lljkh-T ° / aiA/r >

OÙ

<7.26) TI/A == #H/ikA .

Supposons que

c'est-à-dire
(7.28) *%=0f

ce qui suppose que la connexion soit normale ; on a alors d'après
Ja formule (7.25)
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(7.29) *»;*=-—i-r*11/*-
Tl 1

En substituant ces équations dans (7.24), on obtient :

l

Cela posé, calculons les *ll';k/t .

En substituant (7.5) dans

d*ll' d*JR
(7 3i) *U' = ~f" *ii-w *rp *nw *n/

on trouve

(7.32) *llï', ===== II** H fi''(II,, — II ) + <V A- — ô' A ,

où

(7.33) -4 -A = — ~ f —i—11/ Hm, 4- 1I{. u — n1, IPv ) .

En contractant dans (7.32) par rapport aux indices i et h, on
obtient encore

n II» + llkf

(7.34) *II//e = —~_-~ + (n — 1) A^ .

En substituant enfin (7.32) et (7.34) dans (7.30), on a

ainsi a-t-on retrouvé le tenseur de M. H. WEYL,

Remarque. Pour obtenir la transformation

(7.36)

et les composantes de la connexion projective
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(7.37)

V Uo|i „

introduites par M. T. Y. THOMAS, nous n'avons qu'à définir la
variable u° par

alors la transformation de la forme *o>J

*pk duk -> *p, cG* + d log A'771

peut être représentée par

Si Ton définit *\i;k et *II^ par

*U% = —(n-h l)*(ù]k ,

les équations (7.24) et (7.25) prennent la forme suivante

•o, = *1P; L_ *ir? <y + _ J _ on», & ,

donc: quand la connexion projective est normale, c'est-à-dire

on trouve les formules:

initialement introduites par M. T. Y. THOMAS [(95), (98), (101)1.
Revenons à notre cas et considérons les équations des

géodésiques
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(7.38) _ + n M _ — _ 0;

en substituant (7,5) dans (7.38), on obtient

«fV # • &*> cfu* 2 , rft^ Ai* _
(7.39) d s 2 + Ujkds ds , „ T j 11, ,^- « f c — ü -

Effectuons maintenant une transformation de paramètre
définie par

<Pp , 2 n / d

c'est-à-dire par

(7.41) * = , - ^ . r n ^ .
CES

alors les équations (7.39) deviennent :

(7.42) 4*Î4..n< / 4****=.0.dp2 '* dp dp

Le paramètre p introduit ici est le paramètre projectif de
M. T. Y. THOMAS [(94), (96)].

En dérivant le premier membre de l'équation (7.40) par
rapport au paramètre s, on a

ds» T

d'où, en

n -f 1

tenant

dp1'

du' dp dp \

1 II'
n + l ""

compte de

- n' du"
~ "-* dp

2 ii
n+l"

, ds) '

du] dp »
ds ds

1

dp ' n

j du'
li dp

n

d*p
ds*

2

+

+ 1

- o .

.,
1 'k

m
duk

dp

dp-

du'
dp

o a obtient
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<7.43)

ds

te

ds

2_ [ J2 , 1 du! du"
~ n + 1 [ n 4-1 "" "** + "«• * ~ """ U/* J ̂  dï

D'autre part, on a d'après (7.40)

cPp 2

(7.44)
dp^
ds

I * 1T/ IIm | Q t l Qtl

donc on obtient finalement, en ajoutant les équations (7,43) et
(7.44) et tenant compte de (7-33),

, . o . du' duk

1/.4D) ^Prv ^ ^ x ds ds

Les fonctions J4/£ n'étant pas en général les composantes
d'un tenseur, le deuxième membre de l'équation (7.45) n'est
pas invariant par rapport à la transformation de coordonnées,
donc on voit que le paramètre projectif de M. T- Y. THOMAS
n'est pas invariant par rapport à la transformation des coordon-
nées. Cherchons cette loi de transformation.

Supposons que les équations des géodésiques dans le
système de coordonnées û l , u 2 , . , . utl , soient

(7.46) £?••+ X j ^ - = 0 .
dp* 'l dp dp

Alors, les équations (7.42) peuvent s'écrire

_ Ô V _ dïï' dû'" (
du'dW" dp dp[ dp

• du1 du"1 du' du1

'"' diP duk dp dp

du1 du'{ du' d~u' f dp Y _, wv* «** ^ j£
d ti7 dp2 ( rfp J du7 dp dp̂  '

d'où on a, en tenant compte de la loi de transformation des
fonctions *I1,'* (7.19),

( #Fr- , d l o g A ^ , . , dlogA'-1) du' du'" (dp^Y.
[ n;m + ^ ~w.— + K, ~ 5 J / — ! d̂  dp [ dp ) +

+ dp {~dp) ~ dp" dp̂ 2 = ° '
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Donc on a, en tenant compte de (7.46),

dp

d'où

(7.47) f=A--.
M. T. Y. THOMAS [(94), (96)] a remarqué que si l'on consi-

dère la classe de transformations (7.21) qui satisfait à la con-
dition à = 1,
(7.48) f u ° = u°.

l = a1 (a) ,

les équations (7.18) et (7.19) se réduisent aux suivantes s

(7.49)

-o _ du' du-
7 dïï> dû* /f"dïï> dû*

dû* ^ dS>dô

ce qui dit que les fonctions *1I'V, se transforment comme com-
posantes d'une connexion affine et les fonctions *lljk comme
les composantes d'un tenseur affine du second ordre ; et il a
nommé la géométrie des paths v i s - à - v i s de ces transforma-
tions la Géométrie équi-projective des paths.

Cela étant, nous allons montrer que le paramètre projec-
tif normal est aussi défini au moyen des *W}k et p, par

,7.50, <'>, — «!;,££.
[voir L. BERWALD (1)].

En effet, on a d'après les équations (7.4) et (7.33)

donc on a
duJ duf^ _̂ du1 duk . dw dub

dp dp jk dp dp 'k dp dp

en raison de (5.12), (7.45) et de la formule connue (5.10) sur la
la dérivée schwarzienne.
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Chapitre

REPRÉSENTATION DES ESPACES À CONNEXION PROJECTIVE.

On doit à M. T. Y. THOMAS [(95), (98), (100), (101)] l'intro-
duction d'une variable surnuméraire u° pour ramener l'étude
des espaces à connexion projective à n dimensions, à l'étude
des espaces à connexion affine à n i 1 dimensions.

D'autre part, M. D. VAN DANTZIG [(23), (24), (25)] a intro-
duit n-f-1 coordonnées homogènes pour décrire l'espace projec-
tif généralisé à n dimensions et (n -j- l):i fonctions il,,,, de ces
coordonnées homogènes pour définir la dérivée covariante. M-
J, HAANTJES [(42)] a tout récemment montré que l'on peut aussi
bien étudier, du point de vue de M. D. VAN DANTZIG, la Géo-
métrie projective des paths de l'École de Princeton.

Nous allons, dans ce dernier Chapitre, examiner les pro-
priétés des espaces à connexion affine employés dans ces deux
théories pour représenter les espaces à connexion projective
et montrer que les espaces à connexion affine de MM. T. Y.
THOMAS et J. HAANTJES ont les mêmes propriétés caractéristiques*

Considérons une variété à connexion affine à n 4- 1 dimen-
sions, rapportée à un système de coordonnées uA dont les com-
posantes de la connexion sont 1I)1V , et un champ de vecteur
contrevariant çA et supposons que cette variété à connexion
affine vérifie les trois conditions suivantes ;

(ni î),= K.
(in) < » v * " = 0 '

où le point-virgule représente la dérivée covariante et,
les composantes du tenseur de courbure, soit

OÙ

La première condition veut dire que la connexion est
sans torsion. La deuxième signifie qu'il y a un point invariant
par rapport au groupe d'holonomie.
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En effet, en attachant, à chaque point M de la variété

le repère naturel e\ f o n a

d(M — t n)
== du xe\ — cftiA <?x = 0.

On peut donner une autre interprétation à la deuxième
condition.

Considérons une courbe engendrée par le champ de vec-
teur £ , c'est-à-dire définie par

cette courbe est auto - parallèle. En effet,

+ n
~j^ + n\» dr dr Ç ;v </r dr

Nous appelons ces courbes rayons, avec M. J. H* C.
WHITEHEAD [(129)].

La troisième condition avec la première et la deuxième
expriment que cette variété à connexion affine admet une
collinéation affine.

En effet, une condition nécessaire et suffisante pour que
cette variété admette une collinéation dans la direction çA est

-X -MIX -w —0

Mais le premier terme dans le premier membre est nul
à cause de la première condition et de la deuxième.

La considération générale étant faite, examinons mainte-
nant les cas de M. T. Y. THOMAS et de M. J. HAANTJES.

Prenons d'abord le cas de M. T, Y. THOMAS et J. H. C.
WHITEHEAD.

On choisit u i système de coordonnées par rapport au-
quel le vecteur çA a les composantes

(8.1) î;- = <\* ;

alors les rayons peuvent être représentés par
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(8.2) f u° = arbitraire,
i ul = constantes.

Pour rester toujours dans le système de coordonnées
réalisant la condition (8.1), nous ne devons considérer que les
transformations de la forme,

Le système de coordonnées étant ainsi choisi, les trois

conditions prennent la forme suivante

(8.4) llJ;v=lC

(8.5) l 4 = 8 £ .
(8.6) l4,o = 0.

Ce sont les conditions posées par M. T. Y. THOMAS et X
HL C. WHITEHEAD sur l'espace affine à n-f 1 dimensions qui re-
présente un espace projectif à n dimensions.

Cela dit, prenons dans la variété à connexion affine,
une géodésique définie par

i g 7 1
 rf2u^nx dulldu--o

(8.7) ~jf2 Ut„dt d{ - 0 ,

ou par

et

(8.9) d(, + II;, dt dt 2 dt dt — 0,

et considérons la surface formée par les rayons qui rencon-
trent cette géodésique.

Si Ton effectue sur cette surface le déplacement de points

(8.10) I « ° ^ H ° + constante,
1 u' -* u,

les équations (8.8) et (8.9) ne changent pas, donc les géodési-
ques se transforment en géodésiques par le déplacement (8.10^
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et le paramètre affine reste invariant pendant ce déplacement.
Cela étant, nous allons montrer que Ton peut déterminer

une fonction o ( t ) qui n'est pas constante, telle que le dépla-
cement

(8.1D

transporte les géodésiques en géodésiques.

En etfet, on a de (8.11)

(8.12) iix = \ix-fio
xa(#)5

le point ux décrivant une géodésique, portons (8.12) dans (8-7),
alors on obtiendra

dt- V' dt dt dt dt- l' | dt-

Pour que cette courbe soit aussi géodésique, il faut et
il suffit que le dernier terme du premier membre ait la forme

dfoù

(8.14) ^ -

La solution générale de cette équation différentielle est

(8.15) (7 = — log(a/ + |3).

Donc, si Ton se donne deux points sur la surface, on
peut déterminer les constantes a et f> de manière que Ton ait
une et une seule géodésique se trouvant entièrement sur cette
surface et passant par ces deux points. En portant (8.15) dans
^8.13), on obtient

Le paramètre affine */ pour la géodésique (8.16) est
«défini par
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dH

ou par

d*t

i —

d2*t
d?

~dt~

\ —

i

ï t + ô
a^ + P

2
txt-

2

a

f" P

a

- P 1

d'où

donc on voit que le paramètre affine / subit, dans ce cas, une
transformation homographique.

D'après les considérations faites ci-dessus, on peut dire
que la surface engendrée par les rayons qui rencontrent une
géodésique est totalement géodésique.

Si Ton prend l'espace à connexion affine de cette sorte
et fait correspondre, à un rayon de cet espace affine, un point
de la variété à connexion projective, alors la géodésique de
la variété projective peut être représentée par une surface
totalement géodésique.

Alors, le paramètre t correspond à notre paramètre pro-
jectif normal.

Car, comme M. J. H. C. WHITEHEAD Ta déjà remarqué
[(129), p. 345], on voit de la condition (II) que tous les ray-
ons se rencontrent en un même point qui peut être consi-
déré comme „point idéal" de l'espace à connexion affine, donc
le rapport anharmonique des quatre valeurs de t représente le
rapport anharmonique des quatre rayons qui se rencontrent
en un même point, par conséquent le rapport anharmonique
des quatre valeurs de / représente celui des quatre points de
la variété à connexion projective qui sont représentés par
les rayons.

Passons ensuite au cas de MM. D. VAN DANTZIG et J.
HAANTJES,

On prend un système de coordonnées par rapport auquel
on a
(8.17) * E > = 1 ^ ;
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alors les rayons peuvent être représentés par

(8.18) u* = C* r,

où les C* sont constantes est r est paramètre.
Pour rester toujours dans le système de coordonnées réa-

lisant la condition (8.17), on ne doit considérer que les trans-
formations de la forme

(8.19) Î F ; = û X ( i i ) ,

où les H^(u) sont des fonctions homogènes de degré 1, parce
que des équations

EX = u x ,
^zX - X
ç =u ,

Ton tire

(8.20)
du11

Cela étant, les trois cond i t ions (I), (H) e t (ffl) prennent la
forme sutvante i

(8.21) iijv = n i | l f

(8.22) n £ v a v = 0 f

(8.23) ^ ^ + 1 1 ^ = 0 ,

(8.23) exprimant que les fonctions Il̂ y sont homogènes de degré 1.

Ce sont les conditions posées par M. J. HAANTJES [(42))
pour étudier, du point de vue de M. D, VAN DANTZIG, la Géo-
métrie projective des paths.

Dans ce système de coordonnées, les équations des paths
étant données par

d V * du" du' _ x t dux ,
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on peut choisir un paramètre / et une fonction o(t) tels que
Ton puisse écrire les équations sous la forme

Le paramètre / correspond à notre paramètre projectif
normal.

Remarque. Dans leur théorie des espaces à connexion
projeetive, MM. J. A. SCHOUTEN, D. VAN DANTZIG, J. HAANTJES

et ST. GOLAB, en employant les coordonnées homogènes, ont
supposé seulement que les composantes de la connexion IÎ v
sont des fonctions homogènes de degré 1, c'est-à-dire la con-
dition (8.23).

Comme ils ne considèrent que les transformations de
coordonnées

ïïx=ïïx(u)

où les ~âK sont homogènes de degré 1, les ux sont les com-
posantes d'un vecteur contrevariant, donc de

= ai1 + u^ nJAV

on conclut que

(8-24) u* II*, = u), - 5v

sont des composantes d'un affineur.
Pour mettre (8.23) sous une forme tensorielle, formons

et substituons, dans ces équations, (8.23) et

("v d u " dua

qui s'obtiennent de (8.24). Alors on aura

(8.25) »;;.., «t0
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où

Donc, on voit que l'espace à connexion affine employé
par M. D. VAN DANTZIG est un peu plus général que celui de
M. T. Y. THOMAS.

Mais, si Ton pose les conditions suivantes dans la théorie
de M. D. VAN DANTZIG

pour étudier la géométrie projective des paths, ces deux es-
paces sont caractérisés par les mêmes propriétés (I), (II) et (III).
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