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PREFACE

Séries Trigonométriques, qui ont déja fait Pobjet de notes
insérées aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences.

La théorie de 1'Intégrale de M. Lebesgue a merveilleusement
fécondé le domaine des séries de Fourier. Pendant les 25 derniéres
années, les recherches s’y sont multipliées, et ont conduit & de
remarquables découvertes. Cependant, des problémes posés de-
puis fort longtemps attendent encore leur solution.

Je ne me dissimule pas qu’il est prétentieux de vouloir apporter
une contribution & une ceuvre a laquelle tant de savants se sont
intéressés. Je trouve une excuse dans l'espoir que certains procédés
dont j’ai fait usage pourraient donner de meilleurs résultats, em-
ployés par d’autres que par moi.

Sur des chemins aussi battus, et par des mathématiciens de tous
les pays, il est presque impossible de ne jamais tomber, sans le sa-
voir, sur des questions déja plus ou moins traitées. Lorsque cela
m’est arrivé, j’ai mentionné ici — c’est le cas notamment aux cha-
pitres III et IV — les travaux antérieurs aux miens. Je n’ai
d’ailleurs développé ceux-ci que dans la mesure ou les méthodes
de démonstration m’ont paru le justifier.

Les études abordées dans ce petit livre sont de deux ordres. Les
premiéres sont relatives aux coefficients des Séries Trigonomé-
triques, les secondes a leur convergence.

Les séries trés élémentaires a coefficients positifs, monotones et
tendant vers zéro, m’ont fourni I’occasion de rechercher la relation
précise entre 'ordre de grandeur de ces coefficients, et 1'ordre de

grandeur, au voisinage de l'origine, de la fonction représentée.
RAPHAEL SALEM. 1

J"AI réuni dans ce mémoire un certain nombre d’études sur les
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Un autre probléme qui se pose trés naturellement dans I’étude
des coefficients est le suivant : une suite infinie de nombres tendant
vers zéro étant arbitrairement donnée, dans quelles conditions
existe-t-il une fonction sommable dont ces nombres soient les
coefficients de Fourier. Le lecteur trouvera, au chapitre II, ’énoncé
de conditions nécessaires et suffisantes.

Les coefficients de Fourier des fonctions continues ont souvent
attiré Pattention. On sait qu’aucune condition d’ordre de grandeur
ne peut étre imposée a ces coefficients. Dés lors, la question se pose
de savoir s’il n’existe pas, pour les modules des coefficients de Fou-
rier des fonctions continues, d’autres conditions nécessaires que
celle de Fischer-Riesz ; c’est-a-dire si la structure des p, dans la
série Xo, cos (nz-a,) n’est pas différente, pour les fonctions conti-
nues, de ce qu’elle est pour les fonctions de carré sommable ; au-
~ trement dit, si les p, étant donnés de facon seulement que la série
Xp} converge, on peut toujours déterminer les «, de facon que la
série Xp, co8 (n& — a,) soit la série de Fourier d’une fonction con-
tinue. J’ai essayé, au chapitre IV, d’apporter une contribution a
I’étude de cette question, ce qui m’a conduit, par ailleurs, au cha-
pitre suivant, a la généralisation d’importants théorémes sur la
convergence absolue.

En ce qui concerne la convergence des séries de Fourier, on trou-
vera, au chapitre VI, un test général suffisant pour la convergence
uniforme, comprenant ceux de Dini et de Jordan et contenant, en
outre, d’autres critéres intéressants.

Une généralisation du procédé de sommation de Poisson m’a
conduit & de nouveaux procédés de sommation applicables, sui-
vant les cas, en tout point ou sur un ensemble de mesure 27.

Le probléme de savoir s’il existe des fonctions continues, ou
méme seulement de carré sommable, dont la série de Fourier di-
verge sur un ensemble de mesure positive, est connu comme pré-
sentant d’extrémes difficultés. On trouvera, au chapitre VII, I'in-
dication d’une nouvelle méthode pour’étude d’une intégrale qui
joue un role important dans cette question, méthode qui peut étre
susceptible d’autres applications.

Dans I’étude des propriétés descriptives — et non plus métri-
ques — des ensembles de points de divergence, j’ai indiqué com-
ment dans la série Xp, cos (nv — a,) ou les p, sont donnés, on peut
toujours — quelque lente que soit la divergence de la série Zp, —
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déterminer les «, de fagon que la série Xp, cos (nx — a,) diverge sur
un ensemble de deuxiéme catégorie.

Je dois beaucoup au Traité sur les Séries Trigonométriques de
M. Zygmund (*) qui fait connaitre trés exactement I’état de la
Théorie au moment de sa parution, en 1935. Je m’y référe souvent
en le citant simplement par le nom de son auteur.

M. Arnaud Denjoy a bien voulu s’intéresser a ces exercices, et
m’encourager a les publier. Je le prie de trouver ici I'expression
de ma plus vive reconnaissance.

Paris. Novembre 1939.

() Antoni Zvemunp. — Trigonometrical Series. Monografje Matematyczne,
V. Warszawa-Lwow, 1935.




CHAPITRE I

LES SERIES TRIGONOMETRIQUES A COEFFICIENTS
MONOTONES (Y

1. — L’application de la transformation d’Abel aux Séries Tri-
gonométriques de type

1) a,sinx + aysinx + -+ 4+ apsinnz 4 ---
ou
(2) %-}—alcosx—i—azcos2x+---+ancosnx+---

ou les @, sont positifs, non croissants, et tendent vers zéro avec
1 .. . . .
= montre que ces séries convergent uniformément dans tout in-

tervalle excluant I’origine.

L’étude du comportement de ces séries au voisinage de ce point
présente un certain intérét, car elle met en lumiére des relations
simples entre I'ordre de grandeur des coefficients a, et I’ordre de
grandeur des fonctions (1) ou (2) quand z tend vers zéro.

2. — Considérons d’abord la série

sinz  sin 2z sin nx

=3y *twy T T3m *

ou nous ferons sur (r) les hypothéses suivantes :

a) y(n) est positive, jamais décroissante, et devient infinie
avecn;

b) Y(n+1) — Y(n) n’est jamais croissante (§(0) = 0).

I1 nous sera en outre commode de définir la fonction {(u) pour
toutes les valeurs de u > 0 par les conditions qu’elle ne soit jamais

() Cf. Comptes Rendus, t. 186, 1928, p. 1804.
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décroissante, et qu’elle admette une dérivée jamais croissante ;
ces conditions étant évidemment compatibles avec a) et b).
Remarquons immédiatement qu’en vertu de ces hypothéses la

fonction
1 (™,
_—= l—lﬂ Y'(u)du

n’est jamais croissante.
Cela posé, pour étudier f(z) au voisinage de # = 0, prenons

d’abord z = % , p étant un entier positif arbitrairement grand.
Ona:

sing— smp2 sm(p-l—l)zp sin (2p—1)-2%

P 2p
25 > Tt T D Tt I =D
 sine sinps— sin(p + 1 )7t sin (2p — 1) ]
2p 2 2p 2
[(2p+ )+ F 4(3p) F+ Y3p + 1) et Y(4p — 1)

+ .-

¢’est-a-dire

H(55) =Po— Py Py—ee it (— APy +

P,, P,... étant des quantités positives, décroissantes, et tendant
vers zéro avec %

Les p — 1 derniers termes de P, sont chacun supérieur ou égal
a un des p — 1 premiers termes de P, ; done

sin 21- sin pzp:] [sm pzp sin le ]
Po—P = [ 30 TR (p) W6 T T e —1
p

%
> W) 6D

ou

P sin » sin<ﬂ + ﬂ) sin?
. & 7T\& T 4p L2
op = E smk{—: .2 >—-£
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donce

Po— P> (o5 — s}

En raisonnant de méme sur les autres différences P, — Py,
P, — P;, etc., on a

LA DS N 1t 1 ..
(%) > 2 [~ 0 * wem— 0w+
Mais la dérivée de — %u) n’étant jamais croissante, on a

1 1 1 1
¥(p) ¥3p) = ¥(3p) UBp)

c’est-a-dire

1 1 1 1 1 1
2[Wp) - T@] Z ) W6 T ven) T W6

et ainsi de suite ; d’ou finalement

™ 1 p
@ i(5)> =i
D’autre part, nous avons :

. ™ . [
x sxnz} smp%]
f<$)<f’°<2[‘ru> et Ty

ou encore

() <255 (a0 + s + -+ 6o

c’est-a-dire, ﬂ% n’étant jamais décroissante
T P .
(%) f (2p> < "¥p)

Les inégalités (3) et (4) nous donnent exactement 1’ordre de
deur d =
grandeur de f(z) pour %

Pour passer au cas ou z est quelconque, remarquons d’abord
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qu'en appliquant deux fois la transformation d’Abel a la série

1 .
— SIN N2, NOUS avons
zqf(n) ’

. 2 17.
4f(z) sin® 2=lvm— @] sin x
1 2 1 .
X =5~ + @ e

On reconnait immeédiatement que cette derniére série, dérivée
terme a terme, est uniformément convergente et nulle a 1’origine.

Donc 22f(x) admet une dérivée continue, nulle a 1’origine ; si
nous prenons

@ @ +D <<%

, 1
nous avons, ¢ tendant vers zéro avec;:

o= (35) <

De cette inégalité et des inégalités (3), (4) et (5) on déduit im-
médiatement que le rapport

531

1‘:‘ 1
TTHpISTR

f(x)
P
¥(p)
reste compris entre deux constantes absolues. D’autre part

T

Wp + 1) 4’(2}) _ )

p+1 kd p
2z
enfin
T 1
"f(%) z)
w < 1
2z z

D’oti 'on déduit finalement que

A B
;@ <f(x)<;¥—(‘£—>
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A et B étant deux constantes absolues positives ; ce que nous écri-
rons

1

fz) o~ ;q—)

3. — Etudions maintenant f(z) en faisant sur {(n) les hypo-
théses suivantes :

a) Y(n) est positive, jamais décroissante, et devient infinie
avec n.

b) Y(n+1) — ¢(r) n’est jamais décroissante ({(0) = O0).

Nous définirons (u) pour tout u > 0 comme au début du

(6)

. . u . . A .
§ 2 ;ici, lp—(u-)n’est jamais décroissante.

En conservant les mémes notations, nous avons

sin 5 sin p 5 ] .
14
’( )> P [ Wt e e

P, >»
Or sin ¢ > t ( ) donc

() z:”z_k____«_L ai_@____p_.
= 2p - (k) 4(3p) p1 (k) 3
D’autre part

pa 3p
W)~ ¥ep)

Donec

P Lp Ak
Wep) ~3¥p) 3 pZWc)

D’ou finalement

D’autre part

P
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On a done
. 2 4§_k_ (z) 1ii.
@ 5 paiit <\3p) < "5 23w

Pour étudier maintenant le cas ou x est quelconque supposons

d’abord que qui est non croissante, tende vers zéro pour

¢()

n = . La différentiation terme a terme de 2 o) sin nz donne

alors la série

f(z) =E¢( )cos nx

qui est uniformément convergente, dans tout intervalle excluant
Porigine. On a ensuite

oy e X 1 .z - n+17. z
2f'(x) sm2=—m—jsmi+n§1[m—m]sm(2n-l—1)5

cette derniére série étant partout uniformément convergente, et
nulle & P'origine.

n()

f'(z) est donc de la forme ==, x(x) étant continue et nulle & ’ori-

gine. On a done, pour 5——~ << & <

€ €

20 e
= <7

|t —1(55)| <]
2p+ 1)

D’ou on déduit, en tenant compte de (7), que le rapport de f(z) a
P

52‘%@ reste compris entre deux constantes absolues, ¢’est-a-dire
1

2p

que :
P
1 k
f(z) o~ ;;m :
D’autre part, on voit trés facilement que

%_k_Nl P u
<y (k) ‘P(u)
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et aussi que
x
1 P u 2z "2z u

WP T ), ™

et que

2a: u
?. . w(u)d““”‘f Ty 2™

On a donec finalement

1
(8) fle) ~o ﬁ s d

Nous pouvons maintenant nous affranchir de I’hypothése sup-
plémentaire que nous avons faite : !%n) — 0. Comme 4'( )ne croft

pas, si cette quantité ne tend pas vers zéro, elle tend vers une li-

mite% > 0.0n a alors

Un)

= — (e > 0)

en décroissant et tendant vers zéro avec ~. On a alors

o) o
sin nx 1 sin nx sin nx €n
Eq;n) IE _E n ANA—ep)
1 1

Cette derniére série est uniformément convergente partout,comme

o0

— 0. Donc dans ce cas, Z

O sin nx

LP( ) $(n)

présente, a I’origine, la méme discontinuité de premiere espece que

cela résulte de (8) pour le cas ——

e v 1wy sin nx
la série bien connue XZ

. Le saut est égal a;(l).

C’est le résultat que donnerait la formule (8) dont le second

membre reste fini, mais supérieur & un nombre fixe si lim W )¢O

La formule (8) est donc générale.

(1) Cette remarque s’applique sans changement au cas oﬁigﬂ = A + ¢n,

qui entre dans le cas : §(n-+1) — ¢(n) non croissant, étudié au § 2.
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4. — Si nous résumons maintenant les résultats obtenus aux
deux paragraphes précédents nous pouvons les énoncer ainsi :

TutorEME I. — Soit

ot Y(n) est positive, non décroissante, infinie avec n.

Si Y(n + 1) — Y(n) n’est jamais croissante f(x) est infinie ou sim-
plement discontinue au voisinage de lorigine, positive pour z > 0,
et on a dans ce poisinage

1
f(@) ~ —71v
()
Y(u) étant définie pour tout u > 0 de fagon d n’éire jamais décrois-
sante et d avoir une dérivée jamais croissante ;
Si Y(n +1) — Y(n) n’est jamais décroissante (ou méme seulement

St q%n) r’est jamais décroissante) f(x) est continue, ou bien simple-

ment discontinue & Dorigine, positive pour x > 0, et on a dans le
voisinage de ce point
1
z U
Z) o % ( —du.
f(z) )
Le cas particulier de la discontinuité de premiére espéce a liew si
lim W) _ A > 0. Dans ce cas
nN=w n

™

f(+ 0) — fi—0) =3 -
La formule (6) montre immédiatement que f(z) est sommable ou

. 1
non sommable, suivant que I’intégrale f T)d dz a un sensounon ;

qu,

x

sin nx -
est, ou non, une série de Fou-

[ce]
, . n
en d’autres termes la serleZ )
1

rier suivant que la série Zﬁn—) converge ou diverge (dans les

hypothéses oit nous nous sommes placés).
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5. — Considérons maintenant la série

Fa) =X
1

¥(n) étant positive, non décroissante, infinie avec n, et étudions.

F(x) au voisinage de I’origine en supposant la série 2 47(1’7) diver-
gente.
On a

2F(@) sin§ — — 7 sin & 4 ;[ @1—;1)] sin (2n + 1)}

série uniformément convergente. Pour appliquer les résultats pré-
cédents nous ferons les hypotheéses :

1 1 . . .
W — qm jamais croissante

n[ﬁ — ‘”_('Z—-f'—i)] jamais croissante.

Cette derniere hypothese se justifiant par le fait que
n[_L _ _1_] 0
TORETORE V] It
La formule (8) donne alors (z > 0)

1
.z z 1 1
2F smimxf; u[w—m]du

donce

1
z 1 1
©) F(z) Nﬁ “[dT(u‘) e 1"‘)] du.

-~ .
On voit aisément en calculant ‘) F(x)dx par le changement de
0

variable z = 1 et par intégration par parties, que F(2) est toujours

sommable : dans nos hypothéses, E o8 m est donc toujours une

série de Fourier.
Si on ne fait pas d’autre hypothése que la croissance de {(n), ce
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résultat n’est plus exact : nous en verrons un exemple dans le cha-
pitre suivant.

6.

Supposons maintenant E@(i_n) < o ; alors F(z) est con-

tinue a Dorigine, et nous pouvons nous proposer de rechercher
I’ordre de grandeur de F(0) — F(x).

Nous supposons toujours J(r) positive non décroissante ; de
‘;87) tendant vers zéro, nous supposons cette quantité non
croissante.

La série

plus,

n .
7 Sin nx

B == 2

=18
<

converge uniformément dans tout intervalle excluant 1’origine, et
y représente la dérivée de F(x). Nous pouvons, moyennant des hy-
pothéses appropriées, lui appliquer le Théoréme I.
Yn £+ 1) Un)
n+1 n
sante. Alors, au voisinage de I’origine

a) Supposons d’abord que ne soit jamais crois-

R S
T ) ()
1
z
d’ou
FO) — F@) oo [ —22_ — (7 48

o) W

Y1) Un)

b) Supposons maintenant que w1 -

ne soit jamais
décroissante. Alors

1
, z u?

d’ou

1
F(0) — F(z) ~ ﬁ it L ‘%) du
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Les résultats obtenus aux deux paragraphes précédents peuvent
se résumer ainsi :

TutortME II. — Soit

_ i oS nx
= "¥)
ot Y(n) est positive, non décroissante, infinie avec n.
Si Z q%n) diverge, et si
1 1 1
I = I o e |

ne sont jamais croissantes, F(x) est infinie au voisinage de lorigine
et on a, pour x > 0

Fla) ""f [¢(u W T 1)] du

la définition de (u) pour tout u > 0 se faisant de maniére que les
propriétés (10) sotent conservées pour tout u.
Si Z qTin') converge, F(x) est continue a Porigine. Alors

Yr+1)  (n)
n

nF1 n’est

. n . . , . .
a) Si lk(?) r’est jamais décroissante, et si

jamais croissante on a (x > 0)
*d
F(0) — F() o~ ﬁ WZ‘S

b) Si q‘iz) n’est jamais décroissante, et si

Yn + 1) *l'(n)

n 1 n’est

jamais décroissante, on a (z > 0)

1
F(0) — F(x) ‘\"ﬂ tdtf q%du



CHAPITRE II

LES COEFFICIENTS DE FOURIER DES FONCTIONS.
SOMMABLES ()

1. — Le probléme qui va nous occuper dans ce chapitre est le:
suivant :
Etant donné une série trigonométrique

(1) %’—}—alcosx—i—blsinx+~-~+ancosnx+bnsinnx—{—---

quelles sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les coef-
ficients a,, b, pour que cette série soit la série de Fourier d’une
fonction sommable ? Autrement dit quelles sont les conditions aux-
quelles doivent satisfaire les coefficients pour qu’il existe une fonc-
tion sommable f(x) telle que

2T 27

an = \ f(x) cos nxdz, bn = (%) sin nxdz

=)o !
pour toute valeur de n ?

On sait que si la série X (a3 + ) converge, la série (1) est
une série de Fourier, et sa fonction génératrice est de carré som-
mable : ¢’est le théoréme de Fischer-Riesz. On doit a Littlewood (?)
d’avoir montré qu’aucune autre condition que celle de Fischer-
Riesz, ne mettant en jeu que la valeur absolue des coefficients,
n’existe, qui permette d’affirmer que (1) est une série de Fourier.
En d’autres termes, si X (a2 + b2) diverge, on peut toujours
changer les signes des coefficients de maniére & obtenir une série
qui ne soit pas une série de Fourier.

() Cf. Comptes Rendus, t. 187, 1928, p. 881 ; Comptes Rendus, t. 192, 1931,

p. 144.
(%) Proc. London Math. Soc. 25 (1926) pp. 328-337 ; Journ. London Maith.

Soc., 5 (1930), pp. 179-182.
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I1 est naturellement beaucoup plus aisé de formuler des condi-
tions nécessaires pour que a,, b, soient des coefficients de Fourier,
que de trouver des conditions nécessaires et suffisantes. C’est ainsi
que

lim ¢y = lim b, = 0, 2 %" convergente

sont des conditions nécessaires classiques.

Dans ce qui suit, nous allons d’abord montrer comment on peut
trouver d’autres conditions nécessaires, dont l’application peut
présenter un certain intérét ; nous indiquerons ensuite des condi-
tions nécessaires et suffisantes.

2. — Supposons que (1) soit la série de Fourier d’une fonction
sommable f(z). Soit ¢(x) une fonction a variation bornée dont les
coefficients de Fourier sont a, 3., «, étant essentiellement sup-
posé nul. On sait (1) que

—T

+ T *
f f(x)?(x)dx = 7‘2 (@n2n + bafa)
1

la série du second membre étant convergente.

Soit maintenant x un parameétre variable et considérons la fone-
tion égale a ¢(ux) pour — 7 < 2z <7, et de période 27. Si an(u),
Ba(p) sont les coefficients de Fourier de cette fonction, on aura

—T

+ = b
@) f f@o(ur)de = = ¥ [anna(iz) + baba(i)]
1

Or, si p croit indéfiniment ¢(ux) reste uniformément bornée :
d’autre part p et g étant quelconques dans (— =, + =) I'intégrale

q 1 [ae
f plpa)dr = - f ?(y)dy
p Py

y

. 1 , .
tend vers zéro avec o % étant nul. On en conclut (%) que I'intégrale

de (2) tend vers zéro avec %, done la relation

p.lim E[an“n(l*‘) + baPa()] =0

est nécessaire si a,, b, sont des coeflicients de Fourier.

() Cf. ZvemunD, p. 91.
() Cf. LEBESGUE, Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, 3¢ série, 1, 1909, p. 52.
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Prenons par exemple 7(z) égal & cos 2 ou a sin #, u n’étant pas
entier. On trouve immédiatement :

o

+= . (__ 1)"(1”
f_n fo) cos pads = 2usin pm ¥ e 74

o @ (= D)mb,
f—\-x f(x) sin }L.’L‘dx = 2 sin W 21 .}12———"’2 .
n=

Faisons croitre p indéfiniment, et d’une maniére discontinue de
facon que son écart avec I'entier le plus voisin reste supérieur a

une quantité fixe ; on peut prendre, par exemple, p = p + % et

faire croitre p indéfiniment par valeurs entiéres. On obtient ainsi
les conditicas

-]
an nby,

@) LmpVy —2—— =0 lim — =0
AT A

n=1 n=1

ou nous nous sommes débarrassés du coefficient (—1)” en consi-
dérant la fonction f(z + =) & la place de f(x), et qui sont néces-
saires pour que a,, b,, soient des coefficients de Fourier.

3. — La premiére des conditions (3) va nous conduire a un
résultat intéressant. Soit

(4) a; oS & + ay cos 22 + - + a, cos nx + - - -

une série de cosinus a coefficients positifs, non croissants (a,,, << a.),
a, tendant vers zéro. Si cette série est une série de Fourier,
la premiére des relations (3) doit étre vérifiée. En s’appuyant
sur la non-croissance des a,, on montre. par un calcul trés facile,
que cette relation exige que (a» — a,,,) log n tende vers zéro

avec ’% Si donec cette condition n’est pas satisfaite, on peut affir-
mer que la série (4) n’est pas une série de Fourier. C’est le cas, par
exemple ol a, = —:—l pour tous les rangs n depuis 2™ ~Y* jusqu’a

2 . .. . .
2™ — 1. On obtient ainsi trés simplement un exemple d’une
série de cosinus, & coefficients positifs non croissants, et qui n’est

RAPHAEL SALEM, 2
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pas une série de Fourier. L’existence de pareilles séries avait été
démontrée par M. Szidon (*).

4. Voici maintenant des conditions nécessaires et suffisantes
pour que an, b,, soient des coefficients de Fourier (?).

Soit (Z) la classe des fonctions w(z) = 2“" cos nz + f3, sin nz,
1

continues, dérivables, telles que |»(x)| < 1 et que le développement de
Fourier de la dérivée w'(x) soit absolument convergent. Pour que la
série (1) soit une série de Fourier il faut et il suffit :

L. ., an . b
10 Que la série formellement Lntegreezz" sin nz — —* cos nx

converge vers une fonction continue F(z) ;

20 Que lexpression E (@u2n + bofB,) tende vers zéro quand o
1 o
varie dans (Z) de fagon a ce que 2 (o2 + [2) tende vers zéro.

1
Les conditions sont nécessaires. — Supposons que a,, b, soient

les coefficients de Fourier d’une fonction sommable f(z). La né-
cessité de la premiére condition est classique. Soit maintenant
w(z) une fonction de la classe (Z), et soit

2T bt
% fo wz)dz = Y, (o« + B) =e.
1
On a

-]

S (tntn + bafi) = - 0

1

27
f(@)w(z)dz.
1

L’ensemble des points E ou |o(z)| dépasse ¢ a une mesure infé-
1

rieure & n¢3. Soit CE le complémentaire de E ; en tenant compte
de |w(z)] < 1,0n a

27
f(z)w(z)dz
0

+

<‘ ﬁ] fayo(@)da [} f@(a)is

1 27T
<Llf(x)ldx+e£ /@) | do

d’ou, en faisant tendre ¢ vers zéro, le résultat annoncé.

() Math. Zeitschrift, 10 (1921), p. 121.

(*) J’ai adopté une légére modification de I’énoncé, suggérée par M. ZyG-
MUND : Cf. Zentralblatt fiir Mathematik, I (1931), p. 15.
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Les conditions sont suffisantes. — Il nous suffira de prouver que
F(z) est absolument continue ; car alors F(z) est une intégrale
indéfinie et, des formules donnant ses coefficients de Fourier on
déduira, en intégrant par parties, que a., b,, sont les coefficients
de Fourier de la fonction dont F(z) est I'intégrale indéfinie.

Soient, dans (0, 27), v intervalles non empiétants (¢,d,), (cody),...

(evdy). Nous choisirons la fonction w'(z) = %’ de la fagon sui-

vante : p étant un entier positif aussi grand qu’on voudra, nous
prendrons, pour ¢ = 1, 2,... v

w'(z) = 5w sin (7 x> pour G<z<c <1 + 51;>
w'(z) = %%f sin (2%: x) pour  d; <1 — 515\; <z<d

w'(z) sera nulle partout ailleurs.
w'(z) est & valeur moyenne nulle, sa série de Fourier converge

absolument et on a
X
f w'(z)dx
0

w(z) est donc de la classe (Z). Soit

|w(e) | = <t

o

() =2 %, CO8 ML + PBp Sin na.
1

Une application trés simple du premier théoréme de la moyenne
donne

*® 97 v
— 7, (@ntn + bab) = fo Fla)o' )iz = 53 (Fr) — FG0)
1 1

. 1
i étant compris entre ¢; et c,:<1 + 21_p> et 0; entre d,—<1 — 2;) et d;.

D’autre part

Y (d + B) —f‘nuﬁ(x)dx <N ti—a)
1 0

1

comme cela résulte du fait que |w(z)| < 1 et que w(x) est nulle
en dehors des intervalles (ci, di).
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v

Donc, si nos hypotheéses sont vérifiées, quand Z (di— c;) tend vers

1
v

zéro d’une maniére quelconque, il en est de méme de Z [F(:)—F(3:)].

1
Mais cette expression est aussi voisine qu’on veut, pour p assez
v

grand, deZ[F(ci) — F(d))]. Donc F(x) est absolument continue,
1
et notre théoréme se trouve démontré.

5. — Le théoréme de Fischer-Riesz est une conséquence im-
médiate de la proposition que nous venons d’établir. En effet, si

etz

X (a3 + b2) converge, il en est de méme de Z
Donc F(z) est continue. De plus, on a

an bfl
n n

1

() (2) () (3]

’

Z (@non + bnfn)
1

o«

expression qui tend visiblement vers zéro avec z(ai + ).
1




CHAPITRE III

PROPRIETES EXTREMALES DE CERTAINS
POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES (%)

1. — Dans ce chapitre nous allons étudier les propriétés extré-
males de certains polynomes trigonométriques dont nous aurons

4 nous servir par la suite, mais qui peuvent présenter un intérét
en elles-mémes.

Soit
f(®) = ry cos (x — o)) + ry €08 (22 — ay) + «++ + rp cOS (NT — ayp)

un polynome trigonométrique d’ordre n ol nous considérerons
lesr; > 0 comme donnés, fixes, et les «; comme des arguments va-
riables.

Quand z varie |f(x)| a un maximum qui est une fonction positive
et continue des a;, s0it MU (=, 2y ... an).

Quand les «; varient, cette fonction a un minimum que nous
désignerons par M. Nous allons en indiquer une borne supérieure.
Remarquons d’abord que comme

21
0 Px)dz = =(r} + 2 + -+ + rg).
On a forcément

Mg e )

27
Cela posé, considérons Pintégrale I, = f*dxz, k étant un
0

entier positif. Cette intégrale, considérée comme fonction des a;

() Gf. Comptes Rendus, t. 196, 1933, p. 1776.



22 ESSAIS SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES

. . , . bzlk
admet un minimum pour lequel on a nécessairement —5

P

=0
pour p = 1, 2,... n. Cette relation s’écrit

2T 27
f 2k(2k —1)f2-%r sin? (px — ay)dr— f 2kf%-1r,, cos (pr— op)dz >0
0 0

ou, a plus forte raison

27 ox
f3-1ry cos (pr — ap)dz < 2k — )y | fH-2dz.
0

En faisant p = 1, 2,... n et ajoutant les résultats obtenus, nous
avons :

27 2T
f frde < Qk— )2+ - +73) | [t
0 0

Ce qui, d’aprés I'inégalité de Schwarz-Holder, donne immeédiate-
ment

2T A
(§Y [ f f”dx 2w)"(2k—1)(r2+~-+r3).

La fonction |f|, déterminée ainsi par la condition de rendre I
minimum, atteint son maximum JIC en un point au moins z,, et
la valeur JIU2 (0<<2<C1) en deux points au moins a, b, le premier &

gauche, le second & droite de z,, entre lesquels |f| dépasse IIUA.
On a

b /b ; — 1
2(IM — IIR) <f [ f de < \/b — a(] f’zda:) <\/b — a (n=p¥rg)?
a \/ a
d’ou
AL — N2 _ 2 w3 .
b— nEp¥d n Spr3 (4 —n2
et
27
2) fokdz > T % ’;’;’2 NBH(1 — N2,
N . k
Prenons, pour rendre 4%(1 — })? maximum, ) = PO la compa-

raison des inégalités (1) et (2) donne

M A- k(%,f) 4 -+ rh).
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En choisissant & de fagon a rendre le second membre minimum
on obtient finalement

Sp2r2
M<B\/log(—{—’;§’-’>.\/r%+...+,3
“'p

ou, si 'on veut, plus simplement

(3 M<CViegn-\/rA+ --- + r2
B et C étant des constantes absolues (1).

On peut donc toujours déterminer les arguments «; de fagon que
le maximum de |f| satisfasse a 'inégalité (3).

2. — La question se pose immédiatement de savoir si la rela-
tion (3) peut étre améliorée, en d’autres termes si\/log n peut étre
remplacée par une fonction de n croissant moins rapidement, ou
méme par une constante. MM. Zygmund et Serge Bernstein ont
indiqué que la réponse a cette question était négative.

Voici la démonstration donnée par M. Serge Bernstein (2).

Prenons le polynome lacunaire :

f(x) = cos (4x — o) + cos (4% — ap) +- - - + 08 (4"r — ap)

quels que soient les z;, nous pouvons prendre

m b b bin-
0=t gt )

ou les b; sont entiers et seront successivement déterminés par les
inégalités

by  wh,  am T

g T ey
et ainsi de suite. Dans ces conditions f(x,) aura son dernier terme

. 1
égal a 1, et tous les autres termes seront supérieurs a = Donc
\

m—1 m
1 - —_

() Apres la publication de ce résultat, M. Zyemunp m’a fait connaitre que
des problémes analogues avaient été traités par LitTLEwooD (loc. cit. au
chap. II) par des méthodes différentes. J’ai cru néanmoins devoir donner ici
ma démonstration pour la commodité du lecteur, et parce qu’elle est trés é1é-
mentaire.

(3) Comptes Rendus, t. 197, 1933, p. 213.
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Or ici-
logn

n=4m et ri—i—---—}-r?,:m_log4

Done

\/___ Viegn\/r2 + .- 412

valeur absolue du polynome
f(x) = ry €08 (x — a;) +-- -+ ry COS (T — an)

est d’autant plus faible que ce maximum est atteint un plus grand
nombre de fois. On a méme la relation tres simple

MEZAZ (- ),

si le maximum T de |f| est atteint en p points, que ces points
soient distincts ou confondus.

Démontrons cette proposition. Considérons deux points d’inter-
section @, b, consécutifs, de la courbe y = |f(z)| avec la droite
y = I (0 <X < 1), tels que dans (a, &) |f| soit supérieur & N2,

Dans (a, b) JIU est atteint en g points (¢ < p), distincts ou con-
fondus. Soit z, le point le plus a droite. Dans (a, ) f(x) s’annule
2q —1 fois, f'"(x) 2¢ —2 fois,... f?%V (z) une fois — (chaque point
étant compté avec son ordre de multiplicité). D’autre part, les
points ou f**» s’annule sont intérieurs (au sens large) aux in-
tervalles constitués par les points ou f/* s’annule.

I1 résulte de tout cela qu’on peut trouver dans (a, b) un point
¢, ou la dérivée f*V s’annule, un point £, ou %2 g’annule, etc...
un point &, ; ou f' s’annule et un point z, ou [f| atteint I, les
points étant en outre tels que

El Eg Ezq,;[ < Zg.
Cela posé on a, z étant quelconque
feaD(z) — fCD(E) = (z — &) ()

¢ étant compris entre = et &,. Mais, d’aprés un théoréme connu
on a

[Fe2Q) | < nPaIm
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donc, en prenant > £ on a

|f@eD(z) | < (. — &) n&MIT.

Ensuite :

fe-D(z) — fe1-D(t) = fE " ferv(e)da

et, en prenant £ > & :

e | < [ 1o o < 1 eente) | < S o,

De méme, finalement

2¢
pour z> s |f(@) |<__.i)1)_'_nzq:m.

Nous avons ensuite

flao) —ﬂb)<£ |f'() |dx<[ |7(@) e <& o )511) %I

et comme f(z,) — f(b) = INT (1 —2), on en déduit

1

[(29)11%

=i

n
: k
or, k étant entier (k!)%est supérieur a ; donc

9 1
b—t >3 9(1_x)29

25

On trouverait de méme une borne inférieure identique pour £, — a.

Done

4
b—a>gl( )2q> q\/i——x

En appliquant la méme inégalité & tous les intervalles tels que

b—a et en sommant, on obtient, a fortior:

75.2
By >V1—- &

E, étant la mesure de I’ensemble ou |f| > I,
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De la on déduit immédiatement :
27 p —_—
w Y s = | o> oUNE, > omaaey/T—
et en prenant ) = ;—t pour rendre maximum 22y/1T — A
n
M2 <L 12;) Z I‘g

ce qui est I'inégalité annoncée.

4. — Il n’y aurait presque rien & changer a la démonstration
précédente pour obtenir le résultat plus général suivant :

Supposons que |f|ait p maxima, distincts ou confondus, supé-
rieurs ou égaux 4 My (0 < u < 1). Soit ? < p et E, la mesure
de I'ensemble ou |f| > U5 Alors

E) >Vp— )1,%
d’ou se déduit une limite supérieure pour JIT2

IME < 12p°12(r2 4 - - + r).




CHAPITRE IV

LES COEFFICIENTS DE FOURIER DES FONCTIONS
CONTINUES (!

1. — Une question qui se présente d’elle-méme au débutant
dans I’étude des séries trigonométriques est celle de savoir si les
coefficients de Fourier des fonctions continues doivent satisfaire
4 certaines conditions concernant leur ordre de grandeur. La con-
sidération de séries lacunaires telles que Xu, cos g(n)z ou Xu, est
une série convergente & termes positifs et ou I'entier ¢(n) croit
aussi rapidement qu’on voudra montre immédiatement que la
réponse a cette question est négative. Si la série

(1) Dion cos (nz — o) (pn>0)
1

est la série de Fourier d’une fonction continue, il y a cependant
une condition nécessaire a laquelle doivent satisfaire les p, ; ¢’est
la convergence de X¢3, en vertu du théoréme de Fischer-Riesz.
Mais cette condition n’est pas particuliére aux fonctions conti-
nues ; elle s’applique au développement de Fourier de toute fonc-
tion de carré sommable.

La question qui se pose alors est celle de savoir §’il n’y a pas,
concernant les coefficients p, des fonctions continues, d’autre
condition nécessaire que Xp% << o ; en d’autres termes si la struc-
ture des p, n’est pas différente, pour les fonctions continues, de la
structure des p, pour les fonctions de carré sommable ; en d’autres
termes encore, si la série (1) étant donnée, on peut, en supposant

() Cf. Comptes Rendus, t. 197, 1933, p. 113 ; Comptes Rendus, t. 197, 1933,
p. 1175 ; et Comptes Rendus, t. 201, 1935, p. &70.
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Zp2 < o, déterminer les arguments «, de facon que cette série
soit la série de Fourier d’une fonction continue.

Des résultats trés intéressants ont été obtenus dans cet ordre
d’idées par Paley et Zygmund (), résultats qui m’ont été signalés
par M. Zygmund aprés la publication des miens. Ces auteurs
ont démontré que si (a2 + b2) log' *n converge, les séries
2= (ancos nx + b,sin nx) oul’on fait varierles signes des coefficients
de toutes les maniéres possibles, sont « presque toutes » des séries
de Fourier de fonctions continues. Pour le sens qu’il faut attacher
au terme « presque toutes » et pour les démonstrations nous ren-
verrons au mémoire de Paley et Zygmund.

Ici nous allons, par des méthodes beaucoup plus simples, in-
diquer des résultats moins généraux en ce qui concerne toutes les
possibilités de choix des «,, mais plus précis en ce qui concerne les
conditions auxquelles doivent satisfaire les p, pour que ce choix
soit possible.

Nous allons démontrer les deux théorémes suivants :

o0

TutoriEME I. — Soit donnée la série (1) et soit R, = 2 e le

n+1
reste de la série Xpk supposée convergente. St la série 2‘ \/R"
ny log n
converge, on peut toujours choisir les o, de fagon que la série (1) sout
la série de Fourier d’une fonction continue.

TutorEME II. — Si on ne fait pas d’hypothéses particuliéres sur
les pn, le théoréme précédent ne peut pas éire amélioré. Autrement dit,

étant donnée une suite § RS | positive, décroissante, tendant vers zéro,
suffisamment réguliére pour que R log n soit monotone, et telle que

la série Z :/ diverge, on peut construire une série (1) telle que
nYy logn

3c% converge, que le reste R, soit au plus égal a R, et que, pour
aucun choiz des a, elle ne représente une fonction continue.

() Cf. PaLEY et ZyemunD, Proc. of the Cambridge Phil. Soc., 26 (1930),
pp. 337-357 et 458-474, et 28 (1932), pp. 190-205.
Cf. aussi ZyemunD, Trigonometrical Series, p. 127.
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2. Démonstration du Théoréme I. — Elle est immédiate en
se basant sur les propriétés extrémales étudiées au chapitre pré-
cédent. Soit n,, n,,... n,... une suite d’entiers croissant indéfini-
ment. Posons :

nis+1

!
%o(2) = Z op €08 (P — ap), - -+ ox() = 2 Pp COS (px — ap), - -
p=1 ng+1

Nous pouvons choisir les «, de maniére que

| es(2) | < CViog meaV Ry -

Il suffit donc de montrer que I’on peut choisir les n; de fagon
que la série

@ XVi0g ey VR,

converge.

T R,
Or la série 2———\\7/11%# étant convergente, la série 2\/—\/3— con-
ny/logn n

verge, d’apres le théoréme de Cauchy ; une deuxiéme application

de ce théoréme montre la convergence de la série Z \/ 27\/Rgzn. Or,
. k , . .

si nous prenons n;, = 2%, la série (2) devient

Z \/2’”1 log 2 \/ﬁ;_;c

Cette série converge done, et notre théoréme est démontré.

Remarquons que les séries considérées convergent presque par-
tout, en vertu du théoréme de Kolmogoroff et Seliverstoff (1), car
X% log n converge. En effet

NE+y
2 en log n < log nery R, << \/log Nisq \/ R,, (nk = 221:).
ng+1
3. Démonstration du théoréme I11. — Remarquons d’abord que

si la série & lacunes

3) Erq cos (47 — §o) (5rg < )

est telle que 2r, diverge, elle ne représente, pour aucun choix des
f3;, une fonction continue. Cela résulte d’un théoréme classique

() Cf. Zyemunp, p. 253.
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de M. Szidon (%), mais peut se déduire immédiatement de la pro-
position de M. Serge Bernstein, démontrée au chapitre précédent,
a savoir que, quels que soient les f3,, il existe toujours une solu-
tion commune x; aux % inéquations congruentielles

|4z — B, <Z (mod.27) ¢=1,2,---k.

11 suffit alors de considérer la somme de Féjer o;(x) de rang 4*
relative a la série (3) et d’y faire x = ;. Si Xr, diverge, cu(z)
tend vers 4 o avec & ; donc la série (3) ne représente jamais une
fonction continue.

Ceci étant, donnons-nous la suite ; RY { du théoréme II. Distin-
guons deux cas :

a) R) log n décroit. Prenons, alors, dans la série (1)

pl,q=217§\/R29 et pn =0 pourn £ 4 B
VRS
n\/logn
divergeant, la série 2p, diverge aussi, en vertu du théoréme de

1
= log nw(log n)

de maniére 4 avoir une série lacunaire dutype (3). La sériez
Cauchy. D’autre part R} w étant croissante ;

donc Xg = 2 4% RY, converge ; enfin le reste de cette série est,

pour 47t Ln<L4T— 1

T 1 1
Ra _Léq Ry _24 log 4- ¢2- w(q log 4) < 4log 4 (g— 1) w(q log 4)
q q
1

50 0-
{Tog Gu(glogh) — Rae < Bn

<
b) R,%log n croit : Prenons alors, dans la série (1)
f4q =;—q et =0 pournZ4?
alors il est immédiat que Xp,, diverge. et que o2 converge ; le
reste de cette série est, pour 47 < n L 47 — 1

- 1 1 1 0 0
q

et la démonstration du théoréme II est ainsi achevée.

(1) Cf. Zvyemunp, p. 139.
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IT

4. — On vient de voir que si on ne fait pas d’autre hypothése
que la convergence de Xp}, on ne peut pas toujours déterminer
les arguments o, de fagon que la série (1) soit la série de Fourier
d’une fonction continue.

I1 se pose alors la question de savoir si, en supposant que les p,
satisfassent & certaines conditions de régularité, la détermination
des «, est possible quelque lente que soit la convergence de X(i.

Nous allons montrer que la réponse est affirmative (!). Notre
méthode n’impose aux p, que des conditions de régularité treés gé-
nérales. Elle est inspirée d’une méthode qui a servi a M. Hille (?)
pour ’étude d’une série trigonométrique particuliére. Elle repose
sur la généralisation que nous avons faite de certains théorémes de
M. Van der Corput (3), généralisation qui peut présenter un inté-
rét en elle-méme, et que aous allons d’abord exposer.

5. Généralisation de certains lemmes de M. Van der Corput.
Considérons I'intégrale

b ,
I = f r(u)e2™ gy (e << b)
a

ou r=0 et f sont des fonctions réelles de la variable réelle u;nous
désignerons les dérivées par des accents, et nous supposerons que
r, ', f, ' et f'’ sont continues.

LemMme T A. — Si r>0et ' >0 sont monotones et varient en
sens contraire, on a :

1] < 2-Max ———

Vi

Supposons, pour fixer les idées, r décroissante et f' croissante (la

(1) Nos résultats ont été obtenus indépendamment de résultats analogues de
M. WiLToN, mais qui imposent aux p, des conditions plus restrictives, et qui
sont basés sur des considérations beaucoup plus complexes (équations fonc-
tionnelles). Cf. Journ. London Math. Soc., 9 (1934), pp. 194-201 et 247-254.

(%) Journ. London Math. Soc., 4 (1929), pp. 176-182.

(3) Cf. ZvemunD, p. 116.
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démonstration est identique dans le cas inverse). Prenons un
point ¢ tel que a<{c¢<Cb. On a

f cr(u)e%if gy ! <fcr(u)du < Max \'/l‘;ﬁfc\/m)'du

D’autre part

b Tif(u r(u) Tif (u
fc‘ r(w)e?™ Mgy = — 2-:: @ d[e?mif(u)],

f’ décroit ; application du second théoréme de la moyenne

(4)

donne :

et <2< e
a) + f e \VF0) f Vi (w)du

ol a6 c; done
fbr(u)ezﬂif(u)du l < \/r-(e_)_ 1
c (6 ¢

< Max —=

©)

1
‘/’"' f Vo

¢  ——

Or f \/ f"(u) du croit avec c ; si elle reste constamment inférieure
a

a4 1, il n’y a qu'a prendre ¢ = b et I'inégalité (4) donne alors

c —_—

|1] < Max \—/-:, si non, choisissons ¢ de fagcon quef \/f”(u) du =1,
a

I’addition des inégalités (4) et (5) nous donnera alors le résultat

annonce.

LemMe IB. — Si r> 0et f' > 0 sont monotones et varient dans
!

4 . T
le méme sens, et si 7 est monotone, on a :

|1|<2Max —— 4 Max 7

—_ LA
Vir] f

Supposons r et f' décroissants. La démonstration est la méme dans
le cas inverse. Ecrivons :

b . b
I ———‘-f [r(u) — r(b)]e2mf(u)du + r(b)f e2m/(u)du.
a a
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La seconde intégrale est, en module, inférieure &

r(0)

2 r
\/ 7" ViEen S e S i

6 étant compris entre a et b.

r(d) - 2 Max ———

La premiére intégrale s’écrit :

—r(b) f(u)—f(d) mif(u
21':1, f u)—f @) f’(u) "],

b
[1rwia

= b
ﬁ @) | du

est positive et monotone ; car sa dérivée a le signe de

b b
— et [t 1) de

Or

C’est-a-dire de

b
"I d
Jorran It
AR VEOIRT)
flf"ld e

!

Donc, d’aprés ’hypothése faite sur ]%,, cette dérivée a un signe

f'(w) — (b
f'(u)

u<<b<Lb.

constant. D’autre part est positive, décroissante, et

inférieure a 1.
Une double application du second théoréme de la moyenne a
Pintégrale J donne alors

f]r’|du ,
r(u) —r(b) '”(b) r
u) —

f( < Max

b fl/'
ey =10 f 1] du

RAPHAEL SALEM. 3

3] < 2 Max
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Done finalement

rl

r
III <2Max—_—__--|—Max T
\/l fll l f
qui est le résultat annoncé ().

LemMme I C. — Si r est positif et monotone; et sif’ est monotone

(sans hypothése de signe), on a, 4 condition que 1 %} soit monotone
r

T 77 I :
VIF|
Ce lemme résulte immédiatement des deux lemmes précédents,

et du partage de I'intégrale I en deux intégrales, 'une ou f' << 0,
Pautre ou f' > 0.

] ~

|1] <4 Max 4+ Max

~

Lemume II. — Posons S =2r(n)62“ﬂ"’ ; supposons r positif et
a<ln<b
monotone ; f' monotone (sans hypothése de signe) et |f'| < % Dans ces

conditions on a |S — I| << C Max r, C étant une constante absolue.

Ce lemme a été démontré par M. Van der Corput, pour r cons-
tant et égal a 'unité. La démonstration, a laquelle nous ren-
voyons (2), est basée trés simplement sur la considération de I'in-
tégrale de Stieltjes représentant S — 1.

Dans le cas que nous considérons il suffit, pour la démonstra-
tion du lemme, de considérer I'intégrale de Stieltjes représentant
S — I, de lui appliquer le second théoreme de Ia moyenne (r étant
monotone) et d’appliquer le lemme de M. Van der Corput pour
r=1.

LeuumEe III. — Supposons r positif et monotone; f' monotone;
,.i et __r_
PV

(1) Pour se rendre compte de la nécessité du terme ;—,, dans la limitation de

monotones. Nous allons trouver une limitation pour |S|.

|I| quand r et f varient dans le méme sens, il suffit de considérer le cas ou

e?'m'f(b) __e‘l‘r:ij(a) 1 1
r=f;onal e P — et, en prenant f(b) = f(a) +§’ on a |If =
. 1 1+ logu r 1
Orsif = loglo u,r=’= N ”——‘—————-——, — = ——————— 6}
f glog f ulogu f wlog u’ il V1 +logu

le maximum de cette fonction entre a et b vers zéro pour a — .
() Cf. ZyemunD, p. 117.
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Considérons la courbe ¢ = f'(u) et marquons sur cette courbe les
points dont les ordonnées sont de la forme & — % (k entier Z0) et

comprises entre f'(a) et f/(b). En supposant, pour fixer les idées,
f' croissante nous obtenons ainsi les points d’ordonnées

1 1 1,

fl(a)» P—‘i’ P+ 1*23"', p+q9—s5, f(b)

auxquels correspondent respectivement les abscisses
a, %p, Opi1ttc dpig, bl

Pour o <u a1 00 A

%< flw) <k + % ,  C'est-a-dire [f'(w) — k| < % .

Posons
Sp — 2 r(n)ezm'/(n) — 2 r(n)ehi[f(n) —nk].
ap<{n< a1 ap <041

1

Comme I;—u[f(u)— uk]| < 35 Papplication a cette somme des

lemmes IC et II donne

| S| << 4Max (o, az41) \/—lrf—-T—l + Max (ax, 2¢41) %:‘ + C Max (az, az+1)r

r afiuiz [f(w) — uk] = f’(u). Il en est de méme pour tous les in-

tervalles (o, o) et pour les intervalles incomplets (a, «,) et

(“P-t-q’ b)
Or si ¢ est, pour fixer les idées, une fonction positive et décrois-
sante de u, on a

Y Max (o, aaa)e(@) = (@) + @) + -+ + Papsq)-
k
Si nous prenons comme nouvelle variable ¢ = f'(u), ¢(u) devient

une fonction ®(¢) également décroissante et la somme 2 devient
k

s @1+ o(p—3) + o(p +1—3) o+ o(p + 1)
<otr@)+o(p—3) + ST

1'(b)
< 20[f'(@)] + ff R
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En revenant a la variable u nous avons

b
Y <240 + [ st wida.

k

D’une fagon générale, si ¢ est positive et monotone, nous avons :

b
EMax (o, o51)9(u) <2 2Max ¢ +f ¢ f"-du.
k a
Nous obtenons donc finalement la limitation

(6) |S]|< 8Max ——— + 2Max
Vi

%l-{—ZCMaxr

b -
+ [ @ VI + 11+ e

sous les seules hypothéses énoncées au début du Lemme III.

6. Application des lemmes précédents aux séries trigomomé-
trigues. — Considérons, les r(n) étant donnés, la série

(7) Er(n)e%zﬂn) + 2minx r(n) > 0.
1

Nous allons, en nous servant des lemmes précédents, déter-
miner f(r) de facon que cette série converge uniformément vers
une fonction continue de z ; cela quelque lente que soit la conver-
gence de Xr¥(n), a la condition que les r(n) décroissent réguliére-
ment, point que nous préciserons par la suite.

Les r(r) étant décroissants, la convergence de Xr%(n) entraine

celle de I'intégrale f r¥(u)du.

Remarquons tout d’abord que f* étant monotone en méme temps
que f' + z, et que [f(u) + ux]”’ étant égal & f''(u), les limitations
que nous donneront nos lemmes seront valables uniformément
quel que soit z.

Cela posé, prenons

r¥(u)

j:’ r2(u)du

() =
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<on est tout naturellement conduit & ce choix pour faire con-
verger 'intégrale f r\/F du, tout en faisant tendre vers zéro
_r~>
Vfl/ o :1‘
Tout d’abord \/r_ = <f r2du>2 décroit et tend vers zéro pour
fl/ u

U= ™.
’ ’ ® ’
Etudions nr.;untenantl f”l_l’"zf [ rédu. Si ]%lest non croissante,
Ju
c’est-a-dire si 1 est concave (ou linéaire), alors ‘f

o)
vers zéro, & cause du facteur f r:du. Supposons maintenant
u

I

r2

,,‘ décroit et tend

. 1 . .
croissante <; convexe ). On voit alors facilement que

f |7 |du
r u

0 - 0
f ridu / ridu
u JU

croit aussi ; mais on a
®©
, f r¥du
|7 _ 7] Ju

T r r

_/—-rT
il suffit alors de supposer }—'ﬂ décroissante <log% concave> pour
assurer la décroissance de ]f,,,l d’autre part l_"rj_) 0 car nous sup-
posons évidemment 2r divergente ; donc 1] décroit et tend vers

fll
. , L 1 1
zéro. En résumé, si log ; est concave, et ~ concave, convexe, ou

e AT .
linéaire, l—f,—,l décroit et tend vers zéro. Nous supposerons ces hypo-
theses vérifices (1).

Remarquons enfin que

[ [l

() En réalité ’hypothese :~concave suffit si on se limite au cas ou =rjh

! rs
]rr]du>\ \J |rr[du=2lr,|

converge assez lentement, ce qui est le cas le plus intéressant. Nous n’avons
complété les hypothéses que pour obtenir un résultat tout a fait général.
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donce
rfr << 2|7].
L’application de la formule (6) donne alors :

Z r(n)e2ﬁif(n) + 2minz
a<ln<lb

b _ b
<3 +2",,(“|+2Cr(a)+4f r\/f”du+(2C+1)f|r’ldu
Vita I a

a

O

<s< f wﬂdu) +2,’2’;a“” rodu + (4C +)r(a) + & f PV du

a

Oor nous avons :

Jorvran = [t (f )
L)

DOl =

(]
< 2< [~ rzdu>

va

[

D’ou finalement

<16\/f redu +2‘;2((“(3)' r2du 4 (4C + 1)r(a) = w(a)

a/n<b

w(a) étant indépendante de b, positive, décroissante, et tendant
vers zéro pour ¢ — oo . Cette inégalité a lieu uniformément quel
que soit z. Donc la série considérée converge uniformément vers
une fonction continue.

En résumé, dans la série (7), ou Zr¥(n) est supposée convergente,
on peut toujours déterminer f(n) pour que cette série converge uni-
formément vers une fonction continue, d condition :

a) soil que r décroisse el ; soit concave (ou linéaire).
: T 1

b) soit que r décroisse, < soit convexe, el log > concave.

Il suffira de prendre

\

u 1
f(a) =f log [ —&—— \ du.
<f r2du)




CHAPITRE V

GENERALISATION DE THEOREMES RELATIFS
A LA CONVERGENCE ABSOLUE DES SERIES
TRIGONOMETRIQUES (Y)

1. M. Serge Bernstein a démontré les deux théorémes sui-
vants (2) :
a) Soit f(x) une fonction continue, »(3) son module de conti-

nuité. Si la sérieZ\%_ w<%> converge, la série de Fourier de f est
n

absolument convergente.
b) Ce théoréme ne peut pas étre amélioré. En d’autres termes,

sile module de continuité w(d) est tel queE\—/i: m(%) diverge, on peut
n

construire une fonction continue dont le module de continuité est
inférieur a w(d) et tel que sa série de Fourier ne converge pas ab-
solument.

Nous nous proposons de généraliser ces résultats en démontrant
les deux théorémes suivants :

TueorEME 1. — Soit 20, cos (nx — o) la série de Fourter d’une
fonction continue dont le module de continuité est w(d) Soit F(u)
une fonction positive, croissante et concave de u positif, s’annulant

avec u. St la se’rzez F[%L Lb2<%)] converge, la série XF(p%) converge

ausst.

TukorEME II. — S§’il existe des nombres positifs fizes a, 5

3
(dailleurs aussi petits que Pon voudra) tels que

Ty décroisse, et

() Comptes Rendus, t. 201 (1935), p. 703.
(]) Comptes Rendus, t. 199 (1934), p. 397.
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1—8 )
EPT(—I;)— croisse (1), le théoréme précédent ne peut pas étre amélioré ; au-

trement dit, st Uon se donne un module de continuité wy(d), tel seu-

lement que la décroissance de w0<’—1 soit soumise & certatnes condi-

tions de régularité, et tel que la série XF [% K GL)] diverge, on peut

trouver une fonction continue dont le module de continuité soil infé-
rieur & wo(0) et telle que, Xp, c0s (nx — ax) élant sa série de Fourier,
la série F(o2) diverge.

Les théoréemes de M. Bernstein correspondent au cas ou

F(u) = \/.zi

2. Avant de démontrer les théorémes I et II, nous commen-
cerons par reprendre, en élargissant un peu les hypothéses, une
proposition démontrée par M. de La Vallée Poussin (%) et per-
mettant de limiter supérieurement le module de continuité de
f(x), de période 27, en fonction de 'approximation avec laquelle
f(z) peut étre représentée par une série de polynomes trigonomé-
triques.

Soit f(z) = P, + Py + --- 4+ Pn + -- -, P, étant un polynome
trigonométrique d’ordre < n, la série XP; étant uniformément
convergente. Supposons que

|Ral=| ¥ Pi|< o(n)
n+1

o(n) décroissant et tendant vers zéro pour n — . Ecrivons

y Ny Ny
f=2Pi+ X Pt + NP+ R,
1 n,+1 ngt+1

(1) Les hypothéses faites sur F(u) se justifient en remarquant que : 1° si

F(u) se réduit & u, X:3 converge évidemment toujours quel que soit o(3) ;

1 2 1

20 si F(u) = u3, la série an3 peut converger, alors que la série L[:—l 102(:‘—)]3

diverge toujours car le produit par » de son terme général ne tend pas vers
Zéro.

(%) Lecons sur ’approximation des fonctions d’une variable réelle (Paris,
1919), chapitre 1v.
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Npiy
Le polynome 2 P; est d’ordre n,, au plus; il est égal &
np+1
Rnp — Rn,,, ; sa valeur absolue est donc inférieure a 20(np) et
celle de sa dérivée est inférieure, d’aprés un théoréme bien

connu, a 2n,,, ¢(n,). Donc, si w(d) est le module de continuité
de f, on a

w(8) < 9[2m,2(0) + 2n,Q(n;) + -+ 4 27,12(m)] 4 2Q(nE+1)-

Prenons n, = 27 ; on a alors :

2np,1Q(ny) = (27)(20*2) = 8Q(27)[2» — 27-1]  (p =1)
d’ou
k

0(3) < 4-2(0)3 + 83 ¥} ©(20)[20 — 20-1] + 20(2k*1)
p=1

k
< 40(0)3 + 83 f : Q(u)du + 20(2%1).
0

Choisissons k& de facon que

1 1
ga<t<gm
Alors
1
3 1
w(8) << 42(0)5 + 85 | Q(u)du + 22 (§>
0

Comme () décroit, on voit que seul I'ordre de grandeur du second
terme compte, et nous obtenons le résultat

1

) w(d) < Ad f k o(u)du
0

A étant une constante indépendante de 0. — Ce résultat est valable
sous la seule condition que o(u) soit décroissante ().

(1) Dans le théoréme démontré par M. de La VaLLEe Poussin, Pauteur a
recherché les conditions d’existence des dérivés de f; il a été ainsi conduit a

supposer la convergence de 'intégrale f %ﬂ du, hypothése dont nous nous

affranchissons ici.
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Si nous supposons maintenant qu’il existe un « << 1 tel que
u* o(u) croisse avec u, on a

1
3 du 1 °‘Q 1\ (‘3du
o < \a) 2y

(2) w(d) < Ce (g)

Ol =

d’ou

C étant une constante indépendante de o.

3. Appliquons maintenant les résultats précédents aux fonc-
tions continues considérées au chapitre IV :

»
3) g(z) + ih(z) = Y, r(n)eiel +ine

1
ou nous supposons que r(n) décroissant dans les conditions de
régularité que nous avons précisées, ¢(n) a été choisie pour que la
série (3) converge uniformément. Nous avons vu que le reste de
la série arrétée au ne terme est inférieur a

B \/A/nQO r¥(u)du

B étant indépendant de n. Remarquons, en passant, que I’ordre
d’approximation donné par les sommes partielles de la série est
donc le meilleur possible ().
Le module de continuité de g ou & est tel que
w(8) < Ha [
Jo

du \/ﬁ<>° ridu
H étant indépendant de o.

Supposons maintenant que la convergence de Xr¥(n) soit assez
lente pour que nfr*(n) croisse, avec 3 < 3. Alors

Ol =

(4) (‘ rz(u)du>u§r2(u) [ du _ urtu)

Ju Ju I;E.:@_i

(1) Cf. La VaLLEE PoussIn, loc. cit, p. 13.
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Dans ces conditions la fonction

up_1f r’du
u

est croissante, car sa dérivée
-}
B — 1)up“2f r2du — u§—1r2(u)
u

est positive, d’aprés (4). Comme 3—1 est inférieur a 2, nous nous
trouvons dans le cas d’application de I'inégalité (2) et nous avons

) w(®) < K \/ ﬁ" redu

K étant une constante indépendante de o.

Dans ce cas, on peut méme affirmer que «(3) est précisément de
Pordre du second membre de (5). Cela résulte de ce que, pour toute
fonction continue dont la série de Fourier est Xp, cos (nx — ax),
dont la meilleure approximation d’ordre n est E,, et dont le mo-
dule de continuité est w(d), on a (1)

1< 1 1 1 < .2
6) Ei>; 2 0 Eyp < 6w <;L>, w? <ﬁ> > =5 Z fp:
n+1 n+1

4. Démonstration du théoréme 1. — Elle est une conséquence
immédiate de la troisiéme des inégalités (6) et de I'inégalité de
Jensen (%) applicable par suite de la concavité de F(u). En effet (3) :

2N 2N

1 1 1 1

s 2 re<F(g Xa)<nr[ye(y)])
N+1 N+1

En posant N = 2% on voit que la série XF(c2) converge si la

série X2'F [%l ? (%)] converge ; donc, d’aprés le théoréme de

(1) Cf. La VaLLEE Poussin, loc. cit., p. 13 et p. 45.

(®) Cf. ZyemunD, p. 67.

(3) SiF(u) est concave et s’annule pour u =0, et si n est entier, F(nu) <nF(u).
On le démontre facilement de proche en proche.
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Cauchy, si la série £F [% w2<% >] converge, ce qui est le théoréme
annonceé.

5. Démonstration du théoréme II. — Nous supposerons que

1 r . ’ M.\
wo| = ) décroisse assez régulierement pour qu’en posant
n

w3 <1ﬁ> :ﬁw r¥(u)du

la suite des r(r) qui s’en déduit décroisse elle-méme assez régu-
lierement de facon & permettre de former avec elle une série uni-
formément convergente du type (3), soit g(z) + th(x).
D’autre part, étant donnée la premiére hypotheése faite sur F(u),
1
la série X [’% vy <%>]?+c’ diverge ; on voit alors facilement que si ¢

est inférieur a —31—1, la quantité nl1—- w0<1> ne peut pas étre bor-
n
. ye . 1
née. Nous pouvons donc supposer, en n’imposant a o, ~ ) que des
conditions de régularité, qu’il existe un nombre v, inférieur a 1,
tel que n‘w0<71% > soit croissante.

Dans ces conditions il résulte de ce qui a été démontré au § 3
ci-dessus que g(z), par exemple, a un module de continuité w(d)
qui satisfait & I'inégalité

w(8) << Kuy(3)

La fonction g,(x) = g% = Xp, c0s (N — a,) a donc un module

de continuité inférieur & wy(d).
Reste & démontrer que XF(g7) diverge. Nous pouvons sup-
poser, toujours en n’imposant a w°('1—2> que des conditions de régu-

larité, que nF(p;) est monotone. Alors, si cette quantité croit,
p2(1—B)

XF(p2) diverge ; si au contraire elle décroit, comme T

décroit quand n croit, ng2' —F décroit aussi ; on a alors :

© el _1__
w3 <1> — Kzf (u)du = K2J u' = Fe2u) dl: <
n n n

u 1—8
1

< [T =,

1

(=S

u_p
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donc
1 1

Si G <1, la divergence de ZF[:Z w§<%>] entraine celle de XF(p2) ;
si G > 1, il suffit de remarquer, pour arriver & la méme conclusion,
que F_Zlu_) étant croissante, on a F(Cu) << CF(u).

Le théoréme II se trouve donc démontré.




CHAPITRE VI

LA CONVERGENCE UNIFORME DES SERIES
DE FOURIER ()

1. — On connait les tests classiques de Jordan et Dini sur la
convergence uniforme des séries de Fourier de fonctions continues.
Nous avons essayé, en reprenant I’étude de I'intégrale de Fourier,
d’énoncer un test de convergence uniforme plus général, d’appli-
cation simple, comprenant les deux précédents comme cas parti-
culiers et susceptible de conduire a d’autres critéres intéressants.

2.

Soit f(x) une fonction continue ;si on pose
¢(0) = flz + &) — f(z)

on sait que, pour que le développement de Fourier de f converge
uniformément, il faut et il suffit (%) que

[Tto0 + o

tende uniformément vers zéro avec 1 /n. Partageons, pour simpli-
fier, cette intégrale en deux, I'une contenant ¢(t), autre o(—t)et
considérons la premiere.

Si w(0) désigne le module de continuité de f, nous avons d’abord

T
fnCP(t) sin nt dtl < ﬁm(q_’).
0 t n

Il suffit donc de considérer I’intégrale

2l p—2 T
T (1) . — ‘P<t+k_>
ﬁ t‘o—(t—)smntdtzﬁn 2(—1)’6——-—T:— sin nt dt.
- n k=0 t+7l-

n

(1) Comptes Rendus, t. 207 (1938), p. 662.
() Cf. ZyemunD, p. 24.
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L’application du premier théoreme de la moyenne donneimmsé-
diatement, pour valeur absolue de cette intégrale

n—9 (6—}—;”:)

) ? w)| 2 2
e R R
k=0 9-{-}7

11 suffit donc de considérer la somme

n—2 <e + @)
b)) (— 1)k ED___._’E_
-

b nd + k=
k=0

0u NOus pouvons supposer sans inconvénient n impair.
Considérons, dans cette somme, la différence de deux termes

consécutifs. On a :
) oo+ 7) = oo+ 2EE)

n + 2hn nb 4- 2k + 1= - nd + 2k

2h + 1w 1 1
“(“ n >[n9—|—2hn_n0+2h—+1ﬂ]'

R 1 1
lq’<6+ n >[n9+2h“‘_n6+2h+1n]
1

<w 2k +3 >(2h+1)(2h+2)u

—3
2
La somme de ces quantitésde h =0 a h = g —1, est inférieure &

. . n
Prenons un entier ¢ compris entre 0 et

’%w<2q+ 1 £> ;lasomme de & = ¢ jusqu’a b = n;3 est inférieure,

si|f(z)] <M, 2}}4 T Oriln’y a qu’a choisir, par exemple, ¢
de I’ordre de \/n pour faire tendre vers zéro la quantité

AW S
= ¢+ n+n2q+1

11 suffit donc de considérer la somme des quantités

2hm 2h 1
o0+ 25) =0+ 27

nY + 2hx
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Or

1 1 1
n %k 2k 2% ~ 2k + D2k - 2=

En remplacant les dénominateurs par (2k + 2)r l'erreur est
donc de 'ordre de w<£> Nous pouvons done, dans la somme con-

sidérée, remplacer les éléments donnés par

2hw 2h 1
o 20) s £ T
(2h + 2)=

c’est-a-dire, finalement, qu’il nous suffit de considérer la somme

f(z-{—e)—fgx-{—0—|~T’—;>+f<x+9+%;>_f(:+e+§n£>+_“

f<x+e+;7:—é—:;>—f<x+e+n_:—2$)

n—1

+

ou g << 2% L’intégrale considérée au début avec ¢(—t) conduit

a la méme somme, ou 'on remplace = et 5 par — w et — 6.
D’ou la conclusion suivante :
St la somme

Tn<x)=f(x)_f§x +7) +f<x +2§)2—f<x+ ) -

(o4 "5 ) 4

1
5(n+1)

ainsi que celle qui s’en déduit par le changement de = en — T, ten-
. . , 1 . ..
dent uniformément vers zéro avec - quel que soit z, la série de Fou-

rier de f converge uniformément.

3. — Déduisons de ce test les critéres connus de Dini et Jor-
dan.

On a immédiatement
|Ta(z)] < Cw<%>]og n

C étant une constante absolue. D’ou le test de Dini.
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Soit maintenant m un entier inférieur é—% (n 4+ 1), et soit V la

variation totale de f, supposée a variation bornée. On a

™ 1 1 \%
Tl <o(Z)[t+3+ + 5 |+ i
il n’y a qu’a choisir m croissant indéfiniment avec n et tel que
w(i) log m tende vers zéro pour voir que T,(z) tend uniformément

vers zéro.

4. Nous allons maintenant déduire de la proposition énoncée
plus haut un critére beaucoup plus général que celui de Jordan.

Rappelons d’abord quelques définitions.

Par analogie avec les fonctions & variation bornée, nous appel-
lerons avec L. C. Young (1), fonction & « & — variation bornée »
une fonction f telle que la somme

N[ fl@ner) — () []

soit bornée quels que soient les points de subdivision z, choisis
dans D'intervalle considéré ; ®(¢) étant une fonction croissante de
¢ > 0, s’annulant avec ¢ et définie pour ¢ suffisamment petit.

Nous aurons d’autre part a nous servir des fonctions dites « com-
plémentaires » de W. H. Young. Si g(u), (u = 0) et {(v), (v > 0)
sont deux fonctions continues, nulles a I’origine, croissantes au
sens strict, tendant vers l'infini, et inverses 'une de ’autre, on a
poura>0,56>0:

ab < ®(a) + ¥(b)

ol

®(u) = fo?(u)du ‘V(V)=j; Y(0)do

v

® et ¥ sont dites fonctions complémentaires (2).

5. Considérons maintenant deux fonctions complémentaires
®(u), ¥(v) que nous supposerons définies pour des valeurs suffi-
samment petites de x et ¢.

() Comptes Rendus, t. 204 (1937), p. 470.
(3) Cf. ZyeMUND, p. 64-65.

RAPHAEL SALEM. 4
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k étant entier positif, posons :
—_ T —_— T
et soit ¢(k) une fonction positive de &, décroissant aussi lentement

, 1
qu’on voudra, et tendant vers zéro avec +-

k
On a
Ay !
iy < 100 + V(g5

Supposons ¥ choisi de facon que la série Z‘I"(i

k> soit conver-

gente. On peut toujours choisir ¢(k) pour que E‘P‘( 1(k)

également. Alors, si f est une fonction a « ® — variation bornée »

> converge

on a, m étant un entier quelconque inférieur a 5 (n + 1),

;(n+1)

Z k(k)<A

A étant une constante indépendante de n et de z. Dou

[N

s(n+1)

> Tf < Ae(m)

m

par conséquent

T <o(Z) [t +5+ 1] + A

-
il n’y a plus qu’a choisir m comme au § 3 ci-dessus pour voir que
Tu(x) tend uniformément vers zéro.

D’ou le théoréme suivant :

Le développement de Fourier de la fonction continue f converge
uniformément si f est & «® — variation bornée» ® étant la fonction

complémentaire d’une fonction W telle que la série 2‘1’(%) converge.
/
On peut prendre, par exemple :

° dy
¥(p) = —_— 0 1
(v \fo IIOg Oll/q <aL
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car
1

) [ <
k o |log ¢ [\/* ~ K(log k)1/*

Dans ce cas ®(u) s’obtient en posant

u
1
cI’ll,: d = ————
®) ﬁ“’(”)” T log o’

d’out

¢(u) = ev* b(u) = .ﬁue'“'“du.

51

Pour u suffisamment petit on a ®(u) << e—*" " Donc, si f est &
« exp. (— u—*) — variation bornée », avec « < 1, son développe-

ment de Fourier converge uniformément.

Un résultat plus restrictif (cx < %) avait été obtenu par une

autre voie par L. C. Young (%).

() Loc. cit. plus haut.




CHAPITRE VII

UNE GENERALISATION DU PROCEDE DE SOMMATION
DE POISSON ()

1. Soit

ao .
5 +Zan cos nx + b, sin nx

la série de Fourier d’une fonction sommable f(z). On sait que
le procédé de sommation de Poisson consiste & considérer la série
absolument convergente pour 0 < r << 1:

firy x) = %’ —1—2((1,1 c0s nx + by sin nx)rr

et a faire tendre ensuite r vers I'unité.

On sait aussi que ce procédé est applicable en tout point de con-
tinuité de f ; que f(r,z) tend uniformément vers f(x) si f est con-
tinue ; enfin que si f est supposée seulement sommable, le procédé
de Poisson est applicable presque partout.

2. — La généralisation que nous avons en vue est la suivante.
Soient

bo(r), U2 02 I UM ¢ ) I

des fonctions positives de r, formant une suite décroissante et
convexe quel que soit r tel que

0L r<<t.

Nous supposons ,(r) constante et égale a I'unité.

(1) Comptes Rendus, t. 205 (1937), p. 14 et p. 311.
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D’autre part nous supposerons que

m p(r) =1 (p fixe)

r—>1

lim Yu(r) =0 (r fixe inférieur a 1)
n=o

Considérons la série

1
%(r)i-{—%(r)cost—i—---+4an(r)cosnt+--- 0r<y

Dans les hypotheses faites, cette série converge vers une fonction
sommable (}) de ¢ que nous appellerons le noyau, et que nous dé-
signerons par K(¢, r).

On sait alors que

1 [FT ay < .
(1) - ) flx + t)K(t, r)dt = o) Yo(r) + Z(an €08 nx + by sin nx)a(r)
" 1

I'intégrale existant pour presque toute valeur de z, et I’égalité
ayant lieu a condition que la série du second membre converge (2).

Le noyau possede les propriétés suivantes :

10 11 est positif quel que soit ¢.

20 Son maximum M(9, 7) pour 0 < 9 <t < = tend vers zéro
quand r tend vers 1

+=
3° Enfin on a;it K(t,r)dt = 1.

— 7
La troisitme propriété est évidente. Les deux premiéres ré-

sultent de ce que, pour 0 << 3 <t < =, on a, en appliquant deux
fois la transformation d’Abel :

1
K(t, r) = A%, ) 4 A2 [2p5(8)] 4 -+ -+ A%[(n 4 1)Xn(t)] + -

le signe A2 désignant des différences secondes, et y,(t) le noyau de
Féjer:
sin? (n + 1)%

fall) = ————
2n + 1) sin? 5

(*) Cf. Zyemunp, p. 109. V. aussi plus haut chap. 1, § 5.
() Cf. ZyemunD, p. 14 et p. 90.
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(n + Dya(t) <

[
2sin2§
et
2 2 . 1'_4/1
M, r) < [A¢+A% ]—“—“g
2311122 2 sin? 5

Supposons maintenant que les J,(r) soient choisies de fagon que
la série de (1) converge au point x. Les propriétés du noyau per-
mettent alors de démontrer, par un raisonnement classique (*) que
si z est un point de continuité de f(z), on a

(2) flx) = hm [2 NG +L(an cos nx + by sin nx)by(r )]

Ainsi en particulier, supposons f(x) continue. Alors :
10 Si Yn(r) = O(]Og >on sait que la série de (1) converge par-

tout (?) ; I’égalité (2) a lieu partout et cela, d’ailleurs, d’apreés les
propriétés du noyau, uniformément en z.

20 Si du(r) = 0< _._> on sait, d’aprés le théoréme bien connu
logn

de Kolmogoroff et Seliverstoff, que la série de (1) converge presque
partout (%) ; 'égalité (2) a donc lieu presque partout.
Autrement dit, soit f(x) une fonction continue, et
Xa, cos nz + b, sin nx
sa série de Fourier.
On a, partout, uniformément en « :

i O A COS N -+ by Sin nx _
(3) slr:l()z‘ T+ slogn f(x)

et, presque partoul

O n, COS NX + by sin nx
@) im
s—>0 1+ s\/logn

= f(2).

Nous allons montrer maintenant que cette derniére égalité est
valable pour les fonctions bornées. Mais la démonstration repose

(1) Cf. ZyeMUND, p. 45.
(®) Cf. ZyemunD, p. 58.
(®) Cf. ZyemuNnD, p. 255.
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sur d’autres méthodes qui présentent, croyons-nous, un intérét
en elles-mémes. Nous allons donc les exposer d’abord.

I1

3. — Soit f,, fr..o fn... une suite de fonctions réelles, bornées
dans leur ensemble, de la variable z dans (0, 27). Soit
(@) | =M, =M, Afp = fp — fp+1s A%y = Afp — Afper.
Considérons la série trigonométrique dont le terme d’ordre p est,
quel que soit p, le terme d’ordre p de la série de Fourier de f, :

® o fed Y J o) cos p(z — a)da

p= 1
et soit S,(«) la somme de cette série arrétée au terme de rang n.
Nous nous proposons de limiter supérieurement Iintégrale

27
S2(x)dar.
0

Nous désignerons, dans ce qui suit, par D,(z) le noyau de
Dirichlet d’ordre n, et par K.(u) le noyau de Féjer d’ordre » :

sin (21 + 1)%

Dau(u) =
2 sin %
sin (2n + 1) %
(n+1 ZDk(u) =g\ ———
sin 5

Cela posé, la somme des carrés des coefficients d’ordre p de la
série (S) s’écrit

1 27 2 1 9T . 2
;z( . fo() cos _pxdx) + :{2< . f»() sin pz dx)
1 2T 2T
==J0 Jo fo(@)f5(y) cos px cos py dxdy

1 2T 2T ) ]
+ fo . fo(@)fp(y) sin px sin py dzdy

1 72T 27
= ;t—zj f fo(®)fp(y) cos p(z — y)dzdy
0 0



56 ESSAIS SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES
d’ou

27 2T 27 1
() « | Si)ds= f fol@)oly) 5 dady
0 0 0

n 27 27
+¥ To(@)f3(y) cos p(x — y)dzdy.
1 0 0

3. 1. Appliquons au second membre la transformation d’Abel,
en remarquant que

Alfp(@fp()] = fo(@)Ao(y) + [o(y)Afp(x) — Afo()Afp(y).

Nous avons

n—1

2T 21
« [Tstan -3 L [ sttty e — pasdy
27 2
-+ f fnl@)fa(y) Dl — y)dzdy

= 22! f Fo()3Tp(2)D(z — y)dady

n—1

2n 2
_2 f f Afp(2)Afp(y)Dy(z — y)dzdy

27 27
+ ﬁ 0 fa(@)fu(y) Du(x — y)dzdy.

Les intégrales de Afy(z) Afy(y) Dp(z—y) sont toutes positives;
en effet, en désignant par an., b. les coefficients de Fourier d’ordre
m de Af,(z), on a

1 2T 2m
(6) gfo fo Afp(2)Afp(y) cos m(x — y)dady = a3, + b,

Nous avons done
" St(a)dn < 2 2 f “FA)D (o — y)dody

2n 2T
’I‘,th j [n(@) fu(y) Dl — y)dudy.

~/0
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Or on a, C étant une constante absolue

2 2T
=), fo(y)Dy(x — y)dy | < CM, log p.

™

Quant a la derniére intégrale, elle est positive et inférieure &

27
f fa(z)dz. On a done, finalement
0

_— 2T

27 n B 2T
(7) f Si(a)dx < C Y, My logp f | Mfp(z) | dz + | fix)dz
0 0 v 0 0

Paccent au signe de sommation indiquant que, dans les deux pre-
miers termes, log p doit étre remplacé par une constante numérique
telle que 1.

différente, utile dans certaines applications. Posons

n
cos pu

1
En(u) = 3 + cos u —{—E fog p
2

Nous avons

27 2T 2T 1
= [Tstae = [ [ o  dody
0 0 0

27 27T
+ f f@)f(y) cos (z — y)dedy +

27 2T
+Z L[ bonw 0g p- L= dray,

En appliquant la transformation d’Abel nous trouverons des
termes de la forme

2t 2T
fo fo Alfp(@)fp(y) log plE(z — y)dzdy

et, en remarquant que si ¢ désigne une fonction bornée on a ()

2T
f «(y)Ep(z — y)dy ' <C-max|g]|
0

() Cf. Zyemunp, p. 110.
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C étant une constante absolue, on déduira, par le méme raison-
nement que précédemment, que

2w - ___ pem _
]0 st < ¢ M\ Togp ﬂ | Al )V Tog 7| de
0

27
+ [ £ log .
0

3. 3. — Enfin, on peut trouver une limitation d’un autre genre
pour l'intégrale considérée, en appliquant deux fois la transfor-
mation d’Abel au second membre de (5). Nous avons :

27 s 2T 27
n fo S3(a)dx — ¥ fo fo M@ + DKz — y)dady +
0

2T 2w
4 fo [ s a1l — yrdy

2T 2%
+£ fn(@)fn(y)Dn(z — y)dzdy.
0
Nous savons déjé que la derniére intégrale est positive et infé-

rieure a 7 f,, )dz. D’autre part :
0

2T 2T
j; fo Alfua(®)oa(9) K a(e — y)dady =

2t 2T
= 2f fr-1(y)Afn-1(@)nKn-1(x — y)dzdy
0 Jo
2T N2
— [ a5 stgB e — gy
2—-
< 2f fn 1Y) Afn-1(x)nKn1(z — y)dady.
0 Jo

Donc :

L n_f 2% 2
| SAeyda < Y, fo fo Ay (@)foy)](p + 1) Kplw — y)dady +
v ( 0

2T

2r 2w
+ 2f fn 1y Afﬂ 1 )nKn_l(x —_ y)dxdy + = fﬁ(x)dx_
0o Jo 0
Remarquons maintenant que

A fp(x)fp(y)] = fpeal x)Azfp(Z/) + fora(y)A%f,(2)
+ Afp(2)Afp(y) + Afps1(x)Afpia(y)
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et remplacons dans les intégrales ou elles figurent, les différences
secondes par les valeurs ainsi trouvées.
Nous avons

27

27
fo A2f(x)dx \ fon(@)(p + DKz — y)dy

) 2T
—x(p + 1) jo 82, (@) fpra(a)]

6p [fp.1] désignant la somme de Féjer d’ordre p de la série de
Fourier de f,,;. Donc |6,[fp1)] < Mpa <M, d’0n

27 27
l fo A fra@)A2%fp(@)(p 4+ 1)Kp(x — y)dzdy

27
<=M+ 1) f | 8%y(z) | de
0

et, de méme

2% 2m ! 27
\ S st st ste— sy | <am fo | 8fars(o) | do
0 0

D’autre part, en adoptant les notations de (6), on a

2T 2T
f j‘; Afp(2)Afp(y)Kp(x — y)dxdy =
0

a2
+ 1) 2+ plad + 83 + -+ + (a2 + b3) o
el Bt Sl LT <n | [Afple)Pda.
p+1 0
Nous avons donc :
n—2
27T
f Si(r)doe << 2M }_, (p + 1)[ | A%fyp(z) | d
0
n—2

+ 2 f (p + DAp2)Pdr + ), f (p + DAfpea(a)Pda

27
1+ 2Mn f | fna(e)dz + | f,%(a:)dx
0

Nous avons maintenant

n—2 n—1

E (p + DAfpra(@) = Epwp (2)1?



60 ESSAIS SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES

donc
n—2 n—2 n—1

> 0+ DLE@PE + X (0 + Dibfpa@P <2 Y (p + DiA@)
0 0

0
or

n—1 n—2 p

¥ 0 + DL@F = D, 18%,@) Bk + 1) u(2)]
0 0 0

n—1

+ Aaa@) X, (k4 1)Afi(a).
Mais ’

p

3 (& + 1)8fi(z)

0

=lfotfit+ - +h— @+ Dpal<2p+ 1M

done
n—1 n—2

Y 2+ D@ <M Y (p + 1) | A%y(2) | + 2Mn | Afaa(z)]
0 0

d’ou finalement :

n—2 9

2T
9) ﬁ S(a)da < 6M ¥ (p + 1) R OIE:
0
2T 27
+ 6M j n| Maa(@)|dz + | f)de.
0 0

4, — Les inégalités (7), (8), (9) conduisent respectivement aux
résultats suivants :
10 Si la série

2T
EM,, logn | Afa(z) | d
0

converge, la série (S) est la série de Fourier d’une fonction de
carré sommable S(x) et on a

27 21
f S¥(a)dox << C Y M, logn f | Afu(x) | dz + 2mMe2.
0 0

%

20 11 en est de méme si la série

— (2= _
SovaViogn [ 18(1e)Viogn) e
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2T
converge et si log n j f3(z)dx est bornée ; cela auralieu, en parti-
0

culier si M, \/log 7 reste bornée, et si les fonctions \/log 7 f.(x)
sont positives et forment une suite décroissante quand n croit,
quel que soit x.

3° Si la suite de fonctions | f; | est positive, décroissante, et
convexe quel que soit x, S(«) est encore la série de Fourier d’une
fonction de carré sommable. L’on a en effet, d’apres (9) :

27 n—2 2T 2T
f SZ(a)da < 6M 2 (p + 1)32J fo(z)dz + GMnAJ fa-1(x)dz
0 0 0 0
2T
+ fa(x)dz.
0

2T
Or la suite % f fi(z)dz ; est positive, décroissante, et convexe,
0

et on sait que dans ces conditions

* 27 27

2T
Nip + nac | T = | fol@ydz —lim | fula)de
0

et

2T
lim - nA fa-1(z)dx = 0.
-/0

n = oo

L’on a, dans ce cas
2r 27 27
(10) ﬂ S¥(a)da < 6M fo(z)dz — 5M lim f fa(2)dzz.
Jo 0

Si la suite | f; } est limitée au ne terme, ce résultat est encore va-
lable, & la condition que cette suite, compléiée par deus zéros, soit
elle-méme convexe. Sans quoi, il faudrait tenir compte du terme

27
nA fr-1(x)dz.
0

5. L’intérét du probléme que nous venons d’étudier dans les
deux paragraphes précédents réside surtout dans le fait suivant.
Considérons une fonction F(z) sommable, dont les coefficients de
Fourier d’ordre n sont a,, b,, et désignons par S,(x) sa somme de
Fourier d’ordre n. Désignons par n(z) une fonction de % ne pre-
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nant que des valeurs entiéres positives, comprises entre 0 et n.
On sait (!) que I’étude de 'intégrale
2T
1= Sniz)(x)dz

[

joue un réle primordial dans I’étude de la convergence presque
partout de la série de Fourier de F. Mais on voit immédiatement
que l'on a

2 2% a
(11) f Suafa)dz= | folx) 3 do
0 J0

" on
—1—2 fo(z)(ap cos px + by sin pzx)dx
AL

les f; étant des fonctions caractéristiques d’ensembles E; de
(0, 2r) tels que
E,2E;> ... oE,.

Or on a

[ +2(ap + b%)] [ (ﬁ £@) dx)2 "
+Z:‘< ﬁ 2“fp(rw) cos p(x)dx>2 + ( :

Donc, la question non encore résolue de savoir si 1 est bornée quelle
que soit la fonction F de carré sommable, revient a celle-ci : I'inté-

27

fo(z) sin pxdx)z].

27
grale f S2(ec)de: que nous avons cherché a limiter est-elle bornée pour
0

toute suite | f;| de fonctions caractéristiques d’ensembles tels que
E: o E,,,, et cela indépendamment de la suite considérée ?

Le théoréme de Kolmogoroff et Seliverstoff, qui montre que I
est bornée, si X(a2 + b2) log n converge est, comme on le voit
immédiatement, une conséquence de P’égalité (11) et de 'inégalité
(8). Il suffit, comme nous venons de le faire, d’appliquer I'inéga-
lité de Schwartz, mais apres avoir multiplié les a, et b, par \/ logn

et avoir divisé f,(z) par \/lTog n.

(1) Cf. Zyemunp, p. 253.
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6. Pour donner, dans le méme ordre d’idées, une applica-
tion de I'inégalité (10), considérons un procédé de sommation
quelconque appliqué a la série de Fourier de F(z), soit

S@) = WA + A + -+ 23A, N >0, m=1)
ou nous avons posé, pour simplifier

A, = %’ A, = ap cos px + by sin pa.

Considérons l'intégrale

2T
J= 0 En(z)(a?)dx

elle peut s’écrire, si n(z) < n

27
J = ‘ﬁ [90(2)é0(®) + 91()é1(x) + - - - + Pn(T)En(x)]dx

les ¢; étant des fonctions caractéristiques d’ensemble &;, non
empiétants. On a donc
27
(A2) T =) [0 + Nex + oo+ NgnAo + -+ F
+ (%92 + W Mepr1 + -+ NgmAp + -+ + NpnAnlda.
Posons

fo =29 + B pa+ -+ 8o 0<p 0
s1 )\g > )\g+1, on a fp > ,fp+1.

D’autre part
» P+l ypHl n__.n
Af, = o + ‘Fr+1<)‘p ——)‘p+1> +e ?”()\P - )‘p+1)'
Si donc, pour chaque valeur des indices on a
q q q q
= R > M Ry

on a Af, > Afyia.
En d’autres termes supposons que la suite

X221 22,0,0

soit décroissante et convexe quel que soit p. Alors la suite | fi{,
complétée par deux zéros est décroissante et convexe, I'inégalité
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(10) est valable et donne, en appliquant & (12) Pinégalité de
Schwarz :

J2<< +L (a2 + b)) T:GM fo(x)
or
fozlg?o‘f“":(l)‘h‘l"'%')\g%:% +o+rt <t

donc, dans les hypotheéses considérées :

21
(o Ene)(2)d

C étant une constante absolue.

On en déduit, pour toute fonction de carré sommable, la con-
vergence presque partout du procédé de sommation considéré, et
méme I'intégrabilité de la fonction : Sup |%.(x)|.

27

1
<c< . Fz(x)dx>§

ITI

7‘

du procédé de sommation de Poisson, considéré dans la partie (I)
de ce chapitre.

Les fonctions ¢, auront la méme signification que dans (I) ; par

f(x) nous désignerons une fonction bornée, dont les coefficients de
Fourier seront a,, bn.

Nous supposerons gu(r) = O(\/—li—:) On sait alors que la série
ogn

% do(r) + 2 (an cos nx + by sin nx) dn(r)
1

converge pour presque toute valeur de z vers une fonction F(r,z)
et ’on a, comme dans (1), presque partout

27 1
F(rz) = %ﬁ f(a) [Q%(") + 4y(r) cos (x —a) + ] da.

. . ! : 7 oz
Supposons maintenant que r soit une fonction déterminée de 2
que nous désignerons par r,. Nous supposerons r, < p << 1. Nous
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27
allons montrer que I'intégrale F(r:,z)dz est bien déterminée,
0

En effet I'intégrale

27
I
0

qui est égale &

% Yo(rz) + Yq(rz) cos (x — a) 4 - - - l

27
ﬂ 02(5 4or2) + () 008 @ — ) 4+ ) = ) ==

(puisque nous avons supposé ,(r) constant et égal & 1) est bien
définie. L’intégrale double

27 2T 1
f f dadz ‘ 5 $o(rz) + Y4(rs) cos (x — a) 4 - - - \ =
0 Jo

27 27
=f dx{‘ da
0 JO

existe done, et puisque f(«) est bornée, I'intégrale

2 2w 1
ﬁ ﬁ dadzf(x) ('2' Yo(rz) + Yy(rs) cos (x —a) + -+ )

%%(”z)'i' \

27
existe done. Ceci prouve que I'intégrale [ F(r;,x) dr aune valeur
Jo
bien déterminée.

Nous allons limiter supérieurement sa valeur absolue. On a
2T 1 2T 27 1
f F(rz, x)de = = f(a)daf [i Yolrs) + -+ ] dx
0 /o 0

or Pintégrale

2% rq
P(a) = fo [§ Yo(rz) + Yy(rs) cos (x — a) + -+ ] dz
représente une fonction sommable de «. (Cela résulte du méme

raisonnement que précédemment ou il n’y a qu’a supposer f =1.
Soient A,, B, les coefficients de Fourier de ®(«) :

1 2T 2T 1
A, = =), cos nadajo [Q Yolrz) + ] dx

1 [ 2 1 1 (2=
= -ch; dx. o da cos na [Q bolra) + -+ ] = Ej; dxmyn(rs) 608 nz

RAPHAEL SALEM.
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Done

27 27
A, = Yn(rz) cos nzdz B, = 5 Ya(rz) sin nxdz
0

27
Ay = bo(ra)dz = 2,
0

Nous allons montrer maintenant que ®(«) est de carré sommable.
Ceci résulte immédiatement de la convergence de (A2 + B2),
convergence assurée, comme il a é6té démontré au § 4 ci-dessus par
le fait que la suite w,.(r,); est positive, décroissante, convexe.

On déduit de tout ce qui précéde que

<C ( ﬁ hfz(a)dz)%,

C étant une constante absolue.
Remarquons que la limitation trouvée vaut aussi bien, avec un

27
F(rz, z)dz

(%

27
choix convenable de la constante, pour f | F(rsyz) |dz car il n’y a
0

rien & changer 4 la démonstration si on multiplie F par une fonec-
tion ¢(z) bornée.
Cela posé supposons

o< rp <1y <A

Nous allons montrer que si r, est assez voisin de 1, I'intégrale
ﬁ | F(ra, 7) — {(2) | du est arbitrairement petite.
Posons, en effet
f(z) = fi(e) + fy(=),
avec

fi(e) =3+ Y (@pcos pr + bysinpa),  fy(r)~> ¥ (apcos pz + bysin pa)
1 n+1

et formons avec f, et f, les fonctions F,(r., z) et Fy(r,, z). On a
d’abord

2T 27 27
fo |Fylras) — fo@)]d < fo |Falra)lde + fo o) dz

® 1
< A[ Y@+ b§>]2

n+1
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A étant une constante absolue ; donc, en prenant n assez grand
€

I'intégrale considérée est inférieure a 5

n étant ainsi fixé, on a

Fy(rat) — fu(@) = Y, (ap€08 pz + by sin pz) [4p(rs) — 1]
1

or si r, est assez voisin de 1 chacun des termes de cette somme est
aussi petit que I'on veut. Le nombre de termes étant fini, on peut

prendre r, assez voisin de 1 pour que |F,(r;,z) -— fi(z)| < ZEE Alors

2% R 2T
[Pt —fede < | 1 —fids + | P~ flde <
0 <0 0

De ce résultat on déduit, par un raisonnement classique, que dans
les hypothéses faites, F(r,z) — f(x) tend vers zéro presque partout
pour r — 1.
D’oulaproposition annoncée ala fin dela partie (I) de ce chapitre :
Si f(z) e~ Zancosnz + b,sin nx est bornée, on a, presque partout

lim '\ 008 N2 + bnsinnx

s—>0 1+ sVlogn

= f().

M. Kawata () a généralisé ce résultat en montrant qu’il s’ap-
plique non seulement aux fonctions bornées, mais également aux
fonctions de carré sommable.

D’autre part, MM. Izumi et Kawata (?) ont démontré aussi que
si f7(z) est sommable, (1 < p < 2), on a presque partout

. @n CO by s1
lim snz + 1s/1n nr _ f(z).
s—>0 1 + s(logn)"'?

Nous renverrons, pour les démonstrations, aux mémoires de ces
auteurs.

(*) Proc. Imp. Acad. Tokyo, 18 (19387), p. 381-384.
(®) Proc. Imp. Acad. Tokyo, 13 (1937), p. 388-391.




CHAPITRE VIII

LES SOMMES PARTIELLES DES SERIES DE FOURIER (%)

1. — On connait les difficultés auxquelles se heurte I’étude du
comportement des sommes partielles des séries de Fourier. En par-
ticulier, pour les fonctions de carré sommable, on ne sait pas si
leurs développements de Fourier convergent « presque partout »
ou si, au contraire, il est possible de trouver une fonction de carré
sommable dont la série de Fourier diverge sur un ensemble de me-
sure positive.

Nous désignerons dans ce qui suit par S,(f) la somme partielle
d’ordre n du développement de Fourier d’une fonction sommable
f et par a., ba, ses coefficients de Fourier.

Nous dirons que {nk§ est une suite d’indices de convergence
pour f si Sy, (f) converge presque partout pour & = .

Rappelons deux importants résultats bien connus (2) :
a) Si f est de carré sommable, toute suite § n; } telle que

N+
ng

>A>1,

est une suite d’indices de convergence (Kolmogoroff).

b) Si f est telle que X(a2 + b2) log n converge, la suite natu-
relle des entiers est une suite d’indices de convergence ; en d’autres
termes le développement de Fourier de f converge presque partout
(Kolmogoroff et Seliverstoff).

2. — Ilest naturel de se demander ce qui se passe entre ces deux
cas extrémes ; c’est-a-dire quand f est telle que X(a2 + b2)w(n)

() Comptes Rendus, t. 207 (1938), p. 469 ; Comptes Rendus, t. 208 (1939),
p. 70 ; Comptes Rendus, t. 206 (1938), p. 226.
(?) Cf. Zyemunp, p. 251 et sq.
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converge, w(r) étant une fonction infiniment croissante et
croissant moins vite que log n. Nous allons montrer que w(n)
étant donné, on peut déterminer une suite d’indices de conver-
gence, dépendant de w(n) seulement et non de la fonction f con-
sidérée.

Suivant la méthode employée par Kolmogoroff et Seliverstoff
dans 1’étude du cas (b) ci-dessus, nous allons faire I’étude de l'in-
tégrale

27
I=j; Sp)(f)dz

n(z) étant variable avec z et au plus égal & n.

3. — Posons, pour simplifier
Ap=apcospr + bpsinpxr  (ay = 0)

et désignons par {y(z), $,(z)... Ja(z), une suite de fonctions carac-
téristiques d’ensembles telle que ;> {;,;. On a

2 I
I =f E%A,,-dx
05

la suite § {; } 6tant déterminée par la fonction n(z).
La série X(a2 + b2)w(n) étant convergente, désignons par
F(x) la fonction de carré sommable dont la série de Fourier est

2(an cos nx -+ b, sin nx) \/ w(n). Nous avons, par application de la
transformation d’Abel :

on I Yp — or Yp
I— 1A,/ -dx=f ¥ \s,(F)-de
f; 12\/w(p) Vo) 0 ;A<\/w(p)> ’

(ot Au, désigne la différence u, — u,,, et Au, = u, si u, est
le dernier terme de la suite { u, {). On a

27

2% o Ay S,(F) ¢ 1
0 ; V(p) ; Vap)/Jo
On voit immédiatement que la derniére somme est inférieure, en

1

27 =

valeur, absolue & <% f dex>2.
0
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Occupons-nous de la premiére intégrale que nous écrirons :
27
J_ F. <ZSP(A"PP))d .
Velp)

2 2 S(Mf) Su(Adn)
J2<f Fidy f [1 1 -+u]dx.
Vo) TVt
Etudions la derniére intégrale. En développant le carré, on a

[Sa( A%)] f” Sp(A4p)Se(Ady)
dr + 2
f 2 2 \/ w(p

p<g

On a

oron a

[sp(A%)]z f“(mmz Rl
f E (1) e < o)

en se rappelant que {{;} est une suite décroissante de fonctions
caractéristiques d’ensembles.
D’autre part :

q:

[“sp(mpp) So(d) ;. f“spmw Mgy
g0 Velelo =p+1 0
27
Sp(A%[ Ay } S(Ady)
= = X dx)
o Velp) q,§+ WVolg) £ op)
en pesant :
=Valp)| s e
Volp + 1) Vo(n)
X,(z) est une fonction positive, inférieure & I'unité. D’autre part :
S (M ) X Su(x, ) g
o) f &) 12, 2 [T o Ela

or si nous de51gn0ns par k,, k,' deux exposants positifs complé-

mentaires, ¢’est-a-dire tels que kip + 1—3—, =1,o0n a
P

Se(zo) | 1 |Sele) '
) T Sk Lu(p)]®

1 ’
+ % (M) .
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Ef A%

Or on sait (*) que (si k, > 2)

Done

XP) d

2% 1 |Sulxa) | *2 g
<2f B T, ke

2T 21
f | Sute) Pz < (G [ oo < i
0 ¢

Done finalement

@fmm SSE R

On peut choisir chaque exposant k, de fagon que chaque terme de
la derniére somme soit minimum. On est ainsi conduit & prendre

et on a
n »(p)
2T S - —
o ng%M», 232 ()% 4 2n
1

Dans cette derniére somme, — on le voit facilement en se repor-
tant & l'intégrale du premier membre de (1) avant sa transfor-
mation par (2) — on n’a & faire entrer que les valeurs de p prises
par n(z) dans l'intégrale I : pour les autres, en effet, Ay, = O.
D’autre part, w(n) n’est pas définie & une constante multiplica-
tive prés.

On voit done que si n(z) ne prend que des valeurs d’une suite
{ ni | telle que la série

@«

kz,i ;ﬁ < % )“’(nk)

=

converge, A étant une constante positive, d’ailleurs aussi grande
qu’on voudra, le premier membre de (3) restera borné, et I'on aura

finalement
2T
1< C( f dex>
0

() Cf. Zyemunp, p. 153.

[
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C étant une constante dépendant de w(n) mais pas de f. Le rai-
sonnement désormais classique de Kolmogoroff et Seliverstoff
montre alors que la suite § S,,(z) { converge presque partout.
D’otu le théoréme suivant :
Si la série X(a} + bi)w(n) converge, on obtient une suite § n; }
d’indices de convergence pour la série de Fourier de f, en prenant une
suite d’entiers § ny | telle que Uon ait

(%) 3 Aol < o
k=1

A étant une constante ausst grande qu’on voudra.

Pour w(n) = log n on retrouve le théoréme de Kolmogoroff et
Seliverstoff sur la convergence presque partout de la série.

4. — Quand la croissance de w(rn) devient assez faible (nous
préciserons ce point) les résultats obtenus par la condition (4) sont
dépassés par ceux que fournit la méthode trés simple suivante :

Soit o,(f) la somme de Féjer d’ordre n de la série de Fourier de f.
Ona:

27 2 2202 e 2 3
B s = e IR R

Considérons une suite { r; { telle que

o + 2%3 + - + nied,

n?

< ®

(5) >
k=1
alors on aura

st 2
> [ St — onthPis <
k=1""0

done, aussi presque partout

@

NSl — o< o

k=1

et & plus forte raison, presque partout

l Snk(f) - Gnk(f) l -0
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d’oti la convergence presque partout de la suite § Sn(f) {. Remar-
quons que ceci ne suppose pas la fonetion f de carré sommable. La
condition (5) fournit, par exemple, une suite d’indices si np2 — 0.

®©

Supposons maintenant 2 pan(n) convergente. Un calcul im-
1
médiat montre alors que la condition (5) est réalisée si I'on a

1 1 w
Done :

Une suile { m; | satisfaisant a la condition (6) constitue une suite

d’indices de convergence pour toute fonction f telle que X(a% + b3)w(r)
converge.

On voit immédiatement que la condition (6) est toujours réa-

lisée, méme si w(n) = C'®, pour nn"“ > > 1. On retrouve donc
k
un théoréme rappelé au début de ce chapitre.
5. — Le choix des indices par la condition (6) donne de
meilleurs résultats que leur choix par la condition (4) quand la

croissance de w(n) est suffisamment lente.

Précisons ce point. Pour satisfaire 4 la condition (6) on peut
prendre

ng = e?k)

¢(k) croissant plus rapidement que log k£ et moins vite que k; on
peut supposer ¢?*) convexe. On a

= ® = 9(2)
—29(e) gy — f e e
4 X

ﬁ A AR A

or ¢'e? croit puisque e? est convexe ; donc

® 2ea) e—¢lk) o e\ e—29(k)
Jo e <y |, etens = S

D’autre part ¢ croissant moins vite que k

© 20lc) 1 ® 20(a) e_2cp(k)
- 20(x — ! —_— .
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Pour satisfaire & la condition (6) on est donc conduit & prendre :
C
(k) —_
e < Fm
‘C étant une constante.
Posons w(u) = § (log u), la croissance de 6(z) étant d’ordre in-
férieur & celle de 2. On prendra alors ¢ telle que

(o () > ;%

¢'(k) 8(2(k)) > C.
Si e(z) désigne la primitive f : 8(z)dz de 6, on prendra
0

8[¢(k)] > Ck
ou, en ordre de grandeur
7) log 6[¢(k)] > log k.
Voyons maintenant comment choisir 9(k) pour satisfaire & la

condition (4). En posant toujours w(u) = 6 (log u) il faut que
SA—Y#W) converge, c’est-a-dire que I'on ait

@8) 8(¢(k)) > - log &

@ étant une constante.
En comparant (7) et (8) on voit que, pour que la condition (6)
log 6 (z)
0 ()

donne de meilleurs résultats que la condition (4) il faut que
croisse indéfiniment avec z. Or
8(x) << z8(x)
il faut donc que
8(x) = o (log z)
¢’est-a-dire, finalement, que
w(u) = o (log log u).

La condition (6) donnera donc de meilleurs résultats que la condi-
tion (4) & partir du moment ou la croissance de w(z) sera d’ordre
inférieur a celle de log log u.
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6. — Les conditions (4) et (6) ne sont applicables qu’aux fonec-
tions de carré sommable. Si on suppose seulement que f est som-
mable, on sait () que, pour chaque fonction f il existe une suite
| ni | d’indices de convergence, variable avec la fonction consi-
dérée.

Nous nous proposons de montrer que cette suite d’indices de
convergence ne dépend, trés simplement, que du module de con-
tinuité intégral de f, et nous allons déterminer la suite |{ 7 | en
fonction de ce module.

Rappelons d’abord qu’étant donnée une fonction sommable f
on appelle module de continuité intégral de cette fonection, w(d)

2
le maximum de f | f(x 4+ k) — f(x) | dz pour tout i tel que
0

0 <k < 0; on sait que w(d) tend vers zéro avec d.

Nous nous appuyerons sur les deux théorémes suivants :

a) Si f est sommable et si S, est sa somme de Fourier d’ordre
r, on a, pour tout p tel que 0 < p <1

[T isariae < 2 ([T 1as)

cOo8 —2—

A étant une constante absolue (2).
b) L’expression

@) = 3[Su(2 + 55) + Sa(2 — 55|

tend vers f(z) en tout point ot la série de Fourier de f est sommable
par la méthode de Féjer, c’est-a-dire presque partout (3).

Cela posé, en conservant les notations précédentes, nous avons
immédiatement :

27
‘fo | Sa(z) — 0,(z) |Pdx

<5 (0

() Cf. Zyemunp, p. 154.
(¢ Cf. Zyemunp, p. 150.
(®) Cf. Zyemunp, p. 181.

i)

o) —3 (2 + 55) — 51(e— 55)
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d’ou
2T

JO ISn—enlpdx<1%5[w<%>]”<1__B__p[w(_1ﬁ>]p

B étant une constante absolue.

En cherchant la valeur p, de p qui rend minimum cette der-
niére quantité on trouve immédiatement

1

5 <)o)

Soit alors une suite d’entiers | 7 | telle que

9 Ei (,fk>

on aura

et

og (L) <

2T
f 1S, — 95 ‘P"kdx<oo
k=1

donc, aussi, presque partout

et a fortiori
1S, — enk|””k -0

presque partout ; d’ou en se reportant & la valeur de py, :
1Sy, — 0a | >0

et comme, presque partout, O, — f, 1a suite | Sn, | tend vers f
presque partout.

D’oui la proposition suivante :

Pour toute fonction sommable f, de module de continuité intégral

w(d), une suite d’entiers { n | tels que la série Ew( >tlog (nk)

converge, constitue une suite d’indices de convergence.
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7. — En ce qui concerne la convergence presque partout des
séries de Fourier, le meilleur résultat obtenu jusqu’a présent est
celui, rappelé plus haut, de Kolmogoroff et Seliverstoff.

On n’a pu, jusqu'a présent, ni 'améliorer, ni montrer qu’il ne
pouvait étre amélioré.

Nous nous proposons seulement de montrer ici, comment, des
critéres connus sur la convergence presque partout, on peut, par
de trés simples transformations, déduire d’autres critéres intéres-
sants.

Considérons, pour simplifier, une série trigonométrique de
cosinus :

(10) %‘-’+alcosx---+ 0n COSNET + -+ - -

nous ne supposerons pas que cette série soit une série de Fourier ;
nous supposerons seulement que a, tend vers zéro avec % (ce qui,
comme on le sait, est une condition nécessaire pour la convergence
sur un ensemble de mesure positive).

En appliquant la transformation d’Abel, on voit immédiate-

ment que, si 'on fait exception pour les points congrus a zéro, la
série (10) et la série :

(11 (ao—al)sing'-{— (al—az)sin?’—; +- - -+ (@n—an+1) sin (2—’2%%4_. .

convergent ou divergent aux mémes points.

Donc tout critére assurant la convergence presque partout de
la série (11) assurera la convergence presque partout de la série
(10).

D’autre part, si la série (10) est la série de Fourier d’une fone-
tion f(x), on voit immédiatement que la série (11) est la série de

Fourier de la fonction 2f(z) sin g

Nous en déduisons que :
10 St la série (10) est une série de Fourier, la condition

lao—ay] + 3lay—ag| +- -+ 2n + 1) |en—ann| = o(n)

(qui assure, comme on le sait (*), la convergence presque partout
de la série (11)) est une condition suffisante pour la convergence
presque partout de la série (10).

() Cf. Zyemunp, p. 43.
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Cette condition peut évidemment s’écrire

|ag—ay| + 2[a;—a,| +- - -+ nlan-1—aa| = o(n) ;
ou encore, comme
n|an-1— an| < [(n—1)an-1—nas| + |an-1]
on peut I’écrire aussi
lay—2ay| +- -+ |[n—1an-1— naz| = o(n).

On voit alors qu’elle est réalisée, en particulier, si les a, sont posi-
tifs et que na, croit avec n (toujours a condition que la série (10)
soit une série de Fourier).

20 Sans supposer que la série (10) soit une série de Fourier, et
sous la seule hypothése a,— 0, 'application du théoréme de
Kolmogoroft et Seliverstoff a la série (11) montre que la série (10)
converge presque partout si la série

(12) Y@ —ann)?logn

converge.

Les séries de sinus conduisent aux mémes résultats.

On voit que la méthode qui nous a servi est générale, et que
d’autres résultats du méme genre peuvent étre obtenus en em-
ployant, au lieu du facteur 2 sin g qui nous a servi a passer de la
série (10) & la série (11) toute autre fonction convenablement
choisie pour assurer I’équiconvergence ; on pourra, en particulier,
faire intervenir, au lieu des différences premiéres des coefficients,
les différences secondes, troisiémes, etc.

Sans nous arréter & ces généralisations, examinons d’un peu
plus pres la condition donnée par la convergence de la série (12).
Considérons la série trigonométrique générale

(13) Zan cosnx + bysinnx = Z Pn €OS (RZ — ay)

ol nous supposons

lim p, = 0.
Cette série convergera presque partout si

E [(an_ an+1)2 -+ (bn"'“ bn+1)2] logn < ®©
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ou, ce qui revient au méme, si les séries

N(en—rpna)logn,  Neh(an—ania)?logn

convergent.
Grossiérement parlant, la convergence presque partout est as-

surée quand les amplitudes et les phases varient « peu » d’un
terme a I'autre.

Si M, représente dans le plan Ozy le point de coordonnées ay,
bn, le théoréme de Kolmogoroff et Seliverstoff assure la conver-
gence presque partout de la série (13) si XOM log n converge ; la
condition que nous venons d’énoncer assure la convergence presque

partout si M,M,,} log n converge, a condition que M, tende
vers O.




CHAPITRE IX

LA DIVERGENCE DES SERIES TRIGONOMETRIQUES
SUR DES ENSEMBLES AYANT LA PUISSANCE DU CONTINU (%)

1. — On connait depuis longtemps I’existence de fonctions
continues dont le développement de Fourier diverge sur un en-
semble de points ayant la puissance du continu (mais de mesure
nulle). D’autre part, Kolmogoroff a montré I’existence de fonc-
tions sommables (mais de carré non sommable) dont le développe-
ment de Fourier diverge partout (3). Enfin Steinhaus (3), Wilton (%),
Kuzmin (°) ont fait connaitre des séries trigonométriques fort
simples, & coefficients tendant vers zéro, et qui sont partout di-
vergenies, mais qui ne sont pas des développements de Fourier.

Nous allons étudier ici le probléme d’un point de vue différent,
en considérant, dans la série trigonométrique :

o0

(1) Ernehi(nx—sn) 0O<z<1)
1

les r > 0 comme donnés. Nous allons montrer qu’on peut tou-
jours (en supposant, bien entendu, la divergence de Xr;) déter-
miner trés simplement les s, de facon que la série (1) diverge sur
un ensemble ayant la puissance du continu. Cet ensemble sera
méme de deuxiéme catégorie au sens de Baire. Nous poserons en-
suite la question de la mesure de cet ensemble.

Nous utiliserons, pour la détermination des s,, la théorie des
approximations Diophantiennes.

() Comptes Rendus, t. 205 (1937), p. 382 ; Comptes Rendus, t. 209 (1939),
p. 748.

(®) Cf. Zyemunp, chapitre viir.

{®) Journ. London Math. Soc., & (1929), p. 86-88.

(%) Journ. London Math. Soc., 9 (1934), pp. 194-201 et 247-254.

(%) Trans. Leningrad Industr. Inst. Sect. Phys. Math., N° 10, p. 53-56.
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2. — Soit ¢(v) une fonction positive infiniment croissante, dé-
finie pour v > 0, entiére pour v entier. Posons

Sn=1U + U+ -+ uy
ol les u sont déterminés de la facon suivante les ¢(0) premiers u
sont nuls ; les ¢(1) suivants égaux a ; les ¢(2) suivants a ; les
¢(3) suivants a 0 ; les ¢(4) suivants a 1 ;les o(5) suivants a 55 et

ainsi de suite en considérant toutes les fractions 2 (O <9;

la fractiong sera donc répétée o (q(q +1 + p> fois ; de plus, elle

apparaitra pour la premiére fois dans la suite des u au rang

n+1=?(0)+?(1)+--'+?(m—2iﬂ+p——1> + 1

Considérons alors la somme partielle de la série (1) depuis le rang
n + 1 jusqu’au rang n_{_q)[gg_;-_i) + p] inclusivement. Cette somme
s’écrit

2ni | (n + k)z—sn—k B
¢ = Z Tnik€ ] q]
k=1
ou encore
—o[2lg+1)
k= cp[ 2 +p] . P
— p2Ti(nz — sp) 2 21“"(:0_ -q-)
T =¢£ Tn+i€ .
k=1
Supposons que I'on ait
1
@ e Ble—
l q &P[q(q -2+- 3)]
alors
q(q ]
_p T
2rk | l<4 [gg—+—1) ]§4

RAPHAEL SaLEM. 6
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d’ou immeédiatement, tous les termes de la derniére sommation
ayant leurs parties réelles positives et supérieures & :—;—i_l‘,
2
o] > —1=[’n+1 trnggt oty [q—(q-"“ +p]] :
| \/2 ¢ 2

Or la série Xr, étant supposée divergente, il existe une fonction
J(n) qu’on peut supposer croissante, et telle que

Tngt FTngot oo+ Tugpym) > 1

Choisissons ¢ de fagon que

@) o(V) = ¥e(0) + o) + -+ + o(v —1)].

Nous aurons alors

o| 2 + 5] = v

1 o
et |o] > \_/_i pour tout z satisfaisant a (2).
Donc si z est une irrationnelle satisfaisant a I’inégalité (2) pour
une infinité de valeurs de ¢ (¢ étant choisi par I'inégalité (3)) la
série (1) divergera au point . Comme seules les grandes valeurs de

g sont intéressantes on peut remplacer I'inégalité (2) par

(4)

_2‘ 1
24| = 8elg®

et énoncer la proposition suivante :
4(n) étant déterminée par la condition

Tngrt o+ Tngpym >1

et ¢(v) par la condition (3), la série donnée divergera en tout point x
admettant Uapproximation (4) par les nombres rationnels.

Or ’ensemble des points z satisfaisant & I'inégalité (4) pour une
infinité de valeurs de ¢ est complémentaire d’un ensemble de pre-
miére catégorie. C’est, au sens de M. Denjoy, un « Résiduel ».
On sait quun Résiduel est de deuxiéme catégorie; il est partout
dense, et a la puissance du continu (2).

() Cf. DensoY, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1915 (I),
p. 151 ; Hosson, The Theory of functions of a real variable, Vol. I, 3¢ édit.
(Cambridge, 1927), p. 135-137.
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11 est remarquable que I’on puisse toujours arriver au résultat
ci-dessus quelque lente que soit la divergence de Xr,, quelque
réguliére que soit la décroissance des r, ; la détermination des
s st toujours possible.

En d’autres termes, il est impossible de formuler une condition
(autre que la converge absolue) ne mettant en jeu que la valeur
des coefficients r, d’une série trigonométrique Zr, cos (nx — ),
et assurant la convergence, sauf sur un ensemble de premiére
catégorie.

ensemble de
divergence obtenu. On sait, d’aprés un raisonnement classique

CTas 4 " qdg
de Borel, que si I'intégrale J )
z admettant Papproximation (4) est de mesure nulle. Inverse-
ment, d’aprés un théoréme de Khintchine, si I'intégrale f f(—‘;l%

ensemble des points

diverge, la mesure de cet ensemble est égale a 'unité (1).
Donc la mesure de ’ensemble de divergence, que nous dési-
e e}
. e Yy dv
gnerons par E, est zéro, ou I'unité suivant que P’intégrale f ——

¢(v)

converge ou diverge.

On voit tout de suite trés facilement que si Xr2 converge, I'in-
tégrale f ;%vv—) converge forcément, donc mes E = 0.

En effet, on a, en conservant les notations précédentes

TnittTlanpot T rpym>1

s < o[ 2052 1 p]

avec

done
(g +1)
1<<e¢ 992 +p](ri+1+---+7‘i+¢(n>_

Si on somme les inégalités analogues pour toutes les fractions 2
on a

ég [q(q+ +p]<°°

(*) KuintcrINE, Math. Annalen, 92 (1924), p. 115-125.
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or
p=gq
1 qg+1
hy > > @>3)
1 (¢g+3 2
p=w[q(q; )+p] [qq )] cP(q)
donc la série Z converge, ce qui revient a la proposition
0
énoncée.

-]
Par contre, si I'intégrale f yf(v—n) diverge, on peut montrer que

mes E = 1.
Posons en effet

F() = ¢(0) + ¢(1) +-- -+ 9(v)
on a, d’apres (3)
F(v) — F(v—1) = ¢[F(v—1)].

(Nous pouvons en effet dans (3) remplacer I'inégalité par une
égalité, en remplagant au besoin ¢ par une fonction a croissance

plus rapide, mais telle que f ‘%} diverge toujours : exemple

¢ =0(yn).)

Donc
n=F(v) 1 1 n=F(v) 1
71=F(v—1)+1¢( n) ‘l*[F(V—i)] -t Y(n)
1 nEM oy 1 1
= FO—F6—1) n=F(§1)H §0) S FC—1)1 = 50)

en supposant ¢(n) croissante, comme il a été dit plus haut. La di-

vergence de I'intégrale f %’;) entraine donc celle de P'intégrale

f ?p%—) et par suite mes E = 1,

4. — On a vu que la méthode employée conduit forcément a
un ensemble de divergence de mesure nulle quand Xr2 converge.
Cette méthode laisse donc intact le probléme de savoir si une
fonction de carré sommable peut avoir un développement de Fou-
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rier divergent sur un ensemble de mesure positive. Ceci n’est pas
surprenant. On peut remarquer, en effet, que toute méthode assu-
rant la divergence d’une série trigonométrique par une division
de cette série en blocs de termes U; U, ... U;.., :

Epncos(nx—an) =U; + Uy Uy -
1

tels que pour tout x appartenant & un certain ensemble E il y ait
une infinité de blocs Un,, Ug,... Up,..., dépendants de z, tels que
|Un,| > B(z) > 0, ne peut conduire qu’a un ensemble E de mesure
nulle si g2 converge.

En effet si E est de mesure positive, il contient certainement
un sous-ensemble &, de mesure positive également, dans lequel
B(z) > B, B étant une constante positive. Pour « faisant partie de
& on aurait une infinité de blocs tels que |Ui(z)| > B. Or ceci est.
impossible. Car si

Nk+y
3
Ui = Z pn COS (T — ay)
ng+1
on a
2 Ni+1
Uldz = = 2 p2.
vo ng+1

o 27 -]
Donc la série Y f Uzdz converge ; donc la série Z U} con-
0
k=1 k=1

verge presque partout; donc, presque partout également |U;| — 0,
ce qui conduit & une contradiction avec ce quiprécéde. Donc for-
cément mes E = 0.
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