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INTRODUCTION

WEIERSTRASS a montré que toute fonction continue f(x) sur un
intervalle réel fermé [a, b] (x), peut, quel que soit e > 0, être
approchée à moins d'e par un polynôme P(x) = a0 + axx + a$? + • • •
+ OnOf1. Si l'on se borne à l'intervalle [0,1] et que l'on effectue le
changement de variable x = e~"2irX, on obtient le théorème sui-
vant : toute fonction continue F(X) sur le demi axe réel positif
[0, + oo ] peut, quel que soit s > 0, être approchée à moins d'e par
un « polynôme de DIRICHLET »

P(X) = ao + ai

Ch. MÜNTZ (2) a généralisé ce théorème comme suit :
},0 = 0, X1? A2,..., Xn,... eïawf une suite infinie croissante de nombres

réels ^ 0, une condition nécessaire et suffisante pour que toute fonc-
tion continue (3) F(X) sur [0, + oo ] puisse, quel que soit s > 0,
être approchée à moins d'e par un polynôme de DIRICHLET

P ( X ) = aQ + a1e"2^x + - • -+ One-2^^,

est la divergence de la série
v>0

Après 5 paragraphes de préliminaires, destinés à poser les pro-
blèmes sous forme d'analyse fonctionnelle, et à rappeler les pro-
priétés indispensables des transformations de FOURIER et de
LAPLACE, nous avons donné une démonstration du théorème de
MÜNTZ au début du chapitre I (§ 6, 7, 8), et nous avons abordé le
problème suivant :

I1) Voir note 1, page 15.
(2) MÜNTZ [1]. Pour toutes les références bibliographiques, voir l'index

bibliographique placé à la fin du volume.
(8) Nous ne parlerons dans cette introduction que des fonctions continues,

mais notre étude porte aussi sur les fonctions de puissance p̂ me sommable,
P>1.

Laurent SCHWARTZ.
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Lorsque la série 2 1 /^converge, quelles sont les fonctions conti-
v>0

nues F(X) sur [0, + oo ] qui peuvent, quel que soit e > 0, être
approchées à moins d'e par des polynômes de DIRICHLET de la j'orme

P(X) = J V - 2 ^ X ?
Nous avons complètement résolu ce problème, aux § 9, 10 et 11,

en indiquant les propriétés caractéristiques de ces fonctions (énon-
cées au théorème I du § 10 et à la réciproque I du § 11). On peut les
résumer de la façon suivante :

F(X) est analytique sur ]0, + oo [ et prolongeable par une fonc-

tion F(Z), Z = X + iY, holomorphe pour X > 0 ; elle admet un

développement de DIRICHLET suivant les fonctions e

F(Z) =

convergent pour X > 0 une fois opérés certains groupements de
termes convenables, dépendant exclusivement de la suite \ , Xlv.. X„,...

Dans ces conditions si des polynômes de DIRICHLET

convergent uniformément vers F(X) sur [0, + oo ] , les
convergent vers F(Z) uniformément dans tout compact du demi-plan
X > 0 .

Il y a lieu de remarquer le contraste entre le cas de divergence
et le cas de convergence de la série V 1 j \ ; dans le premier cas,

v>0

on peut approcher toutes les fonctions continues, dans le deuxième
cas on ne peut approcher que des fonctions analytiques d'une
classe très restreinte.

Au § 12, nous avons étendu les résultats précédents, en rem-
plaçant l'intervalle [0, + oo ] par un intervalle réel quelconque
[A, B].

Les derniers paragraphes du chapitre I (§ 13 et 14) sont consa-
crés aux applications à la théorie des séries de DIRICHLET lacu-
naires. Les séries considérées sont de la forme V cve""

 2iT*vz
? ] a série

^ 1 j \ étant supposée convergente. Certaines des propriétés énon-
v>0
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cées sont classiques, d'autres sont nouvelles. Toutes sont des con-
séquences presque immédiates de ce qui précède ; aussi sommes-
nous passés très rapidement sur ces applications, les considérant
plus comme une illustration des méthodes utilisées que comme le
but de nos recherches ; nous avons été conduits, du fait du volume
nécessairement restreint de ce travail, à abréger des développe-
ments que le lecteur complétera facilement.

Le deuxième chapitre abandonne les problèmes d'approxima-
tion et traite de propriétés extrémales. Quelle est la valeur absolue
maxima du coefficient ak d'un polynôme P(#) = a0 + axx -f- ...
+ ak a? + ... + an af de degré n, borné en module par 1 dans
l'intervalle [0, 1] ? M. S. BERNSTEIN a résolu le problème, par les
formules (15. a) que nous donnons au § 15. Nous avons partielle-
ment traité un problème plus général, qui, après changement de
variable x = e~~2lzX, s'énonce ainsi :

Quelle est la valeur absolue maxima du coefficient ak d'un poly-
nôme de DIRICHLET

P(Xj = aQ + ale-2^x+- •+ a4e
borné en module par 1 sur le demi axe réel [0, + oo ] {la suite finie
X1? \... In étant donnée) ?

Nous n'avons cherché qu'une expression asymptotique du maxi-
mum. Nous avons supposé que la suite An = j )kl, 12, - • • An j est
la suite-section formée des n premiers éléments d'une suite infinie
croissante A de nombres réels > 0. Si nous désignons par N (k ; n ; A)
le maximum cherché, nous nous sommes bornés à l'étude
asymptotique de N(k ; n ; A) pour une suite A donnée, pour k fixe
et n -> + oo.

Il y a deux cas à distinguer, suivant que la série V 1/^ con-
verge ou diverge. Si cette série converge, N(k ; n ; A) reste borné,
pour k fixe et n -> + oo .

Si cette série diverge, N(fc ; n ; A) tend vers + oo avec n, et
c'est là que son étude asymptotique est intéressante. Avec la seule
hypothèse lim \ = + oo nous avons trouvé

log N(A ; n ; A) ~ 2X*Sn
avec
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En nous plaçant dans le cas un peu plus restrictif où la série

converge, nous avons trouvé

Ake »*» < N(* ; n ; A) < Bke ™n x/si,

Ak et Bk dépendant de la suite A et de k, non de n. Bien que
nous ne soyons pas parvenus à améliorer ces inégalités, nous consi-
dérons comme probable l'existence d'une constante C* (dépen-
dant encore de la suite A et de A, non de n) telle que

Ainsi lorsque A est la suite des entiers naturels, S* =

diffère de log n d'une quantité bornée, nous pouvons donc situer

N entre A'k n2k et B'* n2* y/l°g ni alors que les formules J de

M. S. BERNSTEIN donnent une valeur principale égale à TTTTT-. nu.

Notre étude contenait initialement un 3 e chapitre. Nous avons
dû, dans cette thèse, nous borner aux deux premiers ; le 3 e paraî-
tra comme] mémoire autonome dans un périodique (1). Néan-
moins, étant donnée l'unité du tout, nous résumerons ici ce troi-
sième chapitre.

A = | \ | v = — « s e r a u n système dénombrable de nombres
réels de signes quelconques, rangés par ordre de grandeurs crois-
santes (\ > 0 pour v > 0, ).v < 0 pour v < 0, éventuellement

>̂  = 0).
Nous étudierons l'approximation des fonctions continues F(Y)

sur un intervalle fini (— A, + A) par des « polynômes trigonomé-

triques » de la forme P(Y) =

Pour certains systèmes A, l'approximation à moins d'e est pos-
sible pour toute fonction continue F(Y), quel que soit s > 0 ; pour
d'autres systèmes on ne peut approcher que certaines classes de
fonctions continues. La séparation de ces deux sortes de systèmes A

(x) Probablement les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1943. Le
titre de ce mémoire est : Approximation des fonctions par des sommes d'ex
ponentielles imaginaires.



INTRODUCTION 5

est un problème très complexe ; il suffit pour s'en apercevoir de
remarquer que le système ! \ = v/2A J permet seulement l'ap-
proximation des fonctions continues périodiques (F(A) = F( — A),
mais qu'augmenté d'un élément quelconque X, il permet l'approxi-
mation de toutes les fonctions continues. Nous nous sommes inté-
ressés au problème suivant : lorsque toutes les fonctions continues
ne peuvent pas être approchées, quelles sont les propriétés caractéris-
tiques de celles qui peuvent Vêtre ?

Le résultat est le suivant :
F(Y) admet un « développement non-harmonique de FOURIER» for-

mel

qui admet le mode de convergence suivant :

La série ^ cve~~ 2|1EVC— 2* | \ \ x est convergente pour }£ > 0,

quel que soit Y, du moins une fois opérés certains groupements de
termes convenables, dépendant uniquement du système A ; sa somme
F(Y ; X), harmonique dans le demi-plan X > 0, est continue sur le
segment vertical X = 0, | Y | < A sur lequel elle est égale à F(Y). Il
s'agit en somme de la généralisation du procédé de sommation
exponentielle d'ABEL, classique dans la théorie des séries de FOU-
RIER ordinaires.

De cette étude on déduit des applications à la théorie des séries
de DIRICHLET lacunaires, qui sont bien plus vastes que celles du
leT chapitre. Elles comprennent comme cas particulier un théo-
rème classique de POLYAJ sur la distribution des directions de
croissance maxima des fonctions entières, et un théorème de
VI. BERNSTEIN sur la distribution des points singuliers d'une série
de DIRICHLET sur sa droite d'holomorphie. Mais comme, encore
une fois, les démonstrations sont immédiates, nous sommes passés
très rapidement sur ces applications ; mais nous avons terminé
le mémoire par une note, donnant un point de vue historique sur
les applications à la théorie des fonctions analytiques.

D'une façon générale, et en particulier en ce qui concerne cette
note historique, nous nous excusons d'avance des lacunes ou des
erreurs bibliographiques qui ne peuvent manquer d'exister dans
nos références ; nous avons dû travailler dans des conditions ne
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permettant pas une abondante documentation. Signalons en par-
ticulier que le récent ouvrage de M. N. LEVINSON (X) ne nous est
parvenu qu'une fois le manuscrit entre les mains de l'imprimeur ;
nous n'avons eu que le temps de le parcourir et de compléter quel-
ques-unes de nos références.

Je tiens à remercier tout particulièrement M. Georges VALIRON

qui, non seulement m'a donné de nombreux conseils, mais encore,
par la correspondance qu'il a bien voulu entretenir avec moi, m'a
aidé à surmonter beaucoup de difficultés.

Je veux enfin exprimer ma reconnaissance à M. HADAMARD et
M. Paul LÉVY qui ont guidé et enrichi ma formation mathéma-
tique, et à M. N. BouRiBAKi dont la forte personnalité a influencé
grandement mes recherches récentes.

f1) N. LEVINSON [1].



PRÉLIMINAIRES

§ 1. — Système total ; système libre ; base.

Soit 8 un espace vectoriel sur un corps fondamental î (qui
sera toujours le corps des nombres réels ou celui des nombres
complexes). Un élément de 8 sera appelé indifféremment point ou
vecteur, et dans ce dernier cas sera surmonté d'une flèche.

Un système de vecteurs | ev | (v parcourant un ensemble d'in-
dices N) est dit total s'il engendre l'espace entier ; autrement dit

si tout vecteur x admet au moins une représentation

comme combinaison linéaire d'un nombre fini des ev, à coefficients
#v dans f.

Un système de vecteurs j ev j est dit libre s'il vérifie l'une quel-
conque des trois conditions suivantes, toutes équivalentes :

1° aucun des vecteurs du système n'appartient au sous-espace
vectoriel engendré par les autres ;

2° il n'existe aucune relation2#vCv= 0 à coefficients non tous

nuls entre un nombre fini des vecteurs ev ;

3° tout vecteur x de 8 admet au plus une représentation de la
forme (1 a).

Un système non libre est dit lié.

Un des vecteurs, ek1 est dit indépendant des autres s'il n'appar-
tient pas au sous-espace vectoriel engendré par les autres ; un sys-
tème libre est un système dont tout vecteur est indépendant des
autres ; un système lié est un système dont au moins un vecteur est
dépendant des autres.
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Un système j ev ( à la fois libre et total est dit système de référence
ou base ; c'est un système total qui cesse de l'être par suppression
d'un quelconque de ses éléments, c'est aussi un système libre
qui cesse de l'être par adjonction d'un vecteur quelconque.

Si le système j ev j est une base, tout x de 8 admet une représenta-

tion et une seule de la forme (1 a) ; x* est la composante de x

suivant le vecteur de base ev ; un nombre fini seulement des #v peu-
vent être ^ 0.

§ 2. — Formes linéaires. Dualité

Dans ce paragraphe, 6 n'a qu'un nombre fini n de dimensions.
Comme les formes linéaires sur 8 (à valeurs dans I) peuvent

être additionnées, et multipliées par des scalaires de f, elles forment
un espace vectoriel 8' sur ï, appelé dual de 8. 8' a le même
nombre (de dimensions que 8. D'ailleurs le dual 8" de 8', appelé
bidual de 8, est isomorphe à 8.

Soient x £ 8, y e 8' ; appelons B(j/, x) = y(x) la valeur de la

forme linéaire y au point x ; B est une forme bilinéaire qui établit

une relation dite de dualité entre 8 et 8'. B(y, x) est appelé pro-

duit scalaire de y et x ; lorsqu'il est nul, on dit que y et x sont

orthogonaux.

Soit j ev iveN u n e base de 8. Chaque forme linéaire y est déter-

minée par les B(y, ev) = yv. Si en particulier nous appelons fp la

forme définie par les égalités

—> —> i 0 s i V ̂ z£ {X

les I /ji | EN f<>rment u n e base de 8'. Les deux bases j ev j de 8,

| /v J de 8;, entièrement déterminées l'une par l'autre, sont dites

bases biorthogonales normales.

Si x G B est égal à

et /G 8' à



PRÉLIMINAIRES 9

on peut écrire

En particulier les composantes de x suivant la base j ev| peuvent
être interprétées grâce aux relations de dualité, par

Les propriétés, pour un système de vecteurs j eJ, de totalité et

d'indépendance, peuvent s'exprimer par les relations de dualité :

THÉORÈME I. — Pour qu'un système j evj de vecteurs de 8 soit

total, il faut et il suffit que

, cv) = 0 pour tout v » entraîne y = 0.

THÉORÈME IL — Pour qu'un [système j e v j v e N de vecteurs de 8

soit libre, il faut et il suffit que pour tout p e N, il existe f y. e 8'
vérifiant lorsque v parcourt N

Tout système j/^LeN satisfaisant aux conditions du théorème II

est libre dans 8' ; c'est un système biorthogonal normal associé

au système j el. Pour qu'un tel système soit unique, il faut et il

suffit que le système j e\ soit une base de 8 ; le système j ƒ J est

alors lui aussi une base de 8'.

§ 3. — Espaces vectoriels topologiques

Les considérations précédentes deviennent sans intérêt dans un
espace à une infinité de dimensions, sans l'introduction d'une
topologie.

Nous supposerons donc que 8 est un espace vectoriel topolo-
gique (x). Sa topologie est définie par la donnée, pour chaque point

I1) Pour les notions générales de topologie, consulter N. BOURBAKI [1],
chap. I, II, III.
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de 8, d'un système de voisinages, satisfaisant à certains axiomes ;
il suffit d'ailleurs de connaître les voisinages de l'origine, ceux d'un
autre point s'en déduisent par translation.

Un espace vectoriel 8 est dit norme lorsqu'à tout élément x de

8 est affecté un nombre réel p(x), appelé norme de a?, que l'on

écrit aussi \\x\\ , et qui satisfait aux 4 axiomes suivants :

/ p$) >0

(3a) J P * + y \ PW + Piy)^
I P(?x) = |p| P(X) ( P e f )
\ p(x) = 0 entraîne x = 0.

Un espace vectoriel norme est toujours considéré comme topo-

logique ; un système fondamental de voisinages de O dans sa

topologie est constitué par les boules

(Va) P(x) < « (or réel > 0).

Deux normes définissant la même topologie sont dites équiva-
lentes.

Un système de vecteurs j ev L e N est dit total si l'espace vectoriel

qu'il engendre est partout dense dans 8 ; autrement dit si tout

x G 8 admet au moins une représentation

V

(3 b) x = lim

comme limite (x) de vecteurs dont chacun, V(rcv);^v est une com-

binaison linéaire d'un nombre fini des ev.

Un système de vecteurs v̂ j v G N est dit libre s'il vérifie l'une

quelconque des 3 conditions suivantes, toutes équivalentes :
1° aucun des vecteurs du système n'appartient à l'adhérence du

sous-espace vectoriel engendré par les autres ;

(*) La limite doit être entendue ici dans un sens absolument général, ƒ peut
être un indice entier tendant vers + oo, ou une variable continue tendant vers
une limite. Ce peut être enfin une limite suivant un filtre quelconque. Cf. N.
BOURBAKI [l], § 5.
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2° toute relation

' V

entraîne
lim (#v\ = 0 pour tout v.

3° pour toute représentation

(36) î= li

lim (ajv)/ existe pout tout v.

Dans ce cas, si nous posons

(3 c) lim («,) = sv.

les j#vJ sont déterminés pour a; donné, indépendamment de la

relation (3 6), pourvu seulement que celle-ci soit possible (c'est-

à-dire pourvu que x appartienne à l'adhérence du sous-espace

vectoriel engendré par les ev. Nous écrirons symboliquement :

(3d) x ~ S #vev.
vEN

Nous avons écrit ~ et non = , S et non^j , pour bien montrer

qu'il ne s'agit pas d'une véritable somme, mais d'une limite de

sommes. (En général la série 2jxyev est divergente.) D'ailleurs ce

développement Sa?vev ne caractérise pas nécessairement x : plu-
sieurs vecteurs peuvent avoir le même développement ; autre-
ment dit on peut avoir même pour x ^ 0

V

Dans les exemples qui seront étudiés dans ce mémoire, nous
montrerons que cette circonstance quelque peu paradoxale ne se
produit pas.

Un système S CvjveN à la fois libre et total est dit système de réfé-
rence ou base ; c'est un système total qui cesse de l'être par sup-

(x) Voir par exemple KACZMARZ-STEINHAUS [1], p. 262.
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pression de l'un quelconque de ses éléments ; c'est aussi un sys-
tème libre qui cesse de l'être par adjonction d'un vecteur quel-
conque. Si le système j ev j v e N est une base, tout # E 8 admet alors
une représentation symbolique bien définie de la forme (3d),
qui encore une fois ne signifie pas autre chose que (3 b) et

(3 c) ; #v est la composante de x suivant le vecteur de base ev,

c'est une forme linéaire continue de x.
Les formes linéaires continues sur 8 forment un espace vectoriel

l'y' sur ï qu'on appelle dual topologique de 8. Pour que la forme

linéaire y(x) soit continue, lorsque 8 est norme, il faut et il suffit

que Uüfü soit borné ; le maximum p(y) de cette expression peut
11*11 ^

être pris comme norme de la forme linéaire y, de sorte que 8' est
lui aussi un espace vectoriel norme. Le dual topologique 8" de
8' ainsi norme est appelé bidual topologique de 8 ; il n'est pas en
général isomorphe à 8, mais 8 est isomorphe à un sous-espace
vectoriel topologique de 8 ; /.

Soient x e 8, y E 8' ; on peut encore définir le produit sca-

laire B{y, x), forme bilinéaire continue qui établit entre 8 et 8'

une relation de dualité.

Nous avons défini || y\\ comme Max ]9\J* ; on peut manifeste-
11*11

ment pour calculer ce maximum se restreindre à la sphère || x\\ = 1

ou à Phyperplan fermé y(x) = 1, ce qui permet d'énoncer :

THÉORÈME I. — La norme d'une forme linéaire continue y est le

maximum de \ y(x) \ lorsque x décrit la sphère \\ x\\ = 1 ; c'est aussi
Vinverse de la plus courte distance de Vorigine à Vhyperplan fermé

y(x) = 1.

THÉORÈME de HAHN-BANACH (*) II. — Toute forme linéaire
continue définie seulement sur un sous-espace vectoriel fermé de
Vespace vectoriel norme 8, et de norme N dans ce sous-espace vectoriel,

(*) Voir S. BANACH [1], p. 28.
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peut être au moins d'une manière prolongée dans Vespace entier par
une forme linéaire continue de même norme N.

Ce théorème est de démonstration délicate ; ses applications

sont très nombreuses. En particulier il permet de généraliser les

théorèmes I et II du § 2 aux espaces vectoriels normes à une infi-

nité de dimensions ; mais les formes linéaires y du théorème I et

I /H- L G N du théorème II doivent être des formes linéaires continues.

Un système tel que | /jx ( ^ e N, est encore appelé biorthogonal normal

associé k \ e^\ V_N ; c'est toujours un système libre de 8'. Pour

qu'un tel système soit unique, il faut et il suffit que j ev j v e N

soit une base de 8 ; mais alors {/̂  j e N n'est pas nécessairement total

dans 8' (*).

Soit j ev j v 6 N une base, } fp \ e N le système biorthogonal normal

associé. On peut avoir une nouvelle interprétation des compo-

santes Xv d'un vecteur x : #v = B(/v, x) ; cela revient à dire que /v

est la forme linéaire continue qui à chaque vecteur x associe sa
composante Xv.

Un des buts du présent travail sera d'étudier dans des espaces
vectoriels usuels la formule (3 d), et de voir dans quel sens la
somme du 2e membre s'apparente à une série convergente.

i - > i —>

Nous avons vu que si } ev \ est une base, à tout x on peut faire
correspondre un système de composantes j #v j ; mais les conditions
auxquelles doit satisfaire]un système j xy | d'éléments de ï pour être
celui des composantes d'un vecteur, sont très complexes ; leur
étude sera également un des buts de ce travail.

§ 4. — Espaces vectoriels usuels

(a, 6) étant un intervalle réel fini ou infini, on appelle LP(a, b)
(p réel ^ 1) l'espace vectoriel des fonctions ƒ(#), définies sur
(a, 6), à valeurs dans î, et de puissance p-ième sommable par rap-

t1) Voir note 1, p. 11.
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port à la mesure de LEBESGUE (on considère comme identiques
deux fonctions presque partout égales) ; cet espace est en outre
norme (*) par

Si f(x) E Lv(a, b) pour tout p fini, on démontre que lim | | / | |
p++co

existe et n'est autre que le maximum vrai de | f(x) |, M(| /1) défini
par
| f(x) | ^ M (| /1) presque partout
\f(x) | > M' sur un ensemble de mesure > 0, quel que soit M' < M (2)'

M(| /1) peut être égal à + oo .
Aussi appelle-t-on L00 (a, b) l'espace vectoriel des fonctions f(x)

mesurables et presque partout bornées sur (a, b) (on considère
toujours comme identiques deux fonctions presque partout égales)
avec la norme

On montre que tous les Lp sont complets (3).
Pour 1 <; p < -f- oo, le dual topologique de Lp est isomorphe

à Lp/, où p' = p/(p — 1), (l/p + l/p' = 1), et réciproquement. Si

/ e 1/ , g e L p on peut prendre comme produit scalaire

(4 a) B(g,f)= f g(x)f(x)dx (*)
J a

C'est l'inégalité de HÖLDER (5)

qui montre que si l'on considère g e l / ' comme forme linéaire
continue sur V, sa norme

Max

r b
g{x) f{x)dx

feÙ ll/lli
n'est autre que || g \\ v*.

(l) B A N A C H [1], p. 2 4, KACZMARZ STEINHAUS [1], p. 15.

(a) BANACH [1], p. 2 4, ZYGMUND [1] , p. 66.

(8) BANACH [1] , p. 3 4, KACZMARZ STEINHAUS [1] , p. 15.

(4) BANACH [1] , p. 59 65.

(5) BANACH [1] , p. 2.
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Le dual de L1 est aussi isomorphe à L00, et l'on a encore les for-
mules (4 a) et (4ft) pour p = 1, p' = oo ; mais le dual de L°°
n'est pas isomorphe à L1 et contient un sous-espace vectoriel
fermé isomorphe à L1.

On appelle C(a, b) l'espace vectoriel des fonctions continues sur
l'intervalle compact [a, b] (1), avec la norme

=. Max | f(x) |

C(a, b) est un sous-espace vectoriel fermé donc complet de L00.
Nous voyons là une différence capitale entre les Lp pour p fini^
et L00 : tandis que dans tout Lp, p fini, le sous-espace vectoriel des
fonctions continues est dense, dans L°° ce sous-espace vectoriel
est fermé. Comme dans le présent travail nous étudierons la tota-
lité de systèmes de vecteurs dans les Lp, ces vecteurs représentant
toujours des fonctions continues, il ne pourra être question que
de totalité dans Lp pour p fini, ou dans C, jamais dans L00.

On appelle V[a, b] l'espace des distributions bornées de masses
sur l'intervalle [a, b] ; toute distribution peut être représentée par
une fonction à variation bornée <ï>(#) (la distribution peut compor-
ter des masses ponctuelles aux points a et 6, même s'ils sont à
l'infini). Cet espace est en outre norme par

l l * l l v = f *!«*•(*) I-
Ja

L'espace V[a, b] est complet. Si la fonction $>(x) est absolument
continue,

d* = ?{x)dx, ? e Li, et || * ||v = IMIuS

ainsi L1 est isomorphe à un sous-espace vectoriel fermé de V. On
définirait de même V]a, b[ comme l'espace des distributions de
masses sur ]a 6[, et V[a, 6[, V]a, b].

(x) Pour désigner des intervalles et spécifier s'ils ont ou non des extrémités
nous emploierons la notation suivante :

[a, b] est l'intervalle fermé, a < x < b
]a, b[ est l'intervalle ouvert, a < x < b
[a, b[ est un intervalle semi ouvert a < x < b.
La topologie de ces intervalles s'obtient en les considérant comme sous-en-

sembles de la droite réelle achevée, compacte, [— oo, -f oo ].
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Le dual topologique de C(a, b) est isomorphe à V[a, b] (*). Pour

ƒ G C, G e V, le produit scalaire peut s'écrire

(4 c) B(G,Î)= f f(x)dO(x),
Ja

et l'inégalité de HÖLDER devient

(id) Ja f{X';) dG{x) Max \f(x)\ x | | G | | v

Le dual de V n'est pas isomorphe à C, mais contient un sous-
espace vectoriel fermé isomorphe à C.

Un espace particulièrement intéressant est l'espace L2(a, b)
appelé espace de HILBERT. Comme il est isomorphe à son propre
dual, on peut définir dans l'espace lui-même un produit scalaire
bilinéaire et une orthogonalité

B(?, 2) = f f(x)g(x)dx,
Ja

(avec j | /||2 = B(/, ƒ) si f est le corps des complexes, ƒ étant la fonc-
tion complexe conjuguée de / ; ||/||2 = B(/, ƒ) si f est le corps des
réels, ce que nous supposerons dans la suite de ce paragraphe).

Une des plus importantes propriétés de L2 est la possibilité d'y
former des bases orthogonales normales. On appelle ainsi une base

I Cv 1 VGN t e ^ e ^ u e ïï(ePi Cv) == ^v- Tout vecteur x e L2 admet alors

une représentation unique x <^> So êv (voir formule (3 d)) ; mais
V

ici le signe ^ peut être remplacé par = , et S parV, car il s'agit

bien d'une somme convergente dans l'espace de HILBERT. De plus

réciproquement tout système de nombres réels j x* \ vérifiant

#v|2 < + °° e s t Ie système des composantes d'un vecteur x

e L2, ce qui résout ici très simplement le problème posé à la
fin du § 3.

(!) BANACH [1], p. 59-65.
(8) BANACH [1], p. 5.
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D'une façon générale, l'espace de HILBERT est une généralisa-
tion immédiate de l'espace euclidien à un nombre fini de dimen-
sions ; d'ailleurs tout sous espace vectoriel à un nombre fini de
dimensions d'un espace de HILBERT est un espace euclidien. Aussi
l'espace L2 se prête-t-il bien aux calculs analytiques que l'on peut
faire dans l'espace d'EucLiDE.

§ 5. — Transformations de Fourier et de Laplace (*)

Soit S l'espace vectoriel des fonctions continues sur l'axe réel,
nulles pour | x | assez grand.

Pour f(x) e S, on peut définir

(5a) g(y) = f+ e-^^f(x)dx, y réel.

On démontre que g(y) s L2(—oo, + 0 0 ) vérifie l'égalité de
PARSEVAL (2)

(5 b) H g(y) H L ^ + m) = II f(x) ||L2(-00) + „ ,

Cela prouve que la transformation linéaire ƒ -> g, de l'espace
vectoriel S muni de la norme de L2(— 00, + 00), dans l'espace vec-
toriel L2(— 00, + 00), est continue et conserve les normes. Mais un
théorème général de topologie (8) dit qu'une transformation uni-
formément continue définie sur un sous espace partout dense d'un
espace uniforme, peut être et d'une seule manière prolongée dans
tout l'espace par une transformation continue. S étant partout
dense dans L2(— 00, + 00), on voit que la transformation linéaire

ƒ -> g ci-dessus définie peut se prolonger d'une seule manière
comme une transformation linéaire continue de L2 dans lui-même,
dite transformation de Fourier, vérifiant l'égalité de PARSEVAL

(5 b). Nous représenterons toujours cette transformation par la
formule (5 a) bien que l'intégrale du 2e membre n'ait plus de sens
si f(x) e L2 n'est pas sommable.

(*) TlTCHMARSH [ 1 ] .

(8) TITCHMARSH [1], chap. III.
(8) N.B0URBAKl[l],p.l()l.

Laurent SCHWARTZ. 2
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On démontre la formule de réciprocité (*)

(5 c) f(x)=

où le signe d'intégration a le même sens conventionnel.
Toujours pour f(x) E S on démontre l'inégalité de PARSEVAL-

RIESZ (2)

f ~ j ^ 11 o w 1111 if \ o o , —|— o o f -**. i i • x ^ i i Ljf y—— w e , T 0 0 )

( ' avec p' = /̂(/> — 1) et 1 < p < 2.

Cela montre, par un raisonnement identique à celui qui a été
fait plus haut, qu'on peut par prolongement définir la transfor-
mation de FOURIER comme une transformation linéaire continue
de Lp dans Lp/, 1 ̂  p ^ 2 ; cette transformation diminue (3) les
normes, d'après (5d). Nous la représenterons toujours sous la
forme (5 a), mais ne chercherons pas à donner de sens à la for-
mule de réciprocité (5 c).

Lorsque f(x) G Lp, p > 2, on ne peut pas en général définir
la transformation de FOURIER ; même si pour une autre raison on
peut la définir (par exemple si en outre f(x) G L2) on ne peut pas
affirmer] que g(y) G Lp/ ; on a simplement, par l'inégalité de
PARSEVAL-RIESZ une minoration

« . , lk(2/)IlLp'(-co, + oo)>llf(a;)llLP(-oo, + oo)
\pe)

Si F(x) E V]— oc , + oo [, on peut définir

Comme

on a là une transformation linéaire continue, dite de Fourier-

I1) TlTCHMARSH[l],p. 69.
(2) TlTCHMARSH [1], p. 96.
(8) En ce qui concerne les inégalités, nous emploierons une fois pour toutes

les notations de N.BOURBAKI [2], §6.
> o s'énonce positif
> o s'énonce strictement positif.
De même pour : croissant et strictement croissant ; à gauche et strictement

à gauche, etc. La transformation de FOURIER de L? dans LP' diminue les normes ;
elle les diminue strictement pour 1 < p < 2.
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Stieltjes, de V dans L00. La fonction g(y) est d'ailleurs continue.
Si F(x) est absolument continue, dF = f(x)dx, g(y) est la trans-
formée de FOURIER de f(x) e L1.

La transformation de Laplace (*) est définie par

(5s) G(X)=r e-2™f(x)dx: X = cr + w.
Jo

Si par exemple ƒ(#) = 0[e£x] pour a; -> + oo, quel que soit
e > 0, G(X) est holomorphe pour a > 0.

Le cas le plus intéressant est celui où f(x) e L2(0, + 00).
Alors e~£Xf(x) E L1, de sorte que G(X) est aussi holomorphe pour
a > 0 ; G(X) est bornée dans tout demi-plan <J ̂  £ > 0, et, dans un
tel demi-plan tend vers 0 pour |a + t?| -> 00. De plus pour a
fixe, G(-7 + ÏT), en tant que fonction de r, est la transformée de
FOURIER de la fonction égale à er-î™xf(x) pour x ^ 0, à 0 pour
x<0:

(bh) G(a + iz) = f [e-2™xf(x)]e-2l™dx
Jo

On en déduit l'égalité de PARSEVAL

(50 r+0°|G(a + U)\H-z = f \e-2™xf{x)fdx
J— o© J 0

et la formule de réciprocité

(5j) f(x)e - 2™x = f °° G(Œ + îx)e ll™x dz

Désignons par Hp l'espace vectoriel des fonctions G(X) holo-

a-fco ^ \ 1

I G(a + ir)\pdzy est
borné pour a > 0 (2).

Normons cet espace par
(5*) II G ||H, = max ( f+ °° | G(a + h) \vd-z)p

On démontre les propriétés suivantes de l'espace Hp (8) :

(l) DOETSCH [1] ; TITCHMARSH [1] ; PALEY-WIENER [1], p. 8.

(a) ZYGMUND [1] p. 158. Il ne s'agit pas du même espace HP, mais d'un
espace à propriétés tout à fait analogues.

(8) TITGHMARSH [1], p. 119 151 ; ZYGMUND [1], p. 158-164 ; HARDY [1] ;

NEVANLINNA [1], p. 180-196.
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1° Quels que soient e > 0 et q ^ p, si G(X) e Hp, alors
G(X + e) e Hg, et il existe une constante K(e) dépendant exclusi-
vement de e, telle que

(50 l|G(X + «)llHf<K(.)||G(X)||HF

2° Lorsque le point X tend vers le point iz de l'axe imaginaire sur
une ligne ayant une tangente non verticale, G(X) tend vers une
limite G{ir) du moins pour presque toutes les valeurs de r.

3° Si G(X) e HP, alors G(i'x) e LP(—oo, + oo)

La fonction de a égale à || G(<r + iz) || LP(—• « + «>) est décroissante
et l'on peut écrire

(5m)

4° G(X) est représentable par l'intégrale de CAUCHY '

G(X) = ,

On voit que la transformation de LAP LACE est une transforma-
tion linéaire continue conservant les normes, de L2(0, + oo ) dans
H2.

Mais on démontre que réciproquement toute fonction G(X) e H*
est transformée de LAPLACE d'une fonction f(x) e L2(0, + <*> )i
donnée par (5 ƒ). La transformation |de LAPLACE définit donc un
isomorphisme entre L2(0, + oo ) et H2.

Si maintenant f(x) e LP(0, + oo ), G(X) est encore une fonction
holomorphe pour a > 0. Si de plus 1 ^ p ^ 2 l'inégalité de
PARSEVAL-RIESZ montre que

(5n)

La transformation de LAPLACE est donc une transformation
linéaire continue, diminuant les normes, de Lp(0, + oo ) dans HP',
p1 = pl(p — 1), 1 ^ p ^ 2. Mais pour p < 2, ce n'est pas un iso-
morphisme. On a les formules :

(bh') ( ) f

fc) H,» <«ƒ(*) H,,
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Pour G(X) e H?, 1 <; q < 2, la formule (5 ƒ) a un sens et Ton a
l'inégalité de PARSEVAL-RIESZ

(bo)

La transformation réciproque de la transformation de LAPLACE,

(5 ƒ), est donc une transformation linéaire continue diminuant les
normes de H* dans L«'(0 + oo ), 1 < q < 2, q' = ?/(gr — 1). Mais
pour g < 2, ce n'est pas un isomorphisme. On a les formules :

(5/) f(x)

(bo1) II ƒ(*)!!*'< Il G W II*-
La transformation de LAPLACE-STIELTJES

e"2l{kxdF(x),

définie pour F(x) e V[0, + oo [ est une transformation linéaire
continue, diminuant les normes, de V[0, + oo [ dans H00. Elle
prolonge la transformation de LAPLACE de L1(0, + oo ) dans H00.
Elle admet une formule de réciprocité obtenue par intégration
formelle de (5/).



CHAPITRE PREMIER

APPROXIMATION DES FONCTIONS
PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES RÉELLES

§ 6. — Théorème de Weierstrass. Théorème de Miintz

WEIERSTRASS a montré que sur un [intervalle fini [a, 6],
toute fonction continue f(x) peut être approchée à s près par
un polynôme, quel que soit e > 0. En langage fonctionnel,

cela peut s'écrire : dans C(a, b) le système des vecteurs j ev = #v|

(v = 0, 1, 2,...) est total.
Ch. MÜNTZ (*) a généralisé cette proposition en 1914 en énonçant

le théorème suivant :

M = jpvj (v = 0, 1, 2,...) étant une suite croissante de nombres

réels ^ 0, p0 = 0, lim ^v = + oo, pour que le système de vecteurs

j ev = x^ j soit total dans [C(0,l), il faut et il suffit que la série

1/pv diverge.

On voit pourquoi la présence de la fonction xP = 1 est indispen-
sable à la totalité : c'est la seule des fonctions x^ qui ne s'annule
pas pour x = 0.

Lorsque le système des [ x^ \ est total, il le reste après suppres-
sion de l'un quelconque de ses éléments ^± aP ; donc chaque vec-

^ —>•

teur ev est dépendant des autres, sauf e0.
Ainsi la présence ou l'absence de x° dans le système introduit

toujours une petite complication dans les énoncés relatifs à la
totalité ou à l'indépendance dans C(0,l). Nous nous en affranchi-
rons en considérant le sous-espace vectoriel C'(0,l) formé des

l1) Ch. MüNTz [1].
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fonctions continues nulles pour x = 0 ; le lecteur rétablira sans
peine les énoncés relatifs à C(0,l).

Comme nous nous préoccupons ici du double point de vue de la
totalité et de l'indépendance, nous énoncerons le théorème sous
une forme plus générale :

THÉORÈME GÉNÉRAL DE MÜNTZ. — M = j ^v | (v = 1, 2,...)
étant une suite croissante de nombres réels,

f\+->0 (

1° Si la série ^ l/^v diverge, le système de vecteurs \ ev = x^H \ est

total dans LP(O,1) lorsque p est fini, dans C'(O,1) lorsque p = oo ; de
plus chaque vecteur est dépendant des autres.

2° Si la série V} 1 / ^ converge, le système des vecteurs \ ev \ est

non total, mais libre, dans LP(O,1) lorsque p est fini, dans C'(O,1)
lorsque p = oo .

Nous donnerons dans la suite une démonstration de ce théorème.

Nous noterons par P(# ; M) toute combinaison linéaire

d'un nombre fini des x^, [JLV e M, et nous appellerons polynôme
une telle combinaison, par extension de la notion ordinaire de
polynôme, qui correspond à des ^v entiers ; les ^v sont les expo-
sants, les av les coefficients du polynôme.

§ 7. — Passage de puissances à des exponentielles

Faisons le changement de variable x = e~~2lzX, et à chaque fonc-
tion f(x) définie sur [0,1] faisons correspondre la fonction F(X)
définie sur [0, + oo ] :

- - x
/ ( 2 i t X ) P ((7 a) ( )

On voit immédiatement que

La transformation ƒ - • F définit donc pour p fini un isomor-
phisme multipliant les normes par un facteur constant entre
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Lp(0,l) et 1/(0, + 00 ) ; pour p = oo un isomorphisme conservant
les normes entre C;(0,l) (déjà défini) et C'(0, + oo ), sous espace
vectoriel de C(0, + oo ) formé des fonctions nulles pour x = + oo .
On vérifie aisément que le dual de C'(0, + oo ) est V[0, + oo [.

Dans cet isomorphisme, à la fonction puissance x^ correspond

la fonction exponentielle er~ 2lt\x
J \ = ^v -]

Nous appellerons toujours polynôme une combinaison linéaire
à nombre fini de termes

Les Ov seront encore les coefficients du polynôme.
Le théorème général de MÜNTZ peut donc s'énoncer de la façon

suivante :

THÉORÈME. — A = [ Xv j (v = 1, 2, ...) étant une suite croissante
de nombres réels > 0, lim Xv = + oo ;

v—>oo

1° Si 2 l / ) v = + oo , le système de vecteurs [ ev = 6f~2it*vx j ^
total dans tous les Lp(0, + oo ) (p fini) et dans C7(0, + oo ), et chaque
vecteur est dépendant des autres.

2° Si 2 ^ ' v < + <x>, te système de ces mêmes vecteurs est non

total, mais libre, dans tous les Lp(0, + oo ) (p fini) et dans C'(0 + oo )

§ 8. — Démonstration du théorème de Müntz f1)

D'après les théorèmes du § 4, pour que le système des j £v =
soit total, il faut et il suffit que

a) pour p fini, le système de relations

t f(X) e LP'(0, + co ) p' = p/(p — 1)

( 8 a ) I f" e-2^x<?(X)dX = 0 pour X = ^(v = 1,2-. •),

entraîne (p(X) = 0 ;

I1) Des démonstrations d'un genre analogue à celle qui est donnée dans ce
paragraphe, ont été données déjà par divers auteurs. Signalons notamment
CARLEMAN [1], p. 14-17 ; SZASZ [1] ; SZEGO [1] ; PALEY-WIENER [1], p. 32-34.
Une démonstration d'un tout autre genre est donnée par MM. KACZMARZ-
STEINHAUS [1], p. 86-92.



APPROXIMATION DES FONCTIONS 2 5

b) pour p = -f oo , le système de relations

e-2vr/Xd-P(X) = 0 pour X = \ (v = 1, 2, • • •)

1° Supposons la série Zl/Xv divergente.
Posons

J(X) = e-27cXX
?(X)dX pour p fini

Xoo

e - 2 i t X X d * ( X ) pour j3 = oo,

les relations (8 a) (p fini) ou (8 b) (p = oo ) étant supposées satis-
faites.

De toute façon si on pose X = c + &"r, J(^) est holomorphe pour
a >> 0 et bornée pour a ^ e > 0, et s'annule pour les X = Xv. Or,
M. BLASCHKE (*) a donné une condition toujours vérifiée par le&
zéros Çv d'une fonction holomorphe, bornée et =jË 0 de la variable
complexe Ç dans un domaine (03). Si le domaine (<£)) est le disque

|Ç| < 1, la condition de BLASCHKE [est V log 11/ÇV | < + oo .

Pour un domaine 03 connexe quelconque, la condition devient

v) < + °° » G étant la fonction de GREEN, ÇO un point

quelconque. En particulier pour |le [domaine a ^ e > 0, nous
trouvons

< + «,

a réel > e. Et comme lim Xv = + <*>, cette condition est équiva-
V—>oo

lente à Sl/Xv < + oo ; par hypothèse cette condition n'est pas
satisfaite, on a donc J(X)=O et par suite d'après (5 j) <p(X)==O(p fini)

ou <Î>(X) = 0 (p = + oo ) ; le système j ev j est total.

H BLASCHKE [1].
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Comme le système j ev { reste total par suppression de l'un quel-
conque de ses éléments, chaque vecteur est dépendant des autres

2° Supposons la série JJl/Xv convergente, et de somme S.

Alors la condition de BLASCHKE est satisfaite par les Xv dans le do-
maine (03) constitué par le demi-plan cr > 0. D'après la réciproque
du théorème de BLASCHKE on peut construire une fonction W(À)
holomorphe dans (ÖD), bornée, =(= 0, et s'annulant pour les 1 = Xv.
On peut prendre

Pour a > 0, | W(X) | ^ 1 ; W(X) est d'ailleurs continue en tout
point de la verticale a = 0, et y prend des valeurs de module 1.

Posons 3(1) = W(X)/(1 + l)2.
On voit immédiatement que 3(1) e Hp, quel que soit p (x) ;

en particulier pour 1 ^ p ^ 2, de sorte que d'après les propriétés
de la transformation de LAPLACE (§ 5) on peut écrire

= 1 e—27fAXcp(X)dX
Jo

<p(X) G LP'(0, + ao ), quel que soit p' > 2.
Montrons que l'on a aussi cp(X) G Lp/, 1 ^ p' < 2.
D'après (5 ƒ;)

cp(X) = ƒ 3{it)e2i™xd'z.

Intégrons par parties

(8c)

Mais J'(ir) e L2(— oo , + oo ) car

J(X)

et

Pour la définition de H ,̂ voir § 5.
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Alors d'après l'égalité de PARSEVAL

On peut écrire

f |?(X)KdX= r\?(X)\p'dX+ f |?(X)|P'dX
«/o Jo J i

avec

f 1?(X) |̂ rfX < || <p(X) ||£ < || 3(1)

et
2-p'

d'après l'inégalité de HÖLDER.

Finalement

(8d) £ | Ç(X) KdX < | J If + h |I J ||è (2S + 2)»'

A étant une constante absolue.
Dans ces conditions, cp(X) satisfait aux conditions (8 a),

rx
4> (X) = I <p(t)dt aux conditions (8 b) et ne sont pas = 0 : cela

prouve que le système j e\ n'est pas total.

J(X) n'a pas d'autres racines réelles > 0 que les Xv ; donc la

forme linéaire cp G Lp/ (pour p fini) ou O G V (p = + oo) n'est

orthogonale à aucun vecteur e"2^x, en dehors de ceux du système.

Il en résulte que l'espace vectoriel AP(A) adhérence dans Lp(0, + oo)

du sous espace vectoriel engendré par les ev* n'est adhérent à

aucun é~2l{kX qui n'appartienne pas au système | cv|. En particu-

lier aucun des vecteur ey n'est adhérent au sous-espace vectoriel

engendré par les autres, le système est libre.
On obtient d'ailleurs immédiatement un système biorthogonal

normal associé au système j ev}.
Si en effet nous posons

( 8 e ) ^
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on a, quels que soient / et k

h(h) = «*,.
Par des raisonnements identiques à ceux qui ont été faits plu»

haut, on montrerait que

J*(X) = f e-™x<(t(X)dX,
Jo

?*(X)El/(0,

(8/) Pour p'>2, |

Pour l < j > ' < 2 ,

C, Ci, C2 étant des constantes absolues, Xx le plus petit des ?v.

Les formes linéaires <?k(X) e hp' (pour p fini),

-> rx

**(X) = / <?t(t)dt e V[0, + oo [ (pour/? = + oo )
Jo

constituent un tel système biorthogonal normal associé au sys-

tème | ev (.
Il en existe d'ailleurs une infinité d'autres (le système j ev \

n'étant pas total) ; on pourrait en obtenir en remplaçant J(X)
par une autre fonction analogue définie à partir de W(X).

Pour tout F(X) e AP(A) on peut écrire formellement

F(X) - Sc v e - 2 ^ x (d'après 3d)
V

ck est une forme linéaire continue de F e AP(A), et un prolonge-
ment à tout Lp (pour p fini) ou C' (pour p = oo ) de cette forme
linéaire, est celle qui est définie par

<pi E \jp'{p fini) ou #* e V(jp = oo ).

Autrement dit

(8*) ck= f ?*(X)F(X)dX.
Jo

On en déduit l'importante majoration

(Si) |c

C(A) étant une constante dépendant exclusivement de la suite A.
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Remarque. — On peut étendre le problème de MÜNTZ à un sys-
tème quelconque de nombres Av réels > 0. Mais les démonstrations
deviennent plus compliquées.

1° Si 2 V(Xv2 + 1) = + oo, le système | ev| est total dans

LJ, oD > p > 2, et dans G'.
Je n'ai pas pu prouver qu'il fût total dans Lp, pour 1 <^ p < 2.

On peut cependant le prouver en admettant la véracité d'une
hypothèse de M. André BLOCH sur la dérivée d'une fonction bornée
dans un domaine.

2° Si 2 V(^v2 + 1) < + oo, le système n'est pas total.
Je ne traiterai pas la question ici, elle fera l'objet de publications
ultérieures. Remarquons seulement que si lim Xv = + oo, la série

+ 1) converge ou diverge en même] temps que la série

Dans les paragraphes qui suivent, nous étudierons l'adhérence

AP(A) du sous-espace vectoriel engendré par les ev, lorsque la série

2 lAv converge. Nous étudierons en même temps la convergence

du développement

La suite jXvj sera supposée donnée une fois pour toutes, de
sorte que nous appellerons « constantes » des quantités qui peuvent
dépendre de cette suite.

§ 9. — Etude de l'adhérence A?(A)

dans le cas d'une suite { Xv \ régulière

Rappelons que si, formellement, F(X) ~ ScvC""2^3^, on a
V

Nous allons montrer que si la suite j Xv j vérifie certaines condi-
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tions de régularité, la série V | ck \ e~~2it>*x est convergente pour

X > 0 et que l'on peut écrire :

(9a)

C(X) étant une constante dépendant exclusivement de X et res-
tant bornée pour X ̂  e > 0.

Nous montrerons même que l'on a

21 *
X2 est le plus petit des Xv.

Pour prendre une condition de régularité simple, nous suppo-
serons

(9c) \+1—\>q>0ûxe.

Cette condition est en particulier toujours réalisée si les Xv sont
des entiers. Il est bien évident que toute suite j Xv j rendant finie

la somme Vl/Xv ne satisfait pas à cette condition, mais alors

il faut que la croissance de la suite j Xv j soit irrégulière, puisque

lim. sup (Xv+i —Xv) = + oo
v—>co

D'après (8 i) on peut écrire

^^

Nous sommes donc amenés à minorer | J'(X*)| lorsque lk t end
vers + oo . Faisons d 'abord ce calcul.

(9e) |J'(X,)| =

On a, pour lk assez grand, ox a -u x ̂ 2 ̂  e
""71^*»
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y?>0. D'autre part la fonction entière JT (1 + j-j e s t de genre 0,
AveA

on a donc

ce qui donne, sans avoir besoin d'aucune restriction sur la suite

pour lk assez grand, quel que soit n > 0.

Mais la fonction entière E(>i) = JT (1—^-j est aussi de
AveA

genre 0. M. HADAMARD (l) a montré qu'une telle fonction, consi-
dérée en dehors de voisinages de ses zéros, ne peut pas prendre
des valeurs dont le module tend trop vite vers 0. Le théorème de
M. HADAMARD, dit théorème du minimum, a été considérablement
précisé depuis, et on en a donné diverses formes. Nous ferons dans
notre étude un fréquent usage de ce théorème, mais pas toujours
exactement sous les formes habituellement énoncées ; dans ce cas,
sans démontrer à chaque fois la proposition, nous renverrons à
des ouvrages donnant des énoncés très analogues et dont il suffira
de changer un peu la démonstration. Nous utiliserons ici la forme
suivante :

/ Si E(X) est une fonction entière de genre 0, dont les zéros réels > 0 Xv,
(9g) j rangés par valeurs croissantes, vérifienïK,+ i—'k^q>

\ assez grand, \ E'(X )̂ | ^ e"""7 *̂ ; et cela quel que soit y\ > 0 (2).

On a donc aussi J J 1 — r* ^ e"~T|>* et par suite
* E A v

(9h)

P) HADAMARD [1] ; E . B O R E L [ 1 ] , P . 361 et [2], p. 77 82, LINDELOF [1].
(2) VI. BERNSTEIN [1], note II à la fin du livre. Voir en particulier l'énoncé

de la page 289. Voir aussi LEVINSON [1], p. 90.
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pour X* assez grand ; a > 0 quelconque. Cela revient à dire que
quel que soit a, il existe une constante K(a) telle que pour toutes
les valeurs de lk

(9h') |
La formule (9 d) devient alors :

On a certainement aX* — 27r(Àfc — X^X <̂  — oîkk dès que

^ . a *— : donc pour tout k ^ 2 dès que X ^ ,. g '2—•

II suffit donc lorsque Z décrit le demi-plan X ^ e, de choisir
a ^ . = s ; alors la série du 2e membre de l'inégalité (9 i) est

*2—ÀJ
majorée par ^ e"~aX*. Mais la convergence de^l/Ày entraîne

lim -jr = -f- oo de sorte que la série V e a>* est elle-même à partir

d'un certain terme majorée par^je~~"A*, A > 0 quelconque, donc

convergente ; ce qui démontre bien l'inégalité (9 b).
Naturellement cette formule reste valable dans des conditions

bien moins restrictives pour la suite j Xv J que la condition (9 c). Il
suffit que les intervalles >v+i — Xv, qui sont en moyenne très larges
pour v -> oo , ne soient pas trop souvent très petits. M. VI. BERN-

STEIN (*), définit un indice de condensation de la suite j Xv J, qui est
toujours nul lorsque l'on a (9 c). Exprimer que cet indice de con-
densation est nul, revient justement à écrire que la fonction en-
tière E(X) vérifié pour X* assez grand | E'(Xt) | ^ er^\ quel que
soit Y) > 0.

Nous pouvons donc dire que la formule (9 b) est valable toutes
les fois que l'indice de condensation de la suite j Xv | est nul.

Les conséquences de la formule (9 a) sont très importantes.
Posons Z = X + iY, X > 0

<*) VI. BBRNSTEIN [1], note II.
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G(Z) est holomorphe pour X > 0, et représentée par une série de
DIRICHLET absolument convergente pour X > 0 ; on a

W) |G(Z)|<C(X)||F||P
Rien ne nous dit a priori qu'il y ait identité de la fonction G(X)

définie par le développement convergent ^c*e-~2ic)l*x, et la fonc-
tion F(X) qui en tant que vecteur de L*> admet le développement
formel

-Se*
k

Mais il est aisé de le montrer. Soit P7(X ; A) une suite de poly-
nômes e AP(A) convergeant vers F(X) dans 1/(0, + oo ).

lim || P7 —F|I„ = 0.

Mais d'après (9/)

|P,(Z)-G(Z) |<C(X)| |P,-F | |P

de sorte qu'en particulier les P?(X) convergent vers G(X), unifor-
mément pour X ̂  s > 0 ; on a donc bien G(X) = F(X) presque
partout.

Nous supprimerons donc la notation G et écrirons

(94) F(Z) = 2
k

Nous pouvons rassembler tous les résultats obtenus dans ce

paragraphe en un théorème :

THÉORÈME FONDAMENTAL I. — Si la série^l/'/^ converge et

si Vindice de condensation de la suite |>vj est nul, en particulier si

les Àv sont des entiers, toute fonction F(X) G A P ( A ) a les propriétés

suivantes :

1° F(X) est analytique sur ]0, + oo [ et prolongeable par une

fonction F(Z), Z = X + iY, holomorphe pour X > 0.

2° F(Z) a le développement de DIRICHLET

F(Z) =

ce développement, et même le développement ^Cve2 1^1""7^2 est nor-
V

Laurent SCHWARTZ. 3
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malement (x) convergent dans tout demi-plan X ^ e > 0 ; les cv

sont les composantes de F suivant le système libre j ev ).
3° On a les inégalités :

(96) e2^i

C(X) étant une constante dépendant exclusivement de X et restant
bornée dans tout demi-plan X ^ g > 0.

On en déduit que si des polynômes e AP(A) ou plus généralement

des jonctions F^X) = yVcv),e~~ ̂  'v E A P (A) convergent dans Lp

V

vers F, les F7(Z) convergent vers F(Z) uniformément dans tout demi-
plan X ^ e > 0, et même que dans un tel demi plan, on a unifor-
mément :

lim e**ix [~2 | (cjj—c, | e-2*xvx 1 = 0

On pourrait démontrer de la même[manière que pour X > 0, on a

(9J) Max k<h

En particulier on a la suite des inégalités (h = 1, 2, ..)

F(Z) - _

«,*)I|F||„

C(e, h) étant [une constante dépendant exclusivement de e et h.
Il résulte des théorèmes démontrés ci-dessus que pour Z = X

+iY fixe, X > 0, F(Z) est une forme linéaire [continue de

F e AP(A). Il est intéressant de prolonger cette forme linéaire en
l'étendant de Ap(A) à Lp(0, + oo ) (p fini), à C'(0, + oo ) (p = oo ) ;
c'est-à-dire de déterminer <p(£, Z) G Lp/(0, + 00), telle que pour

toute fonction F e Ap(A), on ait

= I <p(^î
Jo

(9 m) F(Z)= Ç(t, Z)F{t)dt.

I1) Une série est dite normalement convergente lorsque la série des valeurs
absolues est uniformément convergente.
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II suffit d'ailleurs pour cela que Ton ait

(9n) e-2îcv; = f" ^ Z)e-2lz^dt (v = 1,2- • •),
Jo

car alors (9 m) est vraie lorsque F est un polynôme et par suite
pour toute fonction F, limite de polynômes.

Il y a plusieurs méthodes pour déterminer une telle fonction
cp(J, Z) (qui naturellement n'est pas unique).

Par exemple, la formule (8 h)

suggère

F(Z) = %(*-*** = £ F(t)

c'est-à-dire

(9o) <p(t,Z)

La série au second membre est une série convergente de vec-
teurs de Lp/, et même la somme des normes est finie car

e—2îr*vx

Il est bon de remarquer que <p(J, Z) (pour Z fixe) est ainsi déter-
minée comme limite de vecteurs de Lp/, mais qu'il pourrait n'y
avoir convergence pour aucune valeur particulière de t (*). Mais
les fonctions ici considérées sont indépendantes de p' ; on peut
donc faire p' = oo, ce qui montre qu'il s'agit d'une série unifor-
mément convergente de fonctions continues.

On peut obtenir aussi cette même fonction cp(J, Z) en cherchant
sa transformée de LAPLACE

KZ)= fJ ( X , Z ) = *—*"*(*, Z)<ftf

(x) De même que dans la théorie des séries de FOURIER, si
+ 00

/ W Ë L « ( 0 , 1 ) , on a f(x) = ] £ <M>2lW'
00

la série du 2e membre est convergente dans L2 vers f{x), mais pour chaque
valeur particulière de x, la série peut diverger.
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qui pour les valeurs 1 — Xv prend les valeurs er~27tXvz, d'après

La transformée de LAPLACE de cpv(O est

J(X)

Nous pourrons alors prendre

J(X, Z) - 2 J v ( X ) e - ^ = J(X) V - J
V

On détermine ainsi J(X, Z) pour tout X = a + iz, a ^ 0, par
une série uniformément convergente ; d'ailleurs cette série est
aussi convergente dans Hp (p ^ 1 quelconque) et même la
série des normes est convergente car

On a des propriétés analogues pour -^ 1(1, Z) (Z fixe), de sorte

que, d'après les inégalités (8 c) et (8 d) le passage à la limite peut
se faire pour la formule d'inversion de la transformation de LA-
PLACE et on a

L'intégrale du 2e membre est d'ailleurs sommable pour tout t,
de sorte que cette formule donne <p(£, Z) pour tout t comme une
fonction continue.

Naturellement en revenant aux variables x et z, et aux fonc-
tions f(x) e Lp(O,l), on [peut donner un théorème analogue au
théorème général. On obtient :

THÉORÈME FONDAMENTAL IL — Si les {*>, sont réels, ̂  + - > 0,

lim juv = + QO ; si la série V l/yv converge, et si Vindice de conden-

sation de la suite \ ̂ v j est nul, en particulier si les uy sont des entiers,
toute fonction f(x) E A P ( M ) a les propriétés suivantes :

1° f(x) est analytique sur ]0,l[ et prolongeable par une fonction
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f(z), z = relb, holomorphe sur tout le domaine de la surface de
RIEMANN de log z défini par r < 1.

2° f(z) a le développement formel en série de puissances

«9 g) fz) = Yàc^-

Le développement ScvZ^""^1 est normalement convergent dans

toute région r ^ , 1 — e, s > 0 ; les cv sora£ Zes composantes de f sui-

vant le système libre des \ x :J-V|.
3° On a les inégalités

(Or) r—* | ƒ,*) | < V | c | r ^ - ^ < C(r) ||

C(r) étant une constante dépendant exclusivement de r et restant
bornée pour r ^ 1 — • ; on en déduit que si des polynômes ou plus

généralement des fj(x) = V {c^)}x^ G A P ( M ) convergent dans L*

vers f, les z~[Llf7(z) convergent vers z~ [Xlf(z) uniformément dans toute
région r <J 1 — s, et même que Von a uniformément dans une telle
région

lim
ƒ

Sous cette forme le théorème est susceptible des mêmes amélio-
rations que sous la première forme.

§ 10. — Etude de l'adhérence Ap(A) dans le cas général

Lorsque l'indice de condensation de la suite | Xv j n'est pas nul,
la démonstration du théorème fondamental du précédent para-
graphe n'est plus valable ; un exemple va nous montrer que le
théorème n'est plus toujours vrai.

Prenons (M

F(Z) ^ 2 cv e-27r^ ; c2n = en\

On voit sans peine que la série de DIRICHLET est partout diver-
gente : le terme général tend vers GO .

P) II faut commencer à \l9 comme toujours.
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Mais groupons les termes 2 par 2 :

Ç.(Z) = c*e-2 î*«* + ^ i c - ^ W i Z .

Pour Z fixe, on a, pour n -+ oo

| Ç,(Z) | - en3e-*2x | 1 — e - Z e ~ | - |Z | c » 8 -» i x-» f
 ;

la série ̂ Çn(Z) est donc absolument convergente pour tout Z et
n

définit F(Z) comme une fonction entière.

Montrons que la série ^Ç n (Z) est normalement convergente
n

dans tout secteur angulaire

Y
X — a K, a réel, K réel > 0, quelconques.

Dans le demi-plan X ^ a, on a la majoration uniforme

| l — e - Z e ~ n * | ^ C | Z | e - n 4 .
Donc

Dans la partie du secteur où X < 0, | Z | est borné, et

e-n*x ^ c»«|«| - d a n s i a p a r t ie où X ^ 0, | Z| e - * 2 X < | Z| e - x qui
est borné. Finalement | Çn(Z) | < Ae Ia I »' + / l 3 - "4 est bien majoré
par le terme d'une série numérique convergente.

On peut voir aussi que la série V Çn(Z) ne saurait converger

uniformément dans aucun demi-plan X ^ a. : car alors d'une
part | F(Z)| serait bornée par un nombre M sur la verticale X = a,
d'autre part les inégalités de CAUCHY (*), donneraient M ̂  enS«-"anl

(n = 0, 1, 2...) ce qui est absurde.
La fonction F(X) est e Lp(0, + oo ) (p fini quelconque) et de

C'(0, + oo ) ; elle est limite de polynômes, à savoir

P»(Z) =

et cependant son développement en série de DIRICHLET diverge
partout.

I1) Dans le cas de convergence uniforme, même par groupements de termes,
sur une verticale, le maximum du module de la fonction dépasse le module de
chaque terme de la série.
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On pourrait construire des exemples plus complexes que celui-
ci; il se peut que les groupes de Xv très serrés comprennent un
nombre de termes croissant. De toute façon les caractères obser-
vés dans cet exemple sont universels. Nous montrerons ultérieure-
ment que toutes les fois que l'indice de condensation de la suite
j >.v J n'est pas nul, le théorème fondamental du § 9 est faux ;
l'hypothèse de l'indice de condensation nul apparaît comme né-
cessaire et suffisante pour la validité de ce théorème.

Dans le cas général le théorème doit s'énoncer sous la forme sui-
vante :

THÉORÈME FONDAMENTAL. I. — Si la série^lftv converge, on

peut répartir les Xv en une infinité de groupes de termes consé-

cutifs Ç1? ( j r - ••§»,••• dépendant exclusivement du système j Av j>

et tels que toute fonction F(X) e AP(A) possède les propriétés sui-

vantes :
1° F(X) est analytique sur ]0, + oo [ et prolongeable par une fonc-

tion F(Z), Z = X + iY, holomorphe pour X > 0.
2° F(Z) a le développement de DIRICHLET (peut-être divergent)

F(Z) =2cve~~2^A 'Z , °à te cv sont les composantes de F suivant

e système libre j £v \. Si on pose

la série e2lZhlX ^J ($« < F ( z ) » est normalement convergente dans
71 = 1

tout secteur angulaire (e, K) :

X ^ e > 0 , |Y/(X —e)|< K

(mais peut, pour s assez faible, n'être pas uniformément convergente
dans le demi-plan X ^ s).

3° On a les inégalités

(10a) e 2 ^ x | F(Z) | <Ç 6 2 ^ X J | § B < F(Z) > | < C(X, Y) || F||p

C(X, Y) est une quantité dépendant exclusivement de X, Y, et bornée
dans tout secteur angulaire (e, K).
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On en déduit que si des polynômes G A P (A) OU plus généralement
des jonctions F;(X) e Ap(A) convergent dans Lp vers F, les F7(Z)
convergent vers F(Z) uniformément dans tout secteur (s, K), et
même que dans un tel secteur on a uniformément

lim e 2 ^ x V|Ç n < F — F, > | = 0.

L'examen de la démonstration du théorème fondamental du
§ 9 montre que toute la démonstration résultera de celle de l'iné-
galité (10 a), F étant un vecteur de AP(A) et les cv ses compo-
santes suivant le système libre j ev|.

Pour n'avoir pas à utiliser d'intégrations par parties (8 c),
(8 d) et n'avoir besoin que de l'inégalité de PARSEVAL RIESZ, nous
prendrons 1 ^ p ^ 2 et nous démontrerons ensuite le théorème
pour p quelconque.

Effectuons une répartition quelconque des /v en une succession
de groupements de termes consécutifs ^2 , . . .^w . . . , le groupement
Çx étant réduit à un seul élément X2 et posons

D'après (8ft),

c, = f
Jo

Si nous posons formellement

on a évidemment

Çn < F(Z) > = f FlCÇ. < ?(*, Z) > dt

de sorte que l'on a la majoration

(10*) |q n < F(Z) > | < | | F | | p H $ . < ?(|, Z) >H,-

et pour prouver la formule (10 a) il suffit de prouver

(10c) 6 2 ^ x 2J HÇ» < çr/, Z) > Hpi < G(X, Y)
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C(XY) restant bornée dans tout secteur (s, K). C'est une inégalité
qui dépend de la suite Xv et des groupements Çn, mais non de F.
Elle peut s'écrire

2 <?(*, Z) > ||p, < C(X, Y).

Les fonctions <pv(0 sont définies par leurs transformées de
LAPLACE

JV(X) = / c—2"A'(pv(«)ift, X = Œ + îx, * > 0
. 0

(8e) JV(X) =
(A — A V ) J ' ( A V )

Si nous posons formellement

= V

on voit que §n < J(X, Z) > est la transformée de LAPLACE de
Çn<<p(*, Z) > . D'ailleurs Ç, < J(X, Z) > e H*\ quel que soit
p > 1, et

\\qn < j(x, z) >||HP = | | ç . < j(ix, z)

L'inégalité de PARSEVAL RIESZ donne pour 1 <; p <^ 2 :

||Ç, < <?(*, Z) >||L^(0j + oo) < ||Ç« < J(\ Z) >||HP

de sorte que pour démontrer (10 c) il suffit de démontrer :

(106) e2^x V |i<»w < J (X | Z) >||HP < GX, Y)

c'est-à-dire
2^x £ J(X, Z) > | |H P < C(X, Y).

Cessons une fois pour toutes de nous occuper de || Jj(X) Î|HP, qui
ne dépend pas de X, Y ; il nous faut ensuite trouver une majora-
tion du groupe de termes <̂ n qui ne le disloque pas en ses diffé-
rents termes ; nous utiliserons une représentation par une inté-
grale dans le plan complexe.
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On peut écrire

I \ est une courbe fermée parcourue dans le sens direct, entou-
rant une fois le point lk mais n'entourant aucun autre des Xv, et
n'entourant pas X (1).

De même

r § n étant une courbe fermée parcourue dans le sens direct en-
tourant une fois les lk E Çn et aucun autre des ).v et n'entourant
pas ?..

Prenons pour Fçn une courbe composée des 2 segments de droite
( R . < | Ç | < Rn, Arg Ç = +) et ( R n < |Ç| < R^ Arg Ç = —+),
et des 2 arcs de cercle (|Ç | = Rn, | Arg Ç | < ^) et (|Ç| = R ,̂
|ArgÇ| •< ^) (p est un angle vérifiant 0 < ^ < n/2 ; cela suppose 1
non réel > 0 et Rn, R^ choisis de telle façon que seuls les lk du
groupe Çn soient contenus dans la couronne Rn ^ | Ç [ ̂  R .̂
Nous prendrons aussi R^ = Rn+1.

D'après (10 d) il suffit de considérer / = iz purement imagi-
naire, de sorte que 11 — Ç | ^ S > 0 fixe lorsque Ç parcourt les

Alors (10 g) permet d'écrire (10 e) sous la forme

(10 A) e^x

K(X, Y) étant la somme de 2 intégrales

n = 2' *V

(*) Immédiat par le calcul des résidus. Cette courbe Vk doit naturellement se
déplacer lorsque X se déplace.
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et nous serons parvenus à la démonstration du théorème si nous
majorons K^X, Y) et K2(X, Y) dans tout secteur (e, K).

Occupons nous d'abord de la majoration de K^X, Y) qui est
indépendante du choix des groupements de termes ÇB.

Nous avons déjà vu que pour |Ç( -> + oo, a > 0, | J(Ç) |

2> e~ r-lïl | E(Ç) |, avec

E(Ç) = J J (1 — C/?.v) ; et cela, quel que soit rt > 0 (x).
V

Evaluons |E(Ç)|. Déterminons d'abord v0 tel que v > v0 en-

traîne V 1/Xv •< y>
v>v0

E(«= n ^ - w x n ^-WM.
v<v0 v>v0

Pour | Ç | -> + oc , le premier de ces deux produits dépasse
e T'l£l. D'autre part, lorsque <|> est donné, il existe une constante
p telle que : Arg u = ± ty entraîne [1 — u\ ̂ - e"~p'Ml; on a alors,
pour Arg Ç = =b ̂

(1—
v>v0

On a donc pour | Ç | —> + oo , Arg Ç = ±

et cela quel que soit y? > 0.
On a donc finalement

quel que soit a > 0, et aussi

quel que soit a > 0.
Finalement cela signifie que, quel que soit <|/, et pour tout

a > 0, on peut trouver une constante > 0, K(a, <f), dépendant
exclusivement de a et ^, telle que

(10 V)
avec Arg Ç = ± <p, | Ç| quelconque.

J1) Voir formule (9 /).
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Quant à e~-"27^z, son module peut s'écrire, si nous posons

C = jngti+f Z = X + £Y:

(10 j) | c~"2^z | = «"" 2i ïr 'x cos + ~~ Y sin +>•

Compte tenu de | Y| < K(X — e) < KX, ce module est majoré
par e—2irrX (cos ty — K| sin ^ |).

Comme, lorsque ty tend vers 0, cos ty — K. j sin ip | tend vers 1,
on peut choisir ty assez faible pour que cos ^ — K| sin <]>|̂  |3,
pourvu que 0 < |3 <C 1.

On a, dans ces conditions

(10*) |e

Cette formule est d'ailleurs encore valable si Z reste dans le
secteur (g, K) et Ç dans le secteur | Arg Ç | >< ^.

II vient alors

x | t | 2 _ _ dr

quantité certainement majorée par =-—T7

pourvu que jSRa — >x > 0.
Comme R2 > X1? on peut d'abord choisir jS tel que 0 < /3 < 1,

^Rg — X1 > 0 ; cela nous détermine une borne supérieure de ^.
L'inégalité X ^ g nous permet ensuite de choisir % tel que

-7̂ 5—S-r— = £ ; a et <L étant ainsi choisis, on a

quantité bornée.
Par contre, en ce qui concerne la majoration de K^X, Y) in-

tervient d'une façon fondamentale le choix des groupements Ç*.
En effet sur l'arc de cercle (|£| = Rn, | Arg Ç| < <(*), la majora-
tion (10 k) reste valable, mais la minoration (10 i) ne reste va-
lable que si le cercle | £| = Rn ne passe trop près d'aucun de»
points /v.



APPROXIMATION DES FONCTIONS 45

Nous utiliserons le théorème du minimum de HADAMARD sur les
fonctions entières sous la forme suivante (*) :

{iOn)

Si E(X) est une fonction entière de genre 0, on peut construire
une suite de nombres rXi r2, • • • / •„ , • • • croissant indéfiniment, tels
que chaque couronne rn ^ | X | < rn+1 contienne au moins un zéro
de E(X) et que V inégalité : min | E(X) | ^ e—^n soit vérifiée pour n

assez grand, quel que soit a > 0.

Nous prendrons désormais Rn = rn, pour n ^ 2 ; §n est l'en-
semble des )vV compris entre rn et rn+i.

Alors il existe une constante K(a) dépendant exclusivement de

«, telle que, pour |Ç| = Rn (rc = 1, 2, - . . ) , | J (« | ^ K(«)e-aISI;
quel que soit a > 0.

(P
-rrrs—1-^— = £ on a
"(PR2 — Ai)

(10 o— aR„

Comme chaque intervalle (Rn, Rn+i) contient au moins un Av,

on a lim Rn/rc = + co de sorte que la série \\ R^""^11" con-
71—>0O

verge, et KgfX, Y) est bien bornée dans le secteur (s, K), c. q. /. d.

Ainsi nous avons bien démontré l'inégalité (10 a), donc le théo
rème fondamental, pour 1 ^ p ^ 2, avec les (̂ n choisis comme
l'indique la démonstration : la suite des rn doit satisfaire au théo-
rème du minimum de HADAMARD, et Çn est l'ensemble des Xv

compris entre rn et rw+1. Le choix de la suite j rn J, et par conséquent
des groupements (̂ n comporte évidemment un certain arbitraire ;
mais pour tous les choix possibles (qui ont un certain caractère de
constance) des rn satisfaisant au théorème de HADAMARD, le
théorème fondamental s'applique. On pourra, la suite jÀvJ une
fois donnée, supposer les C}n formés une fois pour toutes ; ils sont
indépendants de la fonction F, et nous les appellerons dans la
suite a les groupements de termes Cjn ».

Comme dans le cas de l'indice de condensation nul, la formule
(10 a) peut être étendue par une formule analogue à (9 /).

(x) V. BERNSTEIN [1], note IL Voir aussi VALIRON [1].
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Le théorème fondamental et l'inégalité (10 a) n'ont été démon-
trés que pour 1 ^ p ^ 2. Il n'y a aucune difficulté à les étendre à
p quelconque.

Si 2 ^ X

alors

et le théorème (10 a) ayant été démontré pour p = 1, on a,

| Ç .< efc^zF(Z) > | = S | Ç»< (a'*^ +e)Z) (e~ 2lteZF(Z))

Ce(XY) étant la constante de l'inégalité (10 a), pour p = 1 et la
suite des ().v + s).

Comme

lie-2it6XF(X)||1<K(£)||F(X)||1))

l'inégalité (10 a) est bien montrée pour p quelconque.

Comme dans le cas de l'indice de condensation nul de la suite
j Xv J, F(Z) pour Z = X + ÏY fixe, X > 0, est une forme linéaire

continue de F e AF(A) ; et de la même manière on peut former un
prolongement à 1/(0, + oo ) (p fini) ou G'(0, + oo ) (p = oo ) de
cette forme linéaire.

Il s'agit ici encore de déterminer <p(£, Z) G Lp/ telle que

= fF(Z) = <p(i, Z)F{t)dt.
Jo

Mais cette fonction cp(£, Z) a déjà été écrite au cours de la dé-
monstration : c'est

9(t, Z) =

Nous n'avions vu là qu'une expression formelle ; mais nous

savons maintenant que la série ^ ( § n < ^ ¥(*> %) ̂ ) es^ convergente

dans LP' et même que ^ | | § n < cp(£, Z) > | | L P ' < + oo (d'après

(10 c)). Comme d'ailleurs on peut prendre p' quelconque, en par-
ticulier \p' = oo , cp(f, Z) est définie comme série uniformément
convergente de fonctions continues.
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On peut aussi déterminer <p(£, Z) par sa transformée de LAPLACE

J(^, Z) = 2]Jv(X) ë~~2^z ; cette expression également n'avait été

utilisée que comme écriture formelle, mais nous savons maintenant

que la série ^ ( Ç n < J(A, Z) > ) est convergente dans Hp (p quel-

conque), et même que 2 1 | §» < Jft, Z) > ||Hp < + oo (d'après (10 e).)

Gomme on peut aussi prendre p = oo , J(X, Z) est donnée comme

série uniformément convergente de fonctions holomorphes pour

a > 0 et continues pour a = 0. Il existe d'ailleurs une représenta-

tion très simple de J(X, Z) par une intégrale dans le plan complexe

ou

(iof ) jfczj

r étant la courbe parcourue dans le sens direct, formée des 2 demi-
droites Arg Ç = =t ^(ou une déformation de cette courbe, de façon
que X ne soit jamais entouré). On peut d'ailleurs démontrer directe-
ment la convergence de cette intégrale ; si nous avions commencé
par là (ce qui n'aurait exigé que la majoration de K^X. Y)
dans (10 h) ; aucune étude de groupements de termes n'aurait été
nécessaire) nous aurions directement montré la l r e partie du théo-
rème fondamental, sans passer par l'inégalité (10 a) ; nous avons
préféré tout faire d'un seul coup.

Pour revoir d'un seul coup l'enchaînement des diverses pro-
priétés, nous redonnons un tableau synthétique des fonctions intro-
duites :

(lOr)
J(X) = W(X)

(1 + X)

:; Z = X + i Y , X > »

(*,Z)= J(w,

Alors pour toute F(X) e A'(A),

F(Z) = , Z)dt.



48 ÉTUDE DES SOMMES D'EXPONENTIELLES RÉELLES

Le théorème fondamental peut être énoncé avec les variables
xetz, dansLp(0, 1) :

THÉORÈME FONDAMENTAL IL — Si les j wv J sont réels, u* + - > 0,

lim uv = + QO ; si la série V l/pv converge, on peut répartir lesy.v
*"*"' !^>o
en une infinité de groupes de termes consécutifs C ,̂ $2> • • ' Çn • • • tels
que tout f(x) E AP(M) possède les propriétés suivantes :

1° f(x) est analytique sur ]0,l[ et prolongeable par une fonction
f(z), z = re'°, holomorphe sur tout le domaine de la surface de
RIEMANN de log z défini par r < 1.

2° f(z) a le développement en série de puissances (peut être diver-
gent)

où les Cv sont les composantes de f suivant le système libre des \ x **'

La sérieS](Cjn <z~'^x^f(z) > ) est normalement convergente dans

toute région (e, K)

'<* — <*; \wr
(donc en particulier dans tout compact r ^ 1 —• s < 1 ; | 0 | ^ So)>
maw pewi /?owr s assez faible n'être pas uniformément convergente
dans r << 1 — s.

3° On a les inégalités

(10 s) \z~~[Xlf(z)\ ^ y |Çn<2""!Xl/(z) > | <G(r, 6)

C(r, 6) es£ wne constante dépendant exclusivement de r et de 9, et
restant bornée dans toute région (s, K).

On en déduit que si des polynômes ou plus généralement des
fj(x) G AP(M) convergent dans LP(O,1) vers f(x), les z~~*ifj(z) con-
vergent vers z~'xif(z) uniformément dans toute région (e, K), et même
que Von a, uniformément dans une telle région,

lim r-ii [2l$.</,-ƒ >l] = 0.
/ n

Remarquons enfin pour terminer ce paragraphe, que si l'indice
de condensation de la suite j >v j (ou j ^v j) est nul, on peut prendre
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des groupements Çn réduits chacun à un seul terme, de sorte que
la série de DIRICHLET est absolument convergente pour X > 0
(ou r < 1) ; elle est alors nécessairement normalement conver
gente dans X ^ e > 0 (ou r < 1 — e < 1). Les théorèmes du
§ 9 sont ainsi contenus dans ceux du § 10.

§ 11. — Réciproques. Caractérisation de A?(A)

RÉCIPROQUE DU THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si la

yilAv converge ; si la fonction

F(X) e LP(0, + oo )(p fini) ou e C'(0, + 00)^ = 00),

possède les propriétés suivantes :
1° F(X) est analytique sur ]0, + 00 [ et prolongeable par une

fonction F(Z) holomorphe pour X > 0.
2° F(Z) a un développement de DIRICHLET formel

la série e 2 ^ i x ^ Ç n < F(Z) > est normalement convergente dans

tout secteur angulaire (5, K) ;

alors F(X) e Ap(A), et les cv sont les composantes de F suivant le

système libre \ ev j .
Ainsi les propriétés |des F(X) e AP(A) trouvées au § 10 sont

caractéristiques.
On pourrait naturellement remplacer les conditions 1° et 2°

de cette réciproque par des conditions bien moins restrictives
(voir à ce sujet le théorème 1 du § 13) ; nous ne l'avons pas fait
ici, n'ayant en vue que la démonstration d'une réciproque.

LEMME : Si F(X) E LP(0, + 00)^ fini) ou G C'(0, + co)(p = 00)
alors

lim ||F(X + 7))-F(X)||p = 0.
0

Cette propriété est évidente lorsque F(X) est continue et nulle
pour X assez grand. Dans le cas général, nous approcherons F(X)
par G(X) continue et nulle pour X assez grand, de façon que

Laurent SCHWARTZ. 4
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|| F(X) — G(X)|!P < £ et par suite aussi|| F(X + n) — G(X + y?) ||p
< £ quelque soit y > 0 ; si nous choisissons alors rt de façon que
H G(X + y}) — G(X) |jp <I s nous aurons réalisé

|| F(X + Yj) — F(X) || p < || F(X + il) - G(X + T)) || p
+ ||G(X + ^) —G(X)||p + ||G(X) —F(X) | |p<3 . ,

ce qui démontre le lemme.

Il résulte de ce lemme que pour prouver que F(X) E A P (A) , il
suffit de prouver que pour tout y > 0, F(X + ri) e AP(A).

Or

F(X + r,)= lhr> > § , < F(X + ,) > ,
n—>oo -*••

v = = l

est limite d'une suite de polynômes G AP (A) car

II s'agit bien d'une limite dans Lp(0, + oo ) ; car la série

< F(X + y;) > quelque petit que soit rt (*) est uniformément

convergente dans (0, + 00), même après multiplication par

e2x*lX, donc elle est aussi convergente elle-même dans Lp(0, + oo )•

II est intéressant d'étudier un exemple simple qui nous mon-
trera que les diverses propriétés de l'exemple donné au début du
§ 10 sont universelles, lorsque l'indice de condensation de la suite
j xv j est ^ 0.

Posons

(lia)

Quelque petit que soit r, > 0 (1), la série au 2e membre est

normalement convergente par les groupements Çn dans tout

secteur angulaire (e, K), même après multiplication par e2ic*lX,

donc la série ^Gn < ^ ( X ) > est aussi convergente dans

P) Mais non en général pour vj = 0.
(") L'étude de la série (11 a), représentable par l'intégrale (11 b), est tout à

fait analogue à celle qui a été faite sur l'intégrale (10 q). De même la démons-
tration de la convergence normale par groupements est identique à la démons-
tration du §10.
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+ oo ) quel que soit p ^ 1. On peut d'ailleurs représenter
4>7i(Z) par l'intégrale

J(C) "*'

r étant une courbe parcourue dans le sens direct formée des
2 demi droites Arg Ç = dt ^.

Ainsi O^(X) e AP(A) ; nous allons montrer [que pour ^(X)
l'introduction des groupements Çn et des secteurs angulaires est
indispensable.

Appelons indice de condensation A de la suite j Xv J le nombre

défini par
log 11/E'(XJ I

(H c) A = lim • sup ' ' > 0 (*),
v—> oo \

OÙ

Comme la fonction entière TT( 1 + - ) est de genre 0, on a égale-

ment

iog|i/J 'MI
(11 c') A = lim sup \

Dans ces conditions, si nous supposons A > 0, pour tout
A' > A, il existe une infinité de valeurs de v pour lesquelles

( > > e A ' \ ce qui prouve que la série (11 a) est divergente

pour X < 75 y? ; ainsi l'introduction des groupements de

termes est bien inévitable, le théorème fondamental du § 9 serait
faux pour la suite Xv.

A'

Sur la verticale X = * rn les termes de la série (11 a) ne sont
pas bornés dans leur ensemble, donc d'après un raisonnement signalé
à la note n° 1 de la page 38, ^ ( Z ) n'est pas bornée sur cette ver-

I1) VI. BERNSTEIN [1], p. 289. Plusieurs notions utilisées dans ce paragraphe
sont d'ailleurs dues à cet auteur. Comparer par exemple la fonction 3\(Z) à la
fonction g[s) de BERNSTEIN [1], p. 99, représentée par l'intégrale (6), p. 97 de ce
livre.
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ticale, et la série V^ n < ^(Z) > ne sauçait converger uniformé-
A'

ment dans aucun demi-plan X J> ̂  ri ; l'introduction des sec-

teurs angulaires est elle aussi inévitable dès que l'indice de con-

densation n'est pas nul.
Lorsque l'indice de condensation de la suite j Xv j est un nombre

fini A, on a quel que soit v

< K(a)é><A + a > \ a > 0 quelconque

de sorte que la formule (9 b) est encore valable

C(X) restant cette fois borné pour X ^ ^—|- s (il suffît pour le

voir de[répéter les raisonnements du §9)'; la série de DIRICHLET de

F, qui peut ainsi diverger pour X < ^- comme le montre l'exemple

de <Ï\(X), est toujours absolument convergente pour X > ^--

Autrement dit A/2n est la distance maxima effective qui peut
séparer Vabscisse de convergence par les groupements (%n de Vabscisse
de convergence simple (x).

On peut faire une extension intéressante des suites j Xv I à indice
de condensation ^ 0 : les suites | Xv J à éléments multiples. Soient
Xv, Xv + e, deux éléments voisins ; le plan engendré par les deux
vecteurs ë~~2itÂvx

? c—2ie(*v+e)X^ p e u t a u s g j g t r e e ng e n ( j ré par les
deux vecteurs

e - 2 ^ x e - 2 ^ x -2TC(Xv + 6)x^

lorsque e -> 0 ces deux vecteurs deviennent

Nous sommes ainsi amenés à considérer un élément Xv « mul-
tiple d'ordre av » comme définissant av vecteurs distincts

Voir VI. BERNSTEIN [ l ]p. 134, Théorème 1.
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L'étude des suites j Xv j à éléments multiples ne présente aucune

difficulté spéciale ; la totalité ou la non totalité du système j ev j

dépend alors de la série ^Vl/?v où chaque terme 1/XV est compté

av fois, ce qui revient à considérer la série V - , chaque terme

n'étant plus alors compté qu'une fois. La fonction J(X) se forme de
façon identique, mais + v̂ et — AV en sont zéro et pôle multiples
d'ordre av.

Nous nous contenterons de donner deux applications de cette
théorie :

1° Si tous les Av sont confondus avec un même élément X, le
système de vecteurs est total :

x v - 2 ^ x ( | l = 0,1.2-. .) .

C'est un théorème important [dans la théorie des polynômes de
LAGUERRE (1).

Par le changement de variables X = H2, on verrait aisément
que le système de vecteurs

XV-aax" ( » = 0,1,2 •••),

est total dans Lp(— oo , + oo ) ou C'(— oo , + oo ) (fonctions conti-
nues, nulles pour X = ± oo ) théorème important dans la théorie
des polynômes d'HERMiTE (2).

2° Si la série \\ 1/XV converge, on a pour F(X) e AP(A) un

développement du type

F(Z) =

normalement convergent dans des secteurs angulaires par groupe-
ments de termes appropriés.

Les formules synthétiques (10 r) doivent être remplacées par
des formules tout à fait analogues ; signalons en particulier la for-
mule
(H d) |F(Z)|<G(X,Y;A)||F||P.

C(X, Y ; A) restant bornée dans tout secteur angulaire X >. e,
| Y/(X — s) K K, tant que la suite A varie de façon que la série

I1) SZEGÖ[2] .

(*) TlTCHMARSH[1],p. 76-82.
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/Xv (où les >v sont rangés par ordre de grandeurs croissantes,

chaque terme répété autant de fois que l'indique son ordre de
multiplicité) reste uniformément convergente et de somme bornée.

Signalons enfin pour terminer ce paragraphe que nous avons

répondu, dans le cas du système de vecteurs libres ev = c""2ic^x, à
deux questions posées à la fin du § 3 :

1° Si toutes les composantes du vecteur x suivant le système libre

\ ev \ sont nulles, x = 0.
2° La condition nécessaire et suffisante pour que dans 1^(0, + oo ),

les [ cv j soient les composantes d'un vecteur suivant le système libre

ev \ est la suivante : la série

doit être, même après multiplication par e27C/ix normalement conver-
gente dans tout secteur angulaire (e, K) ; sa somme pour Z = X
réel > 0, doit être e ]>(0, + oo ).

§ 12. — Intervalle réel fini

et éléments Xv de signe quelconque

Nous avons étudié des vecteurs e~"2r)vX, X>0, dans Lp(0, + oo );
on aurait pu faire la même étude dans I/(A, + oo ), A réel quel-
conque, et l'étude de vecteur e+ 2 ^x ? ) > Q? dans Lp(—oo , B), B
réel quelconque. Nous allons maintenant étudier des vecteurs
C--2T:AX ^ réel de signe quelconque, dans LP(A, B), — oo < A < B
< +00.

Soit donc A = j Xv j une suite quelconque de nombres réels ;
l'indice v sera supposé varier de — oo à + oo , les Xv seront rangés
par ordre de grandeurs croissantes, Xv > 0 pour v > 0, Xv < 0
pour v < 0 ; Xo = 0 pouvant éventuellement faire partie de la

suite. Nous appellerons A, A les 2 suites partielles j Xv )v>o> j Xv |v<o.

THÉORÈME DE MÜNTZ I. — 1° Si la série ^ 1/|>VI diverge,
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le système de vecteurs e~~ 2<IC^X est total dans I/(A, B) (p fini) et dans
C(A, B) (p = oo ), et chaque vecteur est dépendant des autres.

2° Si la série ^ l/[ Xv f converge, le système est non total, mais
vr^O

libre.
La l r e partie du théorème est évidente ; en effet si V 1/|AV| di-

verge, l'une au moins des 2 séries ^ 1/XV, 2 ^Av diverge, de
v>0 v<0

sorte que ou bien le système | ^ v j v > 0 est total dans L*(A, + oo )

(et C'(A, +00 )) ou bien le système j evJv<0 est total dans Lp(—oo ,B)

(et C'(— oo , B)) ; en tout cas le système j ew j est bien total dans

L*(A, B) et C(A, B).
Mais la deuxième partie n'est nullement évidente et n'a pas

encore, je pense, été démontrée. D'un seul coup nous démontrerons
la 2e partie du théorème de MÜNTZ et nous caractériserons l'adhé-
rence AP(A ; A, B) dans LP(A, B) du sous-espace vectoriel engendré

par les j cvj.

Nous démontrerons d'abord un lemme :

LEMME : Si P(X ; A) = V a*ë~ 2*AvX est un polynôme formé

avec les e—
2irAvx

? ei si \a série ̂  l /pv| converge, les polynômes défi-

nis par
P(X;A)=

v>0

P(X;A)=a 0 l1

P(X;A)=
v<0

vérifient les inégalités

(12a)

(*) II est entendu une fois pourjamtes que si Xo = 0 n'est pas élément de \ 9

il ne sera pas question de P ni de F, etc.. La décomposition se fera toujours en
somme de 2 termes, et non 3.
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la constante C dépendant exclusivement de la suite A et de V intervalle
(A, B).

+ o —

Pour simplifier appelons n, n, n les normes intervenant dans les
1e r s membres de (12 a), n la plus grande des trois, N la norme inter-
venant dans les 2es membres. Nous pouvons, en multipliant P par
une constante convenable, supposer n = 1. Il faut alors montrer
que N est borné inférieurement par un nombre > 0 indépendant
de P.

Nous allons supposer le lemme en défaut et montrer que nous
aboutissons à une contradiction. En effet si le lemme est faux on
peut trouver une suite de polynômes P>(X) pour lesquels

m = + 1 lim N, = 0.
ƒ

Mais d'après (10 a)

* W |Î>;(Z) | < C(X, Y)+
nj < C(X, Y).

D'après un théorème bien connu sur les familles normales de
fonctions analytiques, on peut de la suite Py extraire une suite

partielle que nous appellerons encore P ,̂ telle que les e2lc^z P^(Z)
convergent uniformément vers [une fonction analytique limite,

e2l{klZP(Z) dans tout compact du demi-plan X > A ; alors quel
+ +

que soit e > 0, les P^(X) convergent vers P(X) dans LP(A + s,
+ oo ). D'ailleurs P(Z) admet un développement en série de Di-
RICHLET

. P(Z) =
v>0

convergent par groupements de termes dans le demi-plan X > A.
Comme un raisonnement analogue pourra être fait à propos des

P7- et Pj, on peut supposer que pour la même suite P?(X) consi-

dérée, les P,-(Z), P7-, P;(Z) convergent respectivement vers P(Z)

holomorphe pour X > A, P constante, P(Z) holomorphe pour

X < B ; les P7(X) convergent vers P(X) dans L?(A + e, + oo ),

les Pj-(X) vers P(X) dans Lp(— oo , B — s). Et l'on a les développe-
ments
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P(Z) =
v>0

0

P =c0

P(Z) = 2 r
v<0

+ 0 —
II en résulte que les P̂  = P̂  + P̂  + P, convergent dan&

L*(A + g, B — e) vers P = P + P + P ; mais l'hypothèse-
lim Nj = 0 montre alors que P(Z) = 0.

Or P(Z) est une série de DiRicHLET^^ve""2^2 convergente

par groupements dans la bande A < X < B ; elle ne peut être-
= 0 que si tous ses coefficients cv sont nuls (*).

Alors P(Z) = P = P(Z) = 0.
+

Les P,(X) convergent donc vers 0 dans LP(A + e, + oo ) 'r
+ o — o -—

mais P;- = — P ; — P7 + P7-, et comme les polynômes P7-, P/? P#

convergent vers 0 respectivement dans L^A, B), I>(— oo , B — e),
+

Lp(A, B), les P;- convergent aussi vers 0 dans Lp(A, B — e), donc
dans LP(A, + oo ). Ce qui permet d'écrire, compte tenu de la possi-

o —
bilité d'un raisonnement analogue pour P7- et Py :

+ o —
lim rij = lim n? = lim rij = 0,

7 / ƒ

(x) Cette proposition peut être considérée comme classique dans le cas d'une
série de DIRICHLET convergente (voir par exemple Vladimir BERNSTEIN [1],
p. 10). Elle est beaucoup moins simple dans le cas de la convergence par groupe-
ments. Voici comment on peut le voir4dans le cas qui nous occupe. On a
+ o +
P = — P—P. D'une part P(Z) est holomorphe pour X > A et bornée sur (A + e,.

o
-f oo ) ; d'autre part comme P est constante, et que P est holomorphe pour X < B

+
et bornée sur (— oo, B — e), P(Z) est nécessairement une fonction entière,
bornée sur tout l'axe réel. Nous verrons au § 14 qu'une série de DiRiCHLEr
du type V cye—2ir).yZ n e peut posséder de telles propriétés que si elle est cons-

v>0
tante ; le lecteur se convaincra aisément que la démonstration qui sera donnée

+
de cette propriété ne fait intervenir que les résultats du § 10. P(Z) est donc cons-

+
tante et même nulle puisque P ( + oo) = 0 ; tous ses coefficients cv sont alors
nuls à cause de (8 h). De même pour P et P.
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égalité qui est bien contradictoire avec nf = 1 ; ainsi le lemme est
démontré.

Ce lemme permet de caractériser complètement AP(A ; A, B)."
En effet si des polynômes P;(X ; A) convergent vers F G A?(A ;

A, B) dans I/(A, B), les P,(X) ont une limite F(X) G A*(A ;A, + oo ),
o o — — —

les P, une limite F, les P,(X) une limite F(X) G A P (A ; — oo , B),
+ o —

et l'on a F = F + F + F, les inégalités (12 a) étant satisfaites
+ o —

par F, F, F, F. Réciproquement d'ailleurs, toute fonction

F ( X ) = F ( X ) + F + F ( X ) , F G A ^ ( A ; A , + O O ) , F G A P ( X ; — o o , B )
appartient évidemment à Ap(A ; A, B). Nous pouvons donc
énoncer :

THÉORÈME II (CARACTÉRISATION DE AP (A ; A, B)). — Pour
qu'une fonction F(X) appartienne à AP(A ; A, B), il faut et il suffit
qu'elle admette une décomposition (d'ailleurs nécessairement unique)

F(X) = F(X) + F + F(X),

F G A*(A ; A, + oo ), F constante (1), F G A*(Â ; — oo , B). Ces fonc-
tions vérifient alors les inégalités

l

<12a> i | F | <C| |F(X) | | L P ( A î B )

[| |F(X)||LPeoO)B)<C||F(X)||LP(A>B)

C étant une constante dépendant exclusivement de la suite j }.v j et de

rintervalle (A, B).

En conséquence :

1° F(X) est analytique sur ]A, B[ et prolongeable par une fonc-

tion F(Z), Z = X + £Y, holomorphe dans la bande A < X < B ;
2° F(Z) admet un développement en série deT>imcnLET-LA,\jRET*T(*).

(x) Encore une fois, on devra avoir F = 0 si 0 n'appartient pas à la suite A.
Voir note 1, page 55.

(a) Nous employons le terme de série de DIRICHLET-LAURENT lorsqu'il y a
des exposants ^ des 2 signes, par analogie avec la série de LAURENT qui géné-
ralise la série de TAYLOR.
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v

F(Z) =
v

On peut définir un partage des j ).v j en une succession de groupes

de termes consécutif's (Çn)*ï!^* dépendant exclusivement de la suite

j Xv j , tek g»e /a série^Ç^ < F(Z) > soû normalement convergente

dans tout compact de la bande A < X < B.
3° On a les inégalités (A < X < B) :

(12 6) | F(Zj |

C(X, Y), étant une constante dépendant exclusivement de X, Y (la
suite A étant supposée donnée une fois pour toutes) et restant bornée
dans tout compact de la bande A < X < B.

Si des F,(X) G A?(A ; A, B) convergent vers F(X) dans L?(A, B)
les Ff(Z) convergent vers F(Z) uniformément dans tout compact de
la bande, et même dans un tel compact on a uniformément

lim 2 I Ç- < F, — F > | = 0.

+ +
En même temps les F7(X) convergent vers F(X) dans Lp(A, + 0 0 ) ,

0 0 — —

les Ff cer^ F, /e5 F,(X) vers F(X) daw5 L^(— 00 , B), avec toutes les
conséquences que cela entraîne (§ 10).

De ce théorème fondamental résulte bien la 2e partie du théo-
rème de MÜNTZ. Le système } ev \ n'est pas total, puisque tout
F(X) G AP(A ; A B) est analytique sur ]A, B[. Ce système est
libre car si à chaque [fonction F(X) G A P (A ; A, B) on fait corres-
pondre son coefficient c*, on définit sur AP(A ; A, B) une forme
linéaire continue prenant la valeur 1 au point efc, la valeur 0 en

tous les autres points ev.
Les inégalités (12 a) expriment que les 3 transformations li-

néaires

^ G A P ( A ; A , B ) , FGAP(AÏ A , + 00)

F G AP(A ; A,B) > F nombre réel

F*GAP(A;A,B) — • F G A P ( X ; ~ Q O , B )
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sont continues. On voit ainsi que Vespace vectoriel AP(A; A, B) est

isomorphe au produit des 3 espaces vectoriels AP(A ; A + oo ) ;

droite réelle ; AP(A ; — oo , B).
On peut étendre cette propriété ; soit 1 un nombre réel > 0y

appelons F(X) la fonction définie à partir de F =
x \ +

par F = 2J cve—2lzX'x. F G AP(A ; A, + oo ) est transformée li-

+
néaire continue de F donc de F G A P (A ; A, B), et on peut écrire

(12 c) || F(X) ||Lp(A) + . , < Cx II F | |MAfB)

C\ dépendant exclusivement de 1, de la suite j lv j , de l'intervalle
(A, B).

Naturellement lorsque la suite j >.v j ne comprend que des élé-
ments > 0, les inégalités (12 a) deviennent

II F HLP(A, + oo ) < G II F HLP(A,B)-

C dépendant exclusivement de la suite j Xv j et de l'intervalle
(A, B). On en déduit des améliorations considérables de l'inéga-
lité (10. a) :

(12d) 6 2 ^ x 2 I §n < F(Z) > | < G(X, Y) || F ||Lp(AjB).

C(X, Y) restant bornée (pour une suite A et un intervalle (A, B)
fixés) dans tout secteur angulaire

X > A + e, | Y/(X — A) K K.

Les théorèmes de ce paragraphe peuvent être énoncés pour les
variables x et z :

THÉORÈME DE MÜNTZ III. — Si j fxv | = M est une suite de

nombres réels rangés par ordre de grandeurs croissantes, fxv H— > 0,

1 1pour v > 0, ]uv + - < 0 pour v < 0, éventuellement [x0 = :

1° Si la série ^ 1/| jutv | diverge, le système de vecteurs] x^ \

est total dans Lp(a, b) (p fini) ou djans C(a, b) (p = oo ), 0 < a < b
< + oo , et chaque vecteur est dépendant des autres ;
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2° Si la série ^ 1/| ̂ tv | converge, le système de vecteurs est

non total mais libre.

THÉORÈME IV (GARACTÉRISATION DE Ap(M; a, 6)). — Pour que
la fonction f(x) appartienne à Ap(M ; a, b), il faut et il suffit qu'elle
admette une décomposition (d'ailleurs nécessairement unique)

~

f{) A M 0 b) ff{x) e A*(M ; 0, b), xPf(x) = constante, ](x) e A?(M ; a, + ao )
Ces fonctions vérifient alors les inégalités

<12e)

C dépendant exclusivement de la suite j ^v J et de Vintervalle (a, b}*
En conséquence :
1° f(x) est analytique sur ]a, b[ et prolongeable par une fonction

j(z), z = re1^, holomorphe dans tout le domaine de la surface de
RIE MANN de log z défini par a< r < b ;

2° f(z) admet un développement en série de puissances de LAURENT

f(z) =

On peut partager la suite j ^v j en une succession de groupes de

termes consécutifs (§n)j |^l« dépendant exclusivement de la suite

| [*v J, tels que la sérieS\Çn < f(z) > soit normalement convergente

dans tout compact de la couronne (2) a < r < b.
3° On a les inégalités (a< r < b)

(12 f) | f(z) |

P) f M correspond aux ^ > , f(x) aux p, <

(2) La couronne désigne ici toujours le domaine a < r < b de la surface
de RIE MANN de log z.
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C(r, 9) étant une constante dépendant exclusivement de r et 5 (la
suite M et V intervalle (a, b) étant supposés donnés une fois pour
toutes) et restant bornée dans tout compact de la couronne.

Si des fj(x) e AP(M ; a, b) convergent vers f(x) dans Lp(a, 6),
les fj{z) convergent vers f(z) uniformément dans tout compact de la
couronne, et même dans un tel compact on a uniformément

n = + o©

+ +
En même temps les f}(x) convergent vers f(x) dans Lp(o, 6), les

o o - —
xtlPfjix) vers xilPf(x), les f?(x) vers f(x) dans l>(a, + oo ), avec
toutes les conséquences que cela entraîne (§ 10) (1).

§ 13. — Applications à la théorie des fonctions analytiques :
domaine d'existence

Dans tout ce paragraphe et le suivant, A = j Xv J est une suite

donnée une fois pour toutes de nombres réels ^ 0, rangés par

ordre de grandeurs croissantes, et la série ^ 1/>V est supposée

convergente. Les §n sont les groupements de termes définis au § 10.

THÉORÈME I. — Si par un procédé de sommation linéaire régulier

la série de DIRICHLET ^cve"~2i:A>'Z converge uniformément vers

F(Z) sur un segment horizontal (Xx + £Y0, X2 + £Y0) ; la série

f1) On pourrait aussi faire l'étude des systèmes | x^* \ dans I>(a, b) ou G(a, b)y

a< 0 <b ; elle ne présenterait aucune difficulté et nous ne la ferons pas ici.
L'étude n'aurait de sens que pour ^ rationnel à dénominateur impair ; il
faudrait alors séparer la suite ! ^ [ en 2 suites partielles j JJL/ \ à numérateurs
pairs, ! JJL/7 ! à numérateurs impairs ;les xV-' sont des fonctions paires, les a;H*" des

fonction? impaires. Le système n'est total que si chacune des 2 séries V

1/JJ/1 diverge. Si seule la première de ces 2 séries est divergente, le système
est total dans le sous-espace vectoriel des fonctions paires, non total dans celui
des fonctions impaires, etc..
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converge uniformément vers F(Z) sur tout segment (X1 + s + &Y0,
X2 -f iY0) ; et en outre converge normalement dans tout secteur angu-
laire

X ^ Xx + 6, J x ^ x I < K e, K réels > 0.

Ce théorème est très important ; d'une part il montre que pour
des séries de DIRICHLET du type étudié, aucun procédé de somma-
tion linéaire ne peut être plus puissant que le procédé de groupe-
ments défini par les cjn ; d'autre part il montre que si la série

cve~~27tAvZ diverge fpartout, il est logique de lui attribuer la

somme ^ <JW(Z) puisqu'aucun procédé de sommation linéaire ré-
gulier (en particulier aucun autre procédé de groupements de
termes) ne pourrait lui en donner une autre.

La démonstration n'est pas difficile.
Le procédé de sommation linéaire sera défini par exemple par

F.Z) = lim
1 v = 0

La série au 2e membre est supposée uniformément convergente ;
soit Fj-(Z) sa somme ; on suppose aussi que les F,(Z) convergent
uniformément vers F(Z).

On a manifestement F7(Z) e A00(A ; Xx + &Y0, X2 + iY0) et par
suite aussi F(Z) E A00 (A ; X1 + iY0, X2 + iY0).

Alors d'après le théorème fondamental II du § 12 on a

F(Z) = 2 dve~2ia 'z, la série V §n < F(Z) > étant normalement

convergente dans tout secteur angulaire

X > X, + e, | x ^ x | ^ K

On a d'ailleurs, pout tout v, dv = lim <xv(j)cv ; comme le procédé

de sommation est supposé régulier (cela veut dire que si une série
est convergente et a pour somme S, le procédé de sommation
réussit et lui donne aussi la somme S), on a nécessairement lim

av(;) = -f- 1, donc dy = cv, c. q. /. d. (2).

f1) Voir par exemple Emile BOREL [3], p. 220.
(a) L'hypothèse de l'uniformité de la convergence n'est pas nécessaire.

R. BAI RE a en effet montré que si une suite de fonctions continues est conver-
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THÉORÈME II. — Si A est le plus petit nombre réel tel que la fonc-

tion F(Z) soit représentable par la série de DIRICHLET V cvg—2rc*vZ

normalement convergente par le procédé des groupements de termes
<rfn dans tout secteur angulaire

X 5> A + e, | Y/(X — A) | < K, e > 0, K > 0,

la droite X = A est une coupure du domaine ^existence de F(Z) (*).
Supposons le théorème faux et montrons que nous aboutissons

à une contradiction. Si la droite X = A n'est pas une coupure,
elle contient un point, que nous pourrons supposer être le point A
lui-même, où F(Z) est holomorphe, et de rayon de convergence
R > 0. Alors en tous les points de la demi-droite réelle Y = 0,
X ^ A, le rayon de convergence du développement de Taylor
est > R.

On a alors uniformément, sur (A, + oo )

F 1 Z R\ "yT(— 1)»/R\'

Mais quel que soit n, " ^ G A00 (A ; A, + oo ) donc aussi

d/J*

F ( Z — -^J. Alors d'après le théorème fondamental I du § 10, le

développement de DIRICHLET de F(Z — R/2), qui est
R\

e v 2 ) e~ 2irA^z est normalement convergent parle procédé
des groupements Çn dans tout secteur angulaire X ^ A -f- s,
| Y/(X — A) | ^ K ; et le développement de F(Z) est normalement
convergent par le procédé des groupements ^n dans tout secteur
angulaire

X > A — R/2 + e, | Y/(X — A + R/2) | < K,
ce qui est bien contraire à l'hypothèse faite sur le nombre réel A.

Nous désignerons désormais par A(A) la famille des fonctions
analytiques définies par des développements de DIRICHLET

gente, il existe un ensemble d'intervalles partout denses, dans chacun desquels
les fonctions sont bornées dans leur ensemble ; dans le cas qui nous occupe,
la convergence uniforme en résultera.

I1) VI. BERNSTEIN [1], p. 139-141.
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jT) cve~"2it>^z ; le domaine de convergence par le procédé des

groupements §n n'est pas spécifié, mais c'est toujours la totalité
du domaine d'existence. La suite À est toujours supposée donnée
une fois pour toutes.

THÉORÈME III. — Les fonctions F(Z) G A(A) qui sont bornées
en module par un même nombre M sur un segment horizontal
(X2 + &Y0, X2 + f¥0), forment une famille normale dans le demi-
plan X > X r

En effet ces fonctions sont, en module, bornées dans leur en-
semble, dans tout compact de ce demi-plan d'après (12 d).

Ainsi l'étude que nous avons faite introduit un nouveau critère de
normalité : la combinaison d'une majoration sur un arc de courbe
non fermé et d'une suffisante lacunarité du développement de
DIRICHLET.

§ 14. — Applications à la théorie des fonctions analytiques :
fonctions entières

Lorsque la fonction F(Z) e A(A) est entière, son développe-
ment de DIRICHLET est convergent par le procédé des groupe-
ments Çn dans tout le plan complexe.

Posons :
M(X, + oo ; Y) = max. | F(È + iY) \

M(X, + » ; Y1? Y2) = max,
^ > X Y <

Dans le cas où la série de DIRICHLET est absolument convergente
(par exemple dans le cas d'un indice de condensation fini de la
suite j ?v j), nous poserons aussi M(X, + oo ) = max | F(£ -f- in)\.

— 00 <T,<+00

THÉORÈME I. (MAJORATION DES COEFFICIENTS). — II existe
une constante C(k) dépendant exclusivement de V indice A, telle que,

(14 a) |

f1) Une formule d'un type analogue, mais correspondant à des conditions
très différentes, est donnée par M. MANDELBROJT [1] p. 14. Pour situer cette
formule par rapport à la nôtre, consulter la note historique du mémoire
annoncé dans notre Introduction.

Laurent SCHWARTZ. 5
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En effet cke— 2^*xe— 2*<>*Y e g t ] e coefficient de e—2™*z dans
le développement de la fonction F(X + iY + Z), qui est con-
tinue lorsque Z parcourt le demi-axe réel ^ 0 et bornée par
M(X, +00 ; Y) ; il suffit alors d'appliquer (8 i). On voit même que

dépendant exclusivement de la suite À.

Ce théorème est tout à fait comparable au théorème de CAUCHY

qui borne les coefficients d'une série de Taylor dont on connaît
la fonction

M(r) = max. | f(z) | :
\\

Cette formule de CAUCHY est d'ailleurs valable pour des séries
de DIRICHLET absolument convergentes sous la forme

La formule que nous avons démontrée ici est bien plus inté-
ressante : elle majore les coefficients non pas en fonction de
M(X, + 0 0 ) , mais de M(X, + oo ; Y).

De même que la formule de CAUCHY démontre les théorèmes
de LIOUVILLE sur les fonctions entières, le théorème I montre que :

Une fonction entière F(Z) e A(A) ne peut être bornée sur une
horizontale sans être une constante (*) ;

Une fonction entière F(Z) G A(A) ne peut, sur une horizontale,
croître moins cite que e~~~AX (A > 0) pour X -> — oo , sans se réduire
à un polynôme de DIRICHLET.

THÉORÈME II (CROISSANCE SUR DIVERSES HORIZONTALES). —

II existe une constante C(e,A) dépendant exclusivement de s, h réels
> 0 telle que

(14 6) ^T)

<C(6,A)M(X —e,+oo;Y±A).

Il suffit pour le voir d'appliquer l'inégalité (10 a) aux fonctions

+

I1) Telle est la proposition utilisée à la note 1 de la page 57. La fonction P(Z)
est entière donc son développement de DIRICHLET est convergent par le procédé
des groupements Çn dans tout le plan complexe, elle est bornée sur Taxe réel,
donc constante.
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F(X + îY + Z) et F[X — s + i(Y ± h) + Z] qui appartiennent
à AQ0(A ; 0, + oc ). Ce théorème montre que les croissances de
M(X, + oc ; Y) lorsque X -> — co sont du même ordre de gran-
deur pour les diverses valeurs de Y.

THÉORÈME III (CROISSANCE DANS DES BANDES HORIZONTALES).

— Il existe une constante C(e, Y1? Y2, Y/ , Y2') dépendant exclusive-
ment de e, réel > 0, Y17 Y2, Y/ , Ya' telle que

(U c) i M(X,+ Qo ; YltYaXC(e,Y1,Y1,Y1,Y,)M(X —e,+ao ; Y/,Y/)
1 ' } ï M(X,+ oo ; Y!,Y2)> C-ife^,Y.,Y/.Y/JMtX+e,+oo ; Y/Y,')

Démonstration identique à celle du théorème IL Ce théorème
montre que les croissances de | F(Z) | pour X -> — co sont du
même ordre de grandeur dans 2 bandes horizontales (Y15 Ya),
(Y^, Y2'), quelles que soient leurs positions, et leurs épaisseurs
>0.

THÉORÈME IV. — Si Vindice de condensation de la suite j Xv J
est nul, il existe une constante C(e) dépendant exclusivement de s réel
> 0 telle que

X + £ + Q 0 ) M(X, + <x ; Y ) < M(X, + oo).

Ce théorème est une conséquence immédiate de l'inégalité
(9 a). Il montre que la croissance de | F(Z) | sur une horizontale,
pour X -> — co , est du même ordre de grandeur que la croissance
totale définie par M(X, + oo ). Pour utiliser un langage clas-
sique (1), l'ordre et le type de F(Z) sur une horizontale sont les
mêmes que l'ordre et le type globaux. En particulier si F(Z) est
„ 7 . n . , , ,. . ,. log log M(X, + QO ) .d ordre infini, c'est a-dire si lim. sup. - s — . ' ' = + oo

X-+— oo I A I

elle est aussi d'ordre infini sur toute horizontale ; cela entraine d'après
un théorème de BIEBERBACH (2) que toute horizontale soit une hori-
zontale de Julia (3).

Nous n'insistons pas sur les autres applications possibles de la

f1) Voir par exemple NEVANLINNA [1], chap. vin.
(*) BIEBERBACH [1].

(•) POLYA [1] p. 627. Une horizontale de JULIA Y = h est une horizontale
telle que dans toute bande horizontale h — e < Y < A - f £ , e > 0 , F(Z)
prenne une infinité de fois toutes les valeurs sauf 2 au plus.
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théorie. On pourrait donner quelques théorèmes utilisant l'iné-
galité (12 d), et montrant que l'on peut remplacer les demi-droites
horizontales £ ̂  X par des segments horizontaux X ^ £ ̂  X + h
de longueur fixe h ; et les demi-bandes horizontales \ ^ X,
Yx < Y] < Y2 par des rectangles X < \ < X + A, Yx < n < Ya,
de longueur fixe A.

Nous ne démontrerons pas non plus ici le théorème :
THÉORÈME V. — Toute droite horizontale n = Y est une horizon-

tale de Julia, à moins que dans une bande horizontale Y — s ^ y
< Y + e assez mince \ F(Z) | ne tende uniformément vers oo pour
X-> —oo.

En ce qui concerne la portée et la nouveauté des applications
démontrées aux § 13 et 14, voir la note historique du mémoire
annoncé dans l'Introduction.



CHAPITRE II

MAXIMA DES COEFFICIENTS
D'UNE SOMME D'EXPONENTIELLES RÉELLES

§ 15. — Position du problème

A la suite d'une question posée en 1889 par MENDELEIEFF et
en partie résolue par MARKOFF (*), Serge BERNSTEIN (2) a complète-
ment résolu le problème suivant :

Quelles sont les valeurs absolues maxima des coefficients a0, au a2,...
On d'un polynôme de degré n, P(#) = a0 + a1x + ... + o âf, borné
en module par 1 dans V intervalle [0,1] ?

BERNSTEIN a donné la valeur maxima exacte de chaque coeffi-
cient :

Kl <i

*(n + k — 1 ) 1
i n - * ) ! (2*)!'(15 a)

La méthode repose sur un fait assez particulier. On démontre
que c'est le même polynôme P(#) qui réalise les maxima de tous les
coefficients ; ce polynôme, dit polynôme oscillateur de degré w,
est caractérisé par le fait qu'il atteint sa valeur absolue maxima
+ 1 en n + 1 points de l'intervalle (0,1), successivement avec
le signe + et le signe —. Or ce polynôme est connu : c'est
cos 2n (arc cos \/x) ; il ne reste plus qu'à en calculer les coefficients
pour trouver (15 a).

P) MARKOFF [1].
(«) S. BERNSTEIN [1], p. 30, formules 52 bis et 53.
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Posons-nous maintenant le problème suivant : y0, ^1, ... ^n, étant
n + 1 nombres réels ̂  0, distincts, quelles sont les valeurs absolues
maxima des coefficients a0, a19 ... an, d'un polynôme généralisé (*)
P(x) = ö̂ a;1*0 + • • • + cLn^ni borné en module par 1 dans V inter-
valle [0,1] ? La condition Max |3P(#)| < 1 peut d'ailleurs être

remplacée par une condition moins restrictive : II P(x) ||LP|0 4\ <^ 1

(p ^ 1) ; dans ce cas les p» au lieu d'être J> 0, devront être

Pour p = oo , c'est encore un même polynôme oscillateur qui
réalise les maxima de tous les coefficients, mais ce polynôme n'est
pas connu, et ses coefficients semblent difficilement accessibles ;
pour p < oo , les valeurs maxima des divers coefficients sont réali-
sées par des polynômes différents.

Nous aborderons ce problème avec des méthodes nouvelles,
tirées de l'analyse fonctionnelle, et très analogues à celles qui ont
été utilisées dans le premier chapitre. Sauf pour p = 2 (espace de
HILBERT) nous ne trouverons pas des valeurs exactes des maxima,
mais des valeurs approximatives, qu'on pourra considérer comme
satisfaisantes en envisageant le problème d'un point de vue
asymptotique.

Soit M = I f\ L>0 une suite de nombres réels, rangés par ordre de

grandeurs croissantes, ^v + 1/p > 0 (2), lim ^ = + oo ; appelons

Mw la suite section ^ /*2...|un. P(x ; Mn) désignant un polynôme

a^1 + - • • + anX**, posons

(15») N # ; , ; M )

et cherchons seulement une valeur asymptotique de NP(A; ; n ; M)
pour une suite M donnée, pour k fixe, et pour n - • + oo .

Dans le cas où M est la suite des entiers ^ 0, p = oo, les for-
mules deBERNSTEiN (15 a) donnent

22*
(15 c) N U f t O »

I1) Nous dirons désormais polynôme, conformément à la définition de la
page 23.

(2) Pour p = oo, on peut prendre {JL0 = 0 ; mais c'est sans intérêt, car le
maximum de | a0 \ est trivial : c'est -f 1.
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Remarquons que Np(k ; n ; M) n'est autre que la norme de la

forme linéaire continue (a*), définie sur le sous-espace vectoriel 8n

de Lp(0, 1) engendré par les x^', v ^ n, et qui à chaque polynôme
P(x ; Mn) fait correspondre son coefficient ak ; cette forme prend

les valeurs 5*v aux divers points se1*', v < n (x). Nous effectuerons
la transformation définie au § 7, de sorte que nous aurons à ré-
soudre un nouveau problème.

A = | Xv )v>o étant une suite strictement croissante, dénombres
réels > 0, appelons j ^ n la suite section Xlf ).2, • • • ln ; nous considé-
rerons des «polynômes» P(X ; An) = ale~~2'7Ù^x + • • • + ane~~2

et poserons

Si les Xv sont reliés aux ^ par ?.v = ^v + 1/p, NP(A ; w ; A)
est relié à NP(A ; w ; M) par

(15e) NP(A:; n; A) = (2ir)i/»Np(ft; »; M).

Il s'agit d'étudier la valeur asymptotique de NP(A ; n ; A)
pour une suite A donnée, pour k fixe, n -> oo .

THÉORÈME. — Toute fonction cp*(X) e !/'((), + oo ) (p' =p/(p — l ) t

p ^wi ^- 1)

f(15/) f

; n; A)

De pZtt̂  il existe une fonction cp*(X) E Lp/ vérifiant (15 ƒ), e* powr
laquelle Vinégalité (15 g) es£ remplacée par une égalité.

On aurait un théorème analogue pour Oft(X) e V[0, + oo [
(p = oo ) à condition de remplacer yk(X)dX par d<ï>t(X).

Démontrons ce théorème pour /? fini ; pour p = co , la démons-
tration n'en diffère que par l'écriture.

La fonction cp*(X) e Lp' définit sur Lp(0, + oo ) une forme
linéaire continue ; les égalités (15 ƒ) prouvent que cette forme pro-

{ l pour i = /.
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longe à tout l'espace Lp la forme linéaire (ak) définie seulement sur
ên ; la norme || <P*||LP//0 +00) de la forme linéaire prolongée à tout
l'espace Lp ne peut que dépasser la norme Np(& ; n ; A) de la forme

linéaire (ak) sur 8n.
D'autre part, d'après le théorème de HAHN-BANACH (r) la forme

linéaire (ak) définie sur Sw admet un prolongement sur tout l'espace
Lp, qui a la même norme ; ce prolongement est défini par une fonc-
tion <pk(X) e Lp/, vérifiant (15 /) et pour laquelle l'inégalité (15 g)
devient une égalité. On peut d'ailleurs démontrer qu'une telle
fonction cp^X) est unique.

§ 16. — Evaluation exacte de N2 (k ; n ; A)

D'après le théorème du § 15, N2(/i: ; n ; A) est le minimum de
H cp*(X) ||L2(0j + ^ lorsque cp*(X) vérifie (15 /). (k < n).

Effectuons la transformation de LAPLACE

(16 a) J*(X) = X = 9 + fc, > 0.

D'après ce qui a été vu au § 5, les relations « cpfc(X) e L2(0, + 00 ) »
et « J^X) E H2 » sont équivalentes; || <p*(X)||L2(0> + «) = II
enfin les relations

r0 0

(15 /) e-2^x<?k(X)dX = 8Av, v < n
Jo

sont équivalentes aux relations.
(166) W = «A* v < n.

Nous pouvons donc dire que N2(ft ; n ; A) est le minimum de
J*WIIH« !o r squ e la fonction J*(/.) G H2 vérifie (16 b).
Soit W*(X) la fonction de BLASCHKE (2) relative aux zéros Xv,

^ w, v ̂  k ;

I1) Théorème 2 du § 3.
(•) Voir note 1, p. 25.
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Cette fonction vérifie, quel que soit v , v < n , v ^ f t : W4(XV) = 0 ;
quel que soit r réel, | W^ir) | = 1.

On peut écrire

(16 c)

U*(X) est holomorphe pour a > 0 et vérifie Uk(lk) = + 1. Mais

(16) d

Le minimum de ||J*(X)||Ha lorsque 3k(k) vérifie les relations

(16 b) est donc identique au produit de . . par le minimum

r\ ( J T > U*('T

de || U^X) ||Ha lorsque U*(X) vérifie la seule relation \Jk(kh) = 1.
Nous allons calculer exactement ce dernier minimum.
U*(A) e H2 est représentable par l'intégrale de CAUCHY :

Faisons 1 = lk dans cette formule et majorons l'intégrale par-
l'inégalité de HÖLDER-SCHWARZ :

OU

(16/)

l'inégalité devenant une égalité si (et seulement si)

(16?) U*(X) = j ^ -

On voit donc que l'on peut écrire

(16A) min \
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et par suite

{16i) Na(ft;re; A) = V / ^ n
1 +

Non seulement nous avons obtenu la valeur exacte de
N2(A ; n ; A), mais nous avons le polynôme extrémal P*(X ; An)

. Ce polynôme est celui pour*'qui réalise le maximum de „p , ,
llPllLa(Ofoc.)

lequel l'inégalité de HÖLDER-SCHWARZ

appliquée à la formule

ak
= H

Jo
Pk(X)n(X)dX,

devient une égalité ; donc à un facteur constant près P*(X) = cp*(X),
étant la fonction vérifiant (15 ƒ) et qui réalise le minimum

de || <p*(X)||L2m + ^ j . Il est facile de la calculer :

n z1 -

v<»\i

(16*)

On vérifierait aisément, par une décomposition de la fraction

> * en éléments simples, et intégration terme à terme, que

l'expression trouvée est un polynôme. Mais la méthode même qui
a été employée et le résultat trouvé montrent que ce n'est pas le

(*) Cette formule a été trouvée par MM. KACZMARZ et STEINHAUS [1], p. 86-
90. La méthode utilisée est tout à fait différente, et n'est pas généralisable au
cas p ^ 2 . Elle a d'ailleurs uniquement pour but de démontrer le théorème de
MIÎNTZ et n'a pas été appliquée à des recherches analogues aux nôtres.
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polynôme extrémal Pk(X ; AM) qui a une expression simple, mais
sa transformée de LAPLACE 3k(ï).

Cherchons une évaluation asymptotique de Na(A; ; n ; A), la suite
A étant donnée, et k fixe, pour n -> + oo . Nous supposerons la

série ^ 1/XV divergente, sans quoi N2(/c ; n ; A) admet une li-

mite pour n -> oo , qui est donnée par le produit convergent

1 +

Nous poserons S„ = V l/?.v et supposerons donc lim Sn = + oo .

Déterminons n > 0 assez faible pour que | u | ^ n entraîne
1 + u

= e2M[i + s(w)] |e(w)|s<£. Nous pourrons alors trouver

vQ~> k assez grand pour que v ^ v 0 entraîne ^ ^ y?, et nous aurons

(161) ;n; A) =

entraîne r̂

+ 2 r t1 +

Le premier de ces 2 facteurs est indépendant de n (pour n ^ v0) ;
le deuxième est compris entre e2)*s»(i + E) et e2)*(i—6)(Sn—Svo) .
comme pour w - • oo , Sn — Sv0 ̂  Sn, on peut dire que, quelque
petit que soit a > 0, on a pour n assez grand

(16m) é?2A*(1 - a)Sn < N2(& ; >i ; A ) < e2X*(1 + a)Sw, ou encore

(16n) log N2(A:; n; A) ~ 2X*Sn.

Nous pouvons obtenir une évaluation plus précise lorsque la

série ^ (l/?v)2 est convergente.

En effet dans ce cas la série

log 2

est convergente ; soit log Dk sa somme.
On peut écrire

= 2X*S» + log D t + o(lh
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et par suite

n
Il existe donc une constante Ck = Dk\/i7:lk1 dépendant exclusi-

vement de k et de la suite A, telle qu'on ait, pour k fixe, et n -Voo

(16*) N2(A:;n;A)c

RÉCAPITULATION :

Formule exacte

(ie a

= + °° )Formule asymptotique générale

(16n) log Na(*; n; A)

Formule asymptotique spéciale ( 2 ^ v = = + 0 0 »]S(*Av)1< + °° )

(16 o) N2(fc;W;A)^C/^.

Formules relatives aux polynômes en x^\ II suffit de faire le chan-
gement de variables ; comme

nous pourrons poser S„; =

Formule exacte

et écrire :

n
1 + -

1

1

+ 3
1

Formule asymptotique générale ( ^ 1/̂ v = + oo

(16g) log N2(A;; ^ ; M)
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Formule asymptotique spéciale

77

(16r) ; *; M)

§ 17. — Evaluation asymptotique de Np{k ; n;A) pour p < 2

La majoration de NP(A ; n ; A) sera aisée, grâce à l'inégalité
de PARSEVAL-RIESZ (1). NOUS utiliserons le théorème du § 15.

Soient, d'après une méthode développée au § 8,

J(X) =

3{X)

(17 a) A

Mais 3t(k) e Hp, quel que soit p ^ 1 ; comme ici p < 2, on
peut écrire d'après ce qui a été vu au § 5

Jt(X) = |
Jo

9t{X)dX, e L"'(0,oo ).

Les égalités (17 a) sont, pour <p»(X), équivalentes à (15 /), de
sorte que, d'après le théorème du § 15

; n. ; A) < || ?*(X) J ^ ) ||HP

calcul d'ailleurs déjà fait au § 8 (Formule (8 i)). C est indépen-
dant de k et de n, et dépend exclusivement de A.

Cette majoration est en tout point analogue à celle de la for-
mule (16 i) et peut aussi s'écrire

Voir § 5, formule (5 d).
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On pourra sur ce produit faire à nouveau les évaluations asymp-

totiques du § 16 et trouver, lorsque la série ^1/Xv diverge,

(11 b{)

pour n assez grand, quel que soit a > 0 ; et si de plus

converge,

(17 q) Np(fc;7i;A)<B*e2**s".

Au contraire la minoration de NP(A; ; n ; A) est beaucoup plus
délicate. Nous utiliserons encore le théorème du § 15. Il existe

G Lp/(0, + oo ) satisfaisant aux égalités (15 /) et telle que

Posons

f00

Jo

On a pour e réel > 0

J*(X + e) = / e - 5

i/o

Ainsi J4(X + g) apparaît comme la transformée de LAPLACE

de (ér-2iceX<pfc(X)) G L2(0, + oo ).
On en déduit d'après l'égalité de PARSEVAL

Mais l'inégalité de HÖLDER, appliquée au produit

lts conjugués q = jr-^— , q' = ^
A — p A

^X)||I^i + . ) <3^ 7 3 - | | W (X)

avec les exposants conjugués q = jr-^— , q' = ^ , donne
A — p A

et par suite

(17 d) Np{k ; n ; A) > G || J*(X + e) ||H,.

e pouvant être pris quelconque, fixe ou variable avec n. G est une
constante universelle.

Mais les égalités (15 ƒ) pour yk(X) sont équivalentes pour

(17 a)
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II nous faut donc minorer || 3k(X + s)\\R2 sachant que 3k(k) satis-
fait aux égalités (17 a).

Appelons WeA(X) le produit de BLASCHKE pour les zéros )>v>

v < n, y ̂  A, pour le demi plan cr > s (ce qui nécessite s < Xx)

On a W£ A(XV) = 0, pour * ̂  n, v ;zf k ; et quel que soit ? réel,

W . > + ÎT)| = 1.
On peut écrire Jk(k) sous la forme

Ws k{l)

pour a ^- s ; Us A(X) est holomorphe et bornée pour a > s, et

vérifie Ue *(*») = + 1

l +«) H H * = ( r " I j * ( £ + ^
(17«) ' X J

- ÏKÏ^Ï 11» 'u- *(£+lt;

Nous sommes donc ramenés à minorer ||U£ A(X + s)||H2 sachant

que | U s ^ t ) | = 1.

La démonstration du § 16 est encore valable ; il suffit de représen-

ter Ue k par l'intégrale de CAUCH Y U£ A(X) = ^ I J_ . dr

pour trouver

(17 /) II U£j A(X + e) | | H , > V/4TC(X, - e) > A,

constante dépendant de A et de e, et bornée tant que e <^ lt' <. \ .
La combinaison de (17 e) et (17 ƒ) donne

h est une constante dépendant seulement de la suite A et de et
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restant bornée tant que e < X/ < \ ; en portant dans (17 d) on
obtient la formule définitive

2 - 2 - p

(17*)

On peut sur ce produit faire les mêmes évaluations asympto-
tiques que précédemment, et les résultats sont les mêmes, à condi-
tion de remplacer tous les /v, v < n, par Xv — s. En particulier

la somme V l//v doit être remplacée par V . ; mais cette

v == + °° )
quantité est > Sn.

On a donc, dans le cas général

2-P

£ 2p

pour w - • co , quel que soit a > 0 ; et si de plus ^(1/Xv)8 < + oo

2— p

(17i) N , ( f t ; n ; A ) ^ ^ e 2/> e 2 ^- s ) S w .

Il est d'ailleurs possible dans ces formules de prendre e variable
avec n, pourvu que e ̂  \' ^ / r

Nous choisirons ^ de façon à rendre aussi grande que possible
2—p

la quant i té £ e~~2eS ; il suffit par exemple de prendre sS» = 1T et
nous aurons les formules asymptot iques cherchées :

Dans le cas général ( T H / A V = + QO

(17b2) Np(k; n ; A ) ^

pour n -> oo, quel que soit a > 0 ;

si de plus ]£(1Mv)2 < + oo

(17 c2) N P ( ^ ; W ; A ) ^

(Sn)

En réunissant ces minorations aux majorations (17 bx) et (17 c j
nous pouvons récapituler :
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RÉCAPITULATION :

Formule asymptotique générale (^1/XV = + oo )

(176) logNp(*;n;A)~2X*Sn.

Formule asymptotique spéciale (^1/XV = + oo ; ̂ ( 1/AV)2 < + <x> \

(17 c) A*e2**s»S» 2P < N,(* ; n ; A)

Formules relatives aux polynômes en x^.

En posant toujours Sn' =

Formule asymptotique générale ( ^ l/^v = + oo V

(17j) log N,(t; n; M) ~ 2 ( w + j

Formule asymptotique spéciale! ^ l/^v= +00 ; ̂  ( — ]
>0 >0

(17*) A'*c V p / S'n p < NP(A;; /lî

§ 18. — Evaluation asymptotique de fip(k;n;A) pour p > 2

Cette fois c'est la majoration qui sera beaucoup plus délicate
que la minoration. Aussi commencerons-nous par la minoration.
Nous ferons la démonstration pour p fini ; pour p = 00, il n'y a
qu'une différence d'écritures.

D'après le théorème du § 15, il existe une fonction
<pt(X) e L,P'(0, + 00 ), vérifiant les égalités (15 ƒ) et telle que

Np(K;ii;A)=||?*(X)||Lpr(Of+flB).

Si comme précédemment nous posons

J*(X) = f e"-2™x<pi(

on a 3k(l) e Hp, puisque p' ^ 2, et

(18a) NP(A; n ; A) = \\

Laurent SGHWARTZ.
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de plus 3k(k) satisfait aux égalités (17 a). Nous introduirons alors
la fonction de BLASCHKE Wk(l) relative aux zéros Xv, v <C nr

y yé &, et au demi plan G > 0 ; pour tout v <! w, v ̂  ifc, on aura
Wfc(Xv) = 0 ; et quel que soit ? réel, |WA(ir| = 1

et nous poserons

de sorte que Uk(l) est une fonction holomorphe pour G > 0 et
e Hp, vérifiant \J'k(lk) = 1, et que l'on a

(18 6) || J*(X) || UP = ywïr—i II U,(X) || Hp et par suite

(18 c)

Mais l'application de la formule (5 l) (x) donne ici

|| U*(X) ||Hp

K étant la fonction définie dans cette formule.
Il suffit alors de porter dans (18 c) pour obtenir la formule défi-

nitive

1 —

h étant une constante dépendant exclusivement de lk.
Nous avons déjà donné les valeurs asymptotiques d'un tel pro-

duit :

pour n assez grand, quel que soit « > 0 ; si de plus, ̂  (1 Av)2< +00

(18 ft) Np(^;^;A)

(l) Ou, ce qui revient au même, la représentation de Ut par une intégrale-
de CAUCHY et l'application de l'inégalité de HOLDER.
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Passons maintenant à la majoration.
Nous poserons comme précédemment

(18 A) J(X) =

J*) =

v ^ n

J(X)
(X — X*)J'(X*)

de sorte que J*(XV) = 5AV, V < n, k < n.
Comme p' ^ 2, il n'est pas évident que J4(X) soit transformée de

LAPLACE d'une fonction de Lp/.
Mais J*(A — c) E H2, £ réel > 0, s < v

1 — x/;
En effet, la quantité 1 + h)/Xv

atteint sa valeur maxima, lorsque a = — e, pour r = 0, cette va-
1 + e/Xv ; si on choisit * assez faible devant X17 on peut

On a donc

(18 i) — «)llH-<O(i)rp

— s) est alors transformée de LAPLACE d'une fonction
> A(X) E L2(0, + oo ), et d'après l'égalité de PARSEVAL

On en déduit

-r(184)

(181)

Cette dernière égalité montre que <p*(X) E L/'(0, + x ) comme
nous voulions l'obtenir ; il suffît en effet d'appliquer au produit

La fonction ç*(X) est évidemment indépendante de :.
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<J/e, A(X) \P' l'inégalité de HÓLDER avec les exposants con-

jugués q = — ?r-, q' = —, pour avoir
P — * P

(18m) H

D'après le théorème du paragraphe 15, on peut conclure, compte
tenu de l'évaluation de J7()^) :

On en tire les formules asymptotiques : si V l / \ , == -f- QO

(18o) Np(&; n; A) < ——2 e2/>^1 + a)S/î

pour n assez grand, quel que soit v. > 0; si de plus V( l / / V ) 2 < +oo

(18/?) Np(&; rc; A) < DA

Nous pouvons maintenant choisir s variable avec n de façon à
p—2

rendre aussi petite que possible l'expression eSzSn/e 2P ; il suffit de
prendre s Sn = 1, ce qui conduit aux formules asymptotiques défi-
nitives :

Si 2 j l/?.v = + oo

(18 U) N p ( /b ; / i ;A)<6

pour w assez grand, quel que soit a > 0; si de plus V (1/Xv)8 < + oo

p-2

En combinant ces majorations aux minorations (18 /x) et
(18 /2), nous pouvons récapituler :

RÉCAPITULATION :
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Formule asymptotique générale (Jj^ 1/XV = + oo )

(18/) logN,(*;ii; A)~2>A

Formule asymptotique spéciale (£ 1/XV = + oo ; JJ (1/Xv)a < + oo

(18 £) A*e2) ̂ « < Np(fc ; n ; ) <

Formules relatives aux polynômes en x^.

Formule asymptotique générale ( ^ 1/̂ v = + oo )

(18g) log Np(fc ; n ; M) ~ 2^k + i ) S»'.

Formule asymptotique spéciale ( ^ 1/^=+ oo; 2 ("" ) < + °°)

j>—2

(18r) Ak'e
2\ Pi <Np(A;w;

§ 19. — Conclusion

Nous avons d'abord trouvé une formule relative à une suite

A = | Xv | quelconque (sans autre hypothèse que ̂  1/XV = + oo ;

l'hypothèse contraire n'étant pas intéressante, puisque quand elle
est réalisée, Np a une limite, d'ailleurs inconnue, pour n - • oo ).

Cette formule est indépendante de p :

L'équivalence est d'ailleurs uniforme par rapport à p ; quel que
soit « > 0, on peut trouver n^ assez grand (dépendant exclusive-
ment de k et de la suite A) tel que n ̂  n^ entraîne

< p ( ; n. A ) ^

quel que soit p ̂  1, fini ou infini.
Si nous prenons pour A la suite des entiers naturels,

S * = l + 3 + g + --- + j ~ l o g i i f

a formule trouvée s'écrit

; n) cvs 2A log n
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équivalence conforme aux résultats de BERNSTEIN (donnés pour
p = 00).

En faisant l'hypothèse supplémentaire ^ (1/XV)2< + co , nous
avons pu améliorer les résultats et intercaler Np(k ; n ; A) entre
les 2 quantités

P—2

la deuxième de ces quantités étant plus grande ou plus petite que
la première selon que p ^ 2 ou p ^ 2 ; pour p = 2, ces 2 quan-
tités sont du même ordre de grandeur et conformes au résultat du
§16.

Mais la valeur asymptotique exacte de Np doit pouvoir être
située avec plus de précision entre ces 2 infiniment grands ; il
faudrait pour cela employer des méthodes plus puissantes que
celles qui furent précédemment exposées. Il y a là un problème
que nous n'avons pas pu résoudre ; nous pensons qu'il doit en
réalité exister pour p quelconque comme nous l'avons vu pour
p = 2 une constante Cp(k, A) telle que

Np(*; n; A) <- Cp(ft, A)*2**8".

Si nous considérons le cas p = oo , la suite A étant la suite des
entiers, la formule (18 g) donne

A*»* >< N^ (k ; ») < B*n* V log n

alors que les formules de S. BERNSTEIN donnaient

22*
N ( f t ) ri*



INDEX BIBLIOGRAPHIQUE

BAN ACH. — [1] Théorie des opérations linéaires. Monografje matematyczne,
Varsovie, 1932.

S. BERNSTEIN. — [1] Leçons sur les propriétés extrémales et la meilleure approxi-
mation des fonctions analytiques d'une variable réelle. Paris, 1926.

VL. BERNSTEIN. — [1] Leçons sur les progrès récents de la théorie des séries de
Dirichlet, Paris, 1933.

BIEBERBACH. — [1] Ueber eine Vertiefung des Picardschen Satzes bei ganzen
Funktionen endlicher Ordnung. Mathematische Zeitschrift, 3 (1919), p. 175-
190.

BLASCHKE. — [1] Eine Erweiterung des Satzes von Vitali uber Folgen analy-
tischer Funktionen. Leipziger Berichte, 67 (1915), p. 194.

BOREL. — [1] Sur les zéros des fonctions entières. Acta Mathematica, t. 20.
[2] Leçons sur les fonctions entières. Paris, 1921.
[3] Leçons sur les séries divergentes. Paris, 1928.

BOURBAKI. — [1] Topologie générale Chap. I et II, Paris, 1940.
[2] Théorie des ensembles [Fascicule de résultats). Paris, 1939.

CÎARLEMAN. — [1] Ueber die Approximation analytischer Funktionen durch
lineare Aggregate von vorgegebenen Potenzen. Arkiv for Matematik, Astro
nomi och Fysik. Svenska Vetenskapsakademien, Bd 17, n° 9, 1923.

DOETSCH. — [1] Theorie und Anwendung der Laplace Transformation. Ber
lin, 1937.

HADAMARD. — [1] Etude sur les fonctions entières et en particulier sur une
fonction considérée par Riemann. Journal de Mathématiques, 4e série, tome 9
(1893), p. 171 215.

HARDY. — [1] The mean value of the modulus of an analytic function. Pro-
ceedings of the London Mathematical Society, 14 (1914), p. 269 277.

KACZMARZ UND STEINHAUS. — [1] Theorie der Orthogonalreihen. Monografje
Matematyczne, Varsovie Lwow, 1935.

LEVINSON. — [1] Gap and density theorems. American Mathematical Society
Colloquium Publications. New York, 1940.

LINDELOF. — [1] Mémoire sur les fonctions entières de genre fini. Acta Socie-
tatis Scientiarum Fennicae, 31 (1902), n° 1, p. 1 79.

A. MARKOFF. — [1] Sur une question posée par Mendeleieff. Bulletin de l'Aca-
démie de Saint Pétersbourg, 1889.

MANDELBROJT. —[1] Séries lacunaires, Paris, 1936.
MÙNTZ. — [1] Ueber den Approximationssatz von Weierstrass. Mathematische

Abhandlungen (Schwarzes Festschrift). Berlin 1914, p. 303-312.
NEVANLINNA. — [1] Eindeutige analytische Funktionen. Berlin, 1936.



8 8 ÉTUDE DES SOMMES D'EXPONENTIELLES RÉELLES

PALEY AND WIENER. — [1] Fourier transforms in the complex domain. Ameri-
can Mathematical Society Colloquium Publications. New-York, 1934.

POLYA. — [1] Untersuchungen iiber Liicken und Singularitdten von Potenz-
reihen. Mathematische Zeitschrift, 29 (1929), p. 549-640.

SZASZ. — [1] Ueber die Approximation stetiger Funktionen durch lineare
Aggregate von Potenzen. Mathematische Annalen, 77 (1916), p. 482-496.

SZEGO. — [1] Ueber dichte Funktionenfamilien. Berichte der Math. Phys. KL
d. sàchsischen Akademie der Wissenschaften, 78 (1926), p. 373 380.

[2] Beitrage zur Theorie der Laguerreschen Polynôme. Mathema-
tische Zeitschrift, 26 (1926), p. 87 115.

TITCHMARSH. — [1] Introduction to the Theory of Fourier Intégrais. Oxford,
1937.

VALIRON. — [1] Sur les fonctions entières tfordre fini et tfordre nul et en par-
ticulier les fonctions à correspondance régulière. Thèse, Paris, 1914 et Annales
de Toulouse, 1913.

ZYGMUND. — [11 Trigonometrical series. Monografje Matematyczne. Varsovie-
Lwow, 1935.



TABLE DES MATIÈRES

INTRODUCTION 1
PRÉLIMINAIRES 7

§ 1. Système total ; système libre ; base 7
§ 2. Formes linéaires ; dualité 8
§ 3. Espaces vectoriels topologiques 9
§ 4. Espaces vectoriels usuels 13
§ 5. Transformations de Fourier et de Laplace 17

CHAPITRE PREMIER

Approximation des jonctions par des sommes d'exponentielles réelles,

§ 6. Théorème de Weierstrass. Théorème de Müntz 22
§ 7. Passage de puissances à des exponentielles 23
§ 8. Démonstration du théorème de Müntz 24
§ 9. Etude de l'adhérence AP(V) dans le cas d'une suite J Xv ; régu-

lière 29
§ 10. Etude de l'adhérence AP(A) dans le cas général 37
§ 11. Réciproques. Caractérisation de AP( \) 49
§ 12. Intervalle réel fini et éléments ; Xv ; désigne quelconque 54
§ 13. Applications à la théorie des fonctions analytiques : domaine d'exis-

tence 62
§ 14. Applications à la théorie des fonctions analytiques : fonctions en-

tières 65

CHAPITRE II

Maxima des coefficients d'une somme d'exponentielles réelles

§ 15. Position du problème 69
§ 16. Evaluation exacte de N2(& ; n ; A) 72
§ 17. Evaluation asymptotique de Np(/r ;.n ; A)pour/><2 77
§ 18. Evaluation asymptotique de Np (A: ; n ; A) pour/? > 2 81
§ 19. Conclusion 85
INDEX BIBLIOGRAPHIQUE t 87




