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INFO ARTICLE RESUME

Historique de I'article : Nous déterminons la vitesse critique vt d’une impureté en mouvement dans un superfluide
Disponible sur Internet le 29 janvier 2015 de fermions par un raisonnement a la Landau, c'est-a-dire en nous limitant aux processus
d’excitation minimale du superfluide par la particule. v% est alors la plus petite des vitesses
auxquelles ces processus sont énergétiquement permis. Comme le superfluide de fermions
posséde deux branches d’excitation, 'une fermionique prédite par la théorie de BCS et
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Vitesse critique consistant a briser des paires de fermions, I'autre bosonique prédite par la RPA d’Anderson
Critére de Landau et consistant a les mettre en mouvement, il y a une vitesse critique de Landau th
Atomes froids et vgb associée d chaque branche et vL est la plus petite des deux. Dans I'espace des
Keywords: paramétres (force des. interactions C?a.ns le superfluide, masse r?lative fefmionjimpgreté)‘,
Fermi gases nous trouvons deux lignes de transition, correspondant respectivement a la discontinuité
Superfluidity des différentielles premiére et seconde de v'c-. Ces deux lignes se rejoignent en un point
Critical velocity triple et partitionnent le plan en trois domaines. Nous étendons succinctement cette
Landau criterion analyse au cas, treés récemment réalisé a 'ENS, ot 'objet en mouvement dans le superfluide
Ultracold atoms de fermions est un superfluide d’'impuretés bosoniques en interaction faible, plutét qu'une

impureté seule. Lorsque le potentiel chimique des bosons reste petit devant I'énergie de
Fermi des fermions, la topologie des lignes de transition sur v% ne change pas; un résultat
marquant est alors qu’'au domaine v'c- =¢, ol c est la vitesse du son dans le superfluide de
fermions, correspond maintenant un domaine v% =+ cg, ol cg est la vitesse du son dans
le superfluide de bosons, avec des frontiéres légérement déplacées.
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ABSTRACT

We determine a la Landau the critical velocity v'c- of a moving impurity in a Fermi
superfluid, that is by restricting it to the minimal excitation processes of the superfluid.
v% is then the minimal velocity at which these processes are energetically allowed. The
Fermi superfluid actually exhibits two excitation branches: one is the fermionic pair-
breaking excitation, as predicted by BCS theory; the other one is bosonic and sets pairs into
motion, as predicted by Anderson’s RPA. v% is the smallest of the two corresponding critical
velocities vlc-‘f and VIE,b' In the parameter space (superfluid interaction strength, fermion-to-
impurity mass ratio), we identify two transition lines, corresponding to a discontinuity
of the first-order and second-order derivatives of vi. These two lines meet in a triple
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point and split the plane in three domains. We briefly extend this analysis to the very
recently realized case at ENS, where the moving object in the Fermi superfluid is a weakly
interacting Bose superfluid of impurities, rather than a single impurity. For a Bose chemical
potential much smaller than the Fermi energy, the topology of the transition lines is
unaffected; a key result is that the domain v% = ¢, where c is the sound velocity in the
Fermi superfluid, is turned into a domain v% = c+cp, where cp is the sound velocity in the
Bose superfluid, with slightly shifted boundaries.

© 2015 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction, rappels et motivations

Les gaz dégénérés d’atomes neutres fermioniques de spin 1/2 en interaction, supposés ici non polarisés, c’est-a-dire avec
des populations égales dans les deux états internes, sont réalisables en laboratoire depuis 2002 [1]. Ils présentent, en dessous
d’'une température critique, deux propriétés quantiques macroscopiques remarquables et bien distinctes. La premiére est la
présence d'un condensat de paires, c'est-a-dire I'existence d'un mode macroscopiquement peuplé de I'opérateur densité
a deux corps [2], qui se traduit physiquement par une longueur de cohérence macroscopique pour le champ de paires,
limitée donc seulement par la taille du systéme. Cet «ordre a longue portée» est en principe mesurable directement par
interférométrie [3], mais c’est pour l'instant la fraction de paires condensées f. que 'on sait mesurer [4]. La seconde
propriété, celle qui nous intéresse ici, est la superfluidité. Elle a la réputation d'étre plus subtile, puisqu’elle met en jeu
un ensemble de phénoménes complémentaires, dont certains reposent sur la métastabilité plutdt que sur des propriétés a
I'équilibre. Nous en retiendrons ici deux aspects, en passant sous silence les réseaux de tourbillons quantiques [5] et les
courants permanents.

Le premier aspect met en jeu la notion de fraction superfluide fs : pour des conditions aux limites périodiques cubiques
de période L, c’est la fraction du gaz qui n’est pas entrainée par un potentiel extérieur en mouvement, méme au bout
d'un temps arbitrairement long permettant au systéme d’atteindre 1'équilibre thermique dans le repére en mouvement. Si le
potentiel extérieur se déplace selon la direction Ox, a la vitesse v, la fraction normale f, =1 — fs du gaz est par définition
entrainée a cette méme vitesse, si bien que

P
1—fo= lim  lim lim {Px)
N—o0, p=cte v—>07n—0 Nmv

(1)

oil le gaz, composé de N atomes de masse m et de densité p = N/L3, posséde a I'équilibre une impulsion moyenne totale
(Px) selon Ox en présence du potentiel extérieur. La triple limite doit étre prise dans cet ordre, afin que la fraction nor-
male soit une quantité intrinséque. On fait d’abord tendre vers zéro I'amplitude 1 du potentiel extérieur, afin que f; ne
dépende pas de la forme du potentiel. Puis I'on fait tendre la vitesse d’entrainement vers zéro, avant de prendre la limite
thermodynamique, de facon que I'on ait toujours :

VK —— (2)
mL

En effet, prendre v égale au quantum de vitesse 27rhi/(mL) permettrait, par invariance galiléenne des conditions aux limites
périodiques a cette vitesse, de conclure que le gaz est au repos dans le référentiel du potentiel extérieur, ce qui conduirait
a (Px) = Nmv dans le référentiel du laboratoire, et donc au résultat invariable (et non physique) f, =1 [6]. La fraction
superfluide fs du gaz de fermions de spin 1/2 non polarisé a été trés récemment mesurée dans le régime d'interaction
forte, en fonction de la température T [7], et a permis de vérifier que la transition de phase superfluide se produit a la
méme température que celle de la condensation de paires [4] et que celle déduite des singularités de grandeurs thermody-
namiques [8]. Une propriété importante attendue, et confirmée expérimentalement sur d’autres systémes, est que fs— 1 a
température nulle.

Le deuxiéme aspect de la superfluidité, limité en toute rigueur au cas d’'une température nulle, est I'existence d’une
vitesse critique v. en dessous de laquelle un objet traversant le gaz ne subit aucune force de friction et ne peut y déposer
de I'énergie, donc y a un mouvement non amorti. Cet aspect a bien été observé dans les gaz d’atomes froids fermioniques
pour un réseau optique unidimensionnel en mouvement [9]. Le calcul de la vitesse critique est souvent ardu, et le résultat
dépend en général des caractéristiques de I'objet et de son couplage au gaz [10]. Cependant, pour un couplage arbitrairement
faible 3 la densité du gaz,! dans I'esprit de la définition (1), on est conduit 3 se limiter, comme I'a fait Landau pour un gaz
de bosons [11], & la premiére étape dans la dissipation de I'énergie cinétique de I'objet, a savoir la création du nombre
minimal possible d’excitations élémentaires dans le gaz, une seule dans le cas de [11]. Formellement, ceci revient a calculer
I'amplitude de diffusion de I'objet sur le gaz dans I'approximation de Born, au premier ordre en la constante de couplage

1 Ce couplage peut étre un couplage effectif : pour un objet quasi-ponctuel, il est proportionnel a sa longueur de diffusion dans I'onde s avec les atomes
du gaz.
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gaz-objet, ou a évaluer le taux d’émission d’excitations par l'objet selon la régle d’'or de Fermi, au second ordre en la
constante de couplage; dans les deux cas apparait en facteur une distribution de Dirac assurant la conservation de I'énergie
non perturbée [12]. Dans le présent travail, I'objet est, sauf dans la section 5, une particule de masse M, discernable des
atomes du gaz, de vitesse initiale v donc d’énergie cinétique initiale %MVZ. Aprés émission dans le gaz d’une excitation de
vecteur d’onde q et d’énergie €gq, sa vitesse vaut v — hq/M, par conservation de I'impulsion, d’ot

h"q
hq-v=—rr+€ 3)

par conservation de I'énergie non perturbée. Comme |q - v| < qv, cette condition n’est satisfaite pour aucun q si v est
inférieure a la vitesse critique de Landau :

q
2t €a
hq
Un calcul de vL pour une particule de masse M — +oo a été effectué dans la référence [13] avec les théories approchées
de BCS et de la RPA; il a fallu pour cela prendre en compte les deux branches d’excitation du superfluide de fermions, la

branche fermionique avec bande interdite, décrivant la brisure des paires de Cooper d’atomes, et la branche bosonique sans
bande interdite, mais de départ phononique en q = 0, décrivant la mise en mouvement des paires. On obtient ainsi [13]

v%(a:O):min({[(,u2+A2)l/2—M]/m}l/z,c) (5)

oll ¢ est la vitesse du son dans le superfluide de fermions de potentiel chimique w et de gap A, et I'on note le rapport de
masse d’'un fermion et de I'impureté

(4)

L_: —
vi= 1{11qu avec vq =

o= (6)
Le fait que la vitesse critique soit non nulle pour M — 400 semble contredire le raisonnement qui suit I'équation (2), I'ef-
fet d'un objet de masse infinie sur le superfluide pouvant étre assimilé a celui d'un potentiel extérieur défilant a vitesse
constante : on devrait donc avoir v, <2mhi/(mL) — 0 a la limite thermodynamique. C’est bien la notion (subtile) de méta-
stabilité qui permet alors de donner un sens au raisonnement de Landau et de croire a la vitesse critique prédite vk pour
des temps assez courts : lorsque v < v%, le premier pas vers la dissipation est bloqué par une barriére d’énergie, mais rien
n'empéche que le systéme puisse franchir cette barriére aux temps longs par des processus d’ordre arbitrairement élevé en
le couplage gaz-objet, correspondant a une énergie d’excitation €q bien différente de celle des excitations élémentaires de
I'équation (4). Ainsi, le processus improbable d’ordre N mettant en mouvement I'ensemble du gaz a la vitesse 2mfi/(imL)
selon Ox, par translation en impulsion de chacun de ses atomes de 27fi/L selon cette direction, correspond a g =27 N/L
et €q = NQmh)?/(2mL?), donc i une vitesse critique vq = 2mh/(2mL), qui s’annule bien a la limite thermodynamique 2
pourvu que M reste > Nm.?

L'objectif du présent travail est d'étendre les calculs de la référence [13] au cas d’'une masse M finie. Il y a pour cela
une trés forte motivation expérimentale : la prédiction de Landau pour la vitesse critique d'une impureté atomique dans un
condensat de Bose-Einstein a été confirmée au MIT [16], et pourrait bientot étre mesurée dans un superfluide de fermions,
grace au mélange de bosons et de fermions superfluides récemment obtenu a I'ENS [17]. Le calcul de v% pour une particule
de masse M est effectué ici en trois étapes : on détermine successivement la vitesse critique Vk,f due a la branche d’excita-

tion fermionique de BCS dans la section 2, celle v%b due a la branche bosonique de la RPA dans la section 3, la plus petite

des deux vitesses donnant finalement v% dans la section 4. Comme la référence [17] met en mouvement dans le superfluide
de fermions un condensat de Bose-Einstein plutét qu'une impureté seule, il convient de modifier la formule de Landau (4)
pour prendre en compte I'effet des interactions entre les impuretés, ce qui est fait dans la section 5. Nous concluons dans
la section 6.

2. Vitesse critique sur la branche fermionique

On pourrait croire naivement que la vitesse critique ka associée a la branche d’excitation fermionique du superfluide

se déduit de I'expression générale (4) en prenant pour Kk € la relation de dispersion correspondante k — ¢y des quasi-
particules fermioniques. Cependant, ce serait a tort, car ce serait faire fi des contraintes imposées par la conservation du

2 11 est plus habituel d'invoquer comme excitation macroscopique la création par I'objet en mouvement d’un anneau de vorticité de rayon R dans le gaz,
d’énergie d'excitation en RInR et d'impulsion en R? [14]. Lorsque R est de I'ordre du diamétre du gaz, on aboutit cependant aux mémes lois d’échelle en
N et L pour g, €q et vq, a un facteur InL prés dans €q. Quand I'objet est une particule quasi ponctuelle faiblement couplée au superfluide, I'émission d’'un
anneau de vorticité reste de toute fagon improbable aux vitesses inférieures a v% [12].

3 Pour une masse M finie et un couplage répulsif suffisamment faible entre I'impureté et le superfluide, il a été montré récemment qu'il existe une véri-
table vitesse critique v non nulle a la limite thermodynamique, sans considération de métastabilité, donc méme pour un temps d’interaction arbitrairement
long entre I'impureté et le superfluide [15]. Lorsque le couplage tend vers zéro, v. est obtenue en incluant dans (4) toutes les excitations possibles du
superfluide, et pas seulement le nombre minimal d’excitations élémentaires, comme il sera fait ici. Pour I'anneau de vorticité de la note précédente, on
trouve alors, aprés minimisation de vq sur le rayon de I'anneau, que v tend vers zéro en (InM)*3/M'/3 lorsque M — +oo0.
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nombre total de fermions. En réalité, I'impureté de masse M ne peut, par interaction avec le superfluide initialement dans le
vide de quasi-particules, faire apparaitre qu’'un nombre pair d’excitations fermioniques. Ceci est particuliérement clair dans
le cadre de la théorie de BCS : I'écriture en seconde quantification du hamiltonien d’interaction a deux corps entre I'impu-
reté et les fermions fait apparaitre les champs fermioniques v, (r), ¢ = £1/2, seulement via des termes quadratiques de la
forme 1[/:; 1}(,/ ; or, chaque I/A/(7 (r) est une combinaison linéaire d’opérateurs d’annihilation lA)k(T et de création BI(_ , de quasi-
particules, qui changent la parité de leur nombre. Dans le raisonnement a la Landau, il faut donc supposer que l'impureté
crée au minimum deux quasi-particules fermioniques, de vecteurs d’onde ki et k. L'impureté subit alors un changement
d'impulsion de —hi(ky +Kk2) et acquiert une énergie de recul de h2(ky + ky)?/(2M), ce qui conduit a la vitesse critique® :
2 2
VL i h (1(51\-1/-11(2) + €f Ky + €ty
of kq.k; hlky + ka|

Comme rien n’empéche d’effectuer la minimisation (sur k; et k), d’abord sur k; a q =k; + k; fixé, puis sur q, on peut se
ramener a une écriture plus opérationnelle et formellement équivalente a celle de I'équation (4) :

(7)

2.2
hq” | ceff
vL o —infvpq avecvpq—= M 4 (8)
cf q ,q ,q ﬁq
oll efg est le bord inférieur du continuum a deux quasi-particules fermioniques au vecteur d’onde total fixé q :
eff _
€fq= ll?lf(ef,kl + €f l,—q—k;) (9)

Comme la relation de dispersion k — ¢; est une fonction lisse du vecteur d’onde divergente a I'infini, la borne inférieure
dans I'équation (9) est atteinte en un point de stationnarité, c’est-a-dire de gradient nul par rapport a Kkq, de la fonction a
minimiser. Comme la relation de dispersion est de plus isotrope,

€k = €r(k) (10)
le gradient est nul si et seulement si

Eé(k])f(] = éé(kz)f(z (11)

avec ﬁi la direction k;/k; du vecteur k;, €{(k) la dérivée de la fonction €¢(k), et o1 I'on a toujours k =q — k. Il y a donc
en général quatre branches de stationnarité possibles :

(i): ki=lko=q/2, (i): ki=ky,ki#£ky, (iii): ki=—ka, (iv): €f(ki)=€f(ko)=0 (12)

Dans les deux cas intermédiaires, les dérivées eé(lq) et eg(kz) sont, bien entendu, respectivement égales et opposées.
Particularisons cette discussion au cas de la théorie de BCS, de relation de dispersion :

thZ 2 1/2
€rx = €g(k) = [(W —M> +A2] (13)

Pour un potentiel chimique p > 0, elle présente une forme de chapeau mexicain, donc un caractére fermionique bien
affirmé, avec une bande interdite de largeur le gap A. La fonction €¢(k) est alors concave décroissante jusqu’au point d'in-
flexion kinfex, puis convexe décroissante jusqu'a la position kpi, de son minimum,

2m )1/2
Kenin = % (14)

et enfin convexe croissante au-deld. Les quatre branches de stationnarité peuvent alors étre réalisées. Contrairement a la
branche (i), les autres branches n’existent que pour q = |k; + Ky | assez faible. Pour explorer la branche (ii), on peut se limiter
a k1 € [0, kinfiex] et k2 € [Kinflex> kmin], €t 1'on trouve que q = k1 + ky décrit [kmin, 2Kinflex] ; de méme, pour la branche (iii),
on peut prendre 0 < kq < kpin < k2, et I'on trouve que q =ky — k; décrit [0, kpin].”> Finalement, la branche (iv) correspond

4 Dans le cas d’un objet en mouvement de masse infinie, on trouve pourtant dans la littérature la formule habituelle v?_afb = infg €¢(q)/(hq) [13],

avec €f(q) = €fq, ce qui semble relever de I'erreur naive susmentionnée. En réalité, notre équation (7) redonne bien v?afb lorsque M — +o00. D'une

part, lim,\/HJrOCv%f < v?}b puisque dans I'équation (7) apparaissent en particulier les configurations k; = k. D’autre part, la minimisation sur les di-

rections de kj et ky a modules fixés est immédiate lorsque M = +oo0, il faut prendre les vecteurs d’onde colinéaires et de méme sens, et il reste
limp—s oo VL = infi, i, % qui est > v puisque €f(ki) > hk;viP pour tout k;.
5 Ceci résulte du fait que ki +ky pour (ii) et k; — ky pour (iii) sont des fonctions croissantes de ki. Les branches (ii) et (iii) se raccordent de fagon

lisse (C®) en q = kmin, comme on peut le voir en introduisant la quantité algébrique k; € [—Kmin, Kinflex] €t I'extension correspondante ¢ (k1) = € ity
de €f(kq) aux arguments négatifs. L'unique solution ky > kinex de ¢'(k2) = ¢>’(l_<1) permet alors un paramétrage lisse q = ki + kz (k1) de I'ensemble (ii)
plus (iii). En revanche, (i) et (ii), ainsi que (iv) et (i), se raccordent de facon C! seulement : en q = 2kinfex, la dérivée seconde est nulle sur (i) et vaut

73[653) (kinﬂex)]z/[kf(‘“ (Kinfiex)] < O sur (ii); en q = 2knin, la dérivée seconde est nulle sur (iv) et vaut e{’(kmin)/Z > 0 sur (i).
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Fig. 1. (Couleur en ligne.) Pour la branche d’excitation fermionique de la théorie de BCS a potentiel chimique w > 0, (a) relation de dispersion €¢(k) et sa
dérivée premiére eé(k), utiles a la discussion des branches de stationnarité (12); (b) les branches en question en fonction de g, en trait plein si d’énergie
minimale, en tireté sinon; (c) fonction Ff(q) permettant de minimiser v¢(q) par discussion graphique, voir I'équation (16). Les quantités sur l'axe vertical
de (c) sont adimensionnées, comme il est précisé dans le texte.

simplement a k1 = ko = kpin, et & g variant de 0 a 2kpj. Sur son domaine d’existence, la branche (iv) est clairement celle
d’énergie minimale, puisque les vecteurs d’'onde k; et ky des deux quasi-particules sont au fond de la rigole du chapeau
mexicain. Au-dela, les branches (ii) et (iii) n’existent plus donc I'énergie minimale est obtenue sur la branche (i). Cette
discussion est illustrée sur la figure 1. Nous retenons donc, pour i > 0,

eff q=2Kkmin off q>2kmin
= 2A, € = 2¢€ 2 15
f @ branche (iv) f @ branche (i) f(CI/ ) ( )

€

en accord avec la référence [13]. Pour un potentiel chimique u < 0, lorsque les paires de Cooper d’'atomes tendent a se
bosoniser, la relation de dipersion (13) est une fonction convexe, avec une bande interdite de largeur (A% 4 ©2)!/2. Comme
€¢(k) est alors strictement croissante pour k > 0, seule la branche (i) est réalisée.

Pour obtenir la contribution de la branche fermionique de BCS a la vitesse critique de Landau, il reste 3 minimiser la
fonction v¢q = v¢(q) dans I'équation (8). Comme cette fonction dérivable diverge en q =0 et en q = oo, elle atteint son
minimum avec une dérivée nulle en un point qo, vi(qo) = 0. On adimensionne le probléme en exprimant les nombres

d’'onde q et qg en unités de (2m|u|)!/?/h (C’est-a-dire ki, si 1 > 0), les énergies efff et A en unités de |u| et les vitesses
seff x
vi(q) et vk en unités de [|u|/(2m)]'/2, ce qui conduit & V¢(q) = aq + i q(q) et a la jolie équation implicite
5 5 d éeff 4 5 5 éeff VO
a = Fi(do) avec Fr(q) =~ (— : v(q)) et it = aro + 1 (16)
dq q ’ do

Ici, le symbole suscrit repére les variables sans dimension et le rapport de masse o est donné par I'’équation (6). Une
discussion graphique de I'équation (16) est facile a effectuer. Dans le cas le plus riche u > 0, les différentes branches de
la fonction Ff, correspondant aux branches (12) de la fonction efff, sont représentées sur la figure 1c; seules les lignes en
trait plein sont a prendre en compte, puiqu'elles correspondent aux branches d’énergie minimale. On voit donc que, pour
o > A/2, la vitesse critique est réalisée sur la branche (iv), avec do = (2A/a)!/? et

v a>A/2
yL -4/

Lt 2A4Ax)'? (17)

branche (iv)

Pour o < AV/Z. elle est réalisée sur la branche (i), et correspond a la plus grande des racines réelles de I'équation polynémiale
de degré quatre en V2, en principe exprimable par radicaux® :

V8 +8(1 - a?)v® + V4 [A2(160* — 80a? — 8) + 16a* — 128c% + 16]
+72[3242 (40% — 1) (502 + 1) + 12802 (502 — 1)] — 16(da® — 1)[4? (1 + 42) — 42)* =0 (18)
A la limite @ — 0 d’une impureté de masse infinie, on retrouve le premier terme du second membre de I'équation (5), qui
provient effectivement de la branche d’excitation fermionique [1%]. Il reste a caractériser la nature de la transition lorsque,
par variation continue du rapport de masse « ou du gap réduit A (c’est-a-dire par variation des interactions dans le gaz de
fermions), la vitesse critique Vk,f passe de la branche (iv) a la branche (i). Comme on le voit bien par discussion graphique,

6 Aprés des regroupements astucieux de termes et des élévations au carré dans les deux équations extrémes de (16), on est ramené a deux équations
polyndmiales sur o. v doit en annuler le résultant, dont le polyndme en v de I'équation (18) constitue un diviseur.
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(o est continu a la transition donc ka aussi. Or, en dérivant une fois la troisiéme équation de (16) par rapport 3 o 3 A fixé,
on trouve, compte tenu de la premiére équation de (16), que la dérivée premiére de \7£f est également continue :

d . .
a"k,ﬁqo (19)

C'est donc la dérivée seconde de \V/Ic-f qui doit étre discontinue : en dérivant (19) et la premiére équation de (16) par rapport
a «, ainsi que la fonction F¢ sur les branches (iv) et (i), on obtient

d? ~L Av+ - d vL Av* - 1 11 (T, 1
R e — | —— = — = — =1=—v 20
[ it (o AV [Etfem )] = L o0

si bien que la vitesse critique \7£f présente une transition du second ordre sur la ligne o = A“/z, voir la figure 3a. Dans le

cas moins riche d’'un potentiel chimique u <0, v%f est toujours réalisée sur la branche (i) et ne peut présenter aucune
transition. ’

3. Vitesse critique sur la branche bosonique

La conservation du nombre de fermions n’empéche bien entendu pas I'impureté, en se déplacant dans le superfluide, d'y
créer un seul quantum sur sa branche d’excitation bosonique, puisqu'il s’agit d'une mise en mouvement collective, de type
onde sonore, des paires de Cooper d’atomes. La vitesse critique associée a la branche bosonique est donc donnée comme
dans I'équation (4) par

2.2
nz—ﬁ,, + Ebyq
hq

La relation de dispersion des quasi-particules bosoniques q — €p, q = €,(q) est cependant plus difficile a cerner que celle des
quasi-particules fermioniques. Son domaine d’existence D dans I'espace des vecteurs d’onde, sur lequel il faut minimiser
Vbq = Vp(q) dans I'équation (21), est lui-méme délicat a déterminer. Comme I'a montré la référence [13], il n’est pas
nécessairement compact ni connexe. On sait seulement, de maniére générale, grace a I'hydrodynamique des superfluides,
que la branche atteint la limite des faibles nombres d’'onde q — 0 de maniére linéaire en g,

L .
vep=infv avec Vp g = 21
c,b qeD b,q b,q (21)

€p(q) ~ hcq (22)
q—0

le coefficient ¢ n’étant autre que la vitesse du son dans le superfluide de fermions, déductible de I'équation d’état du gaz
par I'expression bien connue mc? = pg—’;. On sait aussi que €p(q) doit étre inférieur au bord efff(q) du continuum a deux

excitations fermioniques au vecteur d’onde total q considéré. Sinon, le mouvement collectif des paires s’amortirait, car son
énergie, définie comme un pole du facteur de structure dynamique, deviendrait complexe [18].

On peut obtenir numériquement €p(q) a un ordre d’approximation compatible avec la théorie de BCS utilisée dans
la section 2 grace a la RPA [19], mise en ceuvre de facon trés fouillée dans la référence [13], non seulement dans le
régime d'interaction faible [18], mais pour des interactions arbitrairement fortes au sein du superfluide.”-® Les résultats
correspondants sur le domaine d’existence sont résumés dans le Tableau 1; y est introduit, en sus de A/u, I'habituel
paramétrage des interactions par 1/(kga), ot a est la longueur de diffusion dans l'onde s entre deux fermions de spins
opposés et kp = (3m2)'/3 est le nombre d’'onde de Fermi du gaz parfait non polarisé de spin 1/2 de méme densité totale
p que le superfluide. Il reste a minimiser la fonction vy(q) sur le domaine d’existence D, en en distinguant les différentes
formes.

Lorsque la branche bosonique existe a tout nombre d’onde, par exemple pour u < 0, il se trouve que la relation de
dispersion q — €p(q) est convexe, donc toujours au-dessus de sa tangente en l'origine. Alors €,(q) > hcq pour tout g, le
minimum absolu de vi(q) est atteint en ¢ =0 et VIE,b =c. Dans la suite de la discussion, on peut donc se restreindre au cas
w>0.

La minimisation de vy(q) sur la seconde composante connexe de D, a savoir q € [ginf, +00[, lorsqu’elle existe, est éga-
lement assez simple. On trouve que I'énergie €,(q) y est «collée au plafond», c’est-a-dire partout extrémement proche de
efeff(q) ; comme jn¢ est toujours supérieur au point d’annulation de F(q) [voir la figure 1c], les trois fonctions g — efeff(q)/q,

7 En pratique, nous résolvons par dichotomie une équation sur w = €,(q)/h de la forme f(w,q) =1, ol f = 111122/(w21f2) est, a q fixé, une fonction

décroissante de w tendant vers +o0o en @ = 0. Les intégrales doubles I3, I11 et Iy sont celles (15), (16) et (17) de la référence [13]. Pour tout q < 2Kkpin,
f(w,q) - —oo logarithmiquement lorsque w — efe“(q)’/h =2A"/h, car 111 — +oo [13] alors que I <0 Yw € [0,2A/h], ce qui assure I'existence d’une
racine w € [0,2A /A[. Aussi D contient-il au moins tous les vecteurs d’onde de module q < 2kp;y [13].

8 Tout comme la théorie de BCS, la RPA n'est que qualitativement correcte dans le régime d'interaction forte, et les écarts au spectre de la RPA peuvent
étre mesurés sur les modes collectifs d’excitation [20].
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Tableau 1

Domaine d'existence D de la branche d’excitation bosonique du superfluide, plus précisement ensemble de ses nombres d’onde q possibles, d’aprés la RPA
de la référence [13], et (de notre cru) convexité de la relation de dispersion g+ €(q). La perte de convexité (de concavité) est due a I'apparition d'une
partie concave (convexe) aux grands (faibles) nombres d’onde q. Sur la composante [qinf, +00[ lorsqu'elle existe, il y a toujours convexité. En q = qsyp et
q = qinf, la branche bosonique rejoint le continuum a deux excitations fermioniques au nombre d’onde total considéré, c'est-a-dire que €p(q) = efff(q). Un
résultat important de la référence [13] est qu'on a toujours qsup > 2Kkmin défini dans I'équation (14). Le paramétre 1/(kra) plus habituellement utilisé que
A/ pour mesurer la force des interactions, voir le texte, est déduit ici de I'équation d’état de BCS [13]. 1/(kra) = O est la limite unitaire, atteinte en
A/pu=1,162..., et u <0 si et seulement si 1/(kra) > 0,553.... On notera le paradoxe de notation qsup < ginf.

1/(kga) Al D forme de €,(q)

> 0,161 >1,729 ou <0 [0, +o0[ convexe

€]0;0,161[ €]1,162; 1,729 [0, gsup] U [Ginf, +o00[ convexe si A/p > 1,71
<0 €]0;1,162[ [0, qsup] concave si A/u < 0,88

Yextra qsup
: o : : ! :
@ ] L[®
06F™ " TTTTTTT T - i
I 1 0,6/
~ 04 =4 A . o™
o >3
sw® | | =% 04p A+// -
021 - b 1
0.2 |
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Fig. 2. Pour la valeur A/u = 0,31 choisie a titre d’exemple : (a) relation de dispersion adimensionnée €,(g) de la branche bosonique (trait plein), de départ
phononique (gros pointillé) mais plafonnée par le bord du continuum a deux excitations fermioniques éfff(é) au vecteur d'onde total considéré (tireté),
et (b) fonction Fp,(q) auxiliaire de discussion graphique pour la minimisation de vy (q). Ici, la branche bosonique existe seulement sur I'intervalle compact
[0, gsup] et vp(q) admet un minimum local en qo a I'intérieur de I'intervalle si et seulement si le rapport de masse « est compris strictement entre les

valeurs Fp,(dsup) et supg Fi(q). Le tireté en (b) correspond a I'approximation Fp(q) =~ Féi") (§) =2A/3?; elle est légitime assez prés de q = Gsup et lorsque A
est assez faible. C'est bien le cas ici, méme pour la valeur minimale Zzg‘i“ de qo (c’est-a-dire la valeur maximale o™ de «) accessible dans la zone By, de
la figure 3b i A fixé, donc telle que Ay = A_ dans I'équation (24).

q > €p(q)/q et g+ vp(q) sont croissantes pour q > qin. On vérifie alors numériquement que le minimum vy, (Ginr) de vp(q)
sur cette seconde composante connexe est toujours supérieur a la vitesse du son, donc non pertinent.

Il reste a minimiser v, (q) sur l'intervalle d’existence [0, gsup], ce qui peut conduire en général a trois cas de figure : le
minimum absolu est (a) en g =0, (b) en g =(gsyp ou (c) en un point qo a l'intérieur de l'intervalle. Il faut d’abord étudier
les minima locaux de vy (q) suivant ces trois cas, puis les comparer.

Les minima locaux : pour progresser, nous introduisons les mémes adimensionnement, fonction auxiliaire F(q) et discus-
sion graphique que pour la branche fermionique :

To(@) =g + Ebgq) et Fp@)= d%(—e"f)) si bien que d%vb(é) — o~ Fy(@) (23)

On constate d’abord que Fp,(0) =0 et d%f/b(O) =« > 0, donc que vh(q) a toujours un minimum en q =0, car la premiére

correction au terme linéaire dans I'équation (22) est cubique, le développement de Taylor de [€p(q)]%> ne contenant, d'aprés
la RPA, que des puissances paires de q. Ensuite, la fonction v(q) admet un minimum en q = gsyp a la simple condition
que d%\vzb(ésup) < 0 donc que o<Fy(qsup)- Enfin, vi(q) admet un minimum local en qo €]0, gsyp[ si sa dérivée premiére
s’annule en qq et si sa dérivée seconde y est positive. Graphiquement, ceci signifie que § — F,(q) croise la droite horizontale
d’'ordonnée « a l'intérieur de I'intervalle avec une dérivée négative, c’est-a-dire de haut en bas. Pour que ce soit possible pour
une certaine valeur de «, il faut et il suffit que la fonction continue F,(§) admette un maximum strictement positif sur
10, gsup[, comme sur la figure 2.

Le minimum global vk,b : les valeurs vy, (0) = c et v (qsup) peuvent étre comparées directement, aprés calcul numérique de

c et gsup, puisque €p(q) et efeff(q) (connu analytiquement) coincident en gsyp. Lorsqu'il existe, le minimum local de vy(q) en
qo €10, gsup[ est en pratique inférieur a vy, (qsup), puisque F,(g) reste sous la droite horizontale d’ordonnée « sur I'intervalle
[do, dsup] si bien que v,(q) y est croissante. Il est aussi facilement comparable a la vitesse du son : par intégration de la
troisiéme équation de (23), on trouve que
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qo
Vo) — € = f dio — Fo@]=As — A (24)
0

oll A, et A_ sont les aires (comptées positivement) des zones délimitées par le graphe de Fy(g) et la droite horizontale
d’ordonnée «, respectivement en dessous et au-dessus de cette droite, lorsque ¢ décrit [0, §o]. Ce sont les zones hachurées
sur la figure 2b, réalisée dans le cas particulier Ay = A_, c’est-a-dire pour la valeur qg‘i“ de go en dessous de laquelle
vp(qo) cesse d'étre inférieure strictement a c.

Le résultat de la minimisation globale est indiqué sur la figure 3b. La ligne de séparation entre les zones ou vtb =

Vb(Gsup) et Vk,b = vp(qo) correspond au cas limite qop — qsup, C'est-a-dire a I'équation o = Fy(qsyp) ; elle conduit donc,
comme le montre la généralisation de la propriété (19) sur vg,f [voir (29) et la note 9], a une transition du second ordre
sur v%ﬁb, autrement dit a une discontinuité de sa dérivée seconde dans la direction normale a la ligne. Les autres lignes de
séparation, sur lesquelles ¢ = vp(qo) ou ¢ = Vp(qsup), conduisent a des transitions du premier ordre sur vtb, C’est-a-dire a

une discontinuité de sa dérivée premiére, puisque la position du minimum de v,(q) saute de 0 a qg‘i“ >0 ou a gsyp. On
notera I'existence d'un point triple a la confluence des trois zones.

4. Synthese : vitesse critique globale de la particule

La vitesse critique globale de Landau pour une particule en mouvement dans le superfluide est donnée par la plus
petite des deux vitesses vtf et vtb des sections précédentes. Pour i <0 ou A/ > 1,729, on a toujours vk,b =c< véf, si
bien que v%, identiquement égale a la vitesse du son, est d’origine bosonique. En effet, comme le montre le Tableau 1, la
branche d’excitation bosonique existe alors pour tout g, avec une énergie €,(q) partout < efeff(q), si bien que vy(q) < ve(q)
et vtb < v%_f dans les équations (8) et (21); de plus, la convexité de q — €,(q) impose V%.b =, voir la section 3. Pour
w>0et A/u <1,729, le diagramme dans le plan (A/u, @ =m/M) de la figure 4a montre que la vitesse critique est
d’origine fermionique (vlc'.f < vlc-,b) dans une sorte de triangle a un c6té incurvé; la base du triangle repose sur I'axe o =0,
ot 'impureté est de masse infinie, et a bien une extension maximale donnée par le point de croisement A/u ~ 1,38
des deux termes au second membre de (5). La vitesse critique est partout ailleurs d’origine bosonique. On peut d’ailleurs

comprendre simplement pourquoi c’est nécessairement le cas a droite de ce point de croisement : v¢(q) et donc vlc-’f dans
I'équation (8) sont des fonctions croissantes de 1/M, c’est-a-dire de o aprés adimensionnement; comme v%’f(oz =0) > c dés
que A/p = 1,38 d’aprés (5), on a bien également vk’f(oc) > ¢ pour tout o > 0.

Il reste a voir dans quelle mesure la ou les lignes de transition prédites sur véf et v%_b, voir la figure 3, subsistent sur

la vitesse critique globale v%, ou sont au contraires masquées parce que la vitesse critique issue de la branche d’excitation
concurrente est plus faible. Nous avons représenté la ligne de transition de V]Ef - entre les branches de stationnarité (i)

et (iv) -, a = AV/Z, par un tireté vert sur la figure 4a. La portion correspondant 3 A > 0,55 est entiérement masquée par
la vitesse critique bosonique et est donc omise ; mais, de fagon remarquable et peut-étre inattendue, la portion correspon-
dant 3 A < 0,55 est indiscernable, i la résolution de la figure, de la frontiére entre le domaine bosonique et le domaine
fermionique ! De méme, nous avons représenté les lignes de transition de V]E,b - suivant que vy(q) soit minimale en ¢ =0,
q = qsup OU strictement entre ces deux valeurs - par un trait noir, plein ou tireté selon que la transition est du premier
ou du second ordre. Deux autres faits remarquables apparaissent. D’'une part, le tireté noir est en pratique indiscernable du
tireté vert, et donc aussi de la frontiére entre les domaines bosonique et fermionique. D’autre part, la portion de trait plein
de A > 0,55 semble coincider fort bien avec une autre partie de cette frontiére. Finalement, la portion de trait plein aux
abscisses A < 0,55 est immergée dans le domaine bosonique, qu’elle partage en deux sous-domaines By et B, séparés par
une transition du premier ordre sur v%. Nous allons maintenant énoncer quelques faits simples permettant de comprendre
une partie de ces constatations.

Des zones d’origine prévisible : le domaine B, ol vg,b = Vp(qsup) conduit nécessairement a vlc'ﬁb > vlc-_’f, donc est, dans

le diagramme final sur v%, entiérement masqué par la vitesse critique issue de la branche d’excitation fermionique. En
effet, en q = qsyp, la branche d’excitation bosonique rejoint le «plafond» efff(q) a deux excitations fermioniques, donc
Vb(Gsup) = Vi(@sup) = infg ve(q) = v% ¢ On en déduit que la frontiére entre B; et F est au-dessus de la ligne de transition
entre les zones By, [ol vtb =vp(qo)] et Bg, [0l véb = Vp(qsup)], c'est-a-dire au-dessus du tireté noir sur la figure 4a.

De fagon symétrique, le domaine Fy,) de ka correspondant i la branche de stationnarité (iv), c’est-i-dire 3 o > A /2,
ne peut qu'étre entiéerement masqué par la contribution de la branche d’excitation bosonique. En effet, sur la branche (iv),
le minimum de v¢(q) est atteint sur I'intervalle q € [0, 2kni,], voir la figure 1c. Or, sur cet intervalle, la branche d’excitation

bosonique existe bien, puisque qsyp > 2kmin comme I'a montré la référence [13], et y conduit a une vitesse vy(q) en tout

(iv) _
of ™

infge0,26,;,1 V(). et la frontiére entre By et F est en dessous de la ligne de transition entre les zones Fjy) et F sur vlc-’f.
c'est-a-dire en dessous du tireté vert sur la figure 4a.

point inférieure a la vitesse v¢(q), puisqu’on a toujours €p(q) < efeff(q). Alors, v%b est inéluctablement inférieure a v
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Fig. 3. (Couleur en ligne.) Diagramme dans le plan (A = A/u, @ =m/M), u > 0, indiquant (a) pour la branche d’excitation fermionique du superfluide,
sur quelle branche de stationnarité de I'équation (12) la vitesse critique V]E.f est réalisée (avec les notations parlantes Fj et Fy)), et (b) pour la branche

d’excitation bosonique, si la vitesse critique v%b est atteinte en la borne inférieure ¢ =0 (zone Bg), en la borne supérieure q = qsyp (zone Bgy,,) OU
a lintérieur de son intervalle d'existence, q = qo €10, gsup[ (zone Bg,). Les lignes en trait plein (en tireté) signalent une transition du premier ordre
(du second ordre) sur V]Ef ou sur "]E p» C'est-a-dire avec une différentielle premiére (seconde) discontinue.

Pour résumer, la frontiére entre B et F doit passer entre le plafond tireté vert, d’équation o = F¢(2) = Av/2 (voir dans
la section 2), et le plancher tireté noir, d’équation o = liméﬁ_’ésup Fp(qo) = Fp(dsup) (voir dans la section 3). Or, comme le
montre le calcul numérique, la quantité Fy,(qsyp), considérée comme une fonction de A, est extrémement proche de A/2
jusqu'a A ~ 0,6, valeur au-dela de laquelle son graphe commence a s'incurver vers le bas. Ainsi, pour A < 0,55, I'écart est
inférieur a quatre pour mille, et qsyp y différe d’ailleurs de 2ky,;, de moins d’un pour mille. Aussi la frontiére entre By et F,
le tireté vert et le tireté noir sont-ils presque confondus sur la figure 4a. Nous serons plus précis a la fin de cette section,
grace a un raisonnement analytique, et nous montrerons qu’'en fait la frontiére By — F se trouve exactement sur le tireté
noir et qu'il y a égalité parfaite de deux zones du plan (4, @) :

Bg,=B1 (25)

Explication de la quasi-coincidence des tiretés d la frontiére By — F : dans la limite A = A/ < 1, on peut comprendre
physiquement comme suit pourquoi les tiretés vert et noir sont presque confondus. Le départ linéaire de €,(q) aux faibles g,
si on I'extrapole linéairement, atteint le plafond a deux excitations fermioniques Efe“(q) ~ 2A en un point exira ~ 2A/(fic) K€
2kmin, puisque ¢ ~ (2/3m)!/2 dans cette limite. En réalité, la branche d’excitation bosonique s'infléchit autour de q = Gextra,
puis longe le plafond de trés prés jusqu'a l'atteindre en le point qsyp, qui est ici extrémement proche de 2kmin (gsup = 2).
On peut donc s’attendre a pouvoir identifier e,(q) et efeff(q), donc les fonctions Fg(q) et Fp(q), sur un voisinage assez
étendu de gsyp ou de {syp bien a droite de exra OU de Gextra = 31/2 4, la fonction Fe(q) étant assimilable & son expression
d%(—ZAV/CVI) = ZAV/EIZ sur la branche de stationnarité (iv), voir les équations (15) et (16). En un mot,

.24 oL
Fb(Q)ZéZ pour A L jet A< 1 (26)

Ces idées sont illustrées avec succés sur la figure 2. Ceci explique donc pourquoi Fp(Gsup) = AV/Z aux faibles A. Ce qui est
remarquable cependant est que, de ce point de vue, la valeur A = 0,55 est déja faible.

Quasi-coincidence de th et V]E,b sur la zone By : on peut se demander si 'approximation précédente (26) est bonne, non
seulement en § = §sup, Mais aussi, dans la zone By, de la figure 3b, en la position qo du minimum absolu de vy (q). A A fixé,
il suffit de le vérifier pour la valeur minimale accessible qg‘m de qop, correspondant a la valeur maximale de « atteinte dans

cette zone et telle que Ay = A_ dans I'équation (24). On trouve par le calcul numérique que c’est bien le cas, Z]B“i“ restant
en définitive suffisamment loin & droite de la position du maximum de Fy(¢), maximum bien s{ir non décrit par (26). On
en déduit le résultat remarquable que, dans la zone Bg,, donc en pratique dans la zone By :

V(A a)eBy, vi=viy~vig (27)

ot I'on peut utiliser I'équation (17) pour évaluer v’c- £
La ligne véfz c est remarquable : une fois établie la nature bosonico-fermionique de la zone B, c’est-a-dire la validité

de I'approximation (27), il est simple d’estimer la position de la frontiére entre les zones B et By, Clest-i-dire en pratique
entre la zone By, et la zone By telle que vg , = ¢. Il suffit pour cela de résoudre I'équation

vep=c¢ (28)
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Fig. 4. (Couleur en ligne.) (a) Diagramme dans le plan (A= A/, 0 =m/M), i > 0, indiquant dans quelle zone la vitesse critique globale vk de l'impureté
de masse M a une origine bosonique (cas vt b < vC 1 repéré par la lettre B et un fond uni blanc) ou une origine fermionique (cas vgf < V]E,b' repéré par
la lettre F et un fond a rayures jaunes). Le domame bosonique est séparé en deux sous-domaines B et By par la ligne de transition du premier ordre
entre les zones Bp et By, [trait plein noir aux abscisses A <0,55] de la figure 3b. De facon inattendue, la frontiére entre B, et F est proche de la ligne
de transition du premier ordre entre les zones Bg,,, et Bo [trait plein noir aux abscisses A>0 ,55] de la figure 3b. Autre fait remarquable, la partie non
masquée de la ligne de transition du second ordre sur vt of [tireté vert] et la ligne de transition du second ordre entre les zones Bg, et B, [tireté noir],
qui encadrent la frontiére entre By et F, sont en prathue indiscernables ; une étude analytique permet de montrer que les frontiéres B; — F et Bgo — Bggup
coincident en fait exactement, que vp(q) et ve(q) y ont conjointement leur minimum en q = gsyp, et que vk y présente une transition du second ordre.
Dernier point notable, la ligne vc = ¢ [gros pointillé noir] reproduit non seulement exactement la frontiére entre B et F, comme il se doit, mais aussi trés
bien celle entre B; et Bj. (b) Généralisation du diagramme précédent au cas d'un superfluide d’impuretés bosoniques en mouvement dans le superfluide de
fermions, a rapport fixée up/Er = 0,1 entre le potentiel chimique des bosons dans le référentiel de leur centre de masse et I'énergie de Fermi des fermions.
La nouvelle vitesse critique v% présente elle aussi une partition en trois zones, séparées comme précédemment par une discontinuité de sa différentielle
seconde (frontiére F — Bq) ou premiére (frontiéres F — B, et By — By) : la zone F (a rayures jaunes), ol v = vc i et les zones By et By, ol v = v"b La
frontiere F — By, sur laquelle vy(q) et v¢(q) ont leur minimum en q = qsyp, est trés proche de la frontiere F(,) —Fjy) a la valeur de ug con51deree [tireté
vert, interrompu lorsqu'il atteint la zone B;]. La frontiére F — By est bien donnée exactement par le gros pointillé noir vt cf=Cc+cs, oil ¢ (cp) est la vitesse
du son dans le superfluide de fermions (de bosons) au repos, a droite du point triple. La frontiére By — By, qui est 51mplement la frontiére Bg, — Bp a la
valeur de pup considérée [trait plein noir], dévie au contraire du pointillé lorsqu’on s’éloigne du point triple sur sa gauche.

Le gros pointillé noir correspondant, sur la figure 4a, tombe bien (presque) sur le trait plein noir pour A < 0,55. Mieux
encore, dans la partie 3 A > 0,55, olt @ < A/2 et V%,f provient maintenant de la branche de stationnarité (i), il reproduit
exactement la frontiére entre les zones B; et F. En effet, vp(qsup) = Vi(qsup) = vIc'_f comme nous 'avons vu, donc la zone
By, st hors-jeu, et la transition F — B est nécessairement une transition F — Bg, donnée par I'équation (28).

Une quasi-coincidence a la frontiére By — F : en définitive, il nous reste & expliquer la quasi-coincidence des frontiéres
F — By et Bg,, — Bo, C'est-a-dire du gros pointillé et du trait plein noirs sur la partie A>0,55 de la figure 4a. Cette
quasi-coincidence est cependant plus approximative que les autres, et probablement accidentelle. Il se trouve qu’au point
de la frontiére F — B, d’abscisse A = 0,55, Gsup est trés proche de la position g = 2kpi, du minimum de v¢(q) ; de méme,
au point terminal de cette frontiére d'abscisse A ~ 1,38, Jsup = 2,59 est, ce que nous n'expliquons pas, trés proche de
la position ¢ ~ 2,61 du minimum de V¢(q). Aussi les frontiéres F — B, et Bga, — Bo se touchent-elles (presque) en leurs

extrémités. Dans leur région intermédiaire cependant, 0,55 < A < 1,38, leur écart devient perceptible sur la figure 4a; le
calcul numérique confirme que qsyp peut y dévier significativement de la position du minimum de v¢(q), d'au moins 5%,
mais ceci conduit somme toute a un faible écart entre vy(gsup) = v¢(qsup) €t infy ve(q) puisque ve(q) varie seulement au
second ordre autour de son minimum.

Ordre des transitions et synthése : il reste a préciser quel est I'ordre minimal des différentielles de v% discontinues aux
frontiéres entre les zones By, By et F. Aucune frontiére n’'ayant de portion verticale dans le plan (4, &), nous pouvons nous
limiter aux dérivées de v par rapport a o a A fixé et tirer ainsi parti, dans chaque zone, de la propriété générale :

d v ~abs
dOl =dy (29)
ol ngs fonction de «, est la position du minimum absolu qo, de q — v(q) ou qo ¢ de q — v¢(q), selon que v% est issue
de la branche d’excitation bosonique ou fermionique.’

Une autre propriété remarquable, peut-étre méme surprenante, est que la branche d’excitation bosonique q — €5(q) est
rigoureusement tangente au plafond a deux excitations fermioniques q — efff(q) au point d’abscisse q = gsup ol elle le
rejoint'? :

9 Lorsque v = vC q» C'est une tautologie de I'équation (19). Lorsque v'c- = vk p» 0N a soit 0 < qop < Gsup, auquel cas o = Fyb(Go.p), et il suffit de dériver

Vb (Go,b(cx)) par rapport a o dans I'équation (23), soit qo , =0 ou gsup, auquel cas go 1, est localement constant et le résultat est trivial.
10 ytilisons la note 7 et les expressions explicites des intégrales I11, I13 et Iy, de la référence [13]. Par dérivation de I'équation implicite f(wp(q),q) =1
par rapport a g, nous obtenons d‘iqwb(q) = —0;f/8, f. Par dérivation partielle 3, ou d; de chaque intégrale sous le signe somme, nous faisons apparaitre
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d d o v -
@éb(%up) = @Efe (Gsup), sibien que Fy(qsup) = F(qsup) (30)
En revanche, dés que q < qsup, I'écart d’énergie (négatif) e,(q) — efeff(q) est de dérivée > 0, si bien que Fy(§) < F¢(q).
Ainsi, lorsqu’on est prés de la frontiére B1 — F, les fonctions F,(G) et Fg(4) convergent en décroissant vers la méme limite
Fr(qsup) lorsque q — gsup» 1a premiére fonction restant inférieure a la seconde, qui continue a décroitre au-dela de sup»
voir la figure 1c. Par discussion graphique, on montre alors que la frontiére F — By est atteinte en o = Fg(qsup), avec
qo,b =qo.f = qsup €t, comme il se doit, vy(qon) = V¢(qo.f) : d’apres (29), v% y présente une transition du second ordre; on
en déduit la coincidence exacte des frontiéres F — By et By, — By, et I'égalité des zones dans I'équation (25).""

La suite est plus simple. A la frontiére B; — By, qo,p saute de la valeur strictement positive qg‘i“ (a droite du maximum

de Fy(q), voir la figure 2b) i la valeur nulle, donc v% présente une transition du premier ordre. Il en va de méme a la

frontiére F — By, ol véi) (qo.f) = c = vp(qo,p = 0) et la position du minimum absolu ngs saute de la valeur qg ¢ > 2knin a la

valeur nulle.
5. Vitesse relative critique d’un superfluide de bosons et d’un superfluide de fermions

Il est fort probable qu'une vérification expérimentale de la vitesse critique de Landau ici prédite aura lieu pour un grand
nombre d’'impuretés, plutdt qu'une seule. Comme il est souhaitable d’envoyer dans le superfluide de fermions un ensemble
monocinétique d'impuretés, on est naturellement conduit a utiliser un condensat de Bose-Einstein de telles impuretés,
avec des interactions en général non négligeables, comme c'est le cas dans la référence [17]. Il faut donc généraliser le
raisonnement a la Landau au cas d’'un superfluide de bosons en mouvement a la vitesse v dans le superfluide de fermions.

Le superfluide de bosons est initialement a température nulle dans le référentiel de son centre de masse. L'interaction
bosons-fermions de type densité-densité, arbitrairement faible comme il est dit dans la section 1, crée au minimum une
excitation élémentaire dans le superfluide de bosons, de quantité de mouvement fiq et d’énergie € q+iq-V, Q> €gq =
eg(q) étant la relation de dispersion pour un superfluide au repos.'> De maniére concomitante, une paire d’excitations
fermioniques de vecteurs d’onde ki et kp et d’énergie ery, + €rk,, avec q = —(k; 4+ Kkz), ou une excitation bosonique de
vecteur d'onde —q et d’énergie €y, _q apparait dans le superfluide de fermions. Ce processus minimal d’excitation ne peut
cependant conserver I'énergie si la vitesse relative v des deux superfluides est inférieure aux vitesses critiques de Landau

es(q) + €M)

v =infve(q) avec ve(q) = o

8 q i

€ €

vep =infvy(q) avecvp(q) = (@ + 6@ .

8 q ha

Cest-a-dire a vIc-, la plus petite des deux vitesses. Dans la suite, nous utiliserons la forme de Bogolioubov
h2q2 h2q2 1/2

6 L 2 33
B(Q) [ZM <2M + ,ug)] -

ol up est le potentiel chimique (positif) du superfluide de bosons au repos et M la masse d'un boson. Les expressions
précédentes (8) et (21) correspondent, comme il se doit, au cas limite ug — O.
L’étude de la vitesse critique ka issue de la branche fermionique peut se faire analytiquement, aprés adimensionnement

comme dans 'équation (16) et en introduisant la largeur Qg de &g(§)/q, donnée par

2M iy _ 27ty
mul o«

Q3= (34)

dans l'intégrande un facteur 1/[€fkiq/2 + €rk—q/2 — €,(q)]%, dont l'intégrale tridimensionnelle sur k a une divergence infrarouge lorsque q — Gsup donc
lorsque €£(q) — en(q) — 0T, puisque & iz + Erk—q/2 =k0 EFT@) + k2@ — 4)/ET@) + (k- D2 A2/@€ET(§)/2)>2 + 0(k*). Alors 9111 = @2 ] + 0(1),
dpl12 = (@ — D J/2+ 0(1), d5l22 = [®* — (24)%]] + O(1), oit les O(1) restent bornés lorsque (&, d) — (€ (Gsup). dsup) alors que J = [ %[(éﬂsz +

érk-q/2 — @) & (@]7? diverge. De méme, d;111 = [ g & @O ]+ 0(1), Tz = [ g ET @G — 4 J/2+ 0(1) et &l = [- L ET @D — 2421 +
0(1). Comme % + % - “2’1;24
M Sia< Fp(Gsup) = Fi(@sup), le minimum de vy, (q), atteint en qsyp, est plus grand que celui de v¢(q), atteint en qo f > qsup, Puisque ve(qo,r) < Vi(@sup) =
Vb (@sup)- Si & > Fi(@sup) = Fp(Gsup), le minimum de v¢(q), atteint en qo < qsup, est plus grand que celui de vy (q), atteint en o, < qsup, Puisque vy, (qo,p) <
Vb(qo.f) < Ve(qo.p)-

12 Ceci découle des propriétés suivantes de la transformation unitaire T,(v) représentant la mise en mouvement d’ensemble i la vitesse v, c'est-a-dire le

changement de référentiel galiléen a la vitesse —v, Ty (V) = exp[—izj tv-pj/hlexpli Zj mpV -1;/h] exp[itNBvaz/Z], la somme portant sur les Ng bosons,

ne tend pas vers zéro, on obtient la propriété (30).

de masse mg =M et d’opérateurs position r; et impulsion p; : Tf(v)HBTt(v) =Hg +v-Pg + NBvaz/z et TI(V)PBT[(V) = Pg + Ngmgv, ol Hg est le
hamiltonien des bosons et Pg leur opérateur quantité de mouvement totale. Il reste alors a comparer les énergies et impulsions de T¢(v)|¥p) et T; (v)|t1/11‘>,
ol les vecteurs d'état |¥p) et \llflk) sont ceux du superfluide au repos dans son état fondamental ou en présence d’une excitation élémentaire de vecteur
d’onde k.
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On cherche d’abord les minima locaux, de dérivée nulle :

>eff > M
v v v) ~xo\1/2 6f (Q) s qe d. . aq
ve(@ =a(q” +Q + L2, sibienque —V¢(§) = ——<—r
( B) g dq (q2+ Q§)1/2
expression dont la racine se trouve sur la branche de statignnarité (iv) [plutdt que sur la branche (i)] si et seulement si la
fonction croissante § — aq/(G* + Q2)'/? atteint la valeur A/2 sur g € [0, 2], donc si et seulement si

— Fe(@) (35)

20
—_— >
@+ Q2

TN

(36)

comme le montre une discussion graphique i l'aide de la figure 1c. Le plan (A, «) est donc séparé a nouveau en deux
domaines F et Fy), a la frontiére desquels V. r présente une transition du second ordre.
L’étude de la vitesse critique vk , issue de la branche bosonique est faite numériquement. On trouve, comme dans le cas

3 une impureté, une partition du plan (A, @) en trois domaines By, By, €t Bg,, suivant que le minimum absolu de vy (q)
est atteint au bord inférieur, au bord supérieur ou a l'intérieur de I'intervalle d’existence [0, gsyp] de la branche bosonique en
question. Les frontiéres difféerent peu de celles a une impureté seule, puisqu’on a pris ici un potentiel chimique des bosons
petit devant I'’énergie de Fermi des fermions. On notera le résultat simple mais important que vk,b = + cp dans toute la
zone By, ¢ et cg étant les vitesses du son dans les superfluides de fermions et de bosons au repos.

Le diagramme dans le plan (A, &) pour la vitesse critique globale v% est présenté sur la figure 4b et est décrit en détail
dans la légende. Les résultats et leur discussion sont d’ailleurs proches du cas a une impureté, voir la section précédente,
aussi nous contentons-nous de signaler ici une différence notable : le gros pointillé d’équation vg’fz ¢ + cg ne donne plus
une bonne approximation de la frontiére B; — By, sauf prés du point triple.

6. Conclusion

Nous avons étendu le calcul de la vitesse critique de Landau dans un superfluide de fermions non polarisé au cas ol
I'objet en mouvement est (a) une impureté de masse finie M, puis (b) un superfluide de telles impuretés bosoniques, avec
prise en compte des excitations du superfluide de fermions a la BCS par brisure des paires (branche d’excitation fermionique)
et a la RPA par leur mise en mouvement (branche d’excitation bosonique) comme dans la référence [13].

Lorsque le potentiel chimique des fermions est négatif, i < 0, nous trouvons que la vitesse critique est déterminée par la
partie phononique de la branche d’excitation bosonique et vaut donc simplement (a) la vitesse du son ¢ dans le superfluide
de fermions, puis (b) la somme ¢ + cg, ol cg est la vitesse du son dans le superfluide de bosons au repos.

Lorsque le potentiel chimique des fermions est positif, i > 0, ces résultats ne valent que dans une certaine zone B, du
plan (A/u,m/M), ot A et m sont le gap et la masse d'une particule du superfluide de fermions. Pour (a) aussi bien que
pour (b), au moins dans le régime d’'un potentiel chimique wp des bosons au repos petit devant I'énergie de Fermi des
fermions, il existe alors deux autres zones, une zone B; ol la vitesse critique est déterminée par la partie intermédiaire,
non phononique, de la branche d’excitation bosonique et une zone F ol la vitesse critique vaut celle véf associée a la
branche d’excitation fermionique. La vitesse critique a une différentielle seconde discontinue a la frontiére F — B4, et une
différentielle premiére discontinue en F — B, et en B1 — By, les trois frontiéres étant concourantes en un point triple.
La frontiére F — B, s’obtient, de maniére exacte, en résolvant I’équation v£’f= ¢ [cas (a)] ou v%yf =c+cg [cas (b)]. La
frontiére B — B, est, de méme, exactement sur la ligne d’égalité entre les vitesses critiques issues des parties phononique et
intermédiaire de la branche d’excitation bosonique ; dans le cas (a), on I'obtient avec une bonne approximation en résolvant
I'équation plus simple vtf =, parce que la vitesse critique dans Bp est en réalité proche de vIc'_f; dans le cas (b), cette
approximation est nettement moins bonne, sauf prés du point triple. Finalement, la frontiére F — B est exactement sur
la ligne v%_f = V¢(qsup), C'est-a-dire que la fonction v¢(q) y est minimale en le nombre d’onde maximal gsyp de la branche
d’excitation bosonique et peut étre identifiée, avec une bonne approximation dans les deux cas (a) et (b), & une portion de
la ligne de discontinuité de la différentielle seconde de vtf, donnée par I'équation m/M = A/(2u4) pour le cas (a), et par
I'égalité dans I'inégalité (36) pour le cas (b).

Ces prédictions pourraient étre vérifiées expérimentalement avec le mélange de superfluides des isotopes bosonique ’Li
et fermionique SLi du lithium récemment préparé a 'ENS [17]. Ainsi, la transition du premier ordre i la frontiére By — B
prédite ici pourrait étre révélée en faisant varier la longueur de diffusion entre fermions de spins opposés, donc A, grice
a une résonance de Feshbach, et en mesurant la vitesse critique correspondante ; on devrait alors observer une rupture de
pente dans la vitesse critique en fonction de la force des interactions, au passage de la ligne B1 — B;. En revanche, la valeur
du rapport de masse m/M ~ 6/7, imposée, ne permet pas de franchir les autres frontiéres.

Il serait envisageable de prolonger la présente étude théorique a ce qui a été directement mesuré dans la référence [17],
a savoir le taux d’amortissement des oscillations du superfluide de bosons dans le superfluide de fermions harmoniquement
piégé, en prenant en compte d'éventuels effets de température non nulle. Il faudrait aussi voir si I'interaction entre fermions
et bosons est suffisamment faible pour qu'on puisse restreindre I'analyse, comme le fit Landau et comme ce fut fait ici,
au nombre minimal possible d’excitations élémentaires, et obtenir la méme barriére d’énergie (empéchant I'amortissement
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du mouvement des impuretés dans le superfluide de fermions) que dans I'expérience. Toutes questions que nous espérons
inspiratrices de travaux ultérieurs, aussi bien théoriques qu'expérimentaux.
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