
Some 3CNF Properties are Hard to Test

Eli Ben-Sasson
�

DEAS & LCS
Harvard & MIT
Cambridge, MA

eli@eecs.harvard.edu

Prahladh Harsha
�

LCS
Massachusetts Institute of

Technology
Cambridge, MA

prahladh@mit.edu

Sofya Raskhodnikova
LCS

Massachusetts Institute of
Technology

Cambridge, MA

sofya@mit.edu

ABSTRACT�������
	�����
�����������������
��������� "!�����#���	�
��%$%&�'�(��)��$*$*��+%#��,'���-�.�����.�/
�0�*'2143654#�$7'�(��8+%��
�
��%+9'�#����:���� �/;	�#<'7$='*��#���>�$?'�(@�,'
$��,'�#�$=�A1B��CEDF�
.G���,!H�4'�(@��'I'�(��0���F�,���FJ�KMLN�O.G����.��9�*'�#��%$I'�(@�,'"����P���#����B�Q
�#���/
�%���R�S���T	��9�T���
PS���9��#��%$%&��%!H�%�U�A���I��-���.G'�#�!��I'��%$='�$%CQVW(�#�$�+%����/
'*�X��$='�$NY)#<'�(QZ�KML
�[.�����.��9�*'�#��%$N'�(@�,'8�����T'��%$='X��	�
��TY)#�'�(:\�]_^  a`
P����9��#��%$Rb c,deCRL
��'�#�+%��'�(@�,'������T�9!H�9�*1f	@��-B#���$='X����+9��]g#gC ��Ch���F��$=/
$*#�>����R�%��'i'�(@��'W-����%$�����'W$���'�#�$=�j1"�k`l'�(��0���7#�$E�8J,/_	�#<'WP����0�*1�'�(@�,'
Y)#<'����%$*$*�%$�'�(�#�$N�g��+9'�CRL?�%!H�9�*'�(��%
��%$*$%&am��@-G#���>"$*��+0(:�"$*(����*'�Y)#<'*/
���%$*$h����P���#<���%$I�F
�#������,�n�S���T	��9�R���oPS���9��#��%$%&7�%!H�%�p��������$*$*#�>���/
�R�9�S'�$W'�(���'7�,����!H�9�*1h�g�,�?�j�����q$���'�#�$=�j1�#���>�C
DF�?.G���,!G#�-G�
�8>��%���9�X��
r+X(@�,�X��+9'��9��#�s��,'�#����n���6
�#������,�E.�����.��9�*'�#��%$

'�(���'7�,���N(@�,�X-h'��o'��%$='�&����@-I#��I'�(��
+%������$*�����a'�(��?.��������6#���+%
��@-G�
�T+%����.�
������l��	�$*�9��!���'�#�����$EY)(�#�+0(����������6#���-��%.��9�@-��9�S')#���'��9���%$='�C
t CEu2�B'�(���+9����'��9vS'8���)
�#������,�o.�����.��0�*'21f'��%$='�#���>G&k��-���.G'�#�!��IZ,/
$*#�-���-N�0�*�����w'��9$='�$w(@��!H�k���E�R�����l.���YW�9�a'�(@���N������/_��-���.�'�#�!H�
t /;$*#�-��%-n�9�*�����)'��%$='�$%C

Z�CEx?���@-G���y
�#��������oz|{�}MK~+9�S-��%$NY)#<'�(B
�#��������o-G#�$='X����+%�����@-
+%����$='X����')�X��'��8�,����!H�9�*1h�g�,�)�A������	��%#���>�
���+���
�
<1n'��%$='X��	�
���C

Categories and Subject Descriptors�MC Z[b �o�w�S�@�,�O�@�4�o�r�:�6�w�%���%�A���ade�F�?�@��
<1�$*#�$h�����?
�>�����#�'�(��R$
���@-�}k����	�
��%�R$7KM���R.�
��0v�#<'_1

General Terms�7
�>�����#<'�(��R$%&@VW(��%���*1

Keywords$*��	�
�#������,�o��
�>�����#<'�(��R$%&|
��,YM�9�8	������@-G$%&a.G����.��9�*'_1�'��%$='�#���>G&kKML
�
�A�����T��
���$%&�
���+%��
�
<1n'��%$='X��	�
���+%�S-��9$
��� ��.�.����*'���-�	�1�L � ��>��X����'�$BKEKMx7/_� t J�J������S&RKEKMx)/_����c�c����H�S&KEKMx~�HZ��H��J����S&|���@-ILNVEV��7YW���X-��nu2V�Z���� t /_���GC� � ��.�.����*'���-h#��n.����*')	�1hL � �U�7YW���X-�KEKMx���� t Z�J���ZR���@-hLNVEV�)YE�,�X-4�nu=V�Z���� t /2���

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
STOC’03, June 9–11, 2003, San Diego, California, USA.
Copyright 2003 ACM 1-58113-674-9/03/0006 ... � 5.00.

1. INTRODUCTION

1.1 Property Testing}k����.��9�*'_1R'��%$='�#���>R-G����
�$WY)#<'�(��8���%
���v���'�#����n���l-G�%+%#�$*#����n.G����	G/

��%�R$8Y)(��9���h�����h����$='o-G�9'��9���R#�����Y)(��9'�(��0�����Q#���.��G'T	��9
�����>�$
'��"�h.����*'�#�+%��
j�,��$*�9'�&|+���
�
���-4�@ =¡0��¢0 0£g¤�&6����#�$
�g�,�N�A�����¥#<'�C4¦2�@����§
��$*����
�
<1h�R������$�'�(���'W�h����1�+X(@���X��+9'��9��$E���a'�(��?#���.���'M(@��!H�)'��T	��
�R�S-�#<m���-�'��"��	�'X��#��:���f�%
��%�R�%��'
#��f'�(��o$*�9'�Co}k����.��9�*'_14'��%$='�#���>
YE��$km���$='k����������
j�,'���-�	�18x7��	�#��G���%
�-����@- � �@-����Ib t ��d�#��T'�(��M+%���G/
'��9vS'6���@
�#������,�k������+9'�#�����$k����-8��.�.�
�#��%-8'��7+%���T	�#��@�,'�����#���
S��	G¨2�%+9'�$%&
�%$*.��%+9#j��
�
�1U>��X��.�(�$%&k	�1U©
��
�-G���9#�+X(a&�©
��
�-GYE��$*$*�9�R���@-Fx7���[b t ��deC
VW(�#�$7(@��$7���%+9�%��'�
�1"	��%+%���R�8P���#<'��8���f��+9'�#�!H�����%$*������+X(f�����%�G&�$*�%�
b t ��&r�,d|�����
$*�G��!H�91G$E���"'�(��
'���.�#�+�C
ª ���i���G'�(��i#��R.����*'X���S'6P����%$='�#�����$6#��8.�����.��0�*'21N'��%$='�#���>?#�$6+X(@�,�*/

��+0'��9��#�s%#���>U.G����.��9�*'�#��%$R'�(@�,'h+����«	��n'��%$='���-¬Y)#<'�(­�:$*��	�/;
�#������,�
�S���T	��9�w����P����0��#��9$k#���'��)'�(���#���.��G'�C6�¬$*�9��#��%$k����YW����®S$6#�-G�%��'�#�m���-
+%
���$*$*�9$����i.�����.��9�*'�#��%$?'��%$='X��	�
��TY)#<'�(f+%����$='X����'
P����9�*1n+%���R.�
��0vG/
#<'21�CM©
��
�-S���%#�+0(4�9'?��
eC
b t ��da�������@-"�h����1h$*��+X(�.�����.��9�*'�#��%$%CE�7
����
�9'l��
gCEb Z,dG.��G'k��
�
����%>���
����l
�����>�����>��9$k#��8'�(@�,'k+��,'��%>����*1�CkVW(��9#��k���0/
$*��
<'iYE��$��9vS'��%��-���-o	�1�L?�9Y)�h���"b t ��d@'���.G����.��9�*'�#��%$l'�(@�,'i+����R	��
+%���R.���'��%-"	�1n��	�
�#�!S#�����$7������-S/_����+%��+9����$='X����'*/;Y)#�-S'�(4	��X����+0(�#���>
.�����>��X���R$%CB�6#�$*+X(��0�R����-UL
�9Y)�h���­b ��d)-G�%�R����$='*�X��'���-Q��.G����.G/
�9�*'_1f+%���R.���'X��	�
���	�1f�I���%��-G/e'_Y)#�+9��+%����$='X����'*/eY)#�-G'�(B	��X����+0(�#���>
.�����>��X���¯Y)(�#�+0(­����P���#����%-[$*��.��9�*/;+%����$='X���S'"P����0�*1«+9���R.�
��9vG#<'21�&
'�(S��$8$*(���Y)#���>4'�(���'oL
�9Y)�h���a° $8���%$*��
<'�-����%$o����'�>��%���9�X��
�#�s9�I'��
������-G/e'2Y)#�+%�W	G�X����+0(�#���>?.G����>��X���R$%C � �%!H�9�X��
�.@��.��9��$Eb t &���dSYW����®H��-
���f'�(��T
���>�#�+���
M+X(@�,�X��+9'��9��#�s��,'�#����U���W>��X��.�(:.�����.��0�*'�#��9$N'��%$='X��	�
��
Y)#<'�(4��+%����$='X���S'7�S���T	��9�W���iP����9��#��%$%C

1.2 Testing kCNF Properties±l!H�9�*1p.�����.��9�*'21«�,!H�9�h'�(��4	�#������*1[��
�.�(���	��9'I+�����	������%.����0/
$*�%��'���-T��$��N²M����
�����������������
��S&�Y)(�#�+X(�#��T'��G����+�����	��W+%���G!��9�*'���-
'��o�8KMLN�4��������CiVW(G��$%&H'��%$='�#���>o�N.G����.��9�*'_1��,!H�9�i'�(��)	�#������*1���
</
.�(���	��9'i+����R	��E!S#��0YW��-���$i'��9$='�#���>NY)(��9'�(��9�M�
>�#�!H�%�h��$*$*#�>����R�9�S'
'��?²M����
�������!��,��#���	�
��%$k#�$k+%
���$*�M'��?�����i'�(@��'6$���'�#�$=m@�%$l�Em�vG��-oKML
�
����������
j�SC � #���+9�
YW�?®G����Y�'�(@��'M'�(��9���?�9vG#�$=').G����.��9�*'�#��%$E�,!H�0�W'�(��
	�#������*1f��
�.�(@��	��9'
Y)(�#�+X(4����P���#<���8'��%$='�#���>"��
�>�����#�'�(��R$
'��R������-f�

�#������,�
.����*'�#����4���k'�(��N#���.��G'ob t ��de&@'��%$='�#���>R��$*$*#�>����R�%��'�$E'��R>��%�G/
�9�X��
WKML
�[�������T��
�����#�$8(����X-|C��O����'����X��
iPS���%$='�#����:#�$�Y)(��9'�(��9�
���%$='*��#�+9'�#���>oKML
���������T��
����W'��
(@��!H�E�N+%����$='X���S'i�S���T	��9�6���r!��,��#</
��	�
��%$�³f.��9�o+%
�����$*�I��
�
��,Y)$8�����T����$='��9�o'��%$='��9��$%C"�W'�m���$='o>�
j����+%�
'�(��0���7#�$i(���.��W�����M��	G'X��#���#���>�>����S-�'��%$='��9��$i#���'�(�#�$i+%��$*��&S	��%+%����$*�
�����o����1B��$*$*#�>����R�%��'N'�(���'8-G���%$�����'8$���'�#�$=�A1f'�(��o����������
��h'�(��9���
�9vG#�$='�$N��$*�9'
���i³4P����0��#��9$7'�(���'7Y)#�'����%$*$*�%$7'�(�#�$?����+9'�C?�n�����%�,!H�9��&
������-�#���>Q��
�
7'�(��n#���.���'R����$*#�
�1[-��9+%#�-��%$�'�(���.�����	�
��%��C«u2�@-G�%��-r&
�6#�$*+0(��9�)�9')��
gC?b c�da.G���,!H�?'�(���'E.G����.��9�*'�#��%$W�0v�.G���%$*$*#�	�
�����$E$*�9'�$E���
$���'�#�$=�j1�#���>4��$*$*#�>����R�%��'�$
'��nZ�KMLN�[�A�����T��
�����������'��%$='X��	�
��TY)#<'�(



\�] ^  a`�P����0��#��9$%&WY)(��9���n �#�$R'�(��"
��%��>�'�([���
'�(���#���.���'�C[VW(�#�$
YM����®Q
��9�j'R��.��%�¬'�(��"P����%$='�#����p���
.G����.��9�*'_1U'��%$='�#���>B���
³�KMLN�6$
�A���
³��[ZSC

1.3 Our Resultsu_�o'�(�#�$6.@��.��9�6YW�M$*(���YU'�(@�,'6'��%$='�#���>?$*���R��.�����.��0�*'�#��9$l-��9m�����-
	�1
JHKML
�I����������
j���i���%PS��#<���%$w��� ���r¢��� r�S���T	��9�r����P����9��#��%$%C6VW(S��$%&
YM�N.����9$*�%��'E�8>H��."	��9'2YM�%�%�"Z�KML
�6$)����-IJ�KMLN�6$%ClDU�?$*(���Y­'�(��
�0v�#�$='��%��+%�M���������R#�
�#��9$k����JHKMLN�n�A�����T��
����lY)(�#�+X(o����P���#����M�7
�#����%���
�S����	��9�h����P����9��#��%$%C ª ���"
��,YM�9��	�������-­��.�.�
�#��%$"'��	��
��0�@£
����¢
'��9$='�$%&�#gC ��CE'��%$='�$7Y)(��9���TPS���9��#��%$7�R#�>�(�'7-��%.��%��-n����'�(��o����$=YM�9��$
'��n.����%!S#�����$TP����9��#��%$%CIVW(�#�$8>�#�!H�%$o�n+9
j��$*$T���E.�����.��9�*'�#��%$8Y)(�#�+0(
�,���E����$=1o'���-G�%+%#�-��E�9v���+9'�
<1"]g
�#����%���l'�#��R�,`0&H	���'l�,���E(@���X-o'��?'��%$='�C
±i��+X(B(@���X-BJHKML
�­.�����.��9�*'21�YM����$*�T#�$8�I!H�9+9'�����$*.���+%�����

� ��� t���� '�(���'�+����«	��n�9vG.����9$*$*��-«��$�'�(��I$*�9'h���
$*��
���'�#�����$�'��:�
(����R��>��%���%����$6J�z|u2LU�A��������
��GC|D�(�#�
���.G���,!G#���>W'�(��l
��,YM�9�6	�������-|&
YM�8$*(���Y~'�(���'7�%!H�9�*1n��-���.G'�#�!��oZ,/;$*#�-���-��9�*�����?'��9$='?�A���?+0(��%+0®S#���>
�R�9��	��9��$*(�#�.F#��p�4!H�%+0'����T$*.@��+9�n+����p	��h+%���S!H�9�*'���-F'��B�f�����G/
��-���.�'�#�!H� t /;$*#�-��%-��9�*�����)'��%$='7Y)#<'�(n'�(���$����R�8PS���9�*1I+%���R.�
��9vG#�'_1
���@-n�9$*$*�%��'�#j��
�
�1"#�-��%��'�#�+���
w.@�,�X���R�9'��0��$%C
VW(�#�$W��
�
���Y)$M��$i'���+%����$*#�-��0�W����
<1 t /_$*#�-G��-��9�*�����M������/_��-���.�'�#�!H�

'��9$='�$%Clu2�����X-��9�i'���.����,!H�)���G�i
���YM�9�W	������@-r&�YM�?���%��-T'��Nm��@-T�A���
�9!H�9�*1h$*��+X("'��9$='��o&G�T	@��-h!H�%+0'������ � � ��� t���� ]�'�(@��'W#�$W�����)�A�����
�o`0&r$*��+X(4'�(@�,' � ��+%+%�%.G'�$���Y)#<'�(:$*#�>���#<m@+����S'
.�����	@��	�#�
�#<'_1Q]g#gC ��C�&
�O�g��#�
�$�'������_¨=�%+9'!��&l��$�#<'T$*(�����
�-@`0C#"M����° $o�R#���#��h��v:.���#���+9#�.�
��
��
�
���Y)$7��$W'��T$=Y)#�'�+X("'�(���P��@���S'�#<m��9��$%Clu2�I��'�(��9�EYW���X-�$%&�#��"���X-G�9�
'��?.����,!H�������l
���YW�0�l	�������-|&�#<'l$*�%$R+9�%$6'��
.G���%$*�%��'l�
-G#�$='*��#�	���'�#����
& �,!H�0�
	���-�!H�%+0'�����$7$*��+X(�'�(@��'
����1n-��9'��0���R#���#�$='�#�+�'��%$='?�g��#�
�$
'��
���_¨=�%+9'7�8�X����-����'��]g$*�%
��%+0'���-"��+%+%���X-�#���>�'��8'�(��
-�#�$='*��#�	��G'�#���� & `
Y)#<'�(�$*#�>���#<m@+�����'?.G����	���	�#�
�#<'21�C
DF��+����F���,Y >�#�!H���h������>�(F.�#�+0'����������E(���Y '��">��9'o�I!H�%+9'����

$*.���+%�(� '�(���'T#�$T(@�,�X-:'��4'��%$='�CBV6��®��"�4	���$*#�$!) �������+*����@-
-G�9m@��� & '��4	���'�(��h����#<������� -G#�$='*��#�	���'�#����F��!��9����
�
M!H�%+0'�����$o#��
� ��� t���� '�(@�,'?����
�$*#<�A1f�9v���+9'�
<1������8+%����$='*�X��#���'
���,)y]e����-�$���'�#�$=�A1
'�(������%$='0`0Chu;'�'�������$
����'8'�(���'������o>����S-:�X���@-���� za��Y {N�%��$*#<'21
}k�,��#<'21fKM(��%+X®4KM�S-��9$�]eza{N}MK�+%�S-��9$X`0&r�����8+����4.�#�+X®n�R	@��$*#�$-)
$*��+0(R'�(���'i'�(��E���%$*��
<'�#���>T-�#�$='*��#�	��G'�#����h#�$M����
<1R�,!H�9��!H�%+9'�����$�'�(@�,'
�,���?�����M�j�����.�RC ª 	�$*�9��!H�)'�(@�,'W� t /;$*#�-��%-h�0�*�����W'��%$=',�[���2¨2�%+9'�$/�
����
<1�Y)(��9�0�Q-��9'��%+0'�$a'�(@�,'1�k�g��
�$*#<m��%$k$*���R�i+%����$='*�X��#���'k#��2� * C6u_�
��#�$?�����G/2��-���.�'�#�!H�����@-�-G�9'��9���R#���#�$='�#�+�&�#�'?#�$?+9���R.�
��9'��9
�1"-G�9'��9�*/
�R#�����-n	�1h'�(���$*�9'?���l!�����#���	�
��%$?#<'
P����9��#��%$%CMu_�k'�(�#�$)$*�9'?#�$?$*�h��
�
g&
������
<1h+0(��%+X®G$E
���YE/eYW�%#�>�(S'7+%����$='*�X��#���'�$E#��#�3*WCkDU�N.G����!��?'�(@�,'
�A���7�X����-���� za{�}�K­+%�S-��%$7+X(��%+X®S#���>�
���YE/eYW�%#�>�(�'?+%����$='*�X��#���'�$)#��
� * ��
�
���Y)$�'��4+X(��%+X®F����
<1Q��$*�h��
�
��A�X��+9'�#����¬���7+%����$='*�X��#���'�$T#��
)RClVW(��9���9�A������&�Y)#<'�(�$*#�>���#<m@+�����'�.G����	���	�#�
�#<'21�&��¬�g��#�
�$l'��
���2¨=�9+9'4��&
$*�9
��9+9'���-B��+%+%���X-�#���>I'��I-�#�$='*��#�	���'�#���� & C�VW(�#�$
(@��.�.��%��$7�����8����1
-G�9'��9���R#���#�$='�#�+0� ����
��,Y PS���9�*1�+9���R.�
��9vG#<'21�&@$*�"	�1("M���G° $N�R#���#</
�h�,vh.���#���+9#�.�
��
'�(��9���
#�$)���T'��%$=')���k$*�h��
�
|P����9�*1h+%���R.�
��9vG#<'21R�A���
'�(���.�����.��9�*'21(��C
ª �G�����%$*��
�'�$h$*(���-p$*���R��
�#�>�(�'h���p'�(��4P����9$='�#����«������.G'�#��h��



���+���
�
�1Q'��9$='X��	�
��h+%�S-G�%$%CB�?�Q#���m���#<'����g���R#�
�1F���7+%�S-G�%$ �65 � � #�$+%��
�
���-#��¡879�:��� ¤8£_¢<;X£=��>6��¢�#<�|'�(��).�����.��0�*'21 5 � #�$i'��%$='X��	�
��7Y)#<'�(R+%����/$='X����'IPS���9�*1¬+%���R.�
��9vG#<'21�C«VW(��%$*�n+%�S-��%$I�,����#��«'�(��"+%�%��'��9�h���
}�KW}~+%����$='*����+9'�#�����$%&i���@-:�����h���E�A���@-����R�%��'X��
i#��R.����*'X����+9�R#��
'�(��%�����0'�#�+%��
)+%���R.���'��9�T$*+%#��%��+%��CUx7�%+%�9�S'�
<1Q©
��
�-G���%#�+X([���@- � �G/
-����".����,!H��-R'�(��?�9vG#�$='��9��+%�N���k$*��+X(I+%�S-��%$WY)(�#�+0(n��+X(�#��%!H�N
�#����%���
-G#�$='X����+9�h���@-B�����,�8
�#��������8�X�,'���b t Z,de&6���9$*��
<'�#���>�#��F	��0'*'��9�o}MKW}
+9����$='*����+9'�#�����$%C
VW(��f!H�%+9'����n$*.���+%�%$IYW�B��$*�¬]�Y)(�#�+X(������B(@�,�X-['��U'��%$='0`I�,���

	���#�
<'M��.������X���@-�����]
?:��@G`_/e���%>���
����Wza{�}�K¬+9�S-��%$%CiVW(��%$*�?+9�S-��%$%&
#���'*���S-���+%��-U	�1F©N��
�
���>��9�4b ��de&������h®S����Y)�F'��f��+0(�#��9!H�h+%����$='X����'
�X�,'��4����-p
�#����%���h�R#���#��h��
W-�#�$='X����+%��CpDU�n$*(���Yq'�(@��'�'�(�#�$�#���/
.����*'X����'7+%
���$*$)���l+9�S-��%$)#�$)����')
���+���
�
�1"'��%$='X��	�
���	S1I�T
�����>�$*(���'�C

�n�����9��!��9��&H'�(��M.�����.��0�*'218'�(@�,'l�h��®H�%$6�X���@-G��� +%�S-G�%$l$*�N>����S-�#��
'��9���R$l���r�R#���#��h��
G-�#�$='X����+%��&������R�%
<1T�9vG.@����$*#����a&H#�$���
�$*��	��%(�#��@-
'�(��h.�������'��%$='X��	�#�
�#�'_1U���7'�(��%$*�I+%�S-��%$%CBVW(�#�$�$*(��%-�$o$*���R�h
�#�>�(�'
���"'�(���P����9$='�#��������l��.�'�#��h��
|
���+���
�
<1n'��9$='X��	�
��8+%�S-G�%$%CWVW(����9vG#�$=/
'��%��+%�����E$*��+X(:��.�'�#��h��
k+9�S-��%$N'�(���'8��+0(�#��9!H�BAC�ED�+%����$='X����'��X�,'���F
AC���EDE
�#������,�?-�#�$='X����+%��F�����-GAC����� D)�����N
���+���
�
<1I'��%$='X��	�
��
���%�h��#���$)���
#���'��9���%$='�#���>���.��%��.G����	�
��%��C

1.4 Earlier WorkDU�l$*(����*'�
<1�-G#�$*+9��$*$a'�(��l+%�������%+9'�#��������S'�(�#�$w.���.��9�|'��)��'�(��9�a���0/
$*��
<'�$%CiVW(��9���)�����E'2YM��.���	�
�#�$*(���-o
�#���������
��,YM�9�W	�������-�$6�����M.G����.G/
�9�*'_1N'��%$='�#���>GC ª ���i#�$w'�(��i>��%���9��#�+M	������@-�-G���l'��N©
��
�-G���%#�+X(T�9'k��
gC
b t �,d�����-o'�(��W��'�(��9�l#�$l�A���i'��%$='�#���>
J�/;+%��
�����#���>�#���	������@-��%-T-G�%>����%�
>��X��.�(�$�-G���W'���²���>H-�������!�& ª 	���'X�N���@-TVa���%!S#�$�����b J�deCiVW(��9���)#�$i�
$*#��R.�
��)����-��%
��%>�����'M����.���	�
�#�$*(��%-o
�#������,�M
���YW�0�W	������@-o��	�$*�0��!H��-
	�1 � �@-����Ub }6�9��$*���@��
lKM���R�T����#�+��,'�#�����deC4H
#�$7.�����.��9�*'21I+%����$*#�$='�$
���?.���
<1G�����R#���
�$��,!H�9�+I � ���
-��%>����%�n�,'R�R��$='T KJ�Z�Y)(��9���I����+0(.���
<1G�����R#���
w#�$?>�#�!H�%�4	�1"#�'�$7�%!���
��@�,'�#����f���f��
�
w�%
��%�R�%��'�$)���l'�(��
m@�9
j-rC8u_'
#�$
����'N(@���X-�'��I$*�%�T'�(���'��9!H�9�*14������/_��-���.G'�#�!H� t /;$*#j-G��-
�9�*�����W'��%$='M�A����'�(�#�$M.G����.��9�*'_1�����P���#<���%$�
�#��������EPS���9�*1�+9���R.�
��9vG#<'21�C� #���+%�T'�(���.�����.��9�*'21f���W
���YE/_-��%>����%��.���
<1G�����R#���
�$�#�$�
�#���������&w�����
����-G��+9'�#����U�j����� >��%���9�X��
W'��4�����G/2��-���.�'�#�!H� t /;$*#�-���-U�0�*������'��9$='�$
#��R.�
�#��%$T��
�#���������
���YM�9��	������@-f�����R��-���.G'�#�!��nZ�/;$*#j-G��-F'��%$='�$8�����
'�(�#�$N.G����.��9�*'_1�C ª 	�$*�9��!H��'�(@�,'N'�(�#�$
.G����.��9�*'_14#�$N����$=14'��n-G�%+%#�-��
����+%����
�
�'�(��
#���.���'W#�$W������-|&G	��G'W#�$E����'E�9vG.����9$*$*#�	�
��N	�1h�o�����R#�
<1
���iJ�KMLN�U����������
j����C
²M��'�(o
�#����%���k
���YW�9�l	�������-�$|��� � �@-����8����-8²M��>�-������,!��9'�Ck��
�b J,d

+���.�#<'X��
�#�s%�����f'�(��T�0v�#�$='��%��+%�o����#���.��G'�$7'�(���'��,���T�����N�j�����¥(���!S/
#���>n'�(��R.�����.��9�*'21�&|1��9'��:��¤�
���+���
W!S#��0YO���)�n+%����$='X���S'8�j�X��+9'�#����
���
'�(��%� +%���[	��n�9vS'��%�@-G��-U'��Q���«�%
��%�R�%��'R(@��!S#���>B'�(��n.G����.G/
�9�*'_1ML9C ²M�G'�#<�8'�(��B.�����.��9�*'21[#�$n-��9m�����-­	�1[�«³�KMLN��� '�(�#�$
+���������'N(���.�.��9�aC�������&r+%
����,��
�1�&a���S1�$='*��#���>R'�(@��'N-����%$
����'
(@��!H�
'�(��".�����.��9�*'21¬�T��$='�����
�$*#<�A1­��'h
�����$='h������+9
j����$*�����o��C[VW(G��$%&
'�(��0���"#�$�$*���R�"!S#��9Y ���?'�(��"#���.���'����?$*#�s%��³�&l'�(@��'�.����,!H�%$o'�(��
#���.���'?-����%$7����'7(@��!H�
'�(���.�����.��0�*'21�C ª ���)���%$*��
<'7$*(���Y)$7'�(@��'7#��
+%�9�*'X��#��"+���$*�%$%&Gm@�@-G#���>8$*��+X(n���g��
�$*#�m���-"+9
j����$*�
���%PS��#<���%$M������-�#���>
�
+%����$='X���S'l�j�X��+9'�#����R���@'�(��E#���.���'�&��%!H�9��#<�@'�(��)��$*$*#�>����R�9�S'l#�$l�g�,�
�A����� ����1�$��,'�#�$=�A1G#���>8������Cl�?����'�(��9�k���%
��%!�����'l���%$*��
<'�#�$l'�(��E
���YW�0�
	������@-B���7©
��
j-S���%#�+0(U���@-Bx?���:���F'��%$='�#���>"	�#�.@�,�*'�#<'��%���%$*$8#��QJ,/
���%>���
�����&� �/;!H�9�*'��0v8>��X��.�(�$)b t�t d;CiVW(��91o$*(���YW�%-��

���YW�9�i	������@-o���
N ] ^  w`����h'�(��
P����9�*1R+9���R.�
��9vG#<'21�&�1��9'E$*(����*'WY)#<'����9$*$*�%$)���6�����G/
	�#�.����*'�#<'��%���9$*$�-��f�9vG#�$='�&i#��U'�(��R������� ���7�S-�-U+91G+%
��%$����

��%��>�'�(
.���
<1a]g
���>M a`0C ª �G�i���9$*��
<'M$='*���9��>�'�(��%��$l'�(�#�$im@�@-G#���>�&�$*#���+%�7#��R�����
+���$*�N'�(��NP����9�*1R+%���R.�
��9vG#<'21h#�$E
�#��������EY)(��9������$)'�(��?Y)#<'����9$*$7$*#�s%�
#�$)+%����$='X����'�C

1.5 Paper Organization�7�j'��9�T-��9m���#<'�#�����$R]g$*�%+9'�#����pZ�`0&6YW�R.G���%$*�%��'o�n$*�%
<�)+%���S'X��#�����-
.��������o����'�(��f�h��#��«���%$*��
<'"#��[$*�%+9'�#�����JGC VW(��4.���������$"���8'�(��
+%
���#��R$)���9��-���-h�����?'�(��N.��������k����
�
���Y #��n$*�9+9'�#�����$7��/2c�C

2. DEFINITIONS

Property testing�y�@ =¡0��¢0 X£g¤:#�$"�U+%��
�
��%+9'�#��������8$='*��#���>�$I���o�Fm�vG��-[$*#�s%�f kC �
.�����.��9�*'21�#�$�� ���r¢��� )#<�W#<'N�A�����R$��h!H�%+9'�����$*.@��+%��C8u_�f'�(�#�$N.@��.��9��&
$='*��#���>�$l�����W�,!H�9�6	�#��@�,�*18��
�.�(���	��9'l����
��%$*$6�R�9�S'�#�������-���'�(��9�*Y)#�$*��C
VW(��:-�#�$='X����+%�O@QPSRUT9]
VW�YXo`R�����p$='*��#���>ZV�'��p�Q.�����.��0�*'21[X #�$
L�±EC >�Ci#�� � ��-����a° $l�9v����R.�
��)���S1T�%!���
��@�,'�#����R���a�N.���
�1G�����R#���
����
@�.���#���'�$l+�����	��E�9vS'��%�@-G��-8'��N�����%!���
�����'�#��������r�
.���
�1G�����R#���
G���-��9>����%��@Q\K�Z@@ClVW(S��$%&H$*�%�%#���>o KJ�Z^] t !���
����%$i����'�(��W.���
<1G�����R#j��
$='�#�
�
6-����9$7����'7�R�����I'�(���.���
<1G�����R#���
|(���$7-��9>����%�8 KJ�Z�C



�R#������ ��� @QP RUT%]
VW�SV \ `0&�Y)(��9���0@QP RUT%]
VW�SV \ `)-G�%����'��%$E'�(�� H
���R�R#���>-G#�$='X����+9�N	��9'2YM�%�%�h'�(��7'2YW�T$='*��#���>�$%C�VW(��T �¢U� ��£
����¢3
���;�£=�:� 7X¢W���WV
'��0X�#�$M#<'�$W-G#�$='X����+%�)'��0X~-G#�!G#�-G��-�	�1� kCi�­$='*��#���>8#�$���/e�g�,�M�A�����
X #<�k#<'�$E���%
���'�#�!H�8-G#�$='X����+%��'��+X #�$7��'7
�����$='	��C
��£_¢<;�£�
%¡� 6�� *¡0��¢0 X£g¤ X
� ��£��2
:��;�£=�:� 70¢l���� ����R¢0£_¢0 ����K7�¡��
� ��¢0£_¢��

��¢<; ;,?��W;0¡�� � 
��r¢<; ;�R+�:� 
�����¢0 X¤+7X¡��
� ��¢��:��£g¤	�N#�$��
.�����	@��	�#�
�#�$='�#�+
��
�>�����#<'�(�� '�(@��'NP����9��#��%$��,'��R��$='��I	�#<'�$N���i'�(��T#���.��G'�&|��+%+%�9.�'�$
$='*��#���>�$�#�� XOY)#<'�(:.G����	���	�#�
�#<'21f�,'�
�����$='�?����@-f��+%+9�%.�'�$N$='*��#���>�$
'�(���'8�,������/e�g�,�N�A����� XOY)#<'�(B.�����	���	�#�
�#<'21B�,'��R��$='0RH&��A���8$*���R�
��� R! ?"� t C�� '��%$='�#�$�$���#j-f'��"(���!H�4¢0 X *¡� 	#¬#<�/?"$ t ]%#
���@-#R&�'#«]������	#( L) `0C ) u_�i�o'��%$='�� ��+%+%�%.G'�$?#���.���'�Vw&GYW�8$��%1
�o]
Vr`+* t C ª '�(��9�*Y)#�$*��&HYM�E$��%1!�o]
Vr`+*��GCl�p'��%$='lY)#�'�(�-�#�$='X����+%�
.����X���R�9'��9�,�I���@-B�9�*�����-#«#�$8���0���9�*����-B'��4��$T���«].� �/#6`��e£_¢<;�£gC��
.G����.��9�*'_1n#�$o].�Q�0# ���H`��e£_¢<;�£=��>6��¢?#<�l#<'7(@��$?���F].� �/#6`_/e'��%$=')'�(���'?��$*®S$
�,'7�R��$='1��P����9��#��%$)���n�9!H�9�*1I#���.��G'�C
�y+%����.�
��4���8$*.��%+9#j��

+%
���$*$*�%$n����'��%$='�$I�����f���8#���'��9���%$='�C~�?�

��
�>�����#<'�(�� #�$ �@¡:�2� ��
��X�@£
����¢T#<�)#<'���$*®S$���
�
WPS���9��#��%$o#��¬��-�!�����+%��&
	��0��������>��9'*'�#���>7'�(�������$=YM�9��$%CkLN���R�%
<1�&,�7PS���9�*1?�h��1
����'k-��9.��%�@-
����'�(�������$=YM�9��$w'��).����9!G#�����$6P����9��#��%$%Cl�?�8��
�>�����#<'�(��~(@��$13��C; �C
�¢�

¢0 X *¡� )#��6#�'?��
�YW�%1�$7��+%+%�%.G'�$
���n#���.���'E'�(@�,'7(@��$W'�(���.�����.��9�*'21�C

CNF and linear formulaex7�%+���
�
�'�(@�,'���²M����
������h�A�����T��
��N#�$i#�� 7�¡:��4�� � 79£
����¢ �@¡� 5������
9¡� 6�
];KML
�l`i#<�a#�'M#�$W�8+%����¨=����+9'�#����h���a+%
�����$*�%$%&SY)(��9���7�%!H�0�*1�+%
�����$*�
#�$
�I-�#�$�¨2����+0'�#����:���W
�#<'��9�X��
�$%CI]e� 
�#�'��0�X��
l#�$��"²�����
������:!��,��#���	�
��T���
�h���9>H��'��%-:²M����
������:!��,��#j��	�
���C `:u;�W��
�
k+9
j����$*�%$�+9����'X��#��:��'N�R��$='
'�(G���%��
�#<'��9�X��
�$%&�'�(��N����������
���#�$7��J�KMLN�MC
��� ���r¢��� T]ezau_L�`7²M����
������U�������T��
��"#�$o�"+9����¨2����+9'�#����F���E+%����/

$='*�X��#��S'�$%&7Y)(��0���B�9!H�9�*1«+%����$='*�X��#���'n#�$n$��,'�#�$=m@��-­#<�T����-[����
�1[#<�
'�(��n!�����#���	�
��%$R#��p'�(��"+%����$='*�X��#���'I��-�-Q��.Q'��U�f�R�S-pZSCpu_�
��
�

+9����$='*�X��#��S'�$�+%����'X��#�����'��R��$='4@8
�#<'��9�X��
�$%&G'�(��W����������
��
#�$M� @Szau_LTC
z|�9'i�"	��M�)�A�����T��
��7���T h!�����#���	�
��%$%Cl�?�8 �/;	�#<'k$='*��#���>0;<��£
��;87W¢<;

�p#��M#<'�$���'�#�$=m@�9$T��
�
i+9
j����$*�%$R]g+9����$='*�X��#��S'�$X`7���M'�(��T�A��������
��GCT�?�
 �/;	�#<'�$='*��#���>�#�$9��� 
6�� 6�j����� $���'�#�$=�A1G#���>T�4#<�|��'�
��%��$='E�����?�j�X��+9'�#����
���
'�(��"	�#�'�$����%��-Q'��B	��"+X(@����>��%-¬'��B�h��®H�h'�(��I$='*��#���>:$���'�#�$=�A1
��Ci±i��+X(h�������T��
��T�F-��9m����%$M�o.G����.��9�*'_1 � V;:�V"$��,'�#�$=m��%$7� ��< �����
	G���%!S#<'21�&SYW�N���9�A�9�)'��R�T'��%$=')�A���7'�(�#�$E.�����.��9�*'21"��$?�T'��%$='E�A���N��C

3. MAIN THEOREMu_�R'�(�#�$W$*�%+9'�#����IYM�
$='X��'��N���@-R.G����!��7'�(��?�h��#��h'�(��9�����%��&�$��%1S/
#���>�'�(@�,'?$*���R��JHKML
�Q.�����.��0�*'�#��9$
�,����(@���X-h'���'��%$='�C
=?>A@�BDCE@GFIH J/KMLON8POQ�R!SO��¢0 *¢N¢��:��;�£|�� UT:�0�- t �r�, '#M 

L) ;V�%75�U£��%��£+
%¡� h¢<��¢0 0¤#;V�6W 7U�;¢<��£C� ¤#� �� .X�¢8 +�7£���¢0 �¢���;��ZY\[^]1_
9¡� 6�`��� �N�[¡:�T ���� 9�C��>6��¢<;�;V� 75�R£��%��£�¢<��¢0 X¤���
��X�@£
����¢
].�Q�0#w`��;£_¢<;�£

9¡� ?�� *¢������A �¢<;aT� b����¢0 <�;¢<;�c
deC\BDBOfER?Vw�¬.����,!H�fVW(��%�����%� t &7YW�4m��@-[(����X-�JHKML
� �A���*/

�T��
����o'�(@�,'8-��9m����o
�#��������8.G����.��9�*'�#��%$%C ª ���
m���$='�$='��%.f'���YE�,�X-�$
.G���,!G#���>T'�(��?�h��#��"���9$*��
<')#�$W'�(��
'�(��%�����%�O'�(@��'M�����7
�#������,�).�����.�/
�0�*'�#��9$%& t /;$*#�-���-p�9�*�����h�����G/2��-���.�'�#�!H�"'��9$='�$R�����f��$R.��,YM�9�*����
7��$
>��%���0�X��
a'��9$='�$%C
=?>A@�BDCE@GF Z�Cag6¢0£,� � � � � t���� >X¢!� ��¢�79£;¡� +;;����70¢�c&_a¡� R¢<�h�

¢0 X¤ji��C;9�

�¢�
U¢0 X *¡�  ��
��X�@£
����¢"].�Q�/# �V��`��;£_¢<;�£/�k
%¡� +���?£���¢0 �¢���;��
3��=; �C
�¢�
n¢0 0 =¡� 0��¡:�\�S��
��0�@£
����¢�].�Q�XZ�#4�0�H`��e£_¢<;�£1�-\2
%¡�  �lc
VW(�#�$M'�(��%�����%� #�$����a#��@-��9.��%�@-G�%��'�#���'��9���%$='W��$W#<'M��.�.�
�#��%$M'���'��%$='*/
#���>N����1o
�#������,�l.�����.��0�*'21�m�ClVW(��W.��������@����VW(��%�����%� Z?��.�.����,��$l#��
$*�9+9'�#����F�SC�VW(��o���%-���+0'�#�����'��h$*#��R.�
��9�
'��%$='�$
-����%$
����'
#���+9������$*�
) DU�8$='X��'��o���G�
���%$*��
�'�$?��$*#���>R'�(��o$=1G�R�R�9'*��#�+��9�*�����N.����X���R�0'��9�
#l&�	���'M'�(��91I+�����	�����
�
a$='X��'���-"�A���?����	�#<'*�X���*1 R& ?�C
m VW(��?'�(��%�����9� #�$E$='X��'���-R�����)!H�%+9'����)$*.@��+9�%$E#�� � ��� t�� �|&G	��G'E���G�.G�������l+�����	��N�9vS'��%��-���-h'���>��9���9�X��
a!H�9+9'����7$*.@��+%�%$%C

'�(��7�9�*�����E	��G'M�X��'�(��9�E$*(�#��j'�$M'�(��7�9�*�����W�A������'�(���"�± � /;#���$='X����+%�%$
'���'�(��RL ª /;#���$='X����+%�%$o��$o#<'�.G���%$*�9��!H�%$�'�(��h-�#onr�9���%��+%�h	��9'2YM�%�%�
'�(��
+%���R.�
��0'��%���%$*$7���@-"$*������-����9$*$%C
±iPS��#�.�.���-�Y)#�'�( VW(��%�����9� Z�&TYM�¬+���� ���%$='*��#�+9':���G�:��'*'��%�G/

'�#����p'��F.����,!S#���>FVW(��%�����%� t �A���h������/_��-���.G'�#�!�� t /;$*#�-��%-«�9�*�����
'��%$='�$%&l.G����!S#�-��%-B'�(@�,'8'�(�������������
j����YW�RYW����®:Y)#<'�(Q-G�9m@���R
�#��G/
���,�h.�����.��0�*'�#��9$%C­u2��-��%�%-|&iYW�nm��@-¬
�#��������h.G����.��9�*'�#��%$R'�(@�,'h�����
(@�,�X-F'��n'��%$='�����-F'�(��%�F���9.����%$*�%��'8'�(��9� 	�1FKMLN�6$%C:KM����$*#�-��0�
�«!��%+9'����f$*.���+%�Z� � � ��� t�� �aC {
�%����'��F'�(��F-��@��
8$*.@��+9�Q	S1
�3*EC z|�9' )p* ]rq L � <s<s< �Vq	tN`R	��:�Q	���$*#�$"�A��� �3*WC za�9'(: V+:
-��9����'��I'�(��hYW�%#�>�(S'h���N!H�9+9'�����V � � ��� t�� �aCp������'_YW�B!H�%+9'�����$
VW��u � � ��� t�� � &r
��9'�v
VW�0u�wx*ky �z8{ L V

z u z �R�S-fZ�CN²i1f-��9m���#<'�#����|&
�|* � V+:ov
VW�Vq z w�*y�4�A���h��
�
1q z �	) � C¬VW(S��$%&�!S#��9Y)#���>B����+0(
q z ��$T� 7�¡:�%;X£g Y�:����£g&iYM�h+����F���9.����%$*�%��'!�y��$�� @Szau2L ����������
��
Y)(��0����@Z* �h�,vG}A~ ��� : q z :<CTDU��YM����®4Y)#<'�(Q���F����	�#�'*�X�,�*1B+%���G/$='X����'!@U����-Q
j�,'��9��$*(���Yq(���Y '��4����-G��+%�I#<'�'��BJGC � #���+%�I����+0(
J�z|u2L �A��������
���(@��$
���4��P���#�!���
��%��'
JHKML
�M&�#<'
#�$
�9������>�(�'��Rm@��-
(@�,�X-nJ�zau2L?$%C
DU�n����Y�.����%$*�9�S'h$*��$R+%#��%��'h+%���@-�#<'�#�����$R�����"�F!��%+9'����h$*.���+%�

'���	��R(����X-:'��n'��9$='�C�Vw�4���@-G�9��$='X����-B'�(��R+9���@-G#<'�#�����$%&k®��%�%.U#��
�R#��@-�'�(���'�
j�,'��9�WYM�?�%�R.�
��,1+"W����° $W�R#���#��h�,v�.G��#���+%#�.�
��)'��o$*(���Y
'�(@�,'h��
�
E!H�9+9'����R$*.���+%�9$R$���'�#�$=�A1G#���>B'�(��%$*�"+%����-�#<'�#�����$h�,���n(����X-
����� t /;$*#�-��%-U�����G/_��-���.�'�#�!H�R'��%$='�$%C "W����° $�.G��#���+%#�.�
��I$='X��'��%$T'�(@��'
'��8.����,!H�)'�(@�,'W����+0(h
���YE/2P����9�*1�.G����	@��	�#�
�#�$='�#�+?'��%$='M����#�
�$E���h$*���R�
#���.���'�&6#<'o#�$8�%������>�(:'���>�#�!H�h��-G#�$='*��#�	���'�#����F���F'�(���#���.��G'�$8���
Y)(�#�+X(F����+0(:
��,YE/_P����0�*1F-G�9'��9���R#���#�$='�#�+T'��9$='��g��#�
�$%ChDU�������R����
<1
#���'��9���%$='���-�#�� t /_$*#�-G��-��9�*�����i'��%$='�$lY)(�#�+X(a&�	�1�-��9m���#<'�#����a&�(@��!H�W'��
��+9+%�%.�'o����
��%$*$o����!H�9+9'����o#��:'�(���'��%$='���-F!H�9+9'����o$*.@��+%�R$���'�#�$=m��%$
'�(��7����$=YW�0��$M'���'�(��7P����9��#��%$%CiVW(��9���9��������&S'���$*(���Y['�(���'W�8!��%+9'����
$*.@��+%�
$��,'�#�$=�A1G#���>������W+9���@-G#<'�#�����$E#�$W(����X-|&�YM�
���%��-�'��T�0v�(�#�	�#<'E�
-�#�$='*��#�	��G'�#����n���n!H�9+9'�����$EY)(�#�+X(��,���N�g���)�j����� '�(��
!H�%+9'����)$*.@��+9��&
$*��+X(¬'�(@��'��%!H�9�*1Q
���YE/_P����9�*1p-G�9'��9���R#���#�$='�#�+n������/_��-���.G'�#�!H�I'��9$='
���p'�(�#�$h-�#�$='*��#�	��G'�#����«����#�
�$R'��Q-��9'��0���R#����IY)#<'�(­�����G/_���%>�
�#�>�#�	�
��
.�����	@��	�#�
�#�'_1­'�(@�,'n'�(��B#���.���'n!S#���
���'��%$n'�(��f+%����$='*�X��#���'�$����o'�(��
!H�%+0'����7$*.@��+%��C
�,@Gf�N�PAN8�EN8BOP'H J��&LDCE����N�PA@�LDC�deC\BD�G@�C��EN8@���QhR	g6¢0£0� �

� � � t�� �[>X¢��(��¢�79£;¡� �;e����7X¢ �:� 
#��¢0£4) >X¢��#> �:; ��;x
%¡� 0� * c"_,���
�� U�Q�0#� t c

� ) ��;!��/_$*�9.@���X�,'�#���> � 
F¢<��¢0 X¤BV � � ��� t�� � £��%��£	
6��� ; � 7M¢<;
¢�����79£C� ¤"¡:�r¢37X¡�� ;�£g ��:����£���� )����:;-: V+:�$'�, <

� ) ��;o].� �0#w`_/;
���+%��
-� 
�¢<��¢0 X¤"� � � ��� t���� £��%��£ ��;+� ;V��� ¡0

��£/��¢��:;�£^#D� ��¢�79£;¡� 9;3��� )��%�:;-: �x:�$U�2c

L
��'�#�+%��'�(@��'7#<�4)O#�$a��/_$*�9.@���X�,'�#���>�&@����+X(4$='*��#���>�V��g��
�$*#��j1G#���>h�9vS/
��+0'�
�1:�����R+%����$='*�X��#���'o#��O)y#�$-��/e�g���8�j����� ��CIVw��$*�%��Y)(�1�&a
��0'
u �#��ClVW(��9�3V;�`u?����
�$*#<m@�%$l�9v���+9'�
<18������+%����$='*�X��#���'k#��+)RC � #���+%�
)q#�$���/;$*�%.@�,�X��'�#���>G&K@QP RUT%]
VK��u�`x*�: V��'uD:A$��, kCo²�1B-��9m���#<'�#����|&
@QP RUT%]
VW���T`�$U�, lC
�����M'�(��).G�������|'�(@��'M�%!H�9�*1�!H�%+9'����W$*.���+%�?$���'�#�$=�A1G#���>8'�(��?��	��,!H�

+%���@-�#<'�#�����$k#�$6(@�,�X-8'��)'��%$='�&����G�k	@��-T-G#�$='*��#�	���'�#����8'�(@�,'w����#�
�$l
���YE/
P����9�*18'��%$='�$l#�$l�,!H�9�i$='*��#���>�$k'�(���'l�g��
�$*#<�j1��9v���+0'�
�1T�����E+%����$='*�X��#���'�C
VW(��7�g��
�$*#<m���-I+9����$='*�X��#��S'W#�$M+0(���$*�%�h����#<�������R
<1h�,'W�X����-�����CkVW(��
m���$='7+%���@-G#�'�#������%��$*�G���%$E'�(@�,'7'�(��8-�#�$='*��#�	��G'�#�����$)#�$?�,!H�0�)!H�%+9'�����$
Y)(�#�+X(4�����&��/e�g�,�)�A����� '�(���!H�%+9'����)$*.@��+%��C
VW(��M$*�%+%����-�+%���@-�#<'�#����T�%��$*�G���%$k'�(@�,'k'�(��E-G#�$='*��#�	���'�#����T#�$l(����X-

'��h'��%$='�C�Vw�I>��0'N'�(��o#��S'���#<'�#����a&r$*��.�.���$*�o'�(��o$*�%+%���@-4+%����-�#<'�#����
#�$E!S#���
���'���-rCMVW(��%���-#f�A�X��+0'�#����n���6'�(��?+%����$='*�X��#���'�$7$*���R$M��.I'��
�8
���YE/eYW�9#�>�(�')!H�%+9'�����&G���@-R'�(��7$*��� ���%.����9$*�%��'�$W�8+%����$='*�X��#���')���
���0YW�9�N'�(����j�R!�����#���	�
��9$%C,�
���9�*1G#���>h!�����#���	�
��%$N#��4'�(��8���9Y +%���G/
$='*�X��#���'kYW����
�-���
�
���Y[�7'��%$='l��������#���>7���T���G�l	@��-T-�#�$='*��#�	��G'�#����T'��
-��%-���+9�8'�(���'7$*���R�8+%����$='*�X��#���'
#�$7!S#���
���'���-�Y)#<'�(4.�����	@��	�#�
�#�'_14�,'




�����$='�#lC�VW(��T$*�%+9���@-f+%���@-�#<'�#����B-G#�$���
�
���Y)$N'�(�#�$?����&|#���'���#<'�#�!H�%
<1�&
�9��$*�����9$7'�(���')'��Q¦2>��9'
#��G�������h�,'�#�����§h��	����G'N���j�X��+9'�#�����#F���k'�(��
+9����$='*�X��#��S'�$7#��()R&��o'��%$=')���%�%-�$7��'7
�����$='a��PS���9��#��%$%C
VW(��n����
�
���Y)#���>:'�(��%�����%��&M.G���,!H��-¬#��p$*�%+9'�#����[��&M$*(���Y)$�'�(@�,'

����1«
�#����%���h$*.@��+%�4+%�����������R#���>:'��F-��9m���#<'�#���� t #�$h(@���X-Q����� t /
$*#�-G��-n�9�*�����?�����G/2��-���.�'�#�!H�
'��%$='�$%C
=?>A@�BDCE@GF�� J��-BDP����&�2LD�G�EN	�O@�H
���2N��D@���
eCEC\BDCDQ�Ra_,���M�� 

�j t �W�( #  L) cZg6¢0£�� � � � � t���� >X¢�� ��¢�79£;¡� �;e����7X¢�c���

�3* ���:; �:���G�C;9¢_���� ���£
����Xh].���0#w`��=��¡87 ���M>9��;9��;/) * ]rq L � <s<s< �Vq?t
`6�£���¢<�Q¢<��¢0 X¤ �@¡:�2� ��
��X�@£
����¢"3��C; �C
�¢�
4¢0 X *¡� o].�Q� t ]QZ�#w`��;£_¢<;�£O
%¡� -�
 *¢������A �¢<;a�Z����¢0 <�e¢<;sc
VW(��%�����9�R$)Z����@-hJ�$*(���Y­'�(���'M�%!H�9�*1�
�#��������E.G����.��9�*'_1�+%�����A������/
#���>B'��:-��9m���#<'�#���� t #�$�(����X-¬�%!H�%�Q�A���"Z,/;$*#�-��%-p�9�*�����h��-���.G'�#�!��
'��9$='�$%C VW(��f����
�
���Y)#���>¬'�(��%�����%� ��$*$*�����%$"��$h'�(@�,'"$*��+0(�
�#����%���
.G����.��9�*'�#��%$?�9vG#�$='�C)VW(��8.��������i���l'�(�#�$)'�(��%�����%��&�Y)(�#�+X(4��$*�9$7'�(��
.G����	���	�#�
�#�$='�#�+o�R�0'�(��S-|&���.�.����,��$?#��n$*�9+9'�#����f�GC
=?>A@�BDCE@GF�� J��&LDCE����N�PA@�LDC(deC�BO�G@�C��2N�@G��
��DN����AQ�R"SO��¢0 �¢

¢��:��;X£0����£_¢rX�¢0 2@ ��� �:� 
B7X¡�� ;�£=�:��£
;`# �V� �0TG��;V�%75�p£��%��£9
%¡�  �����
;V�6W 7U�e¢<��£C� ¤[� �� rX�¢n q£���¢0 �¢B��; � 7X¡:����¢�79£
�e¡:�[) ��� � ��� t���� ¡/

��¢�79£;¡� 9;f¡0
l�W¢<� Xh�S£3��£-�R¡:;�£ @ �;� �C75�G��; � ���r¢��� <� ¤O��� 
�¢_��¢<� 
H¢<��£.�
���C;9¢_���� ���£
����X �:� 
I].T� 1�0#w`�� ��¡87 ����c
DF�4����Yy(@��!H�#@Szau_Ly�A��������
����4'�(@�,'n�,���f(@���X-p'��U'��%$='�C VW(��
�A��
�
���Y)#���>R����-���+9'�#����I	���#���>�$ @�-���Y)�"'���JoY)(�#�
���.����9$*�9��!S#���>T'�(��
.G����.��9�*'�#��%$7���k-��9m���#<'�#���� t ]�Y)#�'�(n$*�h��
�
��9�7+%����$='X����'�$X`0C
=?>A@�BDCE@GF�� J��&@G�������EN�BDP��EB�� �!�#"���Q�R%$���¢0 X¤�� ���r¢��� <� ¤ ���2�


H¢_��¢<� 
�¢<��£.�;���=;9¢_���� Y��£
����X��M].T� 1�0#w`�� ��¡87 ����) � � � � t���� ¡0
���¢�79£;¡� <;¡/
`�M¢<��Xh�S£-��£1�R¡:;�£4@G7 �:�G>X¢27�¡:� ��¢0 X£_¢�
f£;¡#� � ���r¢��� <� ¤(��� 
�¢_��¢<�2�

H¢<��£.���'&��C;9¢_���� ���£
����X��6].T'&% �& �/#(&�`��=��¡87 ����))& � � ��� t�� �+*�¡0
 ��¢�79£;¡� <;¡/
-�M¢<��Xh�S£/��£���¡:;�£kJ\c,��
e� �0T:�0#	�� �¢0;�£g 9�C79£C� ¤8�G¡:; ��£
����¢!7�¡:�%;�£=�:��£
;V�
;0¡��� �¢a� & �0T & �0# & c
VW(��%�����9� �E#�$a.����,!H��-�#��8$*�%+9'�#����Tc�Ckx?�9+���
�
H'�(@�,'k�)J�z|u2LQ����������
j�
+%���4	��8-��0m@���%-"	�1"�RJHKMLN�MC@VW(�#�$7+%���R.�
��0'��%$E'�(���.��������l���k'�(��
����#��fVW(��%�����%� t C

4. LOWER BOUNDS FOR NON-ADAPTIVE
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6. RANDOM CODES REQUIRE A LINEAR
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6.2 Some Expansion Properties of Random
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