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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es el de desarrollar la metateoria para una variante de A-calculo tipado.
En lineas generales, puede enmarcarse dentro del area de teoria de la computacién, particularmente en
lo que se refiere a los fundamentos de lenguajes de programacion y sistemas de tipos.

El A-célculo, descubierto por Alonzo Church [Chu33], es una teorfa de funciones que sirve como modelo
de cémputo. Este calculo consta de un lenguaje de expresiones o términos, junto con un mecanismo para
reducirlas, es decir, transformarlas en otras expresiones mas simples. En forma intuitiva, podemos decir
que el proceso de cémputo se representa mediante la reduccién sucesiva de una expresiéon hasta llegar a
una expresion irreducible, que sera el resultado del cémputo. El estudio del A-célculo es relevante por su
valor tedrico y préactico; mediante este formalismo, pueden explorarse cuestiones fundamentales en teoria
de la computacion, 1égica, semantica, diseno de lenguajes y programacion funcional.

Actualmente, existen infinidad de variantes del A-calculo, cada uno de ellos con distintas caracteristicas
particulares, aunque todos tienen en comun la misma nocién esencial de cémputo. Una de las principales
variantes del A-cdlculo surge con la introduccion de los sistemas de tipos. Los tipos son etiquetas que
permiten clasificar a los programas segin el valor que producen. Esto permite que, mediante un analisis
de estas etiquetas, se puedan descartar programas invalidos. En estos sistemas, los programas validos son
aquéllos a los que puede asignarse un tipo, mientras que los que no tienen tipo son rechazados. Desde el
punto de vista de la programacion, el uso de sistemas de tipos implica ciertas ventajas importantes; los
tipos permiten detectar errores comunes, sirven como especificacién rudimentaria del comportamiento de
un programa, y son utiles para estructurar y organizar el flujo de informacién.

Cuando un programa tiene tipo, usualmente se tiene la garantia de que “no puede pasar nada ma-
lo” [Mil78], entendida como la propiedad de ejecutarse sin producir un error en tiempo de ejecucién
(también llamada consistencia) y, adicionalmente, la certeza de que todo programa bien tipado termina
(conocida como normalizacion fuerte). En algunos casos, ocurre que hay mds de una reduccién posible
para una expresién dada, con lo cual aparecen ramificaciones. Generalmente, se desea que, a pesar de estas
ramificaciones, cuando el cémputo finaliza, se llegue siempre a la misma expresién, independientemente
del camino de reducciéon que se elija. Esta propiedad se conoce como confluencia. En su conjunto, es-
tas tres propiedades (consistencia, normalizacién fuerte, y confluencia) comprenden el andamiaje teérico
bésico que hace que un calculo tipado se comporte como debe, sin contradecir a la intuicién que se tiene
sobre su funcionamiento.

La consistencia se suele presentar como un par de propiedades: la primera asegura que los términos
bien tipados no son erréneos; la segunda, que el tipado se preserva a través de la reduccién. A esta tltima
se la conoce como subject reduction. Por razones de delimitacion del trabajo, nos centraremos solamente
en esta propiedad en lo que a consistencia se refiere.

A su vez, los tipos tienen un valor tedrico intrinseco que surge de su interpretacion desde el punto de
vista 16gico: cada tipo se corresponde con una proposicion, y cada expresién con ese tipo se corresponde
con una demostracion de dicha proposicion. Esta nocién se conoce como correspondiencia de Curry-
Howard [Cur34),[Cur58, [How80], y pone de manifiesto la conexién profunda que existe entre la computacién
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y la légica. Esta correspondencia permite extraer, de cada cédlculo tipado, una légica asociada.

En este trabajo, estudiaremos una familia particular de célculos, llamados cdlculos algebraicos [ADOS],
Vau(09], que ha despertado gran interés en los tltimos tiempos. Estos cdlculos tienen la particularidad de
combinar A-célculo con dlgebra lineal, permitiendo combinaciones lineales de términos, es decir, términos
de la forma a.t + G.r donde o y 3 son escalares y t y r son términos. Estos cédlculos tienen su origen en
dos comunidades diferentes: computacion cuantica, para la cual los cédlculos algebraicos son un posible
modelo; y logica lineal, ya que este cdlculo es el resultado de eliminar el operador diferencial del A-calculo
diferencial [ER01], un célculo basado en 14gica lineal.

Teniendo en cuenta las ventajas ya expuestas de los sistemas de tipos, es natural querer encontrar un
sistema de tipos para calculos algebraicos. En particular, tomaremos como punto de partida un célculo no
tipado llamado Ay, [ADOS], que sirve como plataforma para varias aplicaciones, como computacién cudnti-
ca, computacion paralela, y computaciéon probabilistica, entre otras. Actualmente, existen tres sistemas
de tipos para Ajn: Scalar [ADCI11), Additive [DCP11] y Vectorial [ADCVTI].

Siendo cada uno el resultado de una etapa distinta del estudio del tipado para calculos algebraicos,
éstos tienen caracteristicas particulares que los vuelven interesantes en si mismos. Scalar introdujo la idea
de medir la “cantidad” de cada tipo presente en un término, reflejando esta informacién en el sistema
de tipos. Additive estudia el fragmento aditivo del cdlculo (no permite escalares) y se caracteriza porque
puede interpretarse en un célculo ya conocido (System F con pares). Vectorial es un cdlculo complejo que
combina ambos enfoques, introduciendo un espacio vectorial al nivel de los tipos que permite expresar en
forma precisa la estructura algebraica de los términos.

En el presente trabajo, proponemos un sistema de tipos (ACA, por Complete Additive) para A\, que,
en esencia, es una versiéon de Additive extendida al cdlculo completo, pero méas simple que Vectorial.
La idea central de ACA serd la de aproximar los escalares que aparecen en los términos mediante cotas
inferiores, y reflejar esta informacién en los tipos. Como resultado de esta aproximacién, obtenemos un
calculo més expresivo que Scalar y Additive y a la vez menos complejo que Vectorial, a cambio de la
pérdida de precisién. Ademds, ACA tiene subject reduction, normalizaciéon fuerte y es confluente. A su
vez, existe una interpretacién abstracta de ACA en System F con pares. Uno de los aportes centrales del
trabajo es que podemos obtener la confluencia del sistema como consecuencia de la normalizacion fuerte.
Esto nos permite simplificar considerablemente la definiciéon del mecanismo de reduccién, obteniendo
uno que no tiene tantas restricciones a la hora de aplicar las reglas, a diferencia de Ajn, que necesita
aplicar las reducciones en un orden especial para garantizar la confluencia. Estos resultados sobre ACA
aparecen en un articulo [BDCJ11] que fue presentado en el workshop Logical and Semantic Frameworks,
with Applications (LSFA) en 2011, y que serd publicado como parte de un volumen de la serie Electronic
Proceedings in Theoretical Computer Science (EPTCS).

Uno de los objetivos finales de esta linea de investigacién en calculos algebraicos tipados es el de
obtener un calculo que caracterice a la computacion cuntica y asi llegar, mediante la correspondencia de
Curry-Howard, a una légica cuantica. El cédlculo presentado en este trabajo puede considerarse un paso
mas en direccion a este resultado, a pesar de no poder aplicarse directamente a este dominio.

Concretamente, los aportes de esta tesina son:

= El célculo ACA, un sistema de tipos para Ay, que tiene una interpretacién abstracta en System F
con pares;

= Demostraciones de las propiedades de subject reduction, normalizaciéon fuerte y confluencia para

ACA;
= Un mecanismo de reduccién maés simple que el de Ajy,.

En el capitulo [2] presentamos el marco tedrico sobre A-cdlculo y sistemas de tipos que utilizaremos
en el resto del trabajo. El capitulo [3] presenta tres sistemas de tipos para A, que se desarrollaron antes
que ACA. En el capitulo [ presentamos el cdlculo ACA en si, y comentamos las demostraciones de sus
propiedades. En el capitulo [5|se presentan conclusiones y se comenta sobre posibles trabajos futuros. Las
demostraciones completas pueden encontrarse en el apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, trataremos las nociones tedricas basicas necesarias para el resto del trabajo. Veremos
una introduccién al A-cdlculo como modelo de cémputo, algunos conceptos generales sobre sistemas de
tipos y finalmente presentaremos System F, cdlculo que tomaremos como base en los capitulos subsi-
guientes.

2.1. Una breve introduccién al \-calculo

El A-célculo fue introducido por el 16gico norteamericano Alonzo Church en la década de 1930, como
parte de una teorfa general de funciones y légica que pretendia modelar la matemética [Chu32l [Chu33].
El céalculo, en su forma moderna, consiste en un lenguaje formal de términos o expresiones, junto con
una teoria ecuacional que define la equivalencia entre ellos, y una relacién de reduccién que representa la
transformacién de expresiones. La teoria ecuacional es 1til para razonar sobre los términos del lenguaje,
mientras que la reduccién nos presenta el lenguaje como modelo de cémputo.

Informalmente, cuenta con dos construcciones basicas: la abstraccién y la aplicacién. Dado un término
M, la abstraccién Az.M intuitivamente denota a la funcién f tal que f(x) = M, donde x puede ocurrir
en M. La aplicacién f N denota el resultado de pasar el término N como argumento a f, reemplazando
todas las ocurrencias de x por el término N.

Estas dos construcciones actiian en conjunto, ya que la aplicacién se utiliza para evaluar los elementos
en la imagen de la funcién denotada por una abstraccién. Asi, el término (Az.z 4+ 1)2 se considera
equivalente al término 2 + 1, que resulta de reemplazar todas las ocurrencias libres de x en el término
x + 1 por 2. Més generalmente, esta relacion, llamada (-equivalencia, se escribe

(Ax.M) N = M|N/x]

donde [N/z] denota la sustitucién de x por N. Este es el esquema de axioma esencial del calculo.

La versién original del A-calculo resulté ser inconsistente desde un punto de vista logico. Si se considera
el término T = (Ax.~(z x)), donde = M es un término que representa la negacién légica de M, entonces
resulta que los términos T'T'y —(7T' T') son equivalentes. En otras palabras, T'T' debe considerarse verdadero
si y sélo si es falso. Esto no es mas que una codificacién en A-cdlculo de la conocida paradoja de Russell,
formulada originalmente para teorfa de conjuntos, en la que se construye el conjunto R = {x | z ¢ x},
que implica que R € R siy s6lo si R ¢ R.

A pesar de esta inconsistencia en la teorfa general, Church separé la parte 1til para la definicién de
computabilidad, y esta presentacién es la que hoy se conoce como A-célculo [Chu36]. A su vez, Klee-
ne [Kle36] demostré que todas las funciones recursivas son representables en A-célculo.

Definicion formal del M\-célculo

Tomaremos como punto de partida un conjunto infinito numerable V de wvariables, es decir, identifi-
cadores alfabéticos de la forma x, y o z. Asumiremos que todas las letras del alfabeto se encuentran en
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2. PRELIMINARES

V. Ademsds, nos permitiremos el uso de subindices numéricos para indicar més variables, de manera que
Z1, T2 ¥ 3 también pertenecen a V.

Definicién 2.1.1. Definimos el conjunto A de A-términos, de forma inductiva, como el menor conjunto
tal que

zeV MeAN ze€V M,N €A
reA (\z.M) € A (MN)eA

Ejemplo 1. Algunos A-términos validos son

r (zz) (Az2) (z2(Avy)) ((Az.(Ay.(zy))) 2).

Convenciones. Usualmente, para ahorrar paréntesis y facilitar la lectura de los términos, adoptamos las
siguientes convenciones con respecto a notacién:

= La aplicacién asocia a izquierda, es decir que M7 My M3 M, significa
((My Mz) Ms) My);

= Las abstracciones se extienden lo més a la derecha posible, es decir que Az.M N significa (Az.M N);

= Las abstracciones anidadas pueden agruparse bajo un solo simbolo A, de manera que Azxyz.M
significa (Az.(Ay.(Az.M))).

De esta manera, es posible omitir el uso de la mayoria de los paréntesis. Se utilizaran explicitamente para
expresar términos que no se ajusten a estas convenciones, o cuando su omisién resulte confusa.
De acuerdo con estas convenciones, los términos del ejemplo [1| se escribirian

x xx A2z zdrvy (Azy.ay)z.

Notaremos con = a la igualdad sintactica entre A-términos; es decir, que M = N cuando M y N son
exactamente el mismo término.

Variables libres y ligadas

En la abstraccién Axz.M, decimos z es la variable ligada, o bien que la abstraccién liga a la variable z.
Si una ocurrencia de una variable no esta ligada por ninguna abstraccion, decimos que dicha ocurrencia
esta libre.

Definicién 2.1.2. El conjunto de variables libres de un término M, denotado por FV(M), se define
inductivamente:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(\z.M) = FV(M)\{z}

El conjunto de variables ligadas de un término M, denotado por BV(M), se define inductivamente:

BV(z) = 0
BV(MN) = BV(M)UBV(N)
BV(Az.M) = BV(M)U{z}

Ejemplo 2. En el término T' = (Az.xz (\y.z)), se tiene que x ocurre ligada (x € BV(T')), mientras que z
ocurre libre (FV(T) = {z}).
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Una breve introduccion al A-calculo

Un A-término M se dice cerrado si FV(M) = 0, es decir, si no tiene variables libres.

Cuando una variable esta ligada, su nombre es irrelevante para el significado del término. Por ejemplo,
los términos (Ay.y) y (Az.x) tienen la misma estructura; ambos representan la funcién identidad y se
comportan como tal, independientemente del nombre de las variables. Asi, nos permitimos renombrar las
variables ligadas de un término cuando nos sea conveniente.

La sustitucién sélo reemplaza las ocurrencias libres de una variable, es decir, que ((Ay.y) y)[N/y] =
(Ay.y) N. Ademsds, si consideramos la sustitucién

(Az.x 2)[(zy)/7]

vemos que es necesario renombrar la variable x en esta abstraccién, para que no entre en conflicto con
la x del término que se estd reemplazando por z. Para ello, se elige un nombre nuevo, y la sustitucion
resulta

Nétese que, si no realizamos este renombramiento, el término resultante serfa (Az.z (zy)), que intui-
tivamente representa una funcién diferente. Decimos que esta operacion evita la captura de la variable x.
Salvo que se indique lo contrario, consideraremos a los términos que sélo difieren en los nombres de sus
variables como equivalentes.

Definicién 2.1.3. De acuerdo con estas consideraciones, la sustitucion se define inductivamente de la
siguiente manera:

z[R/x] = R
y[R/x] = y (dondey # x)
(M N)R/x] = M[R/x]N[R/x]
(Ax.M)[R/z] (Ax.M)
(\y.M)[R/z] = (A\y.M[R/z]) si yZFV(R)

(Az.M[z/y])[R/x] si y € FV(R)
(donde z ¢ FV(M) UFV(R))

Reduccion

El A-célculo incluye una relaciéon binaria entre términos que representa su aspecto computacional
u operacional. Esta relacién, conocida como conversion, corresponde a la visién de los términos como
expresiones que se transforman (reducen, convierten) en otras expresiones més “simples”, hasta llegar a
una forma que ya no puede reducirse, que representa el resultado.

Definicién 2.1.4. La relacién de conversion — del A-célculo se define en términos de las siguientes reglas:

B
(Ax.M)N — M[N/z] ()

M — M M — M M — M
MZ—-MZ ZM — ZM .M — dx. M’

Notamos con —* a la clausura reflexiva y transitiva de —. Si tenemos M — N decimos que M
convierte a N, mientras que si tenemos M —* N decimos que M reduce a N.

Decimos que un término es una forma normal 8 cuando no puede convertirse a ningin otro término.
Una forma normal de un término M es un término N tal que M —* N, siendo N una forma normal.

A su vez, en general se define un conjunto de wvalores, es decir, términos que representan resultados
validos de los computos. Los valores deben ser siempre formas normales. Si una reduccién termina en un
término que no es un valor, se dice que esté atascada.
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No todo término tiene forma normal. En particular, si consideramos el término Q = (Az.zz) (\z.z x),
vemos que éste reduce a si mismo, formando una cadena infinita de reduccién:

Como siempre se puede seguir realizando un paso de conversién por la regla (5), concluimos que 2
carece de forma normal. Cuando un término tiene al menos una forma normal, decimos que es normali-
zante.

En general, suele ocurrir que hay més de una secuencia de reduccién posible partiendo de un término
dado. En estos casos, es deseable que, independientemente del camino elegido, siempre se llegue a un
mismo término. Esta propiedad, conocida como confluencia o propiedad Church-Rosser, se suele enunciar
de la siguiente manera:

Definicién 2.1.5. Una relacién de conversién — se dice confluente (o Church-Rosser) si para todo
término M tal que M —* Ny y M —* Ns, existe un término N tal que N; —* N *«— Ns.

Ejemplo 3. En A-célculo, podemos representar a los nimeros naturales mediante lo que se conoce como
numerales de Church. La idea es representar al cero y al sucesor mediante las siguientes definiciones:

co = (Afz.2), ent1 = (Afz.f (en [ 2)).

Cada numeral ¢, codifica la operacién de repetir la aplicacién de una funcién n veces a un valor
inicial, lo cual equivale al patrén de recursion estructural sobre los naturales. De esta manera, podemos
identificar al nimero n con su numeral ¢,, correspondiente, y sin demasiado trabajo pueden definirse todas
las operaciones usuales sobre naturales.

El A-célculo tipado

El A-célculo tipado surgid, de la mano de Haskell Curry y Alonzo Church [Chu40], como solucién al
problema de la inconsistencia del calculo. Los tipos son entes sintacticos que pueden asignarse estatica-
mente a A-términos para clasificarlos segiin sus propiedades y comportamiento. Si a un término M se le
puede asignar el tipo T', decimos que “M tiene tipo T”, que en simbolos se escribe M : T'. Por ejemplo,
en la mayoria de los calculos, el término Ax.z tiene tipo T' — T, ya que representa una funcién que toma
algo de cualquier tipo (T") y devuelve algo del mismo tipo (la funcién identidad).

Una de las principales consecuencias de la introduccién de los tipos en el cdlculo es la normalizacion.
Todos los términos de los principales célculos tipados son normalizantes, a diferencia del A-cdlculo no
tipado presentado anteriormente. Por razones de decidibilidad, esto necesariamente excluye del sistema a
ciertos términos computables.

Ejemplo: A-calculo simplemente tipado

El A-cédlculo simplemente tipado es un calculo que tiene exactamente la misma sintaxis de términos
que la version no tipada, y ademds define la siguiente sintaxis para tipos:

T:=X|T—->T

El no-terminal X representa un conjunto infinito numerable de variables, llamadas variables de tipo.
Un tipo T es o bien una variable de tipo, o bien una funcién entre dos tipos representada por T' — T,
siguiendo la notacién mateméatica usual.

También se cuenta con un contexto de tipado, usualmente denotado por la letra I', que representa una
asociacién entre variables de término y tipos. El entorno se da como un conjunto de asignaciones de la
forma x : T'. Su propoésito es dar una asignacién de tipos para las variables libres de un término.
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Asi, se define inductivamente una relacién - entre contextos, términos y tipos, también conocida como
juicio de tipado:

x:Tel '-M:T—-R I'EN:T e:THFM:R
— VAR Aprp ABs
'kz:T 'FMN:R 't (\e.M): T—R

Si se puede demostrar I' = M : T, esto significa que en el contexto I', es posible asignarle el tipo T al
término M. Por ejemplo, a partir de estas reglas se puede probar que en cualquier contexto I, se tiene
't (Az.z) : X — X para cualquier tipo X, lo cual coincide con nuestra intuicién sobre el comportamiento
de la funcién identidad.

La reduccién en el A-calculo simplemente tipado sigue las mismas reglas que la versién no tipada

(definicién [2.1.4)).

Existen distintas versiones tipadas del A-calculo, ofreciendo cada una un nivel de expresividad distinto.
En la préxima seccién, veremos el A-célculo polimérfico o A-célculo de segundo orden (también llamado
System F o A2), introducido por Girard y Reynolds en forma independiente [Gir71l [Rey74].

System F: el \-calculo polimérfico

En los sistemas de tipos, puede ocurrir que un mismo término pueda tener mas de un tipo posible.
En estos casos, se dice que se trata de un término polimdrfico. Por ejemplo, suponiendo que 7'y R son
dos tipos diferentes, el término (Az.x) tiene tipo T'— Ty R — R, por lo que se dice que es un término
polimérfico. En particular, los términos que trabajan exactamente de la misma manera sobre cualquier
tipo poseen lo que se conoce como polimorfismo paramétrico.

System F [Gir71l, [Rey74] es la versién més conocida del A-cdlculo polimérfico. Partiendo del A-célculo
simplemente tipado, y siguiendo con el ejemplo del término (Az.x), vemos que para todo tipo X podemos
derivar T' F (Az.x) : X — X. La idea central de System F es poder expresar esta cuantificacién universal
en el propio sistema de tipos, en lugar de utilizar el metalenguage, mediante un tipo universal que se
denota por VX. X — X.

A continuacién, presentaremos una extensién de System F, llamada System F con pares, que incluye
construcciones para representar pares ordenados de elementos. Definimos la sintaxis de System F con
pares como sigue:

X|T—T|VXT|*|TxT

T
M o | (MM) | (e :TM) [ (AXM) [ (MQT) [ 1] (M, M) | (m M) | (w2 M)

El no-terminal T representa los tipos, mientras que M representa los términos. Una caracteristica de
esta presentacién de System F es que posee anotaciones de tipo para las variables de las A-abstracciones,
es decir que se indica explicitamente qué tipo debe tener dicha variable en el mismo término. Este calculo
también presenta una forma de abstraccion sobre tipos, AX.M, y una aplicacién sobre tipos, MQT', que
permiten expresar explicitamente el polimorfismo como términos que dependen de tipos. El término 1,
también es conocido como “unit”, representa la tupla vacia y su tipo es x. El tipo T' x R representa los
pares de la forma (M, N) donde M y N tienen tipos Ty R respectivamente. Los términos 7; M para
i = 1,2 son proyecciones, es decir que representan la operacién de extraccién de la primera o segunda
componente del par (segin corresponda).

Se extiende la definicién de sustitucién sobre términos trivialmente a los tipos. Las reglas de tipado
son
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'-M:T X ¢FV(T) I'EM: . VX.T r:TeTl
V-1 V-E —— VAR
T+ (AX.M):VX.T I'+ MQR: T[R/X] Tha:T
T'M:T— R T'EN:T x:THEM:R I'-M:T THEN:R
App ABSs PAIR
I'-MN:R '(M:T.M):T—R 'F(M,N): TxR
I't-M:TxR I't-M:TxR
——PrJ1 —  PrJ-2 — UNIT
PtmM:T -mM:R PE1:x

En System F, la funcién identidad se expresa

F'FAX.(Az: X.z): VXX — X.

En esta definicion, vemos que se utiliza la abstracciéon de tipos para representar el hecho de que la
funcién se puede utilizar con un tipo arbitrario. A la hora de usarla, es necesario aplicar este término al
tipo que se desea. Mas formalmente, para System F se agrega una nueva regla a la relacién de conversién:

(AX.M)QT — M[T/X]

Asi, un ejemplo de uso de la funcién identidad, si tomamos y : A, es (AX. Az : X.2)QAy — (Azx :
A.x)y — y, donde la estarfamos primero instanciando al tipo A, y luego pasdndole el pardmetro y.
También se agregan reglas para reducir las componentes de los pares y sus proyecciones:

M — M N — N’
(M,N) — (M',N) (M,N)— (M,N)

m (M,N)— M wy(M,N)— N

Es interesante destacar que System F, a diferencia del A-cdlculo simplemente tipado, permite repre-
sentar a los numerales de Church': ¢, = AX.\f : X — X.\z: X.f"2. De esta manera tenemos

ke, : VX (X —-X)»X - X para todo n >0

Hay dos propiedades de los cédlculos tipados que son de gran importancia tedrica y practica. En primer
lugar, enunciaremos la propiedad conocida como subject reduction, que dice que el tipado se preserva a
través de la reduccién:

Teorema (Subject reduction). SiI'F M : Ty M —* N, entonces ' - N : T.

Esta propiedad, junto con el hecho de que los términos cerrados bien tipados nunca representan una
reduccién atascada (propiedad que usualmente se demuestra por separado), garantiza la consistencia del
célculo, es decir que las reducciones que parten de términos cerrados bien tipados no pueden atascarse.

En segundo lugar, tenemos la propiedad de normalizacion fuerte, que nos garantiza que las reducciones
de términos bien tipados siempre terminan, y que ademaés pueden realizarse en cualquier orden:

Teorema (Normalizacién fuerte). Si '+ M : T, entonces M es fuertemente normalizante, es decir, que
todas las secuencias de reduccién que parten de M son finitas.

Observacion. Nétese la diferencia entre normalizante y fuertemente normalizante. Si un término es
normalizante, significa que existe al menos una reduccién que lleva a una forma normal, aunque pueden

INotamos con f™ al término que aplica n veces la funcién f a su argumento; es decir, fO = (Az.z), f*T1 = (\z.f (f* z))



Resumen

existir otras secuencias de reduccién que no lo hagan. Sin embargo, si un término es fuertemente norma-
lizante, entonces siempre se llega a una forma normal, independientemente de qué orden de reduccién se
elija.

System F posee estas dos propiedades. Veremos un esbozo de una de las técnicas para demostrar
normalizacion fuerte conocida como candidatos de reducibilidad, atribuida a Girard.

Esbozo de prueba. Un candidato de reducibilidad es un conjunto de términos que poseen ciertas
propiedades, entre ellas, la de ser fuertemente normalizantes. La demostracion se divide en dos partes:
por un lado, se establece una correspondencia entre cada tipo de System F y determinado candidato
de reducibilidad (definido en funcién del tipo en cuestién); por otro lado, se demuestra que cuando un
término tiene tipo, entonces pertenece al candidato de reducibilidad asociado a dicho tipo. Finalmente,
se tiene que si un término M estd bien tipado, entonces pertenece a algin candidato de reducibilidad, y
dado que estos conjuntos tienen la propiedad de normalizacion fuerte, entonces M debe ser fuertemente
normalizante. [

System F, gracias al polimorfismo, permite asignar tipo a méas términos que el A-cdlculo simplemente
tipado. En particular, puede demostrarse que todas las funciones recursivas estructurales (folds) totales
sobre tipos de datos algebraicos regulares son expresables en System F, mediante la codificaciéon de Church
de los tipos algebraicos. Esto hace que las funciones que se utilizan en la practica puedan generalmente
ser expresadas en este cdlculo. Sin embargo, como tiene normalizacion fuerte, necesariamente debe excluir
algunos términos computables: en este caso, no pueden representarse las funciones totales cuya totalidad
es indecidible en aritmética de segundo orden [GLT89).

2.2. Resumen

Hemos presentado el A-cdlculo no tipado, un modelo de cémputo que permite representar a todas
las funciones computables. Vimos que la nocién de reduccion es fundamental para entender el aspecto
operacional del calculo. También presentamos variantes tipadas de A-célculo, que permiten clasificar los
términos segtn los valores que calculan. Tomaremos System F' con pares como punto de partida para el
célculo que presentaremos en el capitulo

En el préoximo capitulo, presentamos una extensién del A-calculo que da lugar a la familia de calculos
algebraicos.






Capitulo 3

Calculos algebraicos

Como vimos en el capitulo anterior, el A-cdlculo es un médelo de cémputo general. Es posible definir
extensiones al calculo, con el objetivo de estudiar caracteristicas particulares de lenguajes de programa-
cion.

En este capitulo presentamos la familia de calculos algebraicos, que surgen de extender el A-calculo
tradicional con construcciones algebraicas. Estos calculos pueden considerarse trabajos previos al calculo
que es objeto de este trabajo, y se presentan aqui a fines de dar un marco adecuado para el capitulo

En esencia, estos calculos combinan A-calculo no tipado con algebra lineal, permitiendo que se formen
combinaciones lineales de A-términos. Asi, en un célculo algebraico tenemos que si t y r son términos
y a y 3 son escalares tomados de un anillo conmutativo, entonces a.t + §.r también es un término del
célculo.

Los calculos Ajin [ADOS] y Aaig [Vau09] son dos célculos algebraicos no tipados. El primero, que tiene
su origen en la comunidad de computacién cuantica, es el que estudiaremos en detalle en la préxima
seccion. El segundo, proveniente de la comunidad de l6gica lineal, posee una seméantica diferente a la de
Alin POr lo que no lo trataremos. Ambos célculos pueden simularse mutuamente [DCPTVI0].

Luego de presentar \j,, veremos algunos sistemas de tipos que se han propuesto para este calculo,
asi como sus ventajas y desventajas.

3.1. El calculo )\,

El célculo Ay, [ADOS§] fue introducido por Pablo Arrighi y Gilles Dowek como un célculo algebraico
pensado para computacion cudntica. Una combinacion lineal de términos refleja el fenémeno de la su-
perposicion, es decir, la cualidad de un sistema cudntico de estar en mas de un estado al mismo tiempo.
Miés generalmente, el calculo A\, también puede utilizarse para representar computos no-deterministicos:
el + denotaria una eleccién no-deterministica entre dos términos. Por lo tanto, este cédlculo se puede
ver como un punto de partida para aplicaciones en computaciéon paralela, computacién probabilistica, y
computacion cuantica, entre otros.

Desde el punto de vista operacional, se combinan las reglas de reduccién usuales del A-calculo no
tipado, con versiones orientadas de los axiomas de los espacios vectoriales, en el formato de sistema de
reescritura de términos.

La figura presenta el cdlculo. Los términos se clasifican en términos base y términos generales; los
términos base son los tnicos que pueden sustituir a una variable en un paso de g-reduccién. Los escalares
pertenecen a un anillo conmutativo.

Esta estrategia, denominada “call-by-b”!, juega un papel importante en la interaccién con la linealidad
del algebra lineal. Por ejemplo, el término (Azx.z ) (y+ 2) puede reducirse a (y+2) (y+2) 2" yy+y 2+
z Yy + 2z z en un marco call-by-name. Sin embargo, si decidimos que las abstracciones deben comportarse
como funciones lineales, podemos utilizar la estrategia call-by-b, bajo la cual el término anterior se

1E] conjunto de términos en b no es el conjunto de valores de Ajjn, por lo que no podemos hablar de call-by-value.
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Términos ti:= b|(tt)|0]|at|t+r

Términos base b = x| Az.t
Reglas elementales Reglas de factorizacion Reglas de aplicacion
u+0—u au+pu— (a+p)u*) (u+v)w—uw+vw(**)
Ou—0 au+u— (a+1).u*) w(u+v) — wu+ wv(**)
lu—u u+u— (1+1)u® (cu) v — a.(uv)(*)
a.0 —0 v (au) = a.(vu)(*)
a.(fu) = (ax f)u B-reduccion: Ou—20

a.(u+v) = au+av (Azt)b — tb/z](*¥**) u0—0

Reglas contextuales: Sea t — r, entonces
tu—ru t+u—r+u at—ar
ut -ur u+t—u+r Izr.t— A\zr
Reescritura moédulo asociatividad-conmutatividad de +; escalares pertenecen a un anillo conmutativo.
(*) Se aplican cuando u es un término cerrado normal.
(**) Se aplican cuando t + r es un término cerrado normal.
(***) Se aplica sélo cuando b es un término base.

Figura 3.1: Célculo Aji,

reducird a (Az.z =) y + (Az.z x) z y luego a y y + z z. Esta eleccién es compatible con la computacién
cudntica [WZ82], la motivacién original detrds de Ajy.

Algunas reglas de reduccién de Ajj, estdn sujetas a las restricciones (*), (**) y (***), ya que de
otro modo el calculo no serfa confluente (ver definicién . Por ejemplo, dado un término base b,
consideremos el término Y, = (Az.b + 2 z)(Ax.b + z z), de manera que Y — b + Y. Asi, al reducir
Y +(—1).Y}, sin restricciones, podemos pasar a (1—1).Y3, por factorizacion, o bien pasar a b+Yp+(—1).Y}
por B-reduccién. Pero esto implica que podemos llegar a formas normales diferentes por cada uno de
estos caminos: en el primer caso, tenemos Yy, + (—1).Yy, —* 0; en el segundo, tenemos Yy, + (—1).Y, —
b+ (Y +(—1).Yy) —* b+0 — b. En \jj,, esto se soluciona restringiendo la aplicacién de la factorizacion,
de médo que en este ejemplo sélo sea posible la f-reduccion, dando lugar a una reduccién infinita. Veremos
que es posible eliminar estas restricciones, garantizando la confluencia del cdlculo mediante un sistema
de tipos.

A continuacién, presentamos tres calculos tipados basados en Ay, con distintas caracteristicas. Estos
calculos fueron los primeros intentos de dar tipos a un A-calculo algebraico.

3.2. Scalar

Scalar [ADCI11] es un sistema de tipos para Aj, que permite la multiplicacién por escalares y la suma
de términos con mismo tipo, pero no la suma de términos con tipos diferentes. Los tipos reflejan los
escalares de los términos. Fl sistema esta basado en System F, por lo que también incluye polimorfismo.

La figura presenta el sistema de tipos de Scalar. Los términos y las reglas de reduccién son
exactamente las mismas que Aj,, aunque veremos mas adelante que las restricciones sobre la aplicacion
de las reglas no son necesarias en presencia de un sistema de tipos. Se busca que los escalares en los tipos
representen a los escalares en los términos. La interpretacién intuitiva es que un tipo de la forma «.T nos
dice la “cantidad” de t : T en el término. Una caracteristica de Scalar es que no permite sumar términos
con tipos diferentes.

Distinguimos entre tipos unitarios (no-terminal U en la ﬁgura y tipos generales. Los tipos unitarios

12



Scalar

Tipos T:= U|VXT|aT|0
Tipos unitarios U= X |U—-T|VX.U

'Ft:a.(U—T) Fkr:pU

—  AX —— AXj —E

Te:Uklz:U r-0:0 Tktr:a.(8.7)
Laz:UFt:T F-t:vX.U r=t:U X ¢ FV(T)

- el

TFet:U—T TFt:U[V/X] © TFt:VX.U !
'tt:T 'kt:aT I'tr:p5T 'Ht:T T=R

— sl +I EqQ

'-at:al F'Ft+r:(a+p0).T 't: R

Figura 3.2: Sistema de tipos de Scalar

no pueden incluir escalares excepto en el codominio de un tipo de funcién, y contienen todos los tipos
de System F. Los tipos generales son, o bien tipos unitarios con escalares, o bien el tipo especial 0. Los
términos base s6lo pueden tener tipos unitarios. El juicio de tipado I' F t : T significa que al término t
se le puede asignar el tipo T en el contexto I', con la definicién usual de contexto de tipado para System
F. Como consecuencia de la decisién de diseno de solo permitir que términos basicos sustituyan variables
en la B-conversién, los contextos de tipado ligan variables a tipos unitarios.

La regla de tipado — g estd motivada por la linealidad de la aplicacién (ver Grupo Aplicativo en
el conjunto de reglas de reescritura de Aj,). Consideremos el tipado de un término de la forma tr.
En primer lugar, es aceptable que t y r tengan escalares. Ademads, el término («.u)r reduce a a.(ur).
Simétricamente, t (c.u) reduce a a.(tu). Esto nos muestra que debemos permitir escalares en el tipo de
una aplicacion.

Ejemplo 4. Scalar se puede utilizar para representar un calculo probabilistico. Usaremos a la suma como
operador de alternativa, y a los escalares como “pesos” que indican la probabilidad de que el resultado
sea igual al término que multiplican. Un ejemplo de esto seria el término

(Azy.(1/4).z + (3/4).y) uv

Mediante el sistema de tipos, podemos verificar que si u : A y v : A, la distribucién de probabilidades del
término es baricéntrica, es decir, que los escalares suman 1. Se puede derivar

u:Av: AF (Azy.(1/4).2 + (3/4).y)uv: A

y asi comprobar que el término posee una distribucién de probabilidades vélida.

Scalar cuenta con las propiedades de subject reduction y normalizacién fuerte. La demostracién de
las mismas es una extensién de los métodos de demostracion clasicos para System F. Subject reduction
se demuestra por induccién en la estructura de la derivaciéon de tipado, recurriendo en cada caso a un
generation lemma que dice la forma que tiene un término con un tipo determinado. La normalizaciéon
fuerte de Scalar se demuestra traduciéndolo a una variante de System F que “olvida” los escalares, y
luego se utiliza la técnica de candidatos de reducibilidad de Girard para mostrar que dicho sistema tiene
normalizacién fuerte. Las pruebas de estas propiedades pueden consultarse en [ADCTI].

13
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Términos t:= b|(tt)|0|t+t
Términos base b= x| A\x.t
Tipos T:= U|T+T|0

Tipos unitarios U = X |U —-T |VX.U

[e3

B
THt:Y (U—=T) Trr:y U
j=1

=1
—  AX — AXj
e:Ukax:U rco:0 ° a B —E
FI—tr:Z(ZTi)
i=1 j=1
Lz:UFt:T THt:VX.U FHt:U X ¢FV()
N S rvvay
T et:U—T Trt:UV/X] " THt:VX.U !
I'Et:T I'tFr: R I'tt:T T=R
+1 EQ
I'Ft4+r: T+ R I'Ft: R

Figura 3.3: Sintaxis y sistema de tipos de Additive

3.3. Additive

Additive [DCP11] es un sistema de tipos que considera el fragmento aditivo de Aji,; es decir, permite
la suma de términos pero no la multiplicacién por escalares. Los tipos suma reflejan los distintos tipos
presentes en un término suma. La reduccién en Additive consta de las mismas reglas de \j,, excepto

aquellas que involucran escalares, que no son necesarias. Additive también tiene subject reduction.

En la figura [3.3] presentamos el sistema de tipos de Additive, incluida la sintaxis para los términos y
tipos y sus reglas de tipado. Se eliminan los escalares de la gramatica y también se eliminan las reglas de
reduccién relacionadas con los escalares. Se usa la notacién usual de sumatoria para representar sumas,

de manera que Ty + To + -+ + T = > o, T5.

Para el tipado de la aplicacion, se flexibiliza un poco la regla de Scalar para que en una aplicacién de
la forma (u+ v) (t 4+ r) se permita que u y v tengan tipos distintos (los T; de la regla), siempre que t y

r tengan el mismo tipo.
Ejemplo 5. SeaT'Fb:U,T'F (Azt): U =T yI'F (Az.r): U — R, entonces

I (at) + O\ar): (U —T)+ (U —>R) Tkb:U
'k ((Azt)+ (Azx))b: T+ R
Podemos ver que ((Az.t) + (Az.r))b —* (Az.t) b+ (Az.r)b.

—E

3.4. Vectorial

El célculo Vectorial [ADCV1I] combina los dos enfoques anteriores, de manera que se pueda trabajar
con el calculo completo y al mismo tiempo se puedan utilizar sumas de términos con tipos distintos.
Asi, aparecen tanto escalares como sumas al nivel de los tipos, y los tipos de las combinaciones lineales
de términos resultan ser combinaciones lineales de los tipos de los términos. Sin embargo, no se puede

relacionar el cdlculo con otra teorfa conocida (como System F).
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Vectorial

Tipos T:= U|T+T|aT
Tipos unitarios U= X |U—T|VX.U
et:T Fz:UkFt: T
—  AX — AXp —1
Tx:Ukx:U r=o0:07 T'FXt:U—T
Tht:Y a¥X(U—=T) Thr:> 8.V, VYV, 3w, UW,;/X] =V,
i=1 __ j=1 o
i=1j=1
THt:) 0 VXU THt:Y oni X ¢FV(D)
:‘L:l Vi i=1 _ v,
Tht:> a.Ui[V/X] THt:Y VXU
i=1 i=1
'et:T 'kt T 'kr:R 'et:T T=R
— I +1 EqQ
l'Fat:aT 'Ft+r:T+R 'Ft: R

Figura 3.4: Tipos y reglas de tipado para Vectorial

En la figura [3.4] definimos los tipos y las reglas de tipado para Vectorial. Los términos de Vectorial
son los de Ajj,. Las reglas de reescritura para la reduccion son las mismas que para Aj,, sélo que sin las
restricciones en la aplicacién de las reglas.

La regla de tipado de la aplicacién es altamente compleja porque debe tener en cuenta las reglas de
reescritura que distribuyen sumas y escalares sobre la aplicacién. A diferencia de la regla para los calculos
anteriores, esta regla permite que, para una aplicacién de la forma t r donde t y r son sumas, los sumandos
de ambos términos pueden tener tipos diferentes (siempre y cuando sean compatibles para la aplicacién).
Esto se logra utilizando el polimorfismo, por lo que la regla —p hace varias cosas al mismo tiempo: no
s6lo elimina la flecha sino también la cuantificacién universal.

Ejemplo 6. Sean by y by dos términos con tipos distintos Uy y Us, respectivamente. Quisiéramos que el
término (Az.x) (by 4+ bg) tuviera tipo U; + Us, y esto se logra precisamente con la regla de tipado para
la aplicacién que presentamos, ya que se puede dar el tipo VX.X — X al término (Az.x). Con la regla
de la aplicacién de Scalar o de Additive, esto no hubiera sido posible ya que no permitiria que Uy y Us
fueran distintos.

Vectorial tiene subject reduction en un sentido méas débil que el usual. En particular, si ' -t : T
y t —* t/, no siempre se puede probar que I' - t’ : T, pero si que I' - t’ : R, donde R C T para
determinada relacién de orden parcial T entre tipos, dependiente de los términos. Sin embargo, otra
versién de Vectorial consigue subject reduction en el sentido usual [DC11], Capitulo 7]. Ademds, Vectorial
tiene normalizacién fuerte.
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3. CALCULOS ALGEBRAICOS

3.5. Resumen

Hemos presentado una familia de calculos algebraicos, haciendo hincapié en Ajy, el cdlculo algebraico
inspirado en computacién cudntica. A su vez, mostramos tres sistemas de tipos para Ajn, cada uno con
sus ventajas y desventajas.

En el proximo capitulo, presentamos la principal contribucién del presente trabajo: un sistema de tipos
alternativo para Aj,, el cual puede verse como una versién de Additive extendida al cdlculo completo,
pero mas simple que Vectorial.
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Capitulo 4

El calculo \CA

En este capitulo, presentamos el cdlculo A\CA (por Complete Additive), un sistema de tipos para el
calculo algebraico Ajj, que introdujimos en el capitulo anterior. En esencia, ACA es una generalizacion de
Additive para que trabaje con el lenguaje completo con escalares restringidos a reales no negativos, en
lugar de tomar sélo el fragmento aditivo. Mostraremos que ACA tiene propiedades de subject reduction
y normalizacién fuerte. Finalmente, veremos que se puede demostrar la confluencia de todo el sistema a
partir del teorema de normalizaciéon Fuerte.

Las demostraciones completas de los resultados presentados en este capitulo pueden encontrarse en el
apéndice.

4.1. Presentacion del calculo

El célculo ACA extiende System F con la capacidad de formar combinaciones lineales de términos.
En la figura mostramos la sintaxis abstracta de tipos y términos para el calculo. Los términos estan
basados en Aj;,, mientras que los tipos estan basados en Additive.

Se eligié System F explicito en lugar de una presentacién implicita [ADC11l, [DCPII] porque, como se
muestra en [ADCVTI], las reglas de reduccién de “factorizacién” (ver Grupo F en la figura[4.2) introducen
imprecisiones en un marco de tipado completamente implicito.

Al igual que en \jy,, los términos bdsicos (no-terminal b en la figura son los tnicos que pueden
reemplazar a una variable en un paso de (3-conversion.

De la misma forma que Scalar, distinguimos entre tipos wunitarios (no-terminal U en la figura
y tipos generales. Los tipos unitarios no pueden incluir sumas de tipos excepto en el codominio de un
tipo de funcién, y contienen todos los tipos de System F. Los tipos generales son o bien sumas de tipos
unitarios o bien el tipo especial 0. Los términos bésicos sélo pueden recibir tipos unitarios.

Una diferencia con Scalar es que restringimos los escalares a los nimeros reales no negativos. Ademas,
si bien se permiten escalares en los términos, no existen los escalares al nivel de los tipos, al igual que
Additive. Introducimos la siguiente notacién: para n > 0 entero, denotamos con n.T" al tipo T+T+---+T
(n veces), donde 0.7" = 0. También nos permitimos utilizar el simbolo de sumatoria estdndar, >, 75,
donde 3°_, T; = 0.

La figura[1.2) define el sistema de reescritura de términos para ACA, que consiste en versiones dirigidas
de los axiomas de espacios vectoriales y la (-conversiéon para ambas clases de abstracciones. Todas las
reducciones se llevan a cabo médulo asociatividad y conmutatividad del operador +. Se trata, esencial-
mente, del sistema de reescritura de Ajj,, con el agregado de la regla para reducir la aplicacion de tipos.
Como de costumbre, —* denota la clausura reflexiva y transitiva de la relacién de conversiéon —.

La prueba de confluencia local para este sistema de reescritura ya fue realizada anteriormente para
Alin JADCVT1I] para un semianillo arbitrario. La confluencia surge, por el lema de Newman [KahO5]
teorema 1.2.1], combinando la confluencia local y la normalizacién fuerte, que demostraremos en este
capitulo.
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4. EL cArcurLo ACA

Tipos T:= U|T+T|0 Términos to= b|(tt)|tQT |0]|at|t+r
Unitarios U = X |U—-T|VX.U Términos bdsicos b= z|Ax.t|AX.t
Figura 4.1: Tipos y términos de ACA
Sistema de reescritura de términos:
Grupo E Grupo F
u+0—u au+ fu— (a+p)u
Ou—20 au+t+u— (a+1)u
lu—u ut+u—(I1+1).u
a0 —0

a.(fu) = (a x 8).u

a.(u+v) - au+av

Grupo A Beta red.
(u+v)w—ouw+vw (Az:Ut)b — t[b/z]
w(u+v)—-wu+wv (AX.t)QU — t[U/X]
(xu)v — a.(uv)

v (au) — a.(vu)

Ou—0
u0—0
Reglas contextuales
t—t r—r t—t
t+r—t +r t+r—t+r at — at’
t—t r—r t—t
tr - t'r tr —tr’ tQT — t'QT
t—t t—t
AUt — Ut AXt— AXt

Figura 4.2: Relaciéon de conversién —

La figura define la nocién de equivalencia de tipos y muestra las reglas de tipado para el sistema.
El juicio de tipado I' F t : T significa que al término t se le puede asignar el tipo T" en el contexto T,
con la definicién usual de contexto de tipado para System F. Al igual que en los sistemas anteriores, los
contextos de tipado ligan variables a tipos unitarios.

La regla de tipado — g estd motivada por la linealidad de la aplicacién (ver Grupo A en el conjunto de
reglas de reescritura). Consideremos el tipado de un término de la forma t r. En primer lugar, es aceptable
que t y r sean sumas. Ademds, el término (u+v)r reduce a ur + v r. Simétricamente, t (u+ v) reduce a
tu+tv. Estos ejemplos nos muestran que debemos permitir sumas de tipos en el tipo de una aplicacién.
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Propiedades

Equivalencia de tipos La equivalencia es la menor congruencia = tal que
T+0=T, T+R=R+T, T+(R+S)=(T+R)+S

Reglas de tipado

— AX —— AXj
z:Ukx:U '-0:0
'ty (U—-T)) Fkr:pU
; Fx:UFt: T
o —E —I
'tXe:Ut:U—T
THtr:) (B.T)
i=1
'tt:vX.U 'ct:U X ¢ FV(I)
rtav:Uv/x] THAX.t:VX.U !
I'Ht: T I'kr:R re=t:. T
+1 ——— I
I'Ft+r: T+ R 'Fat:|a].T

'et:T T=R

E
I'Ft: R @

Figura 4.3: Equivalencia de tipos y reglas de tipado para A\CA

La principal innovacién del cédlculo es su tratamiento de los escalares (regla sI). Para evitar tener
escalares al nivel de los tipos, a la hora de dar tipo a a.t, tomamos la parte entera inferior del escalar «,
y asignamos al término el tipo |«|.T, que es una suma de T's. La interpretacién intuitiva es que un tipo
de la forma n.T nos da una cota inferior para la “cantidad” de t : T" en el término.

El calculo ACA cuenta con una interpretacion abstracta en Additive, que se basa en la idea de apro-
ximar los escalares en los términos de la misma manera que en los tipos, es decir, mediante enteros. Asi,
los términos resultantes sélo contienen sumas, por lo que son términos validos de Additive. Teniendo en
cuenta que Additive es, a su vez, interpretable en System F con pares, podemos componer ambas inter-
pretaciones y asf relacionar ACA con una teorfa conocida. Este resultado puede consultarse en [BDCITI].

4.2. Propiedades

Subject reduction con cantidades imprecisas

Una propiedad de consistencia bésica en un céalculo tipado es la garantia de que los tipos serédn
preservados por la reduccion, también conocida como subject reduction. Sin embargo, los tipos de ACA son
imprecisos acerca de la “cantidad” de cada tipo en el término. Por ejemplo, sea I' - t : T' y consideremos
el término s = 0,9.t + 1,1.t. Es facil ver que ' Fs: T y s —* 2.t, pero ' - 2.t : T 4+ T. En este ejemplo,
tenemos que un término con tipo 7' reduce a un término con tipo 7'+ T', mostrando que la propiedad de
subject reduction estricta no es vélida para ACA. No obstante, podemos probar una propiedad similar:
a medida que la reduccién avanza, los tipos o bien se preservan o bien se fortalecen, es decir, se vuelven
mas precisos en la cantidad de acuerdo con una relacién de orden. Esto implica que el tipo de un término
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4. EL cALcuro ACA

a<p T=R
—— SuB-WK SuB-EQ
aTl =< 6.T TR
TS S<R T <71y S1 <95,
SuB-Tr SuB-CTXT;
T < T+ ST+ 5
U, g Uy Th<Ts T=
SUB-CTXT2 SUuB-CTXT3
Ui —-T,xU; =Ty VX.T XVX.R

Figura 4.4: Definicion inductiva de la relacién <

es una cota inferior (con respecto a la relacién de orden) para el tipo del término reducido.

Teorema 4.2.1 (Subject Reduction médulo ). Para todo término t y t’, contexto I' y tipo T, si t — t
y 't : T, entonces existe algiin tipo R tal que ' +t' : Ry T < R, donde la relacién < estd definida
inductivamente en la figura [4.4

Intuitivamente, T' < R (R es al menos tan preciso como T') significa que hay més sumandos del mismo
tipo en R que en T, por ejemplo A < A + A para un tipo fijo A.

La prueba de este teorema requiere varios lemas preliminares, llamados lemas de generacion. Hay un
lema de generacion por cada construccion sintactica del cdlculo. En lineas generales, si un término t tiene
tipo T, el lema de generacion correspondiente establece ciertas condiciones que nos permiten determinar
qué forma debe tener 7', en funciéon de la forma que tiene t.

Lema 4.2.1 (Lemas de generacién). Sea T un tipo y I' un contexto de tipado.

1. Para términos arbitrarios u y v, si ' Fuv : T, entonces existen enteros no negativos a, (3, y tipos

Uel,Th,....,To €T, tales que TFu: Y 5 (U—T) yI'tv:8U cond o (BT)=T.

2. Para todo término t y tipo unitario U, si I' = Az : Ut : T, entonces existe un tipo R tal que
Fxa:UFt:RyU—-R=T.

3. Para términos arbitrarios u y v, siT'Fu+ v : T, entonces existen tipos R y S tales que T'Hu: R
yI'kv:S, con R+S=T.

4. Para todo término u y nimero real no negativo o, si I' - a.u: T, entonces existe un tipo R tal que
'Fu:Ryla|.R=T.

5. Para todo término t, si I' = AX.t : T, entonces existe un tipo R tal que T Ht: R yVX.R=T con
X ¢ FV(I).

6. Para todo término t y tipo unitario U, siI' - tQU : T, entonces existe un tipo V tal queI' -t : VX.V
yVIU/X]|=T.

El siguiente lema es estandar en las pruebas de subject reduction para sistemas similares a System
F (ver [Kri90, props. 8.2 y 8.5] o [Bar92, prop. 4.1.19]). Garantiza que la tipabilidad se preserva bajo

sustitucion sobre variables de tipo y de término.
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Propiedades

Lema 4.2.2 (Lema de sustitucién). Para todo término t, término bdsico b, contexto T, tipo unitario U
y tipo general T,

1. SiTEt: T, entonces T[U/ X Ft[U/X] : T[U/X].
2. 8T, c:UFt:TyT'Fb:U, entonces T +tlb/z] : T.
Ahora podemos esbozar la prueba del teorema

Demostracion del teorema (Subject Reduction mddulo <). Por induccién en la relacién de conver-
sién —. Verificamos que cada regla de reduccién preserva el tipo moédulo la relacién <. En cada caso,
primero aplicamos uno o mas lemas de generacion al lado izquierdo de la regla. Luego, construimos un
tipo para el lado derecho que es o bien més preciso (de acuerdo con <) o equivalente al del lado izquierdo.

A modo de ejemplo, mostramos la prueba para el caso correspondiente a la regla de reescritura
a.t+ 0.t — (a+ B).t. El resto de los casos pueden consultarse en el apéndice.

Debemos probar que para cualquier término t, nimeros reales no negativos a y 3, contexto I' y tipo
T,siTFat+(.t:T entonces '+ (e + 5).t: Rcon T X R.

Por el lema [{:2.T][3] existen 71,75 tales que I' - a.t : Ty y I' = 3.t : To, con Ty + T = T. Por el
1ema existen Ry, Ry talesque 't : Ry con |a|.Ry =T1,yT'Ft: Ry con |B].Ry = Ts. Entonces
de I' F t : Ry podemos concluir que I' + (o + ).t : |a + B].R; usando la regla sI.

Ahora probaremos que T < |a+ ].R;. Dado que Ry y Ry son ambos tipos validos para t, tenemos
que Ry = Ry entonces |a+3].Ry = (la]+|8]).-R1 = |a).Ri+|8].R1 = |a].Ri+|8].Re=Ti+To =T.
Por lo tanto, concluimos T < |a + 3].Ry. O

Normalizacion fuerte

En esta seccién, probamos la propiedad de normalizacion fuerte para ACA, es decir, mostramos que
todas las reducciones posibles para términos bien tipados son finitas. Usamos la nocién estandar de
candidatos de reducibilidad [GLT89, Capitulo 14|, extendida para tener en cuenta las combinaciones
lineales de términos. La prueba es similar a la esbozada en el capitulo [2 para System F. Nétese que no
podemos reutilizar las pruebas de versiones tipadas de Ajj, anteriores (como Scalar y Additive) dado que
en Scalar sélo los términos del mismo tipo pueden sumarse, y en Additive el calculo bajo consideracion es
un fragmento de ACA. Esto significa que ninguno de ellos tiene el mismo conjunto de términos que ACA.

Un término de ACA es un valor si es una abstraccién, una suma de valores, o un escalar multiplicado
por un valor. En otras palabras, los valores se ajustan a la siguiente gramatica:

vi=Az: Ut |AXt|v+v]ayv

Si un término no es un valor, decimos que es neutral.

Sea t un término normalizante, entonces denotamos a su forma normal con t|. Definimos Red(t)
como el conjunto de términos alcanzables en un paso de reduccién desde t, y Red,(t) como el conjunto
de términos alcanzables en cualquier nimero de pasos (incluyendo cero) desde t.

Un término t es fuertemente mormalizante si es normalizante y todas las secuencias de reduccion
maximales que empiezan en t son finitas y terminan en t|. Notamos con SNy al conjunto de términos
fuertemente normalizantes de ACA.

Definicién 4.2.1 (Candidatos de reducibilidad). Un conjunto de términos R es un candidato de reduci-
bilidad si satisface las siguientes condiciones:

(CR,) Normalizacion fuerte: R C SNg
(CRy) Fstabilidad bajo reduccidn: Sit € Ry t —* t/, entonces t’ € R.

(CR3) FEstabilidad bajo expansion de neutrales: Si t es neutral y Red(t) C R, entonces t € R.
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4. EL cALcuro ACA

Representamos con A, B a los candidatos de reducibilidad, y con RC al conjunto de todos los candidatos
de reducibilidad.

La idea de la prueba de normalizacién fuerte es interpretar los tipos mediante candidatos de reduci-
bilidad, por lo que si un término tiene tipo, entonces pertenece a un candidato de reducibilidad.

Observacion 1. Notese que SNy € RC. Ademss, el término 0 es neutral y normal, por lo que esta en todo
candidato de reducibilidad, y en consecuencia @) ¢ RC.

El siguiente lema garantiza que la propiedad de normalizacién fuerte se preserva por combinacién
lineal.

Lema 4.2.3. Sit y r son fuertemente normalizantes, entonces a.t + B.r es fuertemente normalizante.

Demostracion. Induccién en una medida algebraica positiva definida sobre los términos de Aj, [ADOS|
Proposicién 10], mostrando que toda reduccién algebraica hace decrecer estrictamente este nimero. Los
detalles se encuentran en el apéndice [A] O

Los siguientes operadores, que son cerrados en RC, garantizan que todos los tipos de ACA sean
interpretados por un candidato de reducibilidad.

Definicién 4.2.2 (Operadores en RC). Sean A, B candidatos de reducibilidad.
Definimos los operadores —, @, A sobre RC y ) tales que

= A — B es la clausura de {t | Vb € A, b término bésico = (t)b € B} sobre (CRg3),
= A® B esla clausura de {a.t + S.r | t € A,r € B} sobre (CRy) y (CRs3),

s AA es el conjunto {t | VV,tQV € A}

() es la clausura de §) sobre (CRs).

Lema 4.2.4. Sean A y B candidatos de reducibilidad. Entonces, A— B, A®B, y AA, ANB y 0 son
todos candidatos de reducibilidad.

Demostracion. Se verifican las condiciones de reduciblidad en cada caso. Ver seccién en el apéndice.
O

Ahora podemos introducir la funcién de interpretacién para los tipos de A\CA. La definicién utiliza los
operadores definidos mas arriba.

Una valuacion p es una funcién parcial de variables de tipos en candidatos de reducibilidad, escrita
como una secuencia de asociaciones separadas por comas, de la forma X +— A, siendo ) la valuacién vacia.

Definicién 4.2.3 (Modelo de reducibilidad). Sea T un tipo y p una valuacién. Definimos la interpretacidn
[T], como sigue:

[[){ﬂp B(X)

[[Oﬂp =0
-1, = [U],—IT],
[[T“‘Rﬂp = [[Tﬂp@ [[R]]p

[VX.Ul, = Nserc AlUlpx—s

Nétese que el lema garantiza que todos los tipos sean interpretados por un candidato de reduci-
bilidad.

Una sustitucién o es una funciéon parcial de variables de término en términos, escrita como una
secuencia de asociaciones separadas por signos de punto y coma, de la forma x — t, siendo @ la sustitucién
vacia. La accién de las sustituciones sobre los términos estda dada por

tp=1t, tooro = tr/z]s.
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Resumen

Una sustitucion de tipos § es una funcién parcial de variables de tipo en tipos unitarios, escrita como
una secuencia de asociaciones separadas por signos de punto y coma, de la forma X — U, siendo ) la
sustitucion vacia. La accién de las sustituciones de tipo sobre los tipos esta dada por

T@ = T7 TX>—>U;6 = T[U/X]5

Se extienden para actuar sobre términos en la forma natural.

Sea I' un contexto de tipado, entonces decimos que un par de sustituciones (o, §) satisface I para una
valuacién p (notacién (o, ) € [I'],) si (x: T) € T" implica z, € [Us],.

Un juicio de tipado I" + t : T se dice vdlido (notacién I' E t : T') si para toda valuacién p, toda
sustitucién de tipos 0 y toda sustitucién o donde (o, d) € [I'],, tenemos (ts5), € [T],.

El siguiente lema demuestra que cualquier juicio de tipado derivable es vélido.

Lema 4.2.5 (Lema de adecuacién). Sea T'Ft: T, entoncesTEt:T.

Demostracion. Por induccién en la estructura de I' = t : T'. Los detalles se encuentran en la seccion
en el apéndice. O

Dado que esto demuestra que todo término bien tipado pertenece a un candidato de reducibilidad,
podemos probar que dichos términos son fuertemente normalizantes.

Teorema 4.2.2 (Normalizacién fuerte para ACA). Todos los términos bien tipados de ACA son fuerte-
mente normalizantes.

Demostracion. Sea t un término de ACA con tipo T'. Entonces, por el lema de adecuacién (lema [4.2.5),
sabemos que tg € [T]y. Ademds, por el lema sabemos que [Ty es un candidato de reducibilidad,
y entonces [T]p C SNg. En consecuencia, t es fuertemente normalizante. O

Finalmente, teniendo en cuenta que ya se ha demostrado la confluencia local para este sistema de
reescritura [ADCV1I], podemos combinar este resultado con el de normalizacién fuerte para garantizar
la confluencia de ACA.

Teorema 4.2.3. El célculo ACA es confluente.

Demostracion. Por el lema de Newman [Kah05], teorema 1.2.1], que dice que un sistema de reescritura
fuertemente normalizante y localmente confluente debe ser necesariamente confluente. O

4.3. Resumen

En este capitulo, presentamos el cdlculo ACA, el aporte principal del trabajo. Este célculo tiene un
sistema de tipos consistente y fuertemente normalizante para todos los términos de Ay, que es menos
complejo que Vectorial y a su vez més facil de analizar, ya que cuenta con una interpretacién abstracta
en un sistema conocido como lo es System F con pares. Adicionalmente, este cdlculo aporta confluencia
al sistema de reescritura de Ay, sin necesidad de restricciones; este resultado se basa en la normalizacién
fuerte.
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Capitulo 5

Conclusion

En esta tesina, hemos presentado y desarrollado el célculo algebraico ACA, una extensién de System
F explicitamente tipado que incluye combinaciones lineales de términos con escalares reales positivos.
Este célculo puede verse como un sistema de tipos para el cdlculo algebraico no tipado A, que extiende
las nociones del cdlculo Additive al cdlculo completo. Se ha demostrado la consistencia, la normalizacién
fuerte y la confluencia de ACA. Para la consistencia, la propiedad de subject reduction que se puede
demostrar resulta exacta en cuanto a los tipos, pero imprecisa en cuanto a la “cantidad” de cada tipo en
un término: si un término tiene un tipo que es la suma de varios tipos, entonces a través de la reduccién
esta cantidad puede incrementarse pero nunca decrementarse.

Este célculo encaja en una sucesién de cdlculos algebraicos tipados preexistentes (Scalar, Additive, y
Vectorial). Sin embargo, Scalar s6lo permite sumas de términos con el mismo tipo, Additive sélo trabaja
con el fragmento aditivo, y Vectorial tiene una teoria muy compleja. Asi, el cdlculo ACA nos da un sistema
de tipos para todo Ajj, que a la vez tiene una teoria mas simple que Vectorial, a cambio de perder precisién
sobre los escalares en los tipos, y puede ser interpretado abstractamente en Additive. El sistema también
nos da cierta informacién sobre los términos del cédlculo; en particular, nos provee de una cota inferior
para los escalares presentes en los términos de una combinacion lineal.

A su vez, vimos que el calculo Ay, original tenfa, en su mecanismo de reduccion, varias restricciones
para garantizar la confluencia del sistema de reescritura; en A\CA, estas restricciones a la aplicacién de
las reglas pueden eliminarse, dando lugar a un sistema de reescritura més simple, ya que la confluencia
se prueba a partir de la normalizacién fuerte.

Al tratarse de un sistema derivado de System F, se tiene que necesariamente existen algunas funciones
totales computables que no pueden representarse en ACA (y si en Ajj,). Esto no es un problema porque
System F ha demostrado ser suficientemente expresivo en la practica, y los beneficios de contar con una
teorfa simple superan a las limitaciones de tener un lenguaje menos expresivo.

El estudio de ACA constituye un aporte teérico para los calculos algebraicos tipados, sirviendo como
punto de partida para futuras extensiones con aplicaciones particulares. Las demostraciones realizadas
podrian adaptarse para probar resultados andlogos en otros calculos algebraicos.

Pueden identificarse algunas extensiones a ACA como trabajo futuro, particularmente en lo que refiere
al tratamiento de los escalares. En este trabajo tomamos las cotas inferiores como aproximacién de los
escalares, pero esta decision es arbitraria; se podrian haber tomado las cotas superiores, dando lugar a
otro sistema. Una posible extensién consiste en tomar tanto cotas superiores como inferiores, y acarrear
ambas para representar un intervalo, dando lugar a una mayor precisién en la aproximacién. Se deja como
problema abierto el tratamiento de escalares pertenecientes a un anillo arbitrario.
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Apéndice A

Demostraciones

A.1. Subject reduction

Lemas preliminares

Lema 4.2.1 (Lemas de generacién). Sea T un tipo y I' un contexto de tipado.

1. Para términos arbitrarios u y v, si I' - uv : T, entonces existen enteros no negativos o, 3, y tipos

Uel,Ty,..., T, €T, tales que T -u: Y0 (U—T;) yI'Fv:8.U con )y o (BT)=T.

2. Para todo término t y tipo unitario U, si ' = Ax : Ut : T, entonces existe un tipo R tal que
Tx:UFt:RyU—-R=T.

3. Para términos arbitrarios u y v, siI'Fu+ v : T, entonces existen tipos R y S tales queT'Fu: R
yI'Fv:S, conR+S=T.

4. Para todo término u y numero real no negativo o, si I' = a.u: T, entonces existe un tipo R tal que
'Yru:Ryla].R=T.

5. Para todo término t, si ' AX.t : T, entonces existe un tipo R tal que T Ht: R yVX.R=T con
X ¢ FV(I).

6. Para todo término t y tipo unitario U, siI' = tQU : T, entonces existe un tipo V tal que ' =t : VX.V
yVIU/X]|=T.

Demostracion. Todas las demostraciones son por induccién en la longitud de la derivacién de tipado. Sélo
existen dos casos para cada propiedad: el caso trivial y el de la regla de equivalencia (EQ); mostramos las
demostraciones correspondientes a este tltimo caso.

P(uv:T T=R
F'(uwv:R

Por hip6tesis indutiva existen o, 8 y W, Ty,..., T, talesque T'Fu: Y 0 (W = T;),TFv: Wy
S BT =T.Dado que Y 5, B.1; =T y T = R, tenemos » ., 3.7, = R.

EqQ

T'FXe:Ut:T T=R

2. EqQ
F'FXx:Ut:R
Por hipétesis inductiva existe S tal que 'z : U Ft: Sy U — S =7T. Dado que T' = R, tenemos
U— S=R.
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I'Fu+v:T T=R
3. I'Fu+v:R

Eq

Por la hipétesis inductiva existen tipos 51,55 tales que ' Fu: S, 'Fv: Sy y S1+S5 =T
Entonces, dado que T' = R, tenemos S; + S = R.

I'Fau:T T=R
4. I'Fau: R

Eq

Por la hipétesis inductiva, existe un tipo S tal que T Fu: Sy |a].S = T. Dado que T = R,
tenemos |a].S = R.

I'FAXt:T T=R

5. E
F'FAXt:R @
Por la hipétesis inductiva existe S tal que I' -t : S y VX.S = T. Dado que T = R, tenemos
vX.S =R.
re=tQu :T T=R
6. EQ
'FtQU : R

Por la hipétesis inductiva existe V tal que ' Ft : VX.V y V[U/X] =T. Dado que V[U/X]| =Ty
T = R, tenemos V[U/X]| = R.

O

Corolario A.1.1. Para todo contexto T, tipos U, T y término t, se tiene que si ' - Az : Ut : U — T,
entonces U'yx : U Ft:T.

Demostracion. Por el lema 2] existe un R tal que I,z : U t: Ry U — R=U — T. Esto implica que
T = R, por lo que concluimos que 'z : U -t :T. O

Lema 4.2.2 (Lema de sustitucién). Para todo término t, término bdsico b, contexto T, tipo unitario U
y tipo general T,

1. SiT Ft:T, entonces T[U/X| Ft[U/X]: TU/X].
2. SiT,o:UkFt:Tyl'Fb:U, entoncesT'-t[b/x] : T.
Demostracion. 1. Sea S;, =T'F u: T. Procedemos por induccién en n.

Casos base. n =0

a) ——— AX
Fz:ViEx:V
Nétese que (T',z : V)[U/X] =T|U/X],x : V[U/X], entonces por la regla AX, tenemos (T, :
MU/ X - =zlU/X]: V[U/X].

b) ———— AXg

) Trozo A
Nétese que 0 = 0[U/X] y O[U/X] = 0, entonces por la regla AXy tenemos I'[U/X] F 0[U/X] :
0[U/X].

Casos inductivos.
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Thu:) (V-T) Trkv:BV

i=1

' (u)v: Z(ﬁ.Ti)
Por la hipétesis inc;;ctiva, FU/X| - ulU/X]: (>, (V — T;))[U/X]. Sin embargo, nétese
que (357, (V — T))[U/X] = 350, VI[U/X] - T[U/X].
Ademas, T[U/X] F v[U/X] : (B.V)[U/X], pero (B.V)[U/X] = B.V[U/X], so

T[U/X] +F ulU/X] : i VIU/X] - T,U/X] T[U/X]+ v[U/X]: BV]U/X]

LU/X]+ (alU/X])) v[U/X]: ) 8.T:U/X]

i=1
Nétese que (u[U/X]) v[U/X] = () v)[U/X] y 3272, B.T[U/X] = (3252, (B-T)[U/X].
Fx:VEt:T
'FXe:Vt:V—->T

Por la hipétesis inductiva (T',z : V)[U/X] F t[U/X] : T[U/X]. Nétese que (I',z : V)[U/X] =
TU/X],z: V[U/X], entonces

!

T[U/X],2: V[U/X] F t[U/X]: T[U/X]
T[U/X]|F Az : V[U/X|[U/X]: V[U/X] — T[U/X]

—7

Nétese que Az : VIU/X|t[U/X] = Az : VA)[U/X]|y VIU/X] = T[U/X] = (V - T)[U/X].
FEt:vY. WV

L'Et@Vy: 1[12/Y]

Por la hipétesis inductiva T[U/X] F t[U/X] : VY W)[U/X] = VY.V41[U/X], donde X #Y y

Y ¢ FV(U). Entonces,

VE

T[U/X] F t[U/X] : VY. V4 [U/X]
LU/ X] - t[U/X]Q(Va[U/X]) : iU/ X][V2[U/X]/Y]

Ve

Nétese que t[U/X]Q(Vo[U/X]) = (t@V5)[U/X] y Vi[U/X][V2[U/X]/Y] = Vi[Va/Y][U/X]

médulo renombre de variables.

'Ht:Vv Y ¢ FV(I)
F'EAYt: VY.V

Por la hipétesis inductiva, I'[U/X] F t[U/X] : V[U/X]. Suponiendo que Y ¢ FV(U) (por la

convencién de Barendregt), tenemos

VI

T[U/X] - t[U/X]: VIU/X] Y ¢ FV(T[U/X))

IU/X|E AY.(t[U/X]) : VY. (VIU/X]) v

Nétese que AY.(t[U/X]) = (AY.4)[U/X] y VY (V[U/X]) = (VY.V)[U/X] médulo renombre de
variables.
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A. DEMOSTRACIONES

'Et:T 'kr:R
'kt+r:T+R
Por la hipétesis inductiva, T[U/X]| F t[U/X] : T[U/X] y T[U/X] - r[U/X] : R[U/X]. Entonces,

e)

T[U/X] - t[U/X]: T[U/X]  T{U/X]F r[U/X]: RU/X]
T[U/X]F t[U/X] + r[U/X] : T[U/X] + R[U/X]

Noétese que t[U/X]+r[U/X] = (t+1)[U/X] y T[U/X]+ R[U/X]| = (T + R)[U/X].
FEt:T I
D ''kFat:|a].T i

Por la hipétesis inductiva, I'[U/X] F t[U/X] : T[U/X]. Entonces,

1

T[U/X] - [U/X] : T[U/X]
T[U/X] - at|U/X] : o] .T[U/X]

Noétese que a.t[U/X] = (a.t)[U/X] v |a].T[U/X] = (la|.T)[U/X].
P+t:T T=R
9) Tre.r o

Por la hipétesis inductiva, T[U/X] F t[U/X] : T[U/X]. Entonces

T[U/X] - t[U/X]: T[U/X]  T[U/X] = R[U/X]
T[U/X]F t[U/X] : R[U/X]

2. Sea S, =T, 2:UFt:TyI'Fb:U. Procedemos por induccién sobre n.

EqQ

Casos base. n = 1.

a) T UFe 0 AX Nétese que z[b/z] = b, entonces ' - b : U.

b) T2 g VEgV AX Notese que y[b/x] =y, entonces I',y : V - y[b/z] : V.

c) T2 0Ur00 AXg Nétese que O[b/x] = 0, entonces I' - 0[b/z] : 0.

Casos inductivos.

To:Ubu:» VT, Ta:Ubv:BV
a) =1 g

F,x:Ul—(u)v:Zﬁ.Ti
i=1

Por la hipétesis inductiva I' F ufb/z] : 3%,V — T; y ' - v[b/z] : 5.V, entonces usando la
regla — g tenemos I' F (ulb/z]) v[b/z] : 3, B.T;. Nétese que (u[b/x]) v[b/z] = ((u) v)[b/z].
Fy:Vix:UFt:T
b) —7
TFx:UFXy:Vt:V T
Por hipétesis inductiva, I',y : V F t[b/z] : T. Entonces,

Iy:Viktb/x]: T
'FAy:Vitb/z]: VT

=7
Noétese que Ay : Vit[b/a] = (Ay : Vit)[b/x].
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Tx:UkFu:VX.U
Iyz:UkFuwQV :UV/X]
Por la hipétesis inductiva, I' F u[b/z] : VX.U, entonces

c)

E

'k ulb/z] : VX.U
I'Fulb/z)QV : U[V/X]

E

Noétese que ulb/z]QV = (u@V)[b/x].
z:Uku:U X ¢ FV(T)
4) T,z:UFAXu:VX.U vi
Por la hipétesis inductiva I' F u[b/x] : U, entonces por la regla Vy, tenemos I' - AX.u[b/z] :
VX.U. Nétese que AX.ulb/z] = (AX.u)[b/x].
Tz:Uku:T Fz:UFv:R
Ne:UFu+v:T+R
Por la hipétesis inductiva I' - u[b/z] : T y I' - v[b/z] : R, entonces por la regla +; tenemos
I'Fu[b/z] + v[b/z] : T + R. Nétese que ulb/z] + v[b/z] = (u+ v)[b/x].
z:Uku:T
f) sI
Lz:UkFau: |al|.T
Por la hipétesis inductiva I' - u[b/z] : T, entonces por la regla sI tenemos I" F a.u[b/z] : |a].T.
Noétese que a.ulb/z] = (a.u)[b/z].
Tz:Uku:T T=R
9 Tz UFu:R EQ
Por la hipétesis inductiva I' - u[b/z] : T, entonces por la regla EQ tenemos I' - u[b/z] : R.

e)

+1

O

Lema A.1.1 (Tipo para 0). TF0:7 = T =0.
Demostracion. Trivial. O
Lema A.1.2 (Linealidad de 0).

« T'EO)u:T=T=0.

s ' (w)0:7T=T=0.
Demostracion.

» Por el lemall] existen enteros no negativos a, 8 y tipos U, T4, ..., T, tales que

reo0:>% ,U—T,
T'Fu:pU
ZZ‘O[:lﬁ-TiET

Por el lema[A.1.1] tenemos que a =0y 0=T = T = 0.

» Por el lemall] existen enteros no negativos «, 8 y tipos U, T1, ..., T, tales que

Pru:Y>% , U—T,
THo0:3U
Y BLi=T

Por el lema[A.1.1] tenemos que =0y 0=T =T = 0.
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A. DEMOSTRACIONES

Lema A.1.3 (Producto). SiTF a.(B.u): T entonces T (ax f)u: R con T < R.
Demostracion. Por lema || existe Ry tal que I' - f.u: Ry donde |«|.Ry = T. Por lema {4 nuevamente,
existe Ry tal que I' - u: Ry donde |3].R2 = R;. Entonces tenemos

FI—UZRQ
'k (axp)u:|axf].Ry

sI

Dado que «, 8 > 0, se cumple que |« X 8|.Ry = |a]|8].Re = |a].Ry = T. Por lo tanto, concluimos
que T < |a X B].Rs. O

Lema A.1.4 (Distributividad). SiT F a.(u+v): T entoncesT Fau+av:T.

Demostracion. Por lema |4} existe R tal que I' - u+ v : R donde |a].R = T. Por lema [3] existen 57,52
talesque 'Fu:S; yI'Fv: S, donde S; + .S = R.
Por reglas sI y +, tenemos que

F"UZSl F'_V:SQ
sl S
'Fau:|al.5 I'kFav:|al.S
I'Fau+av:|al.51+ |af.S i

I

Nétese que |a].S1 + |a].S2 = |a].(S1 + S2) = |«|.R=T

Lema A.1.5 (Factorizacién). SiT'F a.t + 8.t : T entoncesT'F (a+8)t: Ry T < R.

Demostracion. Por lema |3] existen 17,75 tales que ' .t : Ty y I' F B.t : Th donde Ty + Ty = T. Por
lema@ existen Ry, Ry tales que

I'Ht: Rl I'Ht: R2
and
LO&J .Rl = T1 Lﬁj .R2 = T2
Tenemos

FFt:Rl I
TF(at0)t: lat BB

Ahora probaremos que |« + 3].R; %= T. Como R; y Rs son dos tipos para t, tenemos Ry = Rs
entonces

la+ BBy = (la] +[8])-Ba
= \_OAJ .R1 + \_ﬁJ .R1
= T1 + T2
= T
Por lo tanto, concluimos T % |a + (].Ry. O

Lema A.1.6 (Términos bésicos con tipos unitarios). Sea b una variable o una abstraccidn (es decir, un
término bdsico). Entonces T' b : T implica que existe un tipo unitario U tal que T+ b : U.

Demostracion. Si b es una variable, debe tener un tipo dado por su contexto, que debe ser un tipo
unitario. Si b es una abstraccién, debe tener un tipo dado por la regla —1 o la regla V. En ambos casos,
se trata de tipos unitarios. O
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Subject reduction

Lema A.1.7 (Sumas de unitarios). Sea T wun tipo, entonces existe un entero no megativo « y tipos
unitarios Uy, Us, ..., U, tales que T = Zia=1 U;.
Demostracion. Inducciéon en la estructura de T'.

Casos base. Si T es un tipo unitario o 0, el resultado es trivial.

Casos inductivos. Sea T' = T + T5. Por hipdtesis inductiva tenemos que 71 = Y ;2 Vi y Th =
Zfﬁl W, para ciertos enteros o, g y tipos unitarios Vi, Va, ..., Vo, v Wi, Ws, ..., W,,. Por lo tanto,
podemos tomar o« = a1 +as y U; = Vy parai = 1,...,01, y Ugy4s = W; para i = 1,...,09. En

. p— o
consecuencia, tenemos T' = ) " | U;. O

Subject Reduction

Teorema 4.2.1 (Subject Reduction médulo =). Para todo término t y t’, contexto I' y tipo T', si t — t’
y 't : T, entonces existe algin tipo R tal que ' = t' : Ry T < R, donde la relacién < estd definida
inductivamente en la figura [£.4]

Demostracion. Procedemos por induccion en la estructura de la relacién —.
Casos base
Grupo E
regla u+0 — u. Sea I' - u+ 0 : 7. Entonces por lema [3] existen tipos R, S tales que

F'Fu:R (1)
ro:s (2
R+S=T

Por lema y (2), tenemos S = 0, entonces R+ 0= R =T, y, por la regla EQ y (1), concluimos
T'tu:TxT.

regla 0.u — 0. Sea I' - 0.u : T, entonces por lema [4] tenemos 0 = 7', en consecuencia 7" = 0. Por
regla AXg tenemos ' 0:0 3= T.

regla l.u — u. Sea I' F 1.u : T, entonces por lema [4] existe un tipo R talque 'Fu: Ry R=T.
Entonces, por regla EQ tenemos 'Fu:T = T.

regla .0 — 0. Sea I' - a.0 : T, entonces por el lema 4 tenemos ' F 0 : Ry |a].R = T. Por el
lema tenemos R =0y 0 = T. Por la regla EQ concluimos ' -0 : T = T.

regla a.(3.u) — (a x 3).u. Verdadero por lema [A.1.3]
regla a.(u+v) — a.u + a.v. Verdadero por lema
Grupo F

regla a.u+ f.u — (a + ().u. Verdadero por lema[A.1.5

regla au+u — (a+1).u. SeaI'+ acou+ u: T, entonces

I'Fau+u:T ol
'+l (ewu+nu): 1T

Entonces por lema[A.T.4 T'F l.ccu+ l.u: Ry con Ry < 1.7. Por lema [3] existen tipos R, S tales que

I'HFl.au: R
I'Flu:S
R+S=R;
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Por lema [A:T.3] tenemos I' - a.u : R, entonces

I'Fau: R I'Flu:S
I'Faou+1lu:R+S

yI'Fau+1lu: R; por laregla EQ. Finalmente, por el lema concluimos que I' F (a+ 1).u :
Ry = Ry = 1T =T. Entonces, T < Rs.

reglau+u— (14+1).u. Seal' - u+ u: T. Entonces, por laregla sI, T' - 1.(u + u) : 1.7. Entonces por
el lema tenemos I' F 1.u + 1.u : R; with T < R;. Entonces por el lema '(1+1)u: R
con Ry < Ra, y por lo tanto T' < R».

regla (u+v)w — (u)yw+ (v)w. Sea I' - (u+ v)w : T. Entonces, por lema [I| existen enteros no
negativos «, 3 y tipos U, T, ..., T, tales que

FFu+v:Yo (U—T)
'tw:pU
S (BT) =T

Entonces por lema |3] existen tipos R, S tales que

I'u:R
'kv:S
R+S=%0,(U—T;)
Ademds, por lema [AT.7] existen enteros no negativos 4,7 y tipos Vi,..., Vs, Wy,..., W, tales que
R= ijl Vi, S =3 _, Wi, donde estas sumas son minimas, es decir, W; # 0y V; # 0 para todo .
Por la forma de >_; | (U — T;), tenemos que para cada j = 1,...,0, existe uni; tal que V; = U — T} .

Sea A C {1,...,a} tal que i; € A para todo j. Andlogamente, para cada k = 1,...,~, existe un i tal
que Wy, =U — T;,. Entonces,

j=1 j=1 i€EA
¥ ¥
S = ZWkEZU—’TikEZU_’Tk
k=1 k=1 keA

y por la regla EQ, tenemos que ' ~u: Y, ,U =Ty y'Fv:) ", 2U — T. En consecuencia,

PFu:Y U—T, Trkw:pU FI—v:ZU—>Tk I'+w:BU
icA . keA —g
TH(w: Y BT TH(v)w: Y BTy
€A kEA .
FF(u)WqL(V)W:Zﬁ.TiJrZ/B.Tk
€A kcA

Nétese que » .4 BT + > e BTk = oo B.T; = T. Entonces por regla EQ tenemos que I' +
(Ww+ (v)w:T=T.

regla (w) (u+v) — (w)u+(w)v. SeaI'- (w) (u+v) : T. Entonces por lemal[I] existen enteros no
negativos «, 3 y tipos U, T, ..., T, tales que
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FEw:> ", (U—T)
F'Fu+v:pU
i (BT =T

Entonces por lema [3] existen tipos R, S tales que

'Fu:R
I'kv:S
R+S=pU=Y" U

Sabemos que § = d + -y, donde

R = o0U
S = U

Entonces, por la regla EQ, tenemos ' Fu: 6.U y I' - v : 4.U. Por lo tanto,

«@ «
FI—W:ZU—>T,L- Ctu:dU Fi—w:ZU—»Ti IFv:yU

i=1 i=1

Ik (w)u:y 6T Ik (w)v:y .7
i=1 i=1

F't(w)u+(w)v: Zé.Ti—i—Z'y.Ti
i=1 i=1

Nétese que Y o 6.1, + > o 7.1, = >0 (0.1, +~v.1;) = > i, B.T; = T. Entonces por la regla EQ
tenemos ' (w)u+ (w)v:T = T.

regla (0) u — 0. Verdadero por el lema y la regla AXg.

regla (u) 0 — 0. Verdadero por el lema[A.1.2]y la regla AXg.

Grupo B

regla (Ax : Ut)b — t[b/z]. Sea I'  (Az : U.t)b : T. Entonces, por el lema [l| existen enteros no
negativos «, 3 y tipos T1, ..., T, tales que

PEXe:Ut: Y U—T,
T+b:BU
Y BTi=T

Sin embargo, por el lema tenemos I' = Az : Ut : U —Ty yI' b b : U. Entonces por el
corolario tenemos I',z : U  t : Ty. Por lo tanto, por el lema I' + t[b/z] : T1. Finalmente,
dado que Ty =T, por la regla EQ tenemos I' - t[b/x] : T

regla (AX.t)QU — t[U/X]. Sea I - (AX.t)QU : T. Entonces, por el lema [f] existe un tipo R tal
que ' AX.t : VX.Ry R[U/X] = T. Ademds, por el lema [5| existe un tipo S tal que I' - t : S, donde
X ¢ FV(I') y VX.S = VX.R. Por el lema [£.2.2] T[U/X] + t[U/X] : S[U/X] y dado que X ¢ FV(I)
tenemos I' F t[U/X] : S[U/X]. Finalmente, dado que S = Ry R[U/X]| = T, podemos usar la regla EQ
para concluir I' - t[U/X] : T.

Equivalencias asociativo-conmutativas
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Conmutatividad de +. Debemos probar que u+v y v+u tienen tipos equivalentes. Sea ' Fu + v :
T. Entonces, por el lema [3| existen R, S tales que 'Fu: R yI'F v : S, donde R+ S = T. Entonces

I'Fv:S I'Fu:R
'Fv+u:S+R

+1

Notese que S+ R= R+ S =T, entonces por la regla EQ tenemos I' v +u: T.

Asociatividad de +. Debemos probar que (u+v)+w y u+ (v + w) tienen tipos equivalentes. Sea
'+ (u+v)+w:T. Entonces, por el lema existen Ry, Ry talesqueI'Fu+v: Ry yI'Fw: Ry donde
Ry + Ry = T. Entonces por el lema[3] existen S;, S5 tales que ' -u: Sy y ' v : Sy donde Sy + S2 = R;.

Por lo tanto,

e S F"VZSQ F"W:R2+
u:
! 'Ev+w:S + Ry !

F"U+<V+W)251+(SQ+R2)

Nétese que S1 + (So + Re) = (S1 + S2) + Re = Ry + Ry = T, entonces por la regla EQ, tenemos
F'Fu+(v+w):T.

Casos inductivos
Los casos inductivos son aplicaciones de las reglas contextuales, que son triviales. O

A.2. Normalizacidon fuerte

Lema 4.2.3. Sit yr son fuertemente normalizantes, entonces a.t + B.r es fuertemente normalizante.

Demostracion. Consideramos la siguiente medida algebraica positiva definida sobre los términos (tomada
de [ADOS]):

luv| = (3|ul+2)(3|v]+2)
lutvl = 2+ul+|v|
ol = 1+ 2Jul
0] = 0

Demostraremos que todas las reducciones algebraicas (es decir, las que no involucran aplicaciones o
A-abstracciones) hacen decrecer estrictamente esta medida.

= reglau+0— u ju+0/=2+|u|+10| > |ul.

s regla cu+ fu— (a+f8).u jau+ful =2+ |au|+|ful=2+142u| + 1+ 2/u]
=4+4jul > 14 2u| =|(a+ B).y|

» regla O.u — 0. [0.u| =1+ 2[u| > 0=0|

» regla ccu+u — (a+1)u jau+u|=2+|au|+uf=2+14+2ul+|u|=3+3u| >1+2ju| =
|(o +1).u]

» regla l.u — u. [L.u| =1+ 2|u| > |u]

sreglaut+u— (1+1)u jutul=24+u|+u=24+2ju|>1+2ul=[(1+1).u|

= regla @.0 — 0. |@.0| =1+ 2/|0| > 0 = |0]

» regla a.(f.u) — (o x f)u. |a.(Bu)] =14+2(1+2Jul) =3 +4ju| > 1+ 2|u| = |(a x §).u]
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Normalizacién fuerte

» regla a.(u+v) - autav. |a.(u+v)|=14+2(2+ |u| + |v]) =5+ 2|u| + 2|v]
>2+ (1420u)) + (1+2v]) = |au+ a.v]|

Finalmente, podemos completar la prueba. El término «.t + §.r sélo se reduce por reglas contextuales
o algebraicas. Si se usan las contextuales, se estaran reduciendo los términos t y r, que son fuertemente
normalizantes, mientras que si se usan las reglas algebraicas, la reduccién eventualmente terminard cuando
la medida alcance su valor minimo.

O

Lema 4.2.4. Sean A y B candidatos de reducibilidad. Entonces, A— B, A@B, y AA, ANB y 0 son
todos candidatos de reducibilidad.

Demostracion. En la prueba que sigue, denotamos con v(t) a la longitud de la secuencia de reduccién
mas larga que parte de t. Verificaremos que se cumplan las tres condiciones de reducibilidad para cada
operador.

» Seatc€ A— B.

(CR;) Induccién sobre la construccién de A — B. Sea f € {t | Va € A.(t)a € B} y a € A. Sabemos
que (f) a es fuertemente normalizante, y v(f) < v((f) a). Dado que v((f) a) es finito por (CR;)
en B, tenemos que v(f) es finito, entonces f es fuertemente normalizante.

Sea t € A — B un término neutral donde Red(t) C A — B. Por hipétesis inductiva, Red(t) C
SNy, entonces t debe ser fuertemente normalizante.

(CR3) Induccién en la construccién de A — B. Sea f € {t |[Vac A.(t)ae B} yaecA. Seaf —* f’
y consideremos (f)a € B, entonces (f)a —* (f’) a. Por (CRz) en B, tenemos (f') a € B. Por lo
tanto, ' € A — B.

Sea t € A — B un término neutral donde Red(t) C A — B. El resultado es trivial.

(CR3) Trivial por construccidn.
= Seat € ADB.

(CR1) Induccién en la construccién de A®B. Sit € {a.t + fr | t € A,r € B}, el resultado es
trivial por la condicién (CR;) en Ay By el lema Sit —*t' cont € A® B, entonces t es
fuertemente normalizante por hipdtesis inductiva; por lo tanto, también lo es t’. Si t es neutral
y Red(t) C A @ B, entonces t es fuertemente normalizante dado que, por hipétesis inductiva,
todos los elementos de Red(t) son fuertemente normalizantes.

(CR3) and (CR3) Triviales por construccién de A @ B.
» Seat € AA.
(CR4) Sea V un tipo arbitrario, entonces tQV € A y por (CR;) en A tenemos que tQV es

fuertemente normalizante. Pero v(t) < v(t@QV'), entonces t es fuertemente normalizante.

(CRy) Sea t —* t/, entonces para todo tipo V tenemos tQV € A y tQV —* t'QV. Por (CRy)
sabemos que t'QV € A, entonces t' € AA.

(CR3) Seat un término neutral y supongamos que Red(t) C AA. Sea V un tipo arbitrario, entonces
realizando un paso de reduccién en tQV debe dar t'QV para algin t’' ya que t es neutral.
Ademis, t'QV € A porque t' € AA. Por (CR3) tenemos que t@QV € A, y entonces t € AA.

= En el caso de AN B, todas las condiciones se cumplen trivialmente ya que se cumplen tanto para A
como para B.

» Para el caso de 0, notamos que si t € (), entonces t debe ser neutral y Red(t) C 0. Esto implica que
t es neutral y normal, por lo que las condiciones de reducibilidad se cumplen trivialmente.
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Lema A.2.1. Para todos los tipos T y T', si T =T’ entonces para cada valuacion p, tenemos [T], =
[77],-

Demostracion. Es suficiente probar que si A, B, C son candidatos de reducibilidad, entonces se cumple
que

1. AB=BgA
2. (AeB)@C=Aa (BaC)
3. A=A

Las propiedades (1), (2) y (3) se obtienen de las reglas de reescritura para la conmutatividad, la
asociatividad y la neutralidad de 0, junto con la condicién (CRy). O

Lema A.2.2. Para todos los tipos unitarios U,V y valuaciones p, [U[V/X]], = [U]p,x—[v],
Demostracion. Induccion sobre U. Sea p una valuacién.

» Si U es la variable X, entonces [U[V/X]], = [V], = (p, X = [V],)(X) = [Ulp,x—[v],- Si U es
alguna variable Y # X, el resultado es trivial.

» SiU =W — R, entonces [(W — R)[V/X]], = [W[V/X] — R[V/X]], = [W[V/X]], —
[R[V/X]],. Por hipétesis inductiva, tenemos [W[V/X]], — [R[V/X]], =
Wlpx—1v1, = [Blpx-pv1, = W = Blpx vy, -

= SiU =VY.W, entonces [(VY.W)[V/X]], = [VY.W[V/X]], = Nsecre AIWI[V/X]],,y—s. Por hipdte-
sis inductiva, tenemos que [\gere A[W[V/X]]py—s = Nserc A[[W]]pvy._,g,x,_)[[v]]p =
VY W], xvi,-

El siguiente lema demuestra que cualquier juicio de tipado derivable es valido.

Lema 4.2.5 (Lema de adecuacién). Sea T'Ft: T, entoncesTEt:T.

Demostracion. Procedemos por induccion en la derivacion de I' -t : T

Casos base.

1. Caso AxX: I,z : U + z : U. Trivial.

2. Caso AXp: I' =0 : 0. Trivial porque 0 es irreducible y neutral.

Casos inductivos. Sea p una valuacién y (o, d) un par de sustituciones que satisfacen I en p.

't:T I'tr:R
I'tt+r: T+ R

1. Caso +r:

Debemos probar que ts, +rs, € [T5],®[Rs],. Sabemos que ts, € [T5], y rs, € [Rs], por hipdtesis
inductiva. Por lo tanto, ts, + rs, € [T5], ® [Rs], por definicién de @.
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Normalizacién fuerte

THt:U X ¢FV(U)
TFAXt:VX.U

Por hipétesis inductiva, tenemos que I' E t : U. Debemos probar que ((AX.t)s)o € [(VX.U)s],,
entonces mostraremos que ((AX.t);),QV € [Us], x—s para cada tipo V' y candidato de reducibi-
lidad S € RC. Dado que ts, € [Us],, sabemos que es fuertemente normalizante por (CR;). Por lo
tanto, procedemos por induccién en la longitud de su secuencia de reduccién. Las reducciones de
((AX.t)5)sQV pueden ser

2. Caso Vr:

s ((AX.t")5)QV con ts, — t/, que estd en [Us], x.s por hipdtesis inductiva (interna).
o5

» t5,[V/X] € [Us]p,x—s por hipétesis inductiva (externa).

THt:VYX.U
T'FtaV : U[V/X]

3. Caso Vg:

Por hipétesis inductiva, t;,QV € [Us], x—s para cada candidato S. Tomando S = [V;],, el resul-
tado se concluye a partir del lema [A72:2]

Fz:UFt: T
I'bAXe:Ut:U—>T

4. Caso —:

Por hipétesis inductiva, tenemos que I', z : U E t : T. Probaremos que (Az : Us.ts)s € [Us — T5],.
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que x ¢ FV(0), ya que siempre podemos realizar una
a-conversién para lograrlo. Sea u € [Us],, y sea 0/ = (z — u;0). Entonces (¢’,8) € [I'],, por lo
tanto ts, € [T5],. Esto significa que tanto u como t;,, son fuertemente normalizantes, por lo que
primero probaremos que todas las reducciones de (Az : Us.t5), u estdn en [T5],.

» (A :Usts)ou— (Az: Us.t’)uo Az : Us.ts)ou — (A : Us.ts), 0/, conts, —t' ou— u'. El
resultado se prueba por induccién en v(u) y v(ts,/), respectivamente: por hipétesis inductiva
tenemos t', u’ € [Ts],, entonces (Az : Us.t')u, y ((Az : Us.ts)s) 0 € [T5],.

L] ()\33‘ : U(;.t(;)g u— (t(;)o[x = u] = (t(s)g/ S [[T(;]]p.
Por lo tanto, (Az : Us.ts), u es un término neutral con todas sus reducciones en [T5],, entonces

(Az : Us.ts)ou € [T5],. En consecuencia, por la definicién de —, concluimos que (Az : Us.ts), €
[Us — Té]]p-

FI—t:ZU—>E Ibr:BU

i=1

TH(t)r:> BT
i=1

5. Caso —p:

Por hipétesis inductiva, tenemos que ' E t : Y0 /U — T; y I' E r : .U. Entonces por (CRq)
tanto ts, como rg, son fuertemente normalizantes. Dado que (ts,) s, es neutral, por (CR3) basta
probar que todas sus reducciones s pertenecen a [(3 i, 8.T;)s], para asegurar que (ts,)rs, €

[(35 B-Ti)s]p-

Sis=(t')rs,, 0s = (ts,)r (donde ts, — t’ y rs, — r’), el resultado se prueba por induccién en
v(ts,) v v(rss) respectivamente.

En todos los otros casos, procedemos por induccién en « + 3.

» Si s =0, entonces s € [(> i, 3.T;)s5], porque 0 estd en todo candidato de reducibilidad.
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6. Caso EQ:

7. Caso sl:

Sis = (tss)r1 + (ts,)r2 (donde rs, = r1 + ra), entonces por lema [3| existen tipos Ry, Ra
tales que ' F ry : Ry yI' Fro : Ry y Ry + Ry = (.U. Esto significa que Ry = 6,.U,
Ry = §5.U para ciertos enteros 1, do tales que 8 = 61 +3J-. Por lo tanto, por hipdtesis inductiva,
(ts0)T1s50 € [y 01.T3)sl, v (b54) T2se € [ty 02.T3)s],- Entonces, por definicién de @,
(t55) T150 + (t50) 255 € [0, B.T0)s],-

Sis = (t1)rs, + (t2) rs, (donde t = t1 +t2), entonces por lema [3] existen tipos R, S tales que
PHty:Ry[Ckte: S, donde R+ S =57, U — T, Esto significa que R = Zfz/l U — Tre
y S = Z?Za,_HU — Tr@y para algin 1 < o' < a y alguna permutacién 7 de [1...a].
Por hipétesis inductiva, (t15,)rss € [(Zf‘;l B.Try)slp vy (t26,) Ts0 € [[(Z?Za,_H B.Tr(i))s] s
entonces s € [(S21 A.Txw)slp ® (S sy BTew)sl = (S0 BTl

Si s =v.(bssrs5,) (donde t = v.b), entonces por el lema [4] existe un tipo R tal que T b : R
y [7].R = X5, U — T,. Esto significa que R = Z;i(;; U — Ty para algin 1 < ¢ <
¥ < « y alguna permutacién 7w de [1...«]. Entonces por hipétesis inductiva (bs,)rs, €
[[(Z;p:d) B.Tri))slp, v asi tenemos que s € [(3-r, 3.T)s].

Sis =7.((ts,) bs,) (donde r = ~.b), entonces por el lema[d] existe un tipo R tal que ' -b : R
v |v].R = B.U. Esto significa que hay un entero 6 tal que R = §.U y 3 = || x 4. Pero entonces

[Rs], = [B.Us],, por lo que bs, € [8.Us],. En consencuencia, (ts,)bs, € [(Diey 8.T3)sl, ¥
asi tenemos que s € [(3 i, 8.T})s],-

Sis =t'[xr:=r]donde t = A : Ut' y r es un término bésico, con « = [ = 1, entonces
ts, € [Us — (T1)s], ¥ rso € [Us], implica que s € [(T1)s5], por la definicién de —.

Por lo tanto, por (CR3) concluimos que (ts,) rs, € [(Oiy 8.T3)s]-

r'~t:T T=R
I'Ht: R

Verdadero por lema [A727]

'kt:T
'rat:|a.T

Por hipétesis inductiva, tenemos I' E t : T. Entonces ts, € [Ts],, y por lo tanto (a.t)s;, €
@}Z{ [T5], = [le] . Ts], por construccién.
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