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UNA ALTERNATIVA DE REPRESENTACION SIMULTANEA: H]J -BIPLOT
M.* PURIFICACION GALINDO VILLARDON
UNIVERSIDAD DE SALAMANCA

En el presente trabajo se hace una revisién del método BIPLOT propuesto por GABRIEL y se
propone una nueva forma de vepresentacién simultdnea para matrices de datos que denominamos
HJ-BIPLOT, en la cual_las coordenadas para las colummas coinciden con los marcadores para

las columas en el G

~biplot y las coordenadas para las filas coinciden con los marcaderes

para las filas en el JKILbipZot de GABRIEL. Estas coordenadas pueden ser representadas en
un mismo sistema de referencia: El sistema de los ejes factoriales.

Se demuestra que el Hi-biplot constgue la misma bondad de ajuste para filas y para columnas,

stendo ésta de un orden muy superior al usual.

Se demuestra también, que el HJ-biplot, para matrices de datos positives, da lugar a las me

Jores representaciones B-baricéntricas.
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1, INTRODUCCION,

En ciertas aplicaciones del An&lisis Multi-
variante tiene interés representar grifica-
mente matrices de datos, por ejemplo, matri
ces X
nxp
a partir de p variables y n individuos.

correspondientes a datos tomados

Las representaciones que comprenden el ani-
lisis simulté@neo de individuos y variables
son particularmente interesantes, ya que --
tan importante como conocer la configura-
cidén de los individuos es conocer que varia
bles son las responsables de esa configura-

cién.

La técnica de representacién simult&nea mis
utilizada es el anflisis factorial de
rrespondencias /2/ y /3/. En este anilisis
Ny Ny
files fila y columna, con masas iguales a

co-

se consideran las nubes de los per-

los respectivos totales marginales, en los
espacios multidimensionales RP y Rn; ambos
espacios estructurados por'la métrica ji-
cuadrado, la cual permite la determinacién
univoca de sucesivos ejes principales de --
inercia.

Otra forma mucho menos conocida de represen

BIPLOT, BIMODEL, HJ-BIPLOT.

tar de manera conjunta las filas y las colum
nas de una matriz cualquiera, es el método
BIPLOT propuesto por GABRIEL /6/, que consis
te en interpretar los elementos de la matriz
X como productos internos de vectores, los
cuales se utilizan para representar las filas

y las columnas de la matriz de datos.

En este trabajo se propone una alternativa de
representacibén simulténea basada en el método
Biplot que presenta ventajas con respecto a

las anteriores. '

2. REPRESENTACION BIPLOT PARA UNA MATRIZ

CUALQUIERA.,

Dada una matriz cualquiera X de rango r &s

nxp
ta puede ser factorizada en la forma

T

X = GH (2.1)
con G y HT ambas necesariamente de ran-
nxr rXp
go r /20/.

La factorizacidn asigna los vectores 9y--9yr

filas de la matriz G, uno a cada una de las

a ‘s L2 . . - . . . : Fps
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filas de la matriz X y los vectores hl"'hp’
filas de la matriz H, uno a cada una de sus
columnas; todos ellos de rango r. La repre-
sentacidn de gy---9, ¥ hl"'hp en el subes-

pacio Er’ es llamada GHT-bigeometria de X.

La factorizacién de la matriz X no es finica
ya que si X = ciT es una factorizacién, para
cualquier matriz R no singular, x=GRT (HrR~1) T
es otra factorizacidn. Tampoco es {lnica por

tanto, la correspondiente bigeometria.

La factorizacién (2.1) es ecuivalente al pro

ducto interno

= g, h,

X, . (2.2)
] 1]

donde xij es el elemento de la i-ésima fila
y de la j-ésima columna de X. La relacidn
(2.2) proporciona una cut -bigeometria de
la matriz X, de forma que la matriz de par-
tida viene representada por medio de n+p vec

tores en el subespacio Er'

Si r=p (XI-bigeometria), las filas vienen re
presentadas por los vectores 9y Y las colum-
nas como vectores de longitud unidad con res
pecto al sistema de referencia ortogonal de
E . Los vectores hj preservan la configura-

cidn de las columnas.

Se verifica también, aque cada elemento de la
matriz se puede escribir como producto inter
no de los vectores gy hj; acui las interdis
tancias entre las filas coinciden con las in

terdistancias entre los vectores g.

xy = %l = ey = llayll

Si r=n, la IX~bigeometria correspondiente --
permite representar la configuracidén de 1la
matriz de varianzas-covarianzas de las colum

nas de la matriz X.

Las columnas de X vienen representadas por
los vectores h y las filas como vectores de
longitud unidad a lo largo de los ejes orto
gonales que forman el sistema de referencia
en En.

Supongamos la matriz an descompuesta en va
lores singulares /5/:

X =UuZvl (2.3)

donde U es la matriz cuyas columnas son orto
normales y vectores propios de xxT; £ es la
matriz diagonal de valores singulares de X y
V es una matriz ortogonal cuyas columnas son
vectores de XTX. Como s6lo las r primeras £i
las de V son no nulas, la matriz X puede ser

representada en Er por GHT—bigeometria con

lo cual eguivale a proyectar sobre las r pri
meras componentes principales para el espa-

cio de las columnas.

Los vectores h tienen la misma configuracidn

gue las columnas de X; © sea

donde Xj denota la j-&sima columna de la ma-
triz X.

Los vectores g; son las proyecciones sobre
los ejes principales. '
Como ademas GGT = X(XTX)_lir (2.4)

los vectores g representan la configuracidn

de las filas de X en forma estandar

La configuracibn de las filas no se modifica
si la XI-bigeometria es rotada sobre cual-

guier otro conjunto de ejes ortogonales.

Consideremos pues, la JKTLbigeometria en la
cual J=U5 y KT=VT. Los productos internos
de las filas vendrén reproducidos por los

productos internos de los marcadores j;

donde X.l es la fila iésima de la matriz X.

Como kKT = x(xi) tx (2.5)

las filas de X vienen representadas en forma
standard, lo cual eguivale a tomar en el es-
pacio de las filas la métrica asociada a la

matriz identidad.
Las GHT—bigeometria v la JKT—bigeometria, ai-

fieren sblo por las escalas reciprocas a 1o

largo de los ejes principales ya que:
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La relacidén, pues, entre ambos es obvia.

S5i la matriz X es de rango 2 la bigeometria
se reduce a un BIPLOT (representacidn conjun
ta de filas y columnas de X en el plano) vy
si es de rango 3 a un BIMODEL /8/.

3, BIPLOT APROXIMADQ PARA UNA MATRIZ CUAL-

Cuando r es mayor que dos (o tres), la bigeo
metria puede ser proyectada sobre un plano
(espacio) pero en ese caso obtendremos un
BIPLOT (BIMODEL) aproximado para la matriz
X /6/, /8/, /9/. Si conseguimos aproximar la
matriz X de rango r por otra de rango dos
X(2) y esa aproximacién es satisfactoria, el
BIPLOT correspondiente a la matriz X(2) pue-
de resultar Gtil para representar a X. En es
te caso los productos interncs de los marca-
dores correspondientes a las filas y colum-
nas son sélo' valores aproximados a los valo-
res xij de X.

3.1 APROXIMACIONES A BAJQ RANGO .

GABRIEL /6/ utiliza el conocido mé&todo para
aproximaciones a bajo rango debido a HOUSE-
HOLDER y YOUNG /16/ que consiste en minimi-
zar la suma de cuadrados de las desviaciones
entre los elementos de X y los de la matriz
aproximada de rango menor. GOLUB y REINSCH
/14/ parten de la descomposicién en valores
singulares de ECKART y YOUNG /5/, segin la
cual dada una matriz Xp v

Xp
componer en la forma (2.3).

real, se puede des

GABRIEL y ZAMIR /10/ proponen un método ite-
rativo de ajuste minimo cuadridtico a bajo --

rango para una eleccién cualguiera de pesos.

Dada una matriz X ajustarla por una de mis -
bajo rango g eguivale a ajustarla por un pro
ducto GHT donde G y H son nxg y gxp respecti
vamente.

Si a cada elemento X de la matriz X le su-
ponemos provisto de un peso wi., el criterio

de minimizacién consiste en hacer minima la

expresidn:
nop
T 2
= - N
V] ) wlj(xij 95 hj) (3.1 )
i=1l j=1

donde g, y h, denotan las filas de G y H res-
1 J

pectivamente.

El caso en que el criterio de minimizacién
consistia en hacer minima la norma euclidea
de la matriz de residuales HX-GHTH2 /17
puede considerarse como un caso particular
de lo expuesto,en el cual wij =1 ¥ i,J.
Para este caso particular GABRIEL /7/ sefiala
la solucién propuesta por GOOD /15/ segln la
cual las columnas g y h, de las matrices G
y H se obtienen en el paso r-&simo teniendo
en cuenta los valores gue han tomado en pa
sos anteriores, y conocida, ademds, la apro-
ximacién a X en el paso r-1, es decir:

r-1

xF _xy ogn T (3.1.2)

=1

Las columnas de G y H vienen determinadas

por las ecuaciones:

2 - (r_l) 1
) 9y hjr ) girxij (3.1.3)
i i

2 - (r-1)
b b9y, ) Byp¥y (3.1.4)
J 3

Partiendo de un valor 9, inicial, el proceso

continua hasta conseguir la convergencia.

El proceso se reduce, pues, a una regresidén

(r-1)

de las columnas de X sobre las g, para

obtener los hr como coeficientes, y a una re

(r-1)

gresién de las filas de X sobre las hr

para obtener las g, como coeficientes.

Estos ajustes, paso a paso, son posibles por

gue las g y las h son ortogonales.

En el caso en aue se consideren pesos wij la
generalizacidén del método es inmediata. Las
ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) se escribirian

asi:

]
£
Q

2 (r-1)
) Wig 9pp) Byy ) i3 ir *ij (3.1.5)

() w,. h, 2) g.

z w,. h. x.,
ij jr ir ij “jr “ij
] 3
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Los autores senalan dos posibles problemas. A no ser
que los pesos sean iquales, las sucesivas

gi,hj no son necesariamente ortogonales, en
cuyo caso el método no proporcionaria el me

jor ajuste.

También es importante tener en cuenta cue el
proceso iterativo gue nos permite resolver -
las ecuaciones de regresién cuyos coeficien-
tes proporcionan los valores de las sucesi-

vas g, hj puede converger a un minimo local
el cual no sea el deseado para el mejor ajus
te, problema gue puede solucionarse con una

eleccién adecuada de la inicializacibén de la

regresidn.

4y, BONDAD DE AJUSTE PARA LAS INFAS DE LA
MATRIZ X _EN LA REPRESENTACION GH' Y JKT-BI-

PLOT.

Dada una matriz X de rango r mayor qgue dos,
la bondad de ajuste en el plano viene dada

por.

donde los li denotan como es usual, los

autovalores de X X.

Sin embargo, no nos interesa conocer sélo la
bondad de ajuste para la matriz de datos si-
no que ademds y sobre todo, nos interesa co-
nocer cual es la bondad de ajuste para las -
filas (individuos, poblaciones) y pnara las
columnas (variables). Una bondad de ajuste
aceptable para la matriz X puede ser debida,
por ejemplo, a cgue las filas estdn muy bien
representadas y las columnas muy mal o gqui-
z4s, a gue tanto las filas como las columnas
tengan la misma bondad de ajuste. Es eviden-
te cgue en problemas reales las dos situacio-
nes hipoté&ticas anteriores no nos permiti-

rian una misma interpretacidn de resultados.

Analizaremos, pues, cual es la bondad de -~
ajuste para las distintas lineas de la ma-
triz al hacer una representacidn GHT y JKT-
BIPLOT.

Si tenemos en cuenta cgue la matriz de varian

zas-covarianzas es simétrica y cue por tanto

en la descomposicidn singular los vectores
U y V son iguales y los valores singulares
coinciden con los autovalores, podemos ase-
gurar que el biplot de una matriz de covarian
zas puede ser reducido al grédfico de un con--
junto de vectores gue son precisamente la ma-

triz H para la representacidn GHT—Biplot de X.

Como la bondad de ajuste para la matriz de co

varianzas es:

(4.2)

esa serd también la bondad de ajuste para las
columnas de la matriz X. Sin embargo, para --
las filas la bondad de ajuste es:

= 2/r (4.3)

Pl (2)
Un razonamiento andlogo pero ahora sobre la
matriz de dispersidn de lbs individuos (pobla
ciones) nos permite asegurar qgue la bondad de
ajuste para las filas de X en un JKT—biplot
es del orden (4.2) y para las columnas del or
den (4.3), /6/.

Por tanto, aunque GABRIEL sefala expresamente
que el nombre de método BIPLOT se debe a que

la técnica permite la representacidn conjunta
de todas las lineas de la matriz, esta repre-
sentacidén no es una representacién simulténea
en sentido estricto puesto gue la bondad de

ajuste no es la misma para las filas que para

las columnas.

5, NTIDO ES-
TRICTO: HJ-BIPLOT

Sea anp la matriz de rango p correspondiente
a datos tomados a partir de p variables y n

individuos.

Introduzcamos en el espacio de las filas la
métrica asociada a la inversa de la matriz -
de covarianzas de las variables y en el espa
cio de las columnas la métrica asociada a la
inversa de la matriz de dispersién de los in
dividuos (filas y columnas se suponen centra
das) .

Esto es equivalente a tomar Ul como marca-
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dores para las filas de la matriz Xn y

Xp
IV como marcadores para las columnas.

Teniendo en cuenta las relaciones que ligan

U y V podemos escribir:

(5.1)

entonces UL coincide con la proyeccidén de -
los n puntos que representan a las filas so-
bre el espacio de mejor ajuste a esa nube de
puntos en el sentido de los minimos cuadra-

dos. Por tanto, podemos asequrar aue los mar
cadores para las filas en un JKT—biplot coin
ciden con las coordenadas de las filas res-

pecto a los ejes factoriales.

Un razonamiento andlogo nos permite escribir:

Ty = Ty

IV = Ir” (5.2)
luego 1V coincide con la proyeccidn de los -
puntos que representan a las variables sobre
el espacio de m&xima inercia;es decir, los -
marcadores para las columnas en un GHT—biplot
coinciden con las coordenadas de las columnas

respecto a los ejes factoriales.

Ambas representaciones, aparentemente, no es-

tén relacionadas, pero teniendo en cuenta que:

T 1

xTu = xTxvi” (5.3)
si a XU la llamamos B y a XV la llamamos A,
podemos escribir:

B = XAz ®

A= xBr b

(5.4)

(5.5)

Resulta, pues de (5.4) cue la h-é&sima coorde-
nada de la variable j-é&sima se puede expresar
en funcién de las h-&simas coordenadas de las
n filas:

tao.otX

b.. = {xljal (5.6)

jh }(1//Ah)

h njanh

Ademés, de (5.5) se deduce cque la h-8sima ~--
coordenada de la poblacién i-&sima se expresa
en funcién de las h-&simas coordenadas de las
p variables segfin la relacidén:
a;y = {xilblh+...+xipbph}(l//kh) (5.7)
Es decir, cada coordenada de la variable --

j-ésima es una media de las coordenadas de -

los individuos, donde cada una de esas coor-
denadas estd ponderada por el valor que toma
la variable X. sobre los individuos; andloga
mente, cada individuo ocupa el punto de equi

librio del conjunto de las variables /4/.

Si una variable toma un valor preponderante
para un individuo, el punto aue representa
a esa variable estard préximo al punto que

representa a ese individuo.

Las relaciones antericres nos permiten repre-
sentar. las coordenadas de las filas y de las
columnas con referencia a unos mismos ejes -
cartesianos, es decir los espacios de repre-
sentacién de las filas y de las columnas pue
den ser superpuestos para obtener una repre-
sentacién conjunta, ya que los autovalores
para los andlisis de las dos nubes permite
identificar los ejes factoriales correspon-
dientes al mismo valor propio y representar
sobre el mismo grdfico ambas nubes.A la re-
presentacidn conjunta de los marcadores H y
los marcadores J la llamaremos REPRESENTA-—
CION SIMULTANEA HJ o HJ-BIPLOT para sequir
la misma terminologia de GABRIEL /6/, /8/,
/9/. Para mds detalles ver /11/, /12/, /13/.

Los autores gue hasta ahora han utilizado el
método biplot consideran dos sistemas de re-
ferencia simultdneamente a fin de conseguir

la impresién de una representacién simulté-

neaj;es decir, sitfian las nubes de puntos den
tro de un cuadrado, una de elias referida a
una escala cgue considera sobre dos lados del
cuadrado, y la otra nube referida a otra es-
cala gue toman sobre los otros dos lados del
cuadrado. Es evidente gue interpretar las re
laciones entre puntos de una misma nube es -
vdlido. Guardamos reservas, desde luego, en
cuanto a considerar las relaciones entre las

dos nubes.

6. CALIDAD DF REPRESENTACION PARA LAS LINEAS
DE UNA MATRIZ CUALQUIERA X EN UINA REPRESENTA-
CION HJ-BIPLQT.

Una medida absoluta de la bondad del ajuste

para la matriz X puede ser definida por:

2 2
P2 =1 -l xx ) /11 x5 (6.1)

Si P2y s préximo a cero la aproximacidn es

buena. No conocemos, sin embargo, cual es la

17
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bondad de ajuste de las filas y las columnas
por separado para el nuevo procedimiento nro
Ty el gxT-pbiplot -

vimos que en un GHT la calidad de representa

puesto. Al estudiar el GH

cibn para las columnas era del orden;

2 2
' _ Al + Az
(2) r
7oAl
1
i=1

Yy en un JKT—biplot la calidad para las filas

es de ese mismo orden.

T

En un HJ-biplot las coordenadas para las co-
lumnas coinciden con los marcadores para las
columnas en un GHT—biplot y las coordenadas
para las filas con los marcadores para las
filas en un JKT—binlot, por tanto, con la -
técnica propuesta la calidad de representa-
cidn para las filas y columnas es la misma
(4.2), es por tanto, una representacién si-
multinea en sentido estricto;ademés esa ca-
lidad es de orden muy superior al usual. To

do lo dicho se sintetiza en esta tabla:

CUADRO RESUMEN DE LAS CARACTERISTICAS MAS IMPORTANTES
DE LOS TRES BIPLOTS CONSIDERADOS

R. Simulténea Coordenadas Coordenadas Bondad ajuste Bondad ajuste
filas columnas para filas columnas
B 7“2 . ,‘22
6H"- biplat U Iy 2/r —
2 AP
o=t
ﬁlz + 7\22
JK*-biplet uz v - 2/r
r
2 A2
ot
7\124- 7\22 7\12 + 7\22
HJ-biplet Uz b §
r 2 r
A : A2
2 2
/. BUSQUEDA DE LA MEJOR _REPRESENTACION SI-
MULTANEA DE LAS LINFAS DE UNA MATRIZ DE DA- a; = ¥ Xijbj i=1,...,n
10S. 3 (7.1)
Podemos justificar también la representacién bj =1 Xij i J=le..op
i

HJ-biplot planteando el problema como la bis

queda de una mejor representacidén simulténea.

Sean Bl = (bl,...,bp)T las coordenadas de
las p variables respecto al primer eje de
representacién. Sean andlogamente, Al =

Al = (al,...,anfr las coordenadas de las n

poblaciones.

Analicemos la siguiente relacidn reciproca

entre Al v Bl'

Sin embargo, tales relaciones no serdn en ge-
neral posibles, por lo que introduciremos una

constante 8> 0 y escribiremos:

a_=8) x..b. bj=32 x;585 i=l,o..omn,g=l,...p

(7.2)

Ademds, para que (7.2) puedan interpretarse
como una "media ponderada" (salvo el factor

B), impondremos las condiciones siguientes:

Xx.. 2 0 para todo i, j;

i3 (7.3)

¥ Xi S 1
ij

18
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La primera condicién se verificard en la --
pridctica. Por ejemplo, en el caso de datos
que expresen frecuencias, porcentajes, abun-
dancias. Para la segunda condicidn bastari
convertir X=(xij) en aX=(axi.) donde o es --
una constante adecuada (podriamos tomar

a={ Exij)—l).
ij

Podemos escribir entonces

ai=(8/a)z (uxij)5j

b.=(f/a)) (ox,.)a,
3 J i 1

13

es decir

=R"! =81
a;=B'] v, by by=8'] v, ,a; (7.4)
3 i
siendo
B =B/O'l yij=CtXij

Vemos que este cambio de escala no afecta al
cdlculo de Ay Bl'

Volviendo ahora a la notacién (7.2), pero su
poniendo que se verifica (7.3), tenemos que
ai es una media ponderada de bl,...,bp, sal
vo el factor B.

Luego buscaremos el factor 8>0 lo mis préxi-
mo posible a la unidad, a fin de que la rela
cidn reciproca (7.1) sea lo mis aproximada
posible.

Sustituyendo obtenemos:

- 2
a;=g" } xij(z' xi.jai.)—s g'(g Xijxi'j)ai'

Luego Al es autovector de XX' de autovalor

1/ &

T, _
XX"A, = Al(l/Ig)

Repitiendo el mismo razonamiento para las -~

coordenadas en los demds ejes vemos que
xxTa = ap (7.5)

siendo D la matriz diagonal:
oo 2 2
D = dlag(l/Bl ,...,1/6p )

Por otro lado, como A=XBZ—1, B=XTAZ-1, susti
tuyendo

_1 - T -
a = xxTag™ sl = xxTaz~?

es decir

xx'a = az”2 (7.6)

2
Comparando (7.5) con (7.6) obtenemos D =f°.
Luego

1 -
Bi=0, =1/%

2=1/mi i=1,...,p (7.7)

siendo Ai el i-&simo autovalor de XXT, oy el

correspondiente valor singular de X.

Estudiemos ahora los autovalores de M=Xx¥.
Es fdcil probar gue los elementos de M y de
cualguier potencia Mk verifican tambié&n la
condicidn (7.3). Sea V un autovector de M

de autovalor A. Entonces

MkV = XkV
Supongamos que V = (Vl,;..,Vn)T verifica
v, 20 zlvi[sl (7.8)

1

Entonces Mkv = W también verifica (7.3).
Si fuera A>1 tendriamos que para k suficien
temente grande, AkV serfa tal que la suma de
sus componentes no verificaria (7.8). Esto

es absurdo. Luego debe ser As<1l.

Volviendo ahora a las relaciones (7.2), ve-
mos que Bl=1//ll, donde A,<1 es el mayor va
lor propio de xxT . Luego Bl es el valor més

préximo a 1 para el cual se verifica la rela
Examinando (7.5) (7.6),

podemos extender esta propiedad a los demds

cidn reciproca (7.2).

ejes, es decir, hallar (61,82,...) cuyos va-
lores den la mejor representacidn RB-baricén-
trica en 2,3,... dimensiones.

Llegamos pues a la conclusién de que el
HJ-biplot, para matrices de datos positivos,
da lugar a las mejores representaciones B-ba
ricéntricas, es decir, obtenemos la misma pro
pledad que se cumple en el andlisis de corres

pondencias /17/.

8. 0.

Sea X una matriz de datos positivos. Suponga-

mos, por ejemplo, que cada elemento Xij
senta el nlimero de individuos de la poblacidn

repre

i-&sima en los cuales estd presente la carac-

teristica j-ésima (Ver tabla 2).
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TABLA 2

MATRIZ

DE DATOS

Los datos forman parte de un amplio trabajo sobre la clasi-

ficacidn del género PODARCIS en la P. Ibérica /18/ y /19/.
POBLAC | ONES POBLAC | ONES
VAR 1 2 3 4 3 UAR 1 2 3 4 3
| 49 31 20 13 1 2 4 4 31 236 1
3 ? 6 40 40 1?7 4 ] 4 4 1 0
S 13 23 3B 80 22 6 o 0 14 ? 1
7 80 63 1] 0 3 -8 7 o6 41 330 60
9 1 0 63 35 0 10 0 0 2 1] 0
1 1 o 34 0 0 12 L] 0 3 1 0
13 Bl S5 23 383 60 14 0 0 98 0 0
15 0 0 16 0 [1] 16 a 1 1 21 ?
1¢ 0 ] 5 36 6 19 1 1 15 204 18
19 41 16 27 0 26 20 I3 19 330 113 4
23 37 S 2 260 29 24 4 41 3 60 3
23 o 0 141 ? S 26 39 32 1 25 351
2? 22 18 2 8 4 28 1 0 28 14 S
29 0 o 116 ] (1]

La matriz X5X29 viene representada en las
fig. 1, 2 y 3 en las cuales los marcadores
para las columnas vienen representadas por
vectores y los marcadores para las filas -~

por nilimeros.

La figura 1 corresponde a una representacidn
JKT-biplOt, la figura 2 a un GHT—biplot y la
figura 3 a un HJ-biplot.

En cualguiera de los tres casos la tasa de

inercia en el primer plano principal es del
94.64%.

La bondad de ajuste para las poblaciones en
el JKT—biplOt es del 99%, sin embargo, la
bondad de ajuste para las variables es sdlo
del 40%. En el GH'-biplot la bondad de ajus
te para las poblaciones es del 40% y para
En el HJ-biplot la

calidad de representacidn, tanto para filas

las variables del 99%.
como para columnas, es del 99%.

Si observamos las fig. 1 v 3 vemos como la
configuracidn de las poblaciones es la mis-
ma en ambas representaciones, como cabia es
perar, ya que la bondad de ajuste para las
poblaciones es la misma en el JKT que en el
HJ-biplot. Sin embargo, los puntos que re-~
presentan a las variables aparecen en la -
fig. 1 en una marafia en torno al origen que
hace imposible su interpretacién -conviene
recordar gque la bondad de ajuste era sélo
del 40%.

En la fig. 3 las variables, para las cuales
la bondad de ajuste es del mismo orden que
la de las poblaciones (99%), se configuran

de manera que la interpretacién es evidente.

Algo andlogo ocurre al comparar las figs. 2
y 3: En la representacién GHT biplot, la bon
dad de ajuste para las variables es del 99%,
del mismo orden gue en el HJ-biplot, pero --
las poblaciones para las cuales la calidad
de representacién es muy baja (409 aparecen
también en una marafia en torno al origen. En
el HJ-biplot(fig. 3) variables y péblaciones
estdn bien representadas y por tanto la in-
terpretacidén de las relaciones entre pobla-

ciones y variables es factible.

8, C0 IONES.

un GHT-
biplot coinciden con las proyecciones de los

Los marcadores para las columnas en

puntos de la nube NJ sobre los ejes principa
les del espacio de los individuos; ademis,

podemos asegurar que los marcadores para las
filas en un JKT—biplot coinciden con las ---
cocrdenadas de los individuos referidos &s--
tos a unas nuevas variables, combinacifn 1li-
neal de los de partida, con méxima varianza,
incorreladas y cada una de ellas menos impor
tante que la anterior desde el punto de vis-
ta descriptivo, o sea, representar a los in-
dividuos mediante un JKT—biplOt equivale a

descomponer la variabilidad global en sus —--
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Representacion JK'-BipIot de la matriz X5,og que aparece en la tabla 1.
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FIG. 3: Representacién HJ-Biplot de la matriz X500 Que aparece en la tabla 1.

21



Qliesttié - V. 10, n.o 1 (marg 1986)

componentes principales.

Lo m&s importante, probablemente, es que los
marcadores para las columnas de una matriz
cualquiera segin un GHT—biplot y los marca-
dores para las filas segﬁn un JKT—biplot pue
den ser representados sobre un mismo sistema
de referencia (el sistema de los ejes facto-
riales) cuyo origen coincide con el punto de
equilibrio de las nubes, lo cual hace posi-
ble interpretar la proximidad entre los indi
viduos en términos de similitud entre ellos,
y la proximidad entre variables en té&rminos
de covariacidn. A esta representacidn la he-

mos denominado HJ-biplot.

Ademds de poder comparar las posiciones rela
tivas de distintos pares de puntos-filas con
respecto al conjunto de variables y vicever-
sa, es posible interpretar la distancia de -
un individuo a una variable en el sentido de
gue una variable prdxima a un individuc indi
ca que esa variable ha. tomado un valor alto

en ese individuo.

Cuanto més distantes aparezcan los puntos --
que representan a los caracteres del centro

de gravedad, mds variabilidad habran presen-
tado esos caractéres en el estudio, cuanto -
menor sea el dngulo que formen dos vectores

que unan el centro de gravedad con los pun--
tos que representan a las variables, ma&s co-
Adem&s -

cuanto mayor sea el mddulo de ese vector, ma

rrelacionados estdn los caracteres.

yor serd la contribucidén del elemento a la

inercia.

La calidad de representacién es la misma pa-
ra individuos que para variables siendo &sta

de un orden muy superior al usual.
El HJ-biplot para matrices de datos positi-

vos da lugar a las mejores representaciones

B-baricéntricas.
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