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如何理解一个矩阵？

一个矩阵可以表达：

⋯

线性变换 图片 几何数据
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

From Heyuan Yao
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实对称矩阵特征值

实对称矩阵的特征值是实数

• S𝑥 = 𝜆𝑥, 𝑥是(复)特征向量, 𝑥𝑇𝑥∗ = 1

• 共轭: S𝑥∗ = 𝜆∗𝑥∗, 𝑥𝑇S𝑥∗ = 𝑥𝑇𝜆∗𝑥∗ = 𝜆∗

• 转置: 𝑥𝑇S = 𝜆𝑥𝑇 , 𝑥𝑇S𝑥∗ = 𝑥𝑇𝜆𝑥∗ = 𝜆

• 𝜆 = 𝜆∗，特征值是实数

实对称矩阵不同特征值的特征向量相互正交

• 𝑆𝑥0 = 𝜆0𝑥0, 𝑆𝑥1 = 𝜆1𝑥1

• 𝜆0𝑥0
T𝑥1 = 𝑥0

TST𝑥1 = 𝑥0
TS𝑥1 = 𝜆1𝑥0

T𝑥1

• 𝜆0 ≠ 𝜆1, 𝑥0
𝑇𝑥1 = 0
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实对称矩阵的特征值分解

S = QΛQT = 𝑞0 ⋯ 𝑞𝑛−1

𝜆0
⋱

𝜆𝑛−1

𝑞0
T

⋮
𝑞𝑛−1
T

, QTQ = I

• 特征值𝜆𝑖有正有负，当 𝑆 的秩为 𝑟 时，𝜆𝑖 中只有 𝑟 个值非零

• 如果𝜆𝑖都为非负数，则 S是半正定矩阵 (Semi Positive Definite, SPD)

• 半正定矩阵满足∀𝑥, 𝑥T𝑆𝑥 = 𝑥TQΛQT𝑥 = QT𝑥
Λ

2
≥ 0

• 对于半正定矩阵可以定义实对角矩阵 Σ 满足 Σ2 = Λ

• 此时有 S = QΛQT = QΣ2QT = QΣQT QΣQT = P2 ⟹ P = S1/2

• Tr S = Tr QΛQT = Tr QTQΛ = Tr Λ = σ𝑖 𝜆𝑖
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奇异值分解

• 对于任意矩阵 A ∈ ℝ𝑚×𝑛，秩为𝑟，S = ATA 是对称半正定矩阵

• S𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖, {𝑣𝑖}组成一组𝑟个正交基

• ATA𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖, 𝑣𝑖
TATA𝑣𝑗 = 𝜆𝑗𝑣𝑖

T𝑣𝑗 = 𝜆𝑗𝛿𝑖𝑗

• 定义𝑢𝑖 =
1

𝜆𝑖
𝐴𝑣𝑖，则有𝑢𝑖

T𝑢𝑗 = 𝛿𝑖𝑗，{𝑢𝑖}组成一组𝑟个正交基

• 可以通过Schmidt正交化将 𝑣𝑖 扩充为ℝ𝑛的𝑛个正交基，将 𝑢𝑖 扩充
为ℝ𝑚的𝑚个正交基，扩充的基满足 𝜆𝑗𝑢𝑗 = 0 = A𝑣𝑗

• 将{𝑢𝑖}和{𝑣𝑖}的关系写成矩阵有

AV = UΣ，V和U是正交矩阵
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奇异值分解

A = UΣVT

A U VTΣ=

正交矩阵
ℝ𝑚×𝑚

“对角”矩阵

Σ𝑖𝑖 = ൝
𝜆𝑖 , 𝑖 ≤ 𝑟

0, 𝑖 > 𝑟

正交矩阵
ℝ𝑛×𝑛

任意矩阵
ℝ𝑚×n

Rank = 𝑟
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奇异值分解

奇异值分解是线性代数的中非常重要的概念，在图形学中的应用也
非常广泛。当矩阵的奇异值分解已知时，我们可以得到：

• 矩阵的逆（求解矩阵方程）

• 矩阵的秩

• 矩阵方程的最小二乘解

• 极分解

• …
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矩阵的逆与SVD

对于可逆矩阵A ∈ ℝ𝑛×𝑛：
A = UΣVT

得到 A 的逆为：

A−1 = UΣVT
−1

= VT
−1
Σ−1U−1 = VΣ−1UT

A−1 = V

ൗ1 𝜎0
⋱

ൗ1 𝜎𝑛−1

UT
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矩阵的伪逆

假设 A 矩阵列满秩，但是行数大于列数𝑚 > 𝑛

方程个数 𝑚 大于自由度个数 𝑛 时，解不一定存在 （超定情况）

可以寻找最小二乘解：
min
𝑥

A𝑥 − 𝑏 2

𝑥 如何取到最小？
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A 𝑥 𝑏=

𝑚 × 𝑛

𝑛

𝑚



矩阵的伪逆

min
𝑥

A𝑥 − 𝑏 2

• A𝑥 − 𝑏 = UΣVT𝑥 − 𝑏 = U ΣVT𝑥 − UT𝑏

• A𝑥 − 𝑏 2 = U ΣVT𝑥 − UT𝑏
2
= ΣVT𝑥 − UT𝑏

2

• 令𝑥′ = VT𝑥，𝑏′ = UT𝑏，有 A𝑥 − 𝑏 2 = Σ𝑥′ − 𝑏′ 2

11



矩阵的伪逆

• Σ𝑥′ = (𝜎0𝑥0
′ , ⋯ , 𝜎𝑛−1𝑥𝑛−1

′ , 0, 0,⋯ )

• Σ𝑥′ − 𝑏′ 2取到最小时：
𝜎0𝑥0

′ = 𝑏0
′ , ⋯ , 𝜎𝑛−1𝑥𝑛−1

′ = 𝑏𝑛−1
′

• 也即𝑥′ = ෠Σ−1𝑏′：
𝑥 = V෠Σ−1UT𝑏
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矩阵的伪逆 
（Pseudo Inverse）



从矩阵求导推导

𝑔 = A𝑥 − 𝑏 2 = 𝑥TATA𝑥 − 𝑥TAT𝑏 − 𝑏TA𝑥 + 𝑏T𝑏
𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 2ATA𝑥 − 2AT𝑏 = 0

ATA 𝑥 = AT𝑏

ATA ∈ ℝ𝑛×𝑛满秩，于是有:

𝑥 = ATA
−1
AT𝑏

这又称为矩阵的左逆 (Left Inverse)，因为：

ATA
−1
ATA = I, A ATA

−1
AT ≠ I

13

A
AT

𝑚 × 𝑛

𝑛 ×𝑚



左逆与伪逆

• 左逆: ATA
−1
AT

• ATA = VΣTUTUΣVT = VΣTΣVT = VΛVT

• ATA
−1
AT = VΛ−1VTVΣTUT = VΛ−1ΣTUT = V෠Σ−1UT

• 矩阵列满秩时，左逆与伪逆等价
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行满秩的情况

• A 矩阵行满秩，但是 𝑚 < 𝑛

• 此时自由度个数 𝑛 大于方程个数 𝑚，有无穷多组解（欠定情况）

• 可以寻求下面的最小二乘解：
min
𝑥

𝑥 2

𝑠. 𝑡. A𝑥 − 𝑏 = 0
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A 𝑥 𝑏=
𝑚 × 𝑛

𝑛

𝑚



行满秩的情况

• UΣVT𝑥 = 𝑏, 𝑥′ = VT𝑥, 𝑏′ = UT𝑏

• UΣVT𝑥 = UUT𝑏 ⇔ Σ𝑥′ = 𝑏′

• 𝜎0𝑥0
′ = 𝑏0

′ , ⋯ , 𝜎𝑚−1𝑥𝑚−1
′ = 𝑏𝑚−1

′

• 剩下的𝑥𝑚
′ , ⋯ , 𝑥𝑛−1

′ 可以取任意值

• 𝑥′ 2 = 𝑥TVVT𝑥 = 𝑥T𝑥 = 𝑥 2

• 𝑥 2取最小时， 𝑥𝑚
′ = ⋯ = 𝑥𝑛−1

′ = 0

• 𝑥′ = ෠Σ−1𝑏′

• 𝑥 = V෠Σ−1UT𝑏
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𝑥′ 𝑏′=

𝑛

𝑚

矩阵的伪逆



矩阵的右逆

• ෠Σ−1 = ΣT ΣΣT
−1

• V෠Σ−1UT = AT AAT
−1

• AT AAT
−1

称为矩阵的右逆 (Right Inverse)：

AAT AAT
−1

= I, AT AAT
−1
A ≠ I
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min
𝑥

𝑥 2

𝑠. 𝑡. A𝑥 − 𝑏 = 0

直接求解这个带约束的优化
问题需要拉格朗日乘子法，
我们将在后面的课程中介绍



左逆，右逆，伪逆

• 当矩阵列满秩时，左逆 ATA
−1
AT 存在，用于求解超定方程

• 当矩阵行满秩时，右逆 AT AAT
−1

 存在，用于求解欠定方程

• 不管在什么情况下，矩阵的伪逆 V෠Σ−1UT 一定存在
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几何变换与SVD

𝑥′ ← A𝑥 = UΣVT𝑥

𝑥′ ← VT𝑥
𝑥′ ← Σ𝑥

𝑥′ ← U𝑥

旋转 旋转
拉伸

注意通过调节Σ𝑖𝑖的正负号保证𝑈和V的行列式为+1
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极分解 (Polar Decomposition)

• 对于任意实方阵 𝐴，存在唯一的正交矩阵R和半正定矩阵S, 使得A = RS

• 从SVD的角度: A = UΣVT = UVTVΣVT = UΣUTUVT

正交矩阵 半正定矩阵

𝑥′ ← UVT𝑥

𝑥′ ← UVT𝑥

𝑥′ ← UΣUT𝑥

𝑥′ ← VΣVT𝑥

旋转

旋转

拉伸

拉伸

20



形状匹配 (Shape Matching)

对于形变𝑞 → 𝑝，如何得到刚性变换近似： 

R, t = argmin෍

𝑖

𝑝𝑖 − (R𝑞𝑖 + 𝑡) 2

𝑝𝑖𝑞𝑖
R𝑞𝑖 + 𝑡
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形状匹配 (Shape Matching)

• 在R给定时，只考虑𝑡
𝜕

𝜕𝑡
෍

𝑖

𝑝𝑖 − (R𝑞𝑖 + 𝑡) 2 =෍

𝑖

R𝑞𝑖 + 𝑡 − 𝑝𝑖 = 0

𝑛𝑡 =෍

𝑖

𝑝𝑖 − R෍

𝑖

𝑞𝑖

形变前后的质心分别为𝑞𝑐 =
1

𝑛
σ𝑞𝑖 , 𝑝𝑐 =

1

𝑛
σ𝑝𝑖，则有

𝑡 = 𝑝𝑐 − R𝑞𝑐
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形状匹配 (Shape Matching)

𝑡 = 𝑝𝑐 − R𝑞𝑐

෍

𝑖

𝑝𝑖 − (R𝑞𝑖 + 𝑡) 2 =෍

𝑖

𝑝𝑖 − 𝑝𝑐 − 𝑅(𝑞𝑖 − 𝑞𝑐)
2

定义相对质心的偏移 𝑝𝑖
′ = 𝑝 − 𝑝𝑐 , 𝑞𝑖

′ = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑐，则R的优化问题为

R = argmin෍

𝑖

𝑝𝑖
′ − R𝑞𝑖

′ 2
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形状匹配 (Shape Matching)

෍

𝑖

𝑝𝑖
′ − R𝑞𝑖

′ 2 =෍

𝑖

𝑝𝑖
′T𝑝𝑖

′ − 𝑝𝑖
′TR𝑞𝑖

′ − R𝑞𝑖
′ T𝑝𝑖

′ + 𝑞𝑖
′TRTR𝑞𝑖

′

min෍

𝑖

𝑝𝑖
′ − R𝑞𝑖

′ 2 = max෍

𝑖

𝑝𝑖
′TR𝑞𝑖

′

෍

𝑖

𝑝𝑖
′TR𝑞𝑖

′ = Tr ෍

𝑖

𝑝𝑖
′TR𝑞𝑖

′ = 𝑇𝑟 R෍

𝑖

𝑞𝑖
′𝑝𝑖

′T

max
R

Tr RH ,H =෍

𝑖

𝑞𝑖
′𝑝𝑖

′T

24

与R无关 RTR = I

=



形状匹配 (Shape Matching)
定理：对于对称正定矩阵 M 和正交矩阵 B，一定有

Tr M ≥ Tr(BM)

证明：

对于对称正定矩阵 M 进行特征值分解 QΛQT

存在对称正定矩阵 S = QΛ1/2QT, S2 = STS = SST = M

于是有 Tr BM = Tr BS2 = Tr SBS = Tr STBS

直接计算对角项 STS
𝑖𝑖
= 𝑠𝑖

T𝑠𝑖 , STBS
𝑖𝑖
= 𝑠𝑖

T𝐵𝑠𝑖 (𝑠𝑖是S的第𝑖列)

于是有迹的关系 Tr M = Tr STS = σ𝑖 𝑠𝑖
T𝑠𝑖 , Tr S

TBS = σ𝑖 𝑠𝑖
TB𝑠𝑖

从而得到

Tr BM =෍

𝑖

𝑠𝑖
TB𝑠𝑖 ≤෍

𝑖

𝑠𝑖
T𝑠𝑖 = Tr(M)

25正交矩阵不改变𝑝𝑖的长度



形状匹配 (Shape Matching)

如果R∗可以使得 R∗H 为对称正定的矩阵，那么一定有

Tr RH = Tr RR∗
T R∗H ≤ Tr(R∗H)

RH 何时对称正定？

H =෍

𝑖

𝑞𝑖
′𝑝𝑖

′T = UΣVT

R = VUT

RH = VΣVT

26

对称矩阵 M正交矩阵 B

如果det VUT = −1?

R = V
1

1
det(VUT)

UT

https://igl.ethz.ch/projects/ARAP
/svd_rot.pdf

https://igl.ethz.ch/projects/ARAP/svd_rot.pdf
https://igl.ethz.ch/projects/ARAP/svd_rot.pdf


形状匹配 (Shape Matching)

• 计算相对质心的偏移 𝑞𝑖
′ = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑐 , 𝑝𝑖

′ = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑐

• 构造 H = σ𝑖 𝑞𝑖
′𝑝𝑖

′T，进行SVD分解 H = UΣVT

• 得到最优旋转 R = VUT

• 得到相对平移 𝑡 = 𝑝𝑐 − R𝑞𝑐
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示例2：图像压缩

• 分辨率为𝑚 × 𝑛的图像可以看成一个大型的稠密矩阵 A ∈ ℝ𝑚×𝑛

A

𝑢𝑖

𝑣𝑖
T𝜎𝑖

= + + ⋯

U VTΣA =

秩为1的矩阵
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奇异值分布

512 × 512
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图像压缩

特征值个数  1
    压缩率      0.19%

4
0.78%

16
3.15%

64
12.5%
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LORA

Low-Rank Adaptation of Large Language Models
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SVD求导

SVD是可微运算

A = UΣVT = RS，
𝜕Σ

𝜕A
=?，

𝜕R

𝜕A
=?

梯度反向传播，已知𝛿A，𝛿Σ =?，𝛿R =?

SVD

弹性体模拟 神经网络优化
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SVD求导 (奇异值)

F = UΣVT

𝛿F = 𝛿UΣVT + U𝛿ΣVT + UΣ𝛿VT

𝛿Σ = UT𝛿FV − UT𝛿UΣ − Σ VT𝛿V
T

UT𝛿U和VT𝛿V是反对称矩阵:

UTU = I, 𝛿UTU + UT𝛿U = 0, UT𝛿U = − UT𝛿U
T

反对称矩阵的对角线为0:

Diag UT𝛿UΣ = 0, Diag Σ VT𝛿V
T

= 0

𝛿Σ = Diag UT𝛿FV
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SVD效率

一般来说，SVD是比较耗时的算法，好在现有的实现比较齐全
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主成分分析 (Principal Component Analysis)

Eigenfaces
35



降维表达

ℝ2 ℝ1
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零阶近似：只有一个点

数据集：𝑥0, ⋯ , 𝑥𝑘−1 ∈ ℝ𝑛

𝑚 = argmin
𝑥

෍

𝑖=0

𝑘−1

𝑥𝑖 − 𝑥 2

𝑚 =
1

𝑛
෍

𝑖=0

𝑘−1

𝑥𝑖

𝑚
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一阶近似：主方向
• 任意方向 𝑣 ∈ ℝ𝑛, 𝑣 = 1 定义了一条直线: 𝑥 = 𝑚 + 𝑡𝑣

• 将数据点投影到直线上: 𝑥𝑖
′ = 𝑥𝑖 −𝑚 ⋅ 𝑣

• 数据点在垂直方向的距离: 𝑑𝑖
2 = 𝑥𝑖 −𝑚 2 − 𝑥𝑖′

2

argmin
𝑣

෍

𝑖

𝑑𝑖
2 = argmax

𝑣
෍

𝑖

𝑥𝑖′
2

= argmax
𝑣

𝑣T ෍

𝑖

𝑥𝑖 −𝑚 𝑥𝑖 −𝑚 T 𝑣

方差矩阵 S
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一阶近似：主方向

𝑝 = argmax
𝑣

𝑣TS𝑣 , S =෍

𝑖

𝑥𝑖 −𝑚 𝑥𝑖 −𝑚 T

S ∈ ℝ𝑛×𝑛 是半正定矩阵，可以实数对角化，并且特征值非负

𝜆0 ≥ 𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 0

𝑣TS𝑣 = 𝑣TQΛQT𝑣 = QT𝑣
T
Λ(QT𝑣)

当𝑣 = 𝑞0时，Q𝑇𝑣 = 1, 0,⋯ , 0 𝑇， 𝑣TS𝑣取到最大值𝜆0
39



继续下去

• 投影完之后剩下的分量：𝑥𝑖
′′ = 𝑥𝑖 −𝑚 − 𝑥𝑖 −𝑚 ⋅ 𝑝 𝑝

• 继续寻找主分量：

argmax
𝑣

𝑣T ෍

𝑖

𝑥𝑖
′′𝑥𝑖

′′T 𝑣 = argmax
𝑣

𝑣T S − 𝜆0𝑝𝑝
T 𝑣

S = QΛQT = 𝜆0𝑞0𝑞0
T + 𝜆1𝑞1𝑞1

T +⋯ 可以尝试自己推导出来
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PCA

由 𝑥0, ⋯ 𝑥𝑘−1 ∈ ℝ𝑛 这 𝑘 个 𝑛 维数据点组成的数据集，前 𝑚个主成
分为方差矩阵 S的前 𝑚个特征向量 𝑞0, ⋯ , 𝑞𝑚−1，其中

S =෍

𝑖

𝑥𝑖 −𝑚 𝑥𝑖 −𝑚 T , 𝑚 =
1

𝑛
෍

𝑖=0

𝑘−1

𝑥𝑖

这些向量相互正交，张成了 𝑚 维的子空间。将数据投影到这个子
空间，就构成了数据集的低维表达
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应用：点云法向

From “A Sampler of Useful Computational Tools for Applied Geometry, Computer Graphics, and Image Processing”

只有无符号方向，确定方向需要别的算法

42



应用：Eigenfaces

Maryna Longnickel

400张112x92图片

40张Eigenfaces (PCA主分量)

400个40维权重
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https://medium.com/@MarynaL?source=post_page-----3675c94a7d--------------------------------


应用：模型降阶 (Model Reduction)

本征正交分解 (Proper orthogonal decomposition)
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PCA的局限性：非线性
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解决方法

Kernel PCA Neural Network
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