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傅里叶变换
Fourier Transform
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傅里叶展开 (Fourier Expansion)
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频率增高，振幅变小
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傅里叶展开 (Fourier Expansion)

频谱：振幅作为频率的函数

frequency spectrum

4

原函数

傅里叶展开 频率增高
振幅变小



傅里叶展开 (Fourier Expansion)

𝑓 𝑡 =
𝑎0
2
+෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜔𝑡)

𝑎𝑛 =
2

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡 , 𝑏𝑛 =
2

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡
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周期为𝑇的函数𝑓(𝑡)，可以展开为
cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡 , cos 2𝜔𝑡 , sin 2𝜔𝑡 …这样一

系列三角函数的线性组合，其中𝜔 =
2𝜋

𝑇



傅里叶展开的指数形式

𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡 , 𝑐𝑛 =

1

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡
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𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 ⇒

cos 𝜃 =
1

2
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

sin 𝜃 =
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃)

𝑓 𝑡 =
𝑎0
2
+෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜔𝑡)

𝑎𝑛 =
2

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡 , 𝑏𝑛 =
2

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔𝑡 𝑑𝑡

复数，实部对应余弦，虚部对应正弦



非周期函数

• 一般的函数𝑓(𝑡)可以视为周期为∞的周期函数

• 此时𝜔 =
2𝜋

𝑇
为无穷小，求和可以化为积分
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𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡 , 𝑐𝑛 =

1

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡

lim
Δ𝑥→0

෍

𝑛

𝑓(𝑛Δ𝑥) = ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥



傅里叶变换 (Fourier Transform)

𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 , 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
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𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜔𝑡 , 𝑐𝑛 =

1

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝑛𝜔𝑡𝑑𝑡



傅里叶变换 (Fourier Transform)
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𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 , 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

𝑓 𝑡 𝐹 𝜔

ℱ(𝑓)

ℱ−1(𝐹)



理解傅里叶变换

• 傅里叶变换为我们提供了另外一个视角理解函数（信号），称为
频域 (Frequency Domain)

• 用线性代数来理解，我们其实是使用了另外一组基{𝒆𝑖}来表达向
量𝒙，只不过现在“向量”都是函数

•  {𝑒𝑖𝜔𝑡|𝜔 ∈ ℝ}构成了一组基（有无穷多个向量），𝐹(𝜔)就是对应
每个基的组合系数

• 𝑓(𝑡)原来的基是什么？
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𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 𝒙 =෍

𝑖

𝑎𝑖 𝒆𝑖



Delta函数

𝛿 𝑡 = ቊ
∞, 𝑡 = 0
0, 𝑡 ≠ 0

, න
−∞

∞

𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1

𝛿(𝑡 − 𝑎)是在𝑎处的一个“尖”，满足积分结果为1
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Delta函数积分恒等式

න
−∞

∞

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎

𝑎 ≠ 𝑡时𝑓 𝑎 𝛿 𝑡 − 𝑎 = 0，因此只需要考虑𝑡的邻域(𝑡 − 𝜀, 𝑡 + 𝜀)内
的积分，此时

න
−∞

∞

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎 = lim
𝜀→0

න
𝑡−𝜀

𝑡+𝜀

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎

= 𝑓 𝑡 lim
𝜀→0

න
𝑡−𝜀

𝑡+𝜀

𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎 = 𝑓(𝑡)
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න
−∞

∞

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎 = 𝑓(𝑡)



Delta函数作为基函数的线性展开

• 在线性代数的视角下，{𝛿 𝑡 − 𝑎 |𝑎 ∈ ℝ}是一组基，每一个基向量
𝛿 𝑡 − 𝑎 是一个作为𝑡的函数，𝑓(𝑎)是对应基向量𝛿(𝑡 − 𝑎)的系数

• 这里注意的是，系数𝑓(𝑎)其实就是函数𝑓(𝑡)本身

• 类比于三维空间，一个向量𝒗可以表示为三维坐标(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧)，默
认情况下我们可以直接用(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧)指代向量𝒗本身，而没有强调
这是在三维笛卡尔坐标系下的分解

• 对应到函数的线性空间，当我们把函数写为𝑓(𝑡)的时候，其实也
是默认了在以{𝛿 𝑡 − 𝑎 |𝑎 ∈ ℝ}为基底进行分量展开，直接给出展
开的系数
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𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎 𝒙 =෍

𝑖

𝑎𝑖 𝒆𝑖



时域与频域的关系

时域
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𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓(𝑎)𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑑𝑎 𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

Delta函数：𝛿 𝑡 − 𝑎 三角函数：𝑒𝑖𝜔𝑡

频域

傅里叶变换



离散傅里叶变换

𝑥 𝑝 =
1

𝑁
෍

𝑘

𝑋 𝑘 𝑒𝑖
2𝜋
𝑁 𝑘𝑝 , 𝑋 𝑘 =෍

𝑝

𝑥 𝑝 𝑒−𝑖
2𝜋
𝑁 𝑘𝑝
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𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 , 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡



Fast Fourier Transform (FFT)

利用分治实现离散傅里叶变换的快速算法
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应用：图形去噪/压缩
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在𝑥, 𝑦两个方向进行傅里叶变换

(𝜔𝑥 , 𝜔𝑦)



低通滤波
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边缘提取
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卷积
Convolution
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卷积 (Convolution)

21From GAMES101



卷积的定义

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = න𝑓 𝜏 𝑔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

22
𝑔(𝑡 − 𝜏)作为𝜏的函数是𝑔(𝜏)以𝑡/2为中点的镜像



卷积与傅里叶变换

卷积定理：

函数卷积的傅里叶变换是函数傅里叶变换的乘积。即一个域中的卷
积对应于另一个域中的乘积，例如时域中的卷积对应于频域中的乘
积。

ℱ 𝑓 ∗ 𝑔 = ℱ 𝑓 ⋅ ℱ(𝑔)
ℱ 𝑓 ⋅ 𝑔 = ℱ 𝑓 ∗ ℱ(𝑔)
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卷积核的傅里叶变换
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傅里叶变换



傅里叶变换视角下的卷积

卷积
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相乘



采样 (Sampling)

• 采样可以看成一个乘法过程：𝑓 𝑡 𝐶𝑇(𝑡)

• 梳状函数 (Dirac Comb)：

𝐶𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)
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梳状函数的傅里叶变换

• 梳状函数是周期函数，可以求傅里叶级数

𝑐𝑛 =
1

𝑇
න
−𝑇/2

𝑇/2

C𝑇 𝑡 𝑒−𝑖
2𝑛𝜋
𝑇

𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑇

此处利用性质C 𝑡 在[−
𝑇

2
,
𝑇

2
)内只在零点处有值，于是有

𝐶𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞
1

𝑇
𝑒𝑖
2𝑛𝜋
𝑇 𝑡

也就是说𝐶𝑇 𝑡 只有离散的频率分量，都是2𝜋/𝑇的整数倍
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梳状函数的傅里叶变换

对于周期性的求和，我们可以用梳状函数改写

෍

𝑛=−∞

∞
1

𝑇
𝑒𝑖
2𝜋
𝑇 𝑛𝑡 =

1

𝑇
න
−∞

∞

𝐶2𝜋
𝑇
(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

注意这里导出的梳状函数周期是
2𝜋

𝑇

对比傅里叶变换的形式，我们就得到了周期为𝑇的梳状函数的傅里
叶变换是周期为2𝜋/𝑇的梳状函数

ℱ 𝐶𝑇 𝑡 =
1

𝑇
𝐶2𝜋
𝑇
(𝜔)
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傅里叶变换下的采样

• 时域的采样乘法对应频域的卷积

• 𝐹(𝜔)卷积上一个Delta函数

𝐹 𝜔 ∗ 𝛿 𝜔 − 𝜔′ = න𝐹 𝑎 𝛿 𝜔 − 𝜔′ − 𝑎 𝑑𝑎 = 𝐹(𝜔 − 𝜔′)

得到的𝐹(𝜔 − 𝜔′)是将𝐹(𝜔)平移到𝜔′的结果

• 𝐹(𝜔)卷积梳状函数𝐶2𝜋

𝑇

(𝜔)：将𝐹(𝜔)每隔
2𝜋

𝑇
平移复制一份再叠加
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采样频率



傅里叶变换下的采样
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走样 (Aliasing)
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球谐函数
Spherical Harmonics
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球坐标 (Spherical Coordinate)

𝜑 ∈ 0, 2𝜋 , 𝜃 ∈ [0, 𝜋]
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在渲染中

环境球

Environment Map
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反射分布函数

BRDF

𝑓(𝜃, 𝜑)



球谐函数 (Spherical Harmonics)

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 − 𝑚 !

𝑙 + 𝑚 !
𝑃𝑙
𝑚 cos 𝜃 𝑒𝑖𝑚𝜑
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常数 cos 𝜃的伴随勒让德多项式 𝜑的三角函数

𝑙增大

𝑚增大

令 𝜃, 𝜑 方向射出的长度
为𝑌𝑙

𝑚 𝜃, 𝜑 所作的可视化



球谐函数 (Spherical Harmonics)

球谐函数是一组球面上的函数𝑌(𝜃, 𝜑)，可以看成是在球面上做傅
里叶展开的基底，也就是三角函数𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡在球面上的对应
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“频率”增大

不同的“相位”，正弦，余弦…



球谐函数展开

𝑓 𝜃, 𝜑 =෍

𝑙=0

𝑛

෍

𝑚=−𝑙

𝑙

𝐶𝑙
𝑚𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑)

𝐶𝑙
𝑚 = න

0

2𝜋

න
0

𝜋

𝑓 𝜃, 𝜑 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑
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环境球压缩

只保留低阶球谐展开中的权重𝐶𝑙
𝑚
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与傅里叶展开的联系

• 拉普拉斯算子

∇2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2

• 一维傅里叶展开的基函数 𝑒𝑖𝜔𝑥 是一维拉普拉斯算子的特征向量
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑒𝑖𝜔𝑥 = −𝜔2𝑒𝑖𝜔𝑥

• 球谐函数是球坐标下的拉普拉斯算子的特征向量

∇2𝑓 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝑓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
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总结

• 傅里叶变换是从时域基底换到频域基底的线性变换

• 时域上的相乘等价于频域上的卷积，反之频域上的相乘等价于时
域上的卷积

• 时域上的采样等价于频域上的周期重复

• 球谐函数是傅里叶展开在球坐标下的基底
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