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深度学习中的数学
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领域快速发展
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概率论
线性代数
优化基础
…
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Transformer
NeRF
Diffusion Model
…

理解关键推导思路就好
红色部分



借助拟合理解深度学习
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假定数据分布满足某种规律
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝜃𝜃 𝑥𝑥

𝑒𝑒.𝑔𝑔. 𝑦𝑦 = 𝜃𝜃1𝑥𝑥 + 𝜃𝜃2

寻找最佳的参数最小化误差

𝜃𝜃∗ = argmin
𝜃𝜃

�
𝑖𝑖

Dist(𝑓𝑓𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)



深度学习
• 由于今天我们不涉及神经网络架构的具体细节（CNN，

Transformer等），可以简单认为神经网络就是一个充满待定参数
𝜃𝜃的函数𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥)

• 深度学习就是针对某个损失函数𝐿𝐿，优化参数𝜃𝜃
𝜃𝜃 = arg min 𝐿𝐿(𝑓𝑓𝜃𝜃(𝑥𝑥))

• 对应的优化算法一般是随机梯度下降算法，因此我们必须要能够
得到目标关于𝜃𝜃的梯度

𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜃𝜃

• 我们今天主要通过案例分析，介绍如何利用概率论为生成问题设
计对应的损失函数𝐿𝐿
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生成模型 (Generative Model)
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Dalle3 Sora
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生成模型的概率建模
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𝑝𝑝 𝑥𝑥 ← 𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥)

https://medium.com/@jordi299/about-generative-and-discriminative-models-d8958b67ad32

图片像素𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛的概率 网络权重

只要网络能近似数据集的分布，我们就能通过随机采样进行生成



问题

• 如何度量𝑝𝑝 𝑥𝑥 与𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥)的相似程度
• 我们并不知道𝑝𝑝 𝑥𝑥 的形式，只有数据集的采样{𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛}

• 如何用网络表示𝜋𝜋𝜃𝜃 𝑥𝑥
• 𝑥𝑥的维度非常高，不可能直接表示
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𝑝𝑝 𝑥𝑥 ← 𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥)

图片像素𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛的概率 网络权重



度量：KL散度 (Kullback–Leibler Divergence)

𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑝𝑝||𝑞𝑞) = �𝑝𝑝 𝑥𝑥 log
𝑝𝑝 𝑥𝑥
𝑞𝑞 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(log𝑝𝑝 − log 𝑞𝑞)

• 当𝑝𝑝 = 𝑞𝑞时𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑝𝑝| 𝑞𝑞 = 0，𝑝𝑝 ≠ 𝑞𝑞时𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑝𝑝| 𝑞𝑞 > 0
• KL散度不是对称的，𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑝𝑝| 𝑞𝑞 ≠ 𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑞𝑞||𝑝𝑝)
• KL散度在𝑝𝑝(𝑥𝑥)的分布上检查𝑝𝑝与𝑞𝑞的差距，集中在𝑝𝑝(𝑥𝑥)不为0的地
方
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最大似然估计

𝐾𝐾𝐿𝐿(𝑝𝑝||𝑞𝑞) = �𝑝𝑝 𝑥𝑥 log
𝑝𝑝 𝑥𝑥
𝑞𝑞 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(log𝑝𝑝 − log 𝑞𝑞)

• 假设𝑝𝑝是已知分布，最小化KL散度，等价于最大化𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(log 𝑞𝑞)
• 使用采样{𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛}近似𝑝𝑝，得到

𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝 log 𝑞𝑞 ≈
1
𝑛𝑛�

𝑖𝑖

log 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
1
𝑛𝑛

log �
𝑖𝑖

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑖𝑖

• 等价于最大化 ∏𝑖𝑖 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑖𝑖 ：所有采样点的总概率，也即最大似然估
计
最小化观测与模型的KL散度⟺最大化观测点上模型的概率
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变分自编码器 (Variational Autoencoder, VAE)

如何构造𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥)？
• 借助隐变量𝑧𝑧~𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)，dim 𝑧𝑧 ≪ dim(𝑥𝑥)
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𝒩𝒩 𝜇𝜇,σ2I =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑛𝑛 exp(−

1
2𝜎𝜎2

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 2)



回顾条件概率与边缘分布
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = 𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 𝑝𝑝 𝑧𝑧 𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥)

𝑝𝑝 𝑥𝑥 = �𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧, 𝑝𝑝 𝑧𝑧 = �𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑥𝑥
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变分自编码器
• 𝑝𝑝(𝑥𝑥)是已知数据集分布
• 𝑝𝑝(𝑧𝑧)是给定分布， 𝑧𝑧~𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)
• 𝑝𝑝(𝑥𝑥|𝑧𝑧)描述给定𝑧𝑧，如何得到𝑥𝑥，对应解码器 Decoder
• 𝑝𝑝(𝑧𝑧|𝑥𝑥)描述给定𝑥𝑥，如何得到𝑧𝑧，对应编码器 Encoder
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变分自编码器
• 用网络表示的𝑥𝑥的分布对应什么？

𝜋𝜋𝜃𝜃 𝑥𝑥 = �𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥 𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑝𝑝(𝑧𝑧)𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥 𝑧𝑧

• 如果我们直接优化𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑝𝑝(𝑥𝑥)||𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥))，也就是对于每个采样点𝑥𝑥𝑖𝑖，
我们最大化𝜋𝜋𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑖𝑖)，这需要对𝑧𝑧在𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)中采样

• 采多少合适？由于𝑧𝑧相当于压缩之后的数据集分布，因此可以想
象我们需要采非常多的点

• 我们希望𝑧𝑧与𝑥𝑥之间还是有相对有序的对应关系：相似的𝑧𝑧应该生
成相似的𝑥𝑥，而不是完全随机的映射

• 于是，我们需要借助编码器来规范𝑧𝑧的行为
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变分自编码器
• 我们构造两个用神经网络表示的条件概率𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥 𝑧𝑧 , 𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥)
• 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥 𝑧𝑧 = 𝒩𝒩(𝐷𝐷𝜃𝜃(𝑧𝑧), I)， 𝐷𝐷𝜃𝜃(𝑧𝑧)是解码器，输出𝑥𝑥的均值
• 𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧 𝑥𝑥 = 𝒩𝒩(𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥 ,𝜎𝜎𝜙𝜙2(𝑥𝑥)I)， 𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥 和𝜎𝜎𝜙𝜙(𝑥𝑥)是编码器，输出𝑧𝑧的
均值和方差
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变分自编码器
• 我们有两种方式表达𝑥𝑥和𝑧𝑧的联合分布：

𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥 𝑧𝑧 𝑝𝑝(𝑧𝑧)
𝑞𝑞 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = 𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧 𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥)

• 我们可以转而优化𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)||𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧))
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损失函数

𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = �𝑞𝑞 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥, 𝑧𝑧
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧

= �𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥) log
𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧

= 𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥 log𝑝𝑝(𝑥𝑥) + 𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)

• 第一项是由𝑝𝑝(𝑥𝑥)定义的常数，与𝑧𝑧无关
• 第二项中𝔼𝔼𝑥𝑥∼𝑝𝑝(𝑥𝑥)可以替换为数据集的采样，换句话说，对数据集中的
每个点𝑥𝑥𝑖𝑖，我们定义其损失函数为

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑧𝑧)
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证据下界 (Evidence Lower Bound)

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑧𝑧)

log𝑝𝑝 𝑥𝑥 = log�𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧 = log�𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑧𝑧
𝑞𝑞(𝑧𝑧)
𝑞𝑞 𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑧𝑧

= log𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞(𝑧𝑧)
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)
𝑞𝑞(𝑧𝑧)

≥ 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞 𝑧𝑧 log
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)
𝑞𝑞(𝑧𝑧)

ELBO = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞 𝑧𝑧 log
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)
𝑞𝑞(𝑧𝑧)

最小化𝐿𝐿，就是在最大化ELBO，也就是最大化log𝑝𝑝(𝑥𝑥)的下界，对应最
大似然估计
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损失函数

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑧𝑧)

= 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 𝑝𝑝(𝑧𝑧)

= 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 − log 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 + log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑝𝑝(𝑧𝑧)

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 − log 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖) ∥ 𝑝𝑝 𝑧𝑧 )
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损失函数
𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 − log𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖) ∥ 𝑝𝑝 𝑧𝑧 )

• 我们定义了𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥 𝑧𝑧 = 𝒩𝒩(𝐷𝐷𝜃𝜃(𝑧𝑧), I)，因此− log𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 = 1
2
‖

‖
𝑥𝑥𝑖𝑖 −

𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧 2 + 𝐶𝐶，所以第一项可以理解为生成结果𝐷𝐷𝜃𝜃(𝑧𝑧)与数据集中的𝑥𝑥𝑖𝑖
的L2距离

• 𝑧𝑧需要在𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)中采样来求期望，但是由于𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧 𝑥𝑥 =
𝒩𝒩(𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥 ,𝜎𝜎𝜙𝜙2(𝑥𝑥)I)是由编码器定义的映射关系，我们可以认为𝜎𝜎𝜙𝜙(𝑥𝑥)比
较小，也即𝑥𝑥只会对应到一小片区域的𝑧𝑧，所以一般采一个样就可以

• 因此第一项对应为
𝐿𝐿1 =

1
2

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧𝑖𝑖 2, 𝑧𝑧𝑖𝑖 ∼ 𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)
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重参数化 (Reparameterization)

𝐿𝐿1 =
1
2

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧𝑖𝑖 2, 𝑧𝑧𝑖𝑖 ∼ 𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)

• 注意最终我们需要通过随机梯度下降优化𝐿𝐿1，但是𝑧𝑧𝑖𝑖的采样过程
是不可导的，也就是我们不知道𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜙𝜙

• 但是𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝒩𝒩(𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝜙𝜙2(𝑥𝑥𝑖𝑖)I)是正态分布，我们可以对采样
进行重参数化

𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩(0, I)
• 其中𝜀𝜀𝑖𝑖是从标准正态中的采样，与网络参数无关，现在𝑧𝑧𝑖𝑖与
𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 和𝜎𝜎𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 有算术关系，这样我们就能正确反传梯度了
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损失函数
𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 − log 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖) ∥ 𝑝𝑝 𝑧𝑧 )

• 第二项最小化𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)与𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)之间的差异，也就是我们
希望𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)尽可能接近标准正态

• 如果没有这一项，那么编码器完全可以对于固定的𝑥𝑥𝑖𝑖输出固定的
𝑧𝑧𝑖𝑖来最小化数据集上的损失函数，这样模型就没有了泛化能力
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正态分布的KL散度
定理：对于两个正态分布P1 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇1,𝜎𝜎12I)和P2 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇2,𝜎𝜎22I)，其KL
散度为

𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑃𝑃1||𝑃𝑃2) = log
𝜎𝜎2
𝜎𝜎1

+
𝜎𝜎12

2𝜎𝜎22
+

𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 2

2𝜎𝜎22
−

1
2
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损失函数
𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖 − log 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖) ∥ 𝑝𝑝 𝑧𝑧 )

• 第二项最小化𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)与𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)之间的差异，也就是我们
希望𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥𝑖𝑖)尽可能接近标准正态

• 如果没有这一项，那么编码器完全可以对于固定的𝑥𝑥𝑖𝑖输出固定的
𝑧𝑧𝑖𝑖来最小化数据集上的损失函数，这样模型就没有了泛化能力

• 由于𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝒩𝒩(𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝜙𝜙2(𝑥𝑥𝑖𝑖)I)也是正态分布，我们可以直接
显式计算二者的KL散度，得到得到损失函数的第二项，其中𝑑𝑑是
𝑧𝑧的维度

𝐿𝐿2 =
1
2

( 𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 + 𝑑𝑑𝜎𝜎𝜙𝜙2 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 2𝑑𝑑 log𝜎𝜎𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑖𝑖))
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训练与生成

𝐿𝐿 =
1
2

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧𝑖𝑖 2 +
1
2

𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 + 𝑑𝑑𝜎𝜎𝜙𝜙2 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 2𝑑𝑑 log𝜎𝜎𝜙𝜙 𝑥𝑥

𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩(0, I)
• 训练时，对于每个数据集中的𝑥𝑥𝑖𝑖，经过编码器得到𝐸𝐸𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 和
𝜎𝜎𝜙𝜙 𝑥𝑥𝑖𝑖 ，采样得到𝑧𝑧𝑖𝑖，经过解码器得到𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧𝑖𝑖 ，计算上面的损失函
数并反传优化网络参数

• 生成时，在𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)中随机采样得到𝑧𝑧，经过解码器得到𝐷𝐷𝜃𝜃 𝑧𝑧 作为
网络生成结果

26



生成结果

27
https://github.com/wojciechmo/vae

“糊”



扩散模型 (Diffusion Model)

28

“不糊”



从VAE理解扩散模型
• 在VAE中，我们构建了数据集分布𝑝𝑝(𝑥𝑥)与隐空间分布𝑝𝑝(𝑧𝑧)之间的
双向映射关系

• 扩散模型定义了一系列的隐变量，𝑥𝑥0,⋯ , 𝑥𝑥𝑇𝑇，𝑥𝑥0对应数据集，
𝑥𝑥𝑇𝑇 = 𝑧𝑧对应标准正态分布

• 通过多步过程，扩散模型的表达能力比VAE更强，生成的结果质
量更高
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开始推导之前
• 所有的𝑞𝑞都表示已知的概率，不包含任何需要学习的参数，要么
有定义，要么可以使用条件概率公式推导出来具体形式（在下面
的推导中都是已知高斯分布）

• 所有𝑝𝑝𝜃𝜃表示的概率都是神经网络表示的概率（在下面的推导中都
是由神经网络输出均值和方差的高斯分布）
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前向过程：马尔可夫链
• 从一张图片出发，不断增加高斯噪声，直到完全变成纯噪声
• 马尔可夫链：第𝑡𝑡步的结果𝑥𝑥𝑡𝑡只与𝑥𝑥𝑡𝑡−1有关，与𝑥𝑥0,⋯ , 𝑥𝑥𝑡𝑡−2无关

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩( 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝛽𝛽𝑡𝑡I)
• 𝛽𝛽𝑡𝑡是每步给定的常数，一般𝛽𝛽𝑡𝑡 ≪ 1
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前向过程：马尔可夫链

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩( 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝛽𝛽𝑡𝑡I)
• 使用重参数化技巧，并令𝛼𝛼𝑡𝑡 = 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡，可以改写为

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1, 𝜀𝜀𝑡𝑡−1 ∼ 𝒩𝒩(0, I)
• 我们可以继续展开𝑥𝑥𝑡𝑡−1

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1
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高斯分布相加
定理：如果𝑥𝑥1~𝒩𝒩 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12𝐼𝐼 , 𝑥𝑥2~𝒩𝒩 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22𝐼𝐼 是两个相互独立的高斯
随机变量，那么随机变量𝑦𝑦 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2也满足高斯分布，并且均值为
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2，方差为 𝜎𝜎12 + 𝜎𝜎22

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ∼ 𝒩𝒩 𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2, (𝜎𝜎12 + 𝜎𝜎22)𝐼𝐼

33



前向过程：马尔可夫链

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩( 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝛽𝛽𝑡𝑡I)
• 使用重参数化技巧，并令𝛼𝛼𝑡𝑡 = 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡，可以改写为

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1, 𝜀𝜀𝑡𝑡−1 ∼ 𝒩𝒩(0, I)
• 我们可以继续展开𝑥𝑥𝑡𝑡−1

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1
• 注意𝜀𝜀𝑡𝑡−2和𝜀𝜀𝑡𝑡−1是相互独立的高斯随机变量，因此可以写为

𝛼𝛼𝑡𝑡(1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡−1)𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1 = 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ̅𝜀𝜀𝑡𝑡−2
̅𝜀𝜀𝑡𝑡−2 ∼ 𝒩𝒩(0, I)

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ̅𝜀𝜀𝑡𝑡−2
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前向过程：马尔可夫链

𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡−1
𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ̅𝜀𝜀𝑡𝑡−2

• 注意到二者形式上的相似性，意味着两步加噪的过程可以看成是
一步加了更大的噪声

• 这个展开过程可以持续下去，得到𝑥𝑥𝑡𝑡（完全噪声）和𝑥𝑥0（真实图
片）之间的关系，其中 �𝛼𝛼𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ⋯𝛼𝛼1

𝑥𝑥𝑡𝑡 = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡, 𝜀𝜀𝑡𝑡~𝒩𝒩(0, I)
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前向过程总结
• 前向过程是一个给定的马尔可夫过程，状态转移定义为

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩( 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝛽𝛽𝑡𝑡I)
• 我们可以直接从𝑥𝑥0一步得到𝑥𝑥𝑡𝑡的采样结果

𝑥𝑥𝑡𝑡 = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡, 𝜀𝜀𝑡𝑡~𝒩𝒩(0, I)
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反向过程
• 反向过程即是从完全噪声𝑥𝑥𝑇𝑇出发，逐步恢复𝑥𝑥0的过程
• 在每一步，我们使用神经网络来拟合反向概率𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡
• 和VAE中一样，我们假设𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡 是正态分布，由网络输出分
布的均值

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡 ,𝜎𝜎𝑡𝑡2I)
• 其中方差𝜎𝜎𝑡𝑡一般提前给定
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损失函数
• 对于VAE，我们优化如下ELBO损失函数，其中𝑧𝑧是隐变量，𝑥𝑥是
从数据集中的采样

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑧𝑧∼𝑞𝑞𝜙𝜙 𝑧𝑧|𝑥𝑥 log
𝑞𝑞𝜙𝜙(𝑧𝑧|𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)

• 对于扩散模型，我们优化相同的目标，只不过现在隐变量包含
𝑥𝑥𝑇𝑇,⋯ , 𝑥𝑥1，而数据集采样对应𝑥𝑥0，因此扩散模型的损失函数可以
定义为

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥1 ⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0
𝑝𝑝(𝑥𝑥0 ⋯𝑥𝑥𝑇𝑇)
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损失函数

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥1 ⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0
𝑝𝑝(𝑥𝑥0 ⋯𝑥𝑥𝑇𝑇)

• 我们可以使用条件概率将上面的概率拆成每步概率的乘积

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥1|𝑥𝑥0 𝑞𝑞 𝑥𝑥2 𝑥𝑥1 ⋯𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑇𝑇−1)

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥0 𝑥𝑥1 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 ⋯𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑇𝑇−1|𝑥𝑥𝑇𝑇)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑇𝑇)
• 分子的每一项𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 对应前向过程的已知正态分布
• 分母的每一项𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑥𝑥𝑡𝑡−1)对应反向过程神经网络拟合的概率，也
是正态分布， 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑇𝑇)是加上所有噪声的结果，可以认为是标准正
态

• 问题在于前面的期望，如何减少采样的次数？
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损失函数

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥1|𝑥𝑥0 𝑞𝑞 𝑥𝑥2 𝑥𝑥1 ⋯𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑇𝑇−1)

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥0 𝑥𝑥1 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 ⋯𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑇𝑇−1|𝑝𝑝𝑇𝑇)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑇𝑇)
• 在VAE中，我们也需要处理损失函数中隐变量𝑧𝑧的期望，我们的
解决方法是引入编码器，找到每个数据集点𝑥𝑥𝑖𝑖对应的𝑧𝑧

• 在扩散模型中，我们解决这个问题的方法是在𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑥𝑥𝑡𝑡−1)中引入
生成结果𝑥𝑥0，并考虑下面形式的条件概率

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1, 𝑥𝑥0 =
𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡,𝒙𝒙𝟎𝟎 𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝒙𝒙𝟎𝟎)

𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝒙𝒙𝟎𝟎)
• 第一个等号利用了马尔可夫过程的无后效性，第二个等号利用了
贝叶斯公式，这样我们就将所有𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 都写成了相对于𝑥𝑥0的
条件概率
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损失函数

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥1|𝑥𝑥0 𝑞𝑞 𝑥𝑥2 𝑥𝑥1 ⋯𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑇𝑇−1)

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥0 𝑥𝑥1 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 ⋯𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑇𝑇−1|𝑝𝑝𝑇𝑇)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑇𝑇)
𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 = 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0

𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑥𝑥0)
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥0)

• 我们将第二个等式带入损失函数，并注意蓝色部分在连乘中可以
相互消除，得到log中的形式为

𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0)
𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1)�

𝑡𝑡=2

𝑇𝑇
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0)
𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)

• 这个结果可以变成最终的求和形式的损失函数
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损失函数

𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥1⋯𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0 log
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0)

𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1)
�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0)
𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)

= 𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥1|𝑥𝑥0) log𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1) + 𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0) log
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑇𝑇|𝑥𝑥0)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑇𝑇)

+ �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑥𝑥0) log
𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0)
𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)

= 𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥1|𝑥𝑥0) log𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1) + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑥𝑥0 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇

+ �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))
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损失函数
𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥1|𝑥𝑥0) log 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1) + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑥𝑥0 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇

+�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))

• 第一项对应从𝑥𝑥0开始的第一步加噪的过程，可以采样一次来估计
• 第二项中，𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑥𝑥0 是在加噪过程中最终𝑥𝑥𝑇𝑇的分布， 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇 就是
标准正态，这一项不包含任何的网络参数𝜃𝜃，因此可以忽略
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损失函数
𝐿𝐿 = 𝔼𝔼𝑞𝑞(𝑥𝑥1|𝑥𝑥0) log 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1) + 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑥𝑥0 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇

+�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))

• 剩下的就是在反向过程中每步的损失函数，可以理解为我们希望
网络概率𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)与𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0)尽可能接近

𝐿𝐿𝑡𝑡 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))
• 由于在前向过程中我们可以由𝑥𝑥0直接得到𝑥𝑥𝑡𝑡，因此实际训练时我
们会将𝐿𝐿中的求和改成对𝑡𝑡的期望，也就是对于每个数据集中的图
片，我们只均匀随机采样一个𝑡𝑡，在𝑥𝑥𝑡𝑡的结果上优化𝐿𝐿𝑡𝑡，而不会经
过整个前向过程
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损失函数
𝐿𝐿𝑡𝑡 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))

• 𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0)是不包含网络参数的概率，理论上我们可以根据前
向过程推出取具体的形式

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0 =
𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡−1, 𝑥𝑥0 𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥0)

𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑥𝑥0)
• 可以发现右手边的每一项都是已知的正态分布，直接代入计算，
我们就可以发现𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0 也是一个正态分布𝒩𝒩( �𝜇𝜇, �𝛽𝛽𝑡𝑡I)

𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0 = 𝒩𝒩( �𝜇𝜇, �𝛽𝛽𝑡𝑡I)

�𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0 =
𝛼𝛼𝑡𝑡(1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡−1)

1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡
𝑥𝑥𝑡𝑡 +

�𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝛽𝛽𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝑥𝑥0, �𝛽𝛽𝑡𝑡 =
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡−1

1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡
𝛽𝛽𝑡𝑡
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损失函数
𝐿𝐿𝑡𝑡 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))

• 我们确定了𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0)是已知的正态分布， 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)是网络
输出的正态分布

𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡 ,𝜎𝜎𝑡𝑡2I)
• 二者的KL散度是有解析表达式的
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正态分布的KL散度
定理：对于两个正态分布P1 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇1,𝜎𝜎12I)和P2 = 𝒩𝒩(𝜇𝜇2,𝜎𝜎22I)，其KL
散度为

𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑃𝑃1||𝑃𝑃2) = log
𝜎𝜎2
𝜎𝜎1

+
𝜎𝜎12

2𝜎𝜎22
+

𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 2

2𝜎𝜎22
−

1
2

• 如果只关注均值，我们会发现KL散度对应着均值的L2距离平方
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损失函数
𝐿𝐿𝑡𝑡 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0) ∥ 𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡))

• 在简化的情形下，我们可以直接取KL散度近似为两个分布均值的
L2差距

𝐿𝐿𝑡𝑡 ≈ 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 �𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0 − 𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡 2

• 而对于其中在𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 的分布下求期望，我们可以利用之前给出
的关系，直接对𝑥𝑥𝑡𝑡进行采样

𝑥𝑥𝑡𝑡 = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡, 𝜀𝜀𝑡𝑡~𝒩𝒩(0, I)
• 到这里，我们就可以计算损失函数并梯度回传了，不过扩散模型
算法的最终形式还进行了一次参数变换
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损失函数
𝐿𝐿𝑡𝑡 ≈ 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 �𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0 − 𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 2

�𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0 =
𝛼𝛼𝑡𝑡(1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡−1)

1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡
𝑥𝑥𝑡𝑡 +

�𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝛽𝛽𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝑥𝑥0

• 我们可以将𝑥𝑥𝑡𝑡 = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡代入𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑥𝑥0 的形式中，消去
𝑥𝑥0，得到

�𝜇𝜇 𝑥𝑥𝑡𝑡 =
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

(𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜀𝜀𝑡𝑡)

• 模仿这个形式，我们可以将网络的输出重新定义为𝜀𝜀𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 ，而不是
𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡)的均值𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 ，二者关系为

𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 =
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

(𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜀𝜀𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡))
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损失函数

𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡 =
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

(𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜀𝜀𝜃𝜃(𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡))

• 进行了这样的变换之后，最终的损失函数形式为
𝐿𝐿𝑡𝑡 = 𝔼𝔼𝑞𝑞 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥0 𝜀𝜀𝑡𝑡 − 𝜀𝜀𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑡𝑡 2

𝑥𝑥𝑡𝑡 = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜀𝜀𝑡𝑡
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参考链接
• A Brief Introduction to Generative Models
• https://blog.rexking6.top/2019/06/09/变分自编码器VAE
• https://lilianweng.github.io/posts/2021-07-11-diffusion-models
• https://speech.ee.ntu.edu.tw/~hylee/ml/2023-spring.php
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