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AVANT PROPOS

Le but de ce cours est de montrer 'efficacité des méthodes probabilistes dans I’étude des arbres
simplement générés (au sens de Meir et Moon), vus en probabilité, comme des arbres de Galton—
Watson conditionnés par la taille.

Dans une premiére partie, on rappelle quelques relations liant des processus discrets aux arbres
grace aux algorithmes de parcours en largeur et profondeur. Dans une seconde partie, on utilise un
argument de conditionnement pour ramener 1’étude de certaines propriétés des arbres a 1’étude de
caractéristiques des marches aléatoires.

On trouvera en complément (Chapitre 3) quelques éléments & propos des processus browniens
évoqués et de la convergence faible de processus.

1 Arbres et Marches : propriétés globales

1.1 Qu’est-ce qu’un arbre?

Une réponse du type : “c’est un graphe connexe acyclique” n’est pas satisfaisante dans le sens
ou clairement elle désigne un arbre étiqueté. On souhaite donc définir les arbres comme étant soit :
e une racine seule (un noeud)

e une suite (finie ou non) ordonnée d’arbres.

On sort de cette définition récursive peu propice aux probabilités en utilisant 1’ordre lexicogra-
phique. Chaque noeud est vu comme un mot; un arbre est vu comme un ensemble de mots; on
procede comme suit :
soit U défini par :

U=0u|JN"

n>1

U est I’ensemble des mots finis (ou vide) que l'on peut écrire avec l’alphabet {1,2,3,...}.

On désigne par uv la concaténation des caracteres de u avec ceux de v; on utilise la convention
fu = u.

Un ensemble de mots F (une partie de U) est un arbre s’il posséde les propriétés suivantes :

e)eE
esiuv € Falorsu € F
e siuk € E avec k > 1 alors u(k — 1) € E.

L’analogie avec les arbres que 1’'on connait est claire : la racine est le noeud étiqueté (; la
longueur d’une suite numérotant un noeud u, notée |u|, est égale & la profondeur du noeud u dans
larbre (on pose || = 0). On note le fils le plus & gauche de u, ul, le second fils u2, etc...
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4 1. Arbres et Marches : propriétés globales

311

11 31 32

0
Représentation de arbre E = {0, 1,2, 3,11,31,32,311}

Les trois propriétés que 1’on impose sont claires : on veut une racine, un chemin liant tout
noeud a la racine, les fils d’un noeud u sont rangés du numéro 1 au dernier (ceci nous assure une
représentation unique de chaque “forme d’arbre”). Le cardinal de E est appelé taille de l’arbre.

Cette formalisation est trés importante car elle permet de définir “proprement” des arbres
quelconques (aussi bien infinis en hauteur qu’en largeur) et les tribus associées qui sont toujours
nécessaires pour faire des probabilités. On souhaite par exemple pouvoir définir des processus a
valeur dans l’espace des arbres (comme par exemple les ABR en temps discret ou les processus
de Bellman-Harris en temps continus). Il est alors nécessaire que tous les arbres soient définis sur
le méme espace; ceci permet également de construire des martingales comme 1’a montré Brigitte
Chauvin 'année derniére dans son cours & Alea, justement.

Dans le cas des arbres finis, bien souvent on passe la définition des arbres sous silence; le fait
d’avoir un nombre fini d’arbres de taille n rend triviaux tous les problemes de mesurabilité (si
chaque arbre a un poids bien défini (ce qui est toujours le cas), toute variable aléatoire définie sur
les arbres est bien définie). Mais, un peu de formalisme ne nuit pas vraiment...

1.2 Codage des arbres finis

Les grands outils probabilistes pour 1’étude des arbres sont les codages obtenus grace & des
algorithmes de parcours... “Ces codages” sont en fait des applications simples de notre systéme de
numérotation lexicographique.

1.2.1 Parcours en largeur

Dans le parcours en largeur, on visite successivement les niveaux de I’arbre, de la racine vers le
sommet, en visitant chaque noeud du plus & gauche au plus & droite. Sur ’arbre ci-dessous, on a
indiqué l'ordre de visite des noeuds.

Figure 1 Ordre de parcours en largeur

Pour revenir & l'ordre lexicographique : dans le parcours en largeur, on parcourt d’abord
puis les mots d’une lettre (par ordre lexicographique), puis les mots de deux lettres (par ordre
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1.3 Représentation des arbres par un chemin 5

lexicographique), etc...

1.2.2 Parcours en profondeur

On visite d’abord la racine. Plagons nous au temps k apres avoir visité k noeuds. Certains de
ces noeuds ont des fils non visités. On prend le plus récemment visité parmi ces noeuds. Au temps
k + 1, on visitera son fils le plus & gauche non encore visité.

Figure 2 Ordre de parcours en profondeur.

L’ordre du parcours en profondeur est le méme que l'ordre lexicographique (classement du
dictionnaire).

1.3 Représentation des arbres par un chemin

Prenons un arbre E de cardinal fini et parcourons-le en profondeur (ou en largeur). On note Y;
le nombre d’enfants du i-eme noeud visité. (Y1= nombre d’enfants de la racine).

Proposition 1 La suite (Y;)i—1,...card(m) détermine completement E.

Autrement dit, & parcours fixé, il existe une injection de ’ensemble
des arbres finis dans 1’ensemble des listes finies de nombres entiers. Je
ne donne pas de preuve de cette proposition qui doit étre suffisamment
claire (si on veut comprendre ce qui suit).

Ainsi, considérons le parcours en profondeur et la liste suivante de 12
nombres (1,2,0,2,1,0,3,1,1,0,0,0) elle correspond & un arbre de taille 12
(voir dessin ci-contre).

L’application qui & un arbre associe la liste finie de nombres décrite plus haut n’est évidemment
pas une surjection. Par exemple, la liste (2,4) n’a clairement pas d’antécédent. Il apparait rapide-
ment qu’une liste de nombres entiers Yi,...,Y, décrit un arbre (il sera alors de taille n) sssi les
(Yi)i=1,...n satisfont & ’ensemble de contraintes suivant :

Yl Z ]-a

Yl ‘|'Y2 Z 2;
©)

Yi+..4+Y, 1 > n-—1,

Yi+..4Y, = n-—1.

La raison est que pour reconstituer I’arbre, on attribue des enfants aux noeuds au fur et & mesure
qu’on les visite. Il faut donc qu’il y ait des noeuds & visiter jusqu’a la fin de la procédure (mais pas
plus).
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6 1. Arbres et Marches : propriétés globales

On peut transformer cet ensemble de conditions de maniére & faire apparaitre enfin une suite
(finie) qui sera “une marche aléatoire” (ou plus exactement une “excursion discréte”) deés que
l’on aura construit un espace de probabilité (ce qui n’est pas encore le cas). Ainsi, considérons
(8)j=o0,....n, la marche définie par :

So=0, etpourl<j<n, S;j=({1-1)+---+(;-1).

Les contraintes (C) sont équivalentes aux suivantes :

SO = Oa

Sl Z 03
()

Snfl > 07

Sn = -1

Remarque : Le passage des Y; (contraints) aux S; (contraints) est bijectif. Ce passage est le point
clé qui permet de passer des arbres aux excursions discretes.

La marche S selon que les variables Y; soient issues du parcours en largeur ou en profondeur
sera nommée “pile du parcours en largeur” (PPL) ou “pile du parcours en profondeur”
(PPP).

1.4 Loi de probabilité sur I’ensemble des arbres
1.4.1 Arbres de Galton—Watson

On pourra se référer aux livres de Harris [19] et Athreya & Ney [4] pour plus de renseignements
sur les processus de Galton—Watson.

Un processus de Galton-Watson est une chaine de Markov (Z,,)p—0,1,2..- sur N telle que Zy =1
et telle que pour k£ > 0, Zj; s’écrit sous la forme :

Zy,

k

Zgy1 = ZYl( )
=1

ou les variables Yl(k) sont des copies indépendantes de Zi, de loi (p;);>0. En général, on donne la
représentation concréte suivante de cette chaine de Markov :
e Au temps T = k, Z; individus sont en vie.
e Au temps T' = k + 1, chacun des Z;, individus disparait laissant j descendants avec probabilité p;
indépendamment des autres individus. La loi (px)k—0,1,... de Z; est donc appelée loi de la progéniture,
ou loi de reproduction. L’arbre généalogique de cette population est appelé arbre de G.W.. Ce sont
des arbres ordonnés, car on distingue les enfants d’'un méme pére (bien qu’ils soient jumeaux dans
un certain sens).

Soit f la fonction génératrice de (pi)r>0 :

f(s) = Epk s* pour |s| < 1.

k>0

Arbres et Marches



1.4 Loi de probabilité sur I'ensemble des arbres 7

La fonction f suffit & décrire entierement I’évolution de la chaine (Z)>¢. Par exemple, on montre
que la fonction génératrice f,, de Z, est f°". On a

EZ) = 1) Ym

E(Z) = fu(1)=foa()f Q)= (F(1)" =m"

Ecartons les cas (po + p1 = 1) ainsi que le cas ou il existe j tel que p; = 1; on appelle temps
d’extinction du processus (Z,)n>0 le premier temps 7' tel que Zy = 0 (selon les définitions ci-
dessus, si Z7 = 0 alors Zyy = 0,Vk > 0).

Si pg > 0, la probabilité q d’extinction, définie par

qg=P(T < +0),

est strictement positive (Z; = 0 avec probabilité py).

La probabilité d’extinction ¢ vaut 1 si m < 1 (si p; # 1) et est la plus petite solution positive de
Péquation f(t) =t sim > 1.

Le comportement du processus (Zj)x>o est donc fortement 1ié & la valeur de m. Le théoréme suivant
I'illustre une fois encore :

Théoréme 1 Notons W,, = Z,m™ "™ et F,, la tribu engendrée par Zy,--- ,Z,. Si 0 < m < +
alors la suite {Wp, F, }n>0 est une martingale.

Puisque W,, est positive , il existe une v.a. W telle que :

lim W, =W p.s..

n—aoo
Dans le cas m < 1, ¢ = 1, il apparait clairement que la v.a. W vaut 0. Dans le cas m > 1, la

croissance moyenne du processus (Zx)i>0 est exponentielle.

On appelle population totale X la variable aléatoire définie par :
X=Zot+Z1+Zo+ .

Au temps 1, on a Z; individu(s). Chacun de ces Z; individus a un nombre total de descendants de
méme loi que X. Ainsi

Z1
X=1+) X
k=1

ou les X sont des copies indépendantes de X. Soit g la fonction génératrice de X ; g est solution
de I’équation fonctionnelle :

g9(z) =z f(g(z)).

Si E(Z1) < 1, on peut en déduire la population moyenne car :

1 1

Tl 1-KEZy)

E(X) =¢'(1-)
Si E(Z1) > 1, la population moyenne est infinie.
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8 1. Arbres et Marches : propriétés globales

1.5 Arbres de Galton—Watson conditionnés par la taille

On a dit plus haut que 1'on pouvait décrire un arbre par une liste de nombres Y;. Dans le cas
des arbres de Galton-Watson, les Y; sont des copies i.i.d. de loi (pg)i>0, la loi de reproduction. Si
les Y; décrivent un arbre de taille n, alors les Y; vérifient les conditions (C); la pile (PPP) (ou
PPL), S, elle, vérifie (C').

En fait, contraindre les Y; & vérifier (C) est équivalent & contraindre la marche S & vérifier
(C"). Ainsi, dans le cas des arbres de GW conditionnés par {X = n}, la marche S associée est
simplement une marche aléatoire (d’incréments des copies de Y; — 1) conditionnée & vérifier (C”).
Les piles PPP et PPL sont appelées des ezcursions discrétes (un peu spéciales car elles terminent
en —1, alors qu’habituellement la définition couramment admise est “terminer en 0”.)

1.5.1 Probabilité qu’un arbre de GW soit de taille n

Construisons une marche S d’incrément Y; — 1 indépendants (on construit donc d’abord une
PPP ou PPL puis l'arbre). La probabilité que I’arbre soit de taille n est égal a la probabilité que
la marche S touche —1 pour la premiére fois au temps n. Si on note 1" ; le temps d’atteinte de —1
pour la marche, on a

P(X =n) =P(T_1 =n).

Le principe de rotation attribué a Otter [30] (par les probabilistes) dit que

P(T_, = k) = %]P’((Yl D) e (Y- 1) = 1)

ou les Y; sont indépendantes dans le membre de droite. Cette identité affirme qu’il y a k fois plus de
marches de longueur k£ qui terminent en —1 que de marches qui en plus restent positives jusqu’au
temps k — 1. Ces derniéres quantités ne sont pas toujours simples & calculer mais, si les variables
Y; — 1 sont centrées et possedent une variance finie o2, en utilisant la version locale du théoréme
de la limite centrale, on trouve que :

n-3/2

P(X =n) ~ 5

Ceci étant valable si pged{ i t.q. P(Y1 —1 =) > 0} = 1. On retrouve donc facilement le fait que la
longueur de la premiére excursion est p.s. finie mais de moyenne infinie.
Eléments de preuve du principe de rotation : Voyons pourquoi

P(Y1—1) 44+ Y—-1)=-1)=kP(Vi—-1)+--+ (¥ —1) =-1)N(C)).

On remarque que le membre de gauche ne dépend pas de 'ordre des variables Y;. On change donc
Pordre de ces variables par rotation : On prend Zf =Y, moa k 01 mod désigne le modulo habituel

a part qu'on prend k mod k = k. Si 'on regarde les marches
J
wi= Y-

=1

on voit que toute ces marches terminent en —1. De plus toutes ces marches sont différentes car
leur premier temps d’atteinte de leur minimum & lieu & des instants différents. L’une d’elles donc,

Arbres et Marches



1.6 Exemples de familles d’arbres 9

uniquement, & son minimum au temps k (et donc est positive jusqu’en k — 1). Les marches W'
forment une classe invariante par rotation dans laquelle une seule marche est une “excursion”. Il
est donc exclu que deux excursions soient dans la méme classe (ou qu'une marche soit dans la classe
de deux excursions différentes). Chaque classe contient donc 1 excursion sur un total de & marches;
la formule d’Otter est une conséquence directe du fait que ces k marches sont équiprobables.

1.5.2 Probabilité d’un arbre conditionné par {X = n}

Considérons une loi de reproduction (p)k>0. Soit (y1,.-.-,yn) une liste satisfaisant a (C), c’est
a dire décrivant un arbre de taille n. Une question naturelle qui se pose est la suivante :
Conditionnellement & {X = n}, quelle est la probabilité d’obtenir ’arbre décrit par les (y;) 7
Remarquons d’abord que sans le conditionnement, la réponse est simple :

P((Y1,.. -, Ya) = (W15--,9n)) = [ [ pu:- (1.1)
=1

Le conditionnement, ne va pas changer fondamentalement les choses, les probabilités obtenues étant
proportionnelles & celles avant conditionnement :

P((Yl, - ,Yn) = (yl, - ,yn))
P(X =n)

[1i_1 Py,

P(X =n)

]P)((Yla---aYn) = (yla---ayn)‘X :n) -

puisque la suite y; décrit un arbre de taille n.

1.6 Exemples de familles d’arbres
1.6.1 Arbres binaires

On appelle arbre binaire de Galton—Watson, un arbre sous une loi de reproduction de type
p2=p,po=1—p (avec 0 < p < 1). Sous cette loi, tout noeud & 0 ou 2 enfants. Conditionnons par
{X =2n+1}.

Une analyse simple montre que s’il y a 2n+ 1 noeuds, n d’entre eux sont internes, n+ 1 sont des
feuilles. Ainsi, sachant {X = 2n + 1}, quelle que soit la forme de I’arbre considéré, sa probabilité
est p6‘+1pg /P(X = 2n + 1). Ainsi, tous les arbres binaires obtenus sont équiprobables et cette
construction est donc équivalente a celle de la combinatoire, dans laquelle on munit I’ensemble des
arbres binaires de taille n de la loi uniforme.

1.6.2 Arbres planaires (ou géométriques)

On considére comme loi de reproduction, la loi géométrique G(p) pour un 0 < p < 1. Autrement
dit, p; = (1 — p)’p (pour tout ¢ entier). On a

P((Yi,...,Yn) = (W1,---,yn)|[ X =n) = =

Alea 2003



10 1. Arbres et Marches : propriétés globales

car chaque noeud sauf la racine est le fils d’un autre noeud. Ainsi, la probabilité ne dépend pas des
(yi)i, donc elle ne dépend pas de la forme de I’arbre : tous les arbres obtenus sont équiprobables.
D’autre part, la loi géométrique attribue une probabilité non nulle & tous les arbres de taille n.
Cette construction est donc équivalente & celle des arbres planaires de la combinatoire (munis de
la loi uniforme).

1.6.3 Arbres de Cayley

Les arbres de Cayley de taille n sont les graphes connexes acycliques (sur un ensemble de n
points). On choisit le noeud 1 pour étre la racine, on obtient alors n"~2 arbres d’aprés Cayley
(1889). 11 s’agit ici d’arbres non ordonnés, mais dont les noeuds sont étiquetés. Ils ne rentrent pas
dans notre modele (il faut augmenter U pour y ajouter un label). Mais on va s’intéresser ici juste
a la “forme” des arbres de Cayley.

Puisqu’il n’y a pas de structure d’ordre entre les fils de chaque noeud, on peut représenter “gra-
phiquement” le méme arbre de plusieurs maniéres. Pour différencier les arbres, on choisit d’ordonner
les étiquettes des fils de chaque noeud. On obtient ainsi une représentation canonique. Sur le dessin
ci-dessus, les deux premiers arbres sont différents, et les arbres 2 et 3 sont les mémes. Le troisiéme
a ses étiquettes ordonnées et est donc le représentant canonique. Suivant cette représentation, un
arbre étiqueté de racine 1, est entiérement défini par la donnée d’un n—uplet d’ensembles dis-
joints (A1, Aa,--- , Ay) ol les A; ont pour union ’ensemble {2,--- ,n}. Pour construire arbre, on
choisit un sens de parcours sur celui-ci et on affecte au i-eme noeud parcouru I’ensemble de fils
d’étiquettes A; que I'on range par ordre croissant. Par exemple, choisissons le parcours en largeur ;
les deux arbres 2 et 3 sont définis par le 6-uplet : ({2,4},{5},{3,6},0,0,0). Tout n-uplet d’en-
sembles (A1, Ag,--- , Ap) ayant les propriétés ci-dessus ne définit pas pour autant un arbre. Il faut
de plus que la suite a; des cardinaux des A; satisfassent les contraintes (C).

La question que ’on se pose est la suivante : si on se donne une liste de nombres (a1, - ,ay,)
(décrivant une forme d’arbre) combien y a-t-il d’arbres de Cayley ayant cette forme ?

On calcule le nombre d’arbres dont les cardinaux de A1, Ao, ... sont a1, as, ... . Pour les étiquettes
A on a Cp' | choix, pour As on a Cp?%, choix... de sorte que le nombre d’arbres correspondant
est :

—a1

o Lo _ o
n—1 n—l—(a1t+-+tap-1)  g1...q,1"
k=2

la probabilité d’apparition d’un tel arbre est donc proportionnelle 4 ce nombre.

Par ailleurs, si on étudie les arbres de G.W. & progéniture poissonnienne P(A), A > 0, la
probabilité (voir (1.2)) qu’un arbre présente une suite (a;);=1,...n (de descendants) est quant & elle
proportionnelle &

efn)\ A"

al!---an!'

Arbres et Marches



1.6 Exemples de familles d’arbres 11

Ainsi, ces deux probabilités sont nécessairement les mémes. Il s’ensuit que la “forme” d’un arbre
de Cayley est distribuée comme celle d’un arbre de GW P()) conditionné & étre de taille n.

1.6.4 Arbres sans croisements

On considére un cercle sur lequel sont choisis 7 points différents numérotés dans ’ordre des
aiguilles d’une montre. Un arbre ayant pour ensemble de sommets les n points choisis est dit
sans croisements si ses arétes ne se croisent pas. Considérons l’ensemble de tous les arbres sans
croisements de racine le point 1. Munissons ’ensemble de ces arbres de la loi uniforme. On peut

Deux arbres sans croisements de taille 12 et leur représentation hors cercle.

maintenant, effacer le cercle, puis, en conservant les relations d’ordre ainsi que les relations pére-
fils représenter les arbres sans-croisements de maniére habituelle (comme sur la figure). Si 'on
considére un arbre planaire quelconque, avec un peu de patience, on voit que I'on peut I’inscrire
dans un cercle 3 la maniére d’un arbre sans croisements. L’exemple de la figure, montre qu’il n’y
a pas de bijection entre les arbres sans croisements et les arbres planaires, plusieurs arbres sans
croisements pouvant correspondre au méme arbre planaire, une fois retiré du cercle.

La question que 'on se pose est la suivante : la forme d’un arbre sans croisements est-elle
celle d'un arbre de Galton-Watson conditionné par {X = n}? Si tel est le cas, quelle est la loi de
reproduction ?

En fait, il existe plusieurs arguments qui montrent que les arbres sans croisements ne sont
pas des arbres de GW. Mais, c’est “presque” le cas, dans le sens ou en fait, il s’agit d’un arbre
de Galton-Watson ou seule la racine a une loi différente des autres noeuds. On décompose ici les
arguments sous forme d’exercice :

Exercice : 1. Etablir que le nombre d’arbres sans croisements de taille n de forme (Y1, ,yn) est

n

[Tw+1)

=2
2. Considérons un arbre de GW dont la loi de reproduction de la racine est donnée par
Me=2x37% pourk=1,2,3,---
les autres noeuds ayant pour loi de reproduction

Ak +1)

:u’k_Wa pourk:0,1,2,---

Alea 2003



12 1. Arbres et Marches : propriétés globales

Soit un arbre de loi induite par ces lois de reproduction et par le conditionnement {X = n}. Montrer
que sous A et p,

n
Py u((Y1,...,Yn) = (y1,-++ ,yn)) est proportionnel & H(yz +1).
1=2

3. Conclure (voir [27] pour plus de détails).

1.7 Une famille exponentielle et un parametre critique

On a vu 'importance que revét la valeur de la moyenne de Z; dans le comportement général des
processus de G.W.. Pourtant, on vient de voir que sous le conditionnement par {X = n}, la loi sur
les arbres binaires, géométriques et poissonniens était la méme pour toute valeur du parametre :
la moyenne n’a joué aucun réle! Ce phénoméne se produit quelle que soit la loi de la progéniture
comme I’a montré Kennedy [22].

Voici la raison de tout cela : soit (Z,),>0 un processus de G.W. de loi de progéniture (pi)i>0
et de fonction génératrice f. Définissons une nouvelle loi de progéniture (py)i>o par

P def akpk
k= .
f(a)

Notons avec des tildes les variables sous la loi p. On a

P(Yi =y1,--+ , Yn =yn|X =n) = P(Y1 = y1,--- , Yy, = yn| X = n).

C’est & dire que la loi induite par p ou p sous le conditionnement par {X = n} est la méme loi de
probabilité sur les arbres de taille n. En effet,

P(?l =11, Y, = Y |X = ‘n) = szl aykpyk
A f(@)"P(X = n)

[lk—1Pus
P(X = n)f(a)ra—"+!

ce qui est proportionnel a

n
P(Yl =Y, aYn :yn|X:n) = %
Or, deux probabilités proportionnelles sur le méme ensemble sont égales.
On peut alors remarquer que passer d’une Bernoulli & une autre (ou d’une géo & une autre, ou
d’une Poisson & une autre) consiste & trouver une valeur de a adéquate. La valeur de a (lorsqu’elle
existe) telle que af’(a) = f(a) fournit le cas critique, c’est & dire le cas ou 7 = 1. La variance de
Z1, 32 associée A cette valeur de a s’écrit :

U~2 a2f”(a)

f(a)

Elle joue un réle normalisateur particulier.

Par la suite, on supposera toujours que la loi de reproduction est critique. On notera o2

la variance de la loi de reproduction.

Arbres et Marches
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1.8 Lien avec les poids de la combinatoire

En combinatoire, on définit les familles d’arbres simples non pas par une loi de reproduction
mais par une équation fonctionnelle rendant compte des arbres possibles et des poids qu’on leur
associe.

Un arbre binaire est par définition (combinatoire) ou un noeud externe (une feuille), ou un noeud
interne connecté a un couple (ordonné) de deux arbres binaires. Ce genre de définition récursive
s’applique & tous les types simples d’arbres. Par exemple, un arbre planaire est une feuille ou un
noeud interne connecté a une liste finie (et ordonnée) d’arbres planaires.

On décide alors de compter chaque arbre t avec un certain poids w(t), compatible avec cette
construction. On utilise alors ce poids comme une “probabilité” pour calculer des lois de hauteurs,
largeurs, etc...

La remarque suivante, issue de Aldous [1], permet de passer d’une définition combinatoire des
arbres & une définition probabiliste et réciproquement.

Soit (¢;)i>0 une suite de nombres positifs, avec cg = 1. On note

$y) = cy"
k

la fonction génératrice associée. Supposons que I'on ait attribué & tout arbre ¢ d’une certaine famille
F, un poids w(t). On note w,, le poids total des arbres ayant n noeuds,

t|[t|=n

et Y la fonction génératrice associée. Prenons un arbre ¢ ayant n noeuds, décrit par la suite
(Y15---+Yn); les deux égalités suivantes sont équivalentes :

Y(z) = z4(Y(z))
wt) = []eu-
k=1

Une famille F d’arbres est dite simple si la famille de poids vérifie ces égalités. La probabilité
considérée sur les arbres de tailles n est la suivante :
w(t)

P(T =t|X =n) = -
n

(1.3)

de sorte que la probabilité de choisir un arbre ¢ de taille n parmi tous les arbres de taille n est
proportionnelle & son poids.
e Pour les familles d’arbres ordonnés, on choisit ¢; = 1 si le degré sortant ¢ est autorisé, 0 sinon.
e Pour les arbres étiquetés, on prend ¢; = 1/3! si le degré sortant i est autorisé, 0 sinon.

Avec ces choix des ¢;, on obtient I’équiprobabilité sur I’ensemble des arbres de tailles n pour les
familles que 1'on a considérées plus haut (arbres binaires, planaires, de Cayley).

Le but maintenant est de construire une loi de progéniture (p;);>o d'un processus de G.W. de
sorte que la loi induite sur les arbres de taille n soit équivalente & (1.3). On pose

ciai .
pi = ——, pouri >0,

¢(a)
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14 1. Arbres et Marches : propriétés globales

a étant choisi de sorte que E(Z;) = 1 (comme on I'a déja dit, a vérifie, a¢’(a) = ¢(a)). En (1.1), on
a donné la probabilité d’un arbre de Galton-Watson ¢ décrit par les (y1,...,yn) sous la condition
{X = n}. Notons la w(t). On a

w(t) = || py, = (y’“—)
L =11 G
Ainsi,
a‘t|71
i
et donc, w(t) et w(t) sont proportionnels et donc définissent les mémes probabilités et donc le méme
modele.

w(t) = w(t

1.9 Théoreme limite pour les variables globales

On revient ici sur les deux parcours : largeur et profondeur. On exhibe les excursions associées ;
on donne des fonctionnelles de I'arbre que ces excursions permettent d’étudier. Tous les résultats
énoncés sont sous la loi ambiante conditionnée par {X = n}. On rappelle que la loi de reproduction
est de moyenne 1 et de variance 0 < 02 < 400.

1.9.1 Fonctionnelles associées au parcours en largeur. Théorémes limites

Figure 3 Arbre et sa PPL

L’excursion que 1’on associe est, comme déja dit, la PPL :
J
So=0 etpourje{l,...,n}, S; :Z(Yi_ ),
i=1
ou Y; est le nombre de descendants du ¢-€me noeud atteint par le parcours en largeur. Le fait que
S soit une marche aléatoire conditionnée exactement & étre une excursion a déja été dit. Kaigh a
montré que

(M) . faiblement (1'4)

\/ﬁ — (O et)[

ot (et)se[o,1] st une excursion brownienne normalisée et donc :

0,1]

maxy Sk loi

Vn

ou Ml(e) est le maximum de I’excursion brownienne (voir p. 35).

O'Ml(e),

Arbres et Marches
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Largeur de P’arbre

SO S S G,
VA Zy+Zy Zi+ Zo+ Z3

Figure 4 Profil de l’arbre de la Figure 3.

La largeur de I'arbre est la quantité maxy, Z). En modifiant quelque peu le dessin représentant
S (on ajoute un premier pas montant), on voit que S permet de retrouver le profil de ’arbre, c’est &
dire, la suite (Zx ), du nombre d’individus & chaque génération (voir Figure 4, les points du graphe
entourés). Grace a l'utilisation d’une file d’attente, on peut montrer que

Zo=1,etpourk>1, Zy =S8z,1724tz, ;, +1

En utilisant des principes de variations modérées de la trajectoire S, on montre que la largeur de
I’arbre et la hauteur de ’excursion sont trés proches I'une de 'autre et ont donc la méme limite en

loi (divisées par v/n) : O'Ml(e) (travaux de Takdcs).

Hauteur de ’arbre

Le parcours en largeur permet aussi de retrouver la hauteur (on pouvait s’attendre & ceci puisque
la hauteur est le nombre de générations et celles-ci se lisent sur la PPL). Dans Chassaing & al [10]
on montre que la hauteur de I'arbre et la quantité

k:1Sk+1

sont trés proches (dans le cas des arbres binaires, mais c’est aussi vrai pour toutes les familles
d’arbres simples). L’idée repose encore sur l'utilisation de principe de variations modérées des
trajectoires de S : on écrit que

puis, on montre que pour j appartenant & lintervalle [Zy + ... + Zy_1,Z0 + ... + Zi], S; vaut
approximativement Z;. On montre ensuite que cette quantité normalisée converge en loi vers

1
1
/ —ds
0 €s
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16 1. Arbres et Marches : propriétés globales

ce qui permet donc de retrouver les résultats de Flajolet & Odlyzko [15] dans ce cas particulier. En
effet, selon Biane & Yor [8], on a
1
1 .
/ —ds? o Ml(e).
0 €s
On pourra également trouver des utilisations du parcours en largeur dans Aldous [1, 3] (étude
des composantes géantes dans les graphes aléatoires), Spencer [35] (arbres étiquetés, graphes et

loi de Poisson), Schutzenberger [34], Foata & Riordan [16] et Francon [17] pour les relations entre
fonctions acycliques, probléemes de parking, arbres étiquetés...

Convergence du profil

Le profil est la suite (Z;)x>0. Drmota & Gittenberger [13] ont établi que

Z[\/ﬁ z] faiblemm\zt 4 l(e)(gg;)
NG T2t 2

ol z§e) () est le temps local au temps 1 & la hauteur x d’une excursion brownienne normalisée.
l§e) (x) est défini par

19(z) = lim =

e—0 €

1
/0 1][:5,:54—6] (es)ds'

Or, d’apres Jeulin [18], ou [1], [8], on a :
sup{l%e) (z)|z > 0} o 2 sup{e|t > 0}

La loi de la largeur proprement dite W,, se déduit donc de ce résultat :

Win toi (e)
— M.
Jn oM

On pourra également voir les articles de Takécs [39], d’Aldous [1] ainsi que le Chassaing &M [9]
pour des approches probabilistes et pour des résultats sur la convergence des moments de W/4/n.

1.9.2 Parcours en profondeur

Figure 5 Un arbre et sa PPP

Arbres et Marches
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Le parcours en profondeur permet d’associer a chaque arbre trois excursions relativement
différentes (mais asymptotiquement proportionnelles). La premiere, est la PPP notée S également
(car elle a méme loi que la PPL) dont on a déja parlé.

J
So=0 et pourje{l,...,n},Sj:Z(Yi— ),

1=1

ou Y; est le nombre de descendants du i-eme noeud atteint par le parcours en profondeur. S vérifie
évidemment la méme propriété asymptotique (1.4) que la PPL.

La deuxiéme excursion associée, est appelée tour de ’arbre : on peut la décrire de maniére
trés intuitive par la position d’une mouche marchant autour de larbre a la vitesse 1 (dans le
sens des aiguilles d’'une montre). Le tour de 'arbre est le processus (V(k))g=o,...2n—2 qui donne
Pordonnée de la mouche en fonction du temps (voir dessin ci-dessous). On peut remarquer les tres
grandes “similitudes géométriques” entre ’arbre et son tour (ce qui se révéle fondamental dans la
construction d’un arbre limite).

Y AM

La troisieme enfin est appelé processus des hauteurs. On note v; le i-me noeud visité par le

parcours en profondeur (vy =racine). Le processus des hauteur est défini par

h(i) = h(v;) pour 0 <i<mn-—1.

N Sady VA

Figure 6 : un arbre, sa PPP, son processus des hauteurs et son tour.

4

Ces trois processus caractérisent I’arbre dont ils sont issus.

1.9.3 Fonctionnelles associées au parcours en profondeur

En ce qui concerne le tour, Aldous [1, 2] a prouvé que :

(VE;;;] ) » faiblement (%) .

e Le tour d’un arbre géométrique de taille n est une excursion de Bernoulli de taille 2n —2 (il s’agit
de bijection entre des ensembles probabilisés)
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18 1. Arbres et Marches : propriétés globales

e La hauteur de ’arbre est le maximum de I’excursion V associée. Ceci donne une nouvelle preuve
du fait que la hauteur d’un arbre de G.W. de taille n divisée par y/n converge vers le maximum de
I’excursion brownienne (au facteur 2/ prés).

e Soit V(T') 'ensemble des sommets de l’arbre T'. La longueur de cheminement total LC(T) est la
somme des distances des noeuds a la racine, i.e.

LC(T)= Y h(=).

zeV(T)

Pour donner la loi limite de LC(T'), on utilise le processus V. La mouche marchant deux fois sur
chaque aréte, on peut associer a chaque aréte de ’arbre deux pas de I’excursion, et donc & chaque
noeud v € V(T)\racine aussi, tels que : [Vi,, Vi, + 1] et [Vi,, Vi, + 1] de sorte que

Vk1 VV]C1 +1 :Vk2 VVk2 +1 :h('u).

Au noeud v, on peut donc associer une partie de la surface sous l’excursion entre les droites

L4 5] Ls] N

TOIIIRIN
I
NN

T

NN
T

d’équations x = k1 et £ = k1 + 1 et entre les droites z = k9 et x = k9 + 1. L’aire de cette partie est
alors 2h(v) — 1. L’aire totale A sous ’excursion s’écrit donc :

A = Y (2h0)-1)

veV(T)
— 2LO(T) — #V(T)
2#V(t)—1
_ Z() Vi + Vit
—
k=0
En utilisant le théoréme d’Aldous, on obtient :
A loi 4 LCT loi. 2
W — ;Ae et W — ;Ae

ou A, est l'aire sous ’excursion brownienne normalisée,

1
Ae:/ esds.
0

On pourra également trouver des utilisations du parcours en profondeur dans les articles de Le Gall
& Le Jan [24], Le Gall [23], Takacs [37].
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Dans [28], on trouve la preuve du résultat suivant :

(S(ntl) ch(ntsy) aV(Zntg)) faible
ovn’' 2y/n 7 2yn

Ceci signifie que les trois processus issus du parcours en profondeur sont asymptotiquement pro-
portionnels. On verra apparaitre cette propriété dans le second chapitre.

Exercice : On considére un arbre de Galton-Watson telle que la loi de progéniture ne permette
que les degrés (sortants) 0, 3 et 5. Calculer pg, p3, ps qui rende les arbres de taille n équiprobables.
Quelle est loi limite de la hauteur sous le conditionnement {X = n} lorsque n tend vers +oo?

> (e(tl), e(tg), e(t3)) .

n
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2 Arbres et Marches : propriétés locales

On a vu dans le premier chapitre que certaines caractéristiques “globales” de 'arbre (comme la
hauteur, la largeur, le déplacement total...) pouvaient, & la limite, s’obtenir comme sous-produits
de la convergence faible de certaines excursions discretes vers I’excursion Brownienne.

Qu’en est-il des propriétés locales ? Par exemple, qu’en est-il du nombre et des emplacements des
noeuds de degré d fixé (ou d’un sous-arbre d’un type donné), ou du type des ancétres d’un noeud...
Il s’avere que ces quantités passent mal & la limite, ou plutot, elles ne sont pas des fonctionnelles
de la limite : sur I’excursion Brownienne, on ne les voit plus!

Pour étudier ces quantités, la méthode que ’on propose consiste & utiliser le plus possible le fait
que I'excursion discréte que ’on a, est une marche aléatoire conditionnée. Les marches aléatoires
sont les processus discrets les plus simples que I’on puisse imaginer ; ce sont des chaines de Markov
homogenes, en temps, en espace, possédant la propriété de Markov forte (si on regarde la marche
juste apres I'apparition d’un événement A que 'on attend, on voit une marche qui a méme loi que
la premiére, & ceci prés qu’elle a été translatée) ; les marches aléatoires sont de plus des martingales
(dans notre cas la criticité de la loi de reproduction signifie que les Y; — 1 sont de moyenne 0). I
reste le probléeme que les excursions ne sont pas des marches aléatoires : pour le coup, il y n’y a
plus rien qui marche : ce sont encore des chaines de Markov, mais elles ne sont plus homogenes
ni en temps ni en espace (plus on est haut, plus on est poussé & redescendre, et c’est encore pire
lorsque 1’on approche du temps n), et ce ne sont plus des martingales non plus (la moyenne n’étant
visiblement pas constante). Pourtant, une excursion et une marche aléatoire, ¢a se ressemble... pas
de loin, bien sir mais de prés! (voir p. 33 et 35) si on zoome, on ne voit pas bien la différence.
En fait, on va donner toute une classe de propriétés qui se transportent trés bien des marches
aléatoires aux excursions. Ce sont des propriétés de concentration, en particulier les propriétés de
concentration d’occurences d’un motif fixé (disons quelques “pas”).

2.1 Transport des principes de concentration

Soit une marche aléatoire (Z;);>o :
J
Zy=0, Z; :Zzi pour j > 1,
i=1

dont les incréments, les (2;);>0 sont i.i.d.; on suppose de plus que Zg = 0, E(z1) = 0 et 0 <
Var(z1) < +00. Supposons aussi que z; est & valeurs dans {—1,0,1,2,--- } et n’est pas lattice.

On note Wy(n) I’ensemble des marches aléatoires (Z;)o<i<n de longueur n muni de la loi induite
par celle de z; et £z(n) 'ensemble des excursions correspondantes :

{we&z(n)} & {weWz(n), Zi(w) >0, , Zp_1(w) > 0, Zy(w) = —1}.
Par la formule d’Otter (discutée déja p. 8) on a
n-3/2

/27 Var(z1)

Soit Ay, un sous ensemble de Wy (n) et n tel que P(Z, = —1) # 0. On a

mewmfﬁ%%ﬁ

P(Ex(n) = (7o = 1) ~
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Et donc,
P(4,/E2(n)) = O(n*)P(4,,). (2.5)

On déduit de ceci

P(Ay) = o(nP) —  P(Adl€x(n)) = o(nP+7).
(exp(—cn’)) = P(A4A,|Ez(n)) = o(exp(—c'n”)).

=
o

<
I
Q

Cette simple propriété implique la chose suivante : s’il existe un principe de déviations modérées
(ou de grandes déviations) pour une fonctionnelle d’une marche aléatoire centrée (ici c’est important
qu’elle soit centrée) alors il existe une borne supérieure pour le principe analogue sur ’excursion
associée.

2.2 Un peu de concentration!

Lemme 1 Soit (Z;);>0 une marche aléatoire d’incréments z;, centrés. S’il existe une constante
a > 0 telle que E(e“‘zﬂ) < 400 alors pour tout 0 < v < %, pour tout ¢ > 0, il existe ¢ > 0 tel que

P(|Za| > en'/**") < O(exp(—c'n™))

(Preuve Petrov [31] (Théorémes 2.2, 2.4, et 2.6)).

La somme de n variables aléatoires satisfaisant aux hypothéses du lemme est de I’ordre

de /n (théo de la limite centrale). Les déviations d’ordre n'/2*¥ arrivent avec probabilité
2v
e—Cn

2.3 Répétition de motifs

Un pas j — 1 sur la PPP ou PPL correspond & un noeud ayant j enfants. On étudie donc
une marche aléatoire (non conditionnée) (W (7));>o dont les incréments, i.i.d. ont pour loi

(1) j>—1 = (Pj+1)j>-1-

On considére donc une marche aléatoire Wy, = Zle w; ou les w; sont i.i.d. de loi (uj)j>_1,
c’est & dire (P(w; = j) = p;). On va réfléchir sur la marche W et en déduire des choses sur W
conditionnée par {T" = n}. On traduira ensuite ces résultats sur nos arbres.

Nombre de noeuds de degré fixé

Combien y a-t-il de pas +j sur la marche (W;);=o.., 7 Soit N; ce nombre de pas; on a

n n
Ni(n) =" Twe-wior=i= Y Twe=s-
k=1 k=1

Comme W est une marche aléatoire et puisque ses accroissements sont indépendants on voit que
(N;(k))x est elle méme une marche aléatoire dont les incréments sont +1 ou 0 (41 avec probabilité
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22 2. Arbres et Marches : propriétés locales

;). Il est facile de voir que N;(n) est une binomiale B(n, 1;) que 'on connait parfaitement donc,
mais, regardons un peu ce que donne Petrov, puisque :

n

Nj(n) = pjn =Y (Twe=j — 15)

k=1

On a donc, pour tout 0 < v < 1/2, (comme les incréments ont des moments exponentiels)

P(IN;(n) — pjn| > n!/?7) = O(e="),
pour un certain c¢. On sait donc d’aprés la remarque ci-dessus que cette concentration est encore

valable sur la marche W conditionnée & étre une excursion.
On peut montrer avec ceci des bornes plus fines, du genre

P(|N;j(n) — pjn| > dn'/*logn) = o(n ™)

pour tout B, pour d assez grand ; ceci est donc encore vrai sur I’excursion.

Revenons & ’arbre. On déduit de cela que le nombre de noeuds dans I'arbre ayant j enfants est tres
proche de p; 1n, c’est a dire pjn. En fait ceci est plus faible qu’un résultat de Drmota établissant
la convergence du nombre de noeuds de degré j vers une Gaussienne. Mais la démonstration est
vraiment plus simple!

Mais ou sont-ils ?

Ou se trouve sur la marche le i-éme pas de longueur j 7
Eh bien, le premier a lieu aprés un temps g; géométrique G(u;) car chaque pas a probabilité
d’étre de longueur j (autrement dit, P(g; = I) = p;(1 — p;)!~! pour tout I > 1). En utilisant la
propriété de Markov forte, on voit que T;, le temps d’apparition du i-eéme saut de taille j sur la
marche, vérifie
Ti=g1+ -+,

ou les g sont des copies i.i.d. de loi G(i;). On voit que T; est encore une marche aléatoire! En

écrivant .
1

Ti—if/pj =Y (gc — 1/p5)
k=1
on peut utiliser Petrov et on attrape, pour 0 <v <1 :

B(T; — i/nj] > n'/>) = O(exp(—cn™))

et donc
P(sup |T; — i/pj| > n'/*™) = O(exp(—c'n™)).
i<n

Ainsi, T; est trés proche de i/u; (c’est le théoréme de renouvellement)... Mais aussi, les T; sont
uniformément proches des i/u; en méme temps. On en déduit que ceci est vrai aussi sur I'excursion
discrete associée! Sur I’arbre ceci signifie que non seulement il y a (& une vache pres) np; noeuds
de degré j, mais qu’en plus, lorsque I'on parcours I'arbre en profondeur (ou en largeur) on trouvera
le i-eme noeud de degré sortant j au temps i/p; (& nl/2t¥ pres, avec probabilité presque 1) : ceci
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nous dit que les noeuds ayant j enfants sont “bien répartis” dans l’arbre (voir [28]).

Cette méthode (& peine modifiée) permet de montrer que le nombre de sous arbres d’un type
fixé et leur localisation dans les arbres de taille n possédent le méme genre de propriété.

2.4 Répartition des ancétres

On va établir un résultat de régularité uniforme dans ’arbre. Prenons un noeud u» dans un
arbre. Il existe un chemin ug = root,u1, ..., up) = u liant la racine a u. Les noeuds différents de
u sur ce chemin sont appelés ancétres de u. On s’intéresse aux quantités suivantes :

h(u) le nombre d’ancétres de u (autrement dit, la profondeur de u) ;

ay(u), le nombre d’ancétres de u (u exclu) qui ont k enfants (on appelle ces noeuds des k-ancétres
de u);

ar,;j(u), le nombre d’ancétres de v qui ont k enfants, et dont u est un descendant du j-eme (donc j
varie de 1 & k; les enfants de chaque noeud sont ordonnés du plus & gauche au plus & droite). On
appelle ces noeuds les k, j-ancétres de wu.

2.5 Comment retrouver les ancétres sur la marche S 7

On note vy, v1,...,v,—1 les noeuds d’un arbre de taille n (avec ordre fourni par le parcours en
profondeur) et S la PPP correspondante.
On dit que S(j) est un minimum & droite pour S sur [0, — 1] si

i S(j+k)}=50).
. 511?%?—]'{ (+E)}=S50)
Lemme 2 (Le Gall, Le Jan) Pour tout I € [0,n — 1] et j € [0, — 1], S(j) est un minimum d
droite pour S sur [0, — 1] si et seulement si vj est un ancétre de v;.

Lorsque que S(j) est un minimum & droite pour S sur [0,! — 1], on dira que v; est un minimum &
droite sur [0, — 1].

Preuve : On montre ceci en voyant la marche S comme la taille d’une file d’attente dans un
systéme LIFO (last in first out). La correspondance arbre — file d’attente remonte a4 Kendall 1954.
On considére donc une file d’attente & un serveur, LIFO. On suppose que le serveur sert un client
par unité de temps. Considérons un arbre de taille n dont les noeuds (v, - - - ,v,—1) ont été ordonnés
selon l'ordre du parcours en profondeur. Les noeuds sont les clients. La racine arrive au temps 0.
Les fils de v; arrivent au temps 7+ 1 du plus & droite au plus & gauche (de sorte que le plus & gauche
arrivant le dernier sera servi le premier). Au temps i, le client en téte de queue est servi et s’en va
au temps % + 1.

La taille de la queue en fonction du temps est (S(3) + 1)i:0,---,n’ ou S est la PPP; en effet,
lorsque le client 7 est servi (—1), il est remplacé par ses enfants (+Y;) ; de plus au temps 0, la taille
de la file est 1.

Sur ce dessin (Figure 7), considérons le noeud 5. Il est servi au temps 5 (ce qui est normal, par
construction). Dans I’arbre, sa profondeur est 3 puisqu’il a 3 ancétres v4, v1 et vy. Les temps de
service de ses ancétres sont exactement les minima & droite avant le temps 5.

Terminons la preuve maintenant. D’abord, notons que dans notre procédure LIFO, les parents
sont servis avant leurs enfants. Considérons v;. Par construction, v est servi au temps k. Notons
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longueur de la file

V9 | Vg Vg

Vg (Vs |vg | Vs | V9

Vg | U7 | V7 Vs | U7 |VUs | V9

U8 |4 | V4| V7 | V6 | U7 | U8 | V9

Vo U1 |U2|V3 | V4]U5 Vs | VT |V U9|Uld
01 2 temps

Figure 7 : Evolution de la file LIFO associée a un arbre

[¢3)

t(vk) le sous arbre enraciné en vy. Apres vy, les |t(vg)| — 1 clients suivants servis sont exactement
les noeuds de t(vg) ; mais ces noeuds ne sont pas dans la file au temps k. Donc, S(k) < S(k + 1),
pour tout ¢ € {1,---,|t(vg)| — 1}. De plus, S(k) > S(k + |t(vk)]). En effet, au temps k + |t(vg)],
tous les descendants de vy sont sortis de la file. La file contient les mémes gens qu’au temps k a
ceci pres que v a disparu. Donc S(k) est un minimum & droite dans 'ensemble [1,k + |t(vg)| — 1]
mais pas dans [1, k + [¢t(vg)]]-

Considérons maintenant v;. Tous les ancétres de v; sont servis avant v; et sont des minima & droite
dans [0, — 1]. De plus, un noeud v; qui est servi avant le temps [ et qui n’est pas un ancétre
de v; n’est pas non plus un minimum & droite dans [0, — 1] puisque S(i + [t(v;)]) < S(i) et
i+ |t(v;)| <l (car dans ce cas v; n’est pas dans ¢(v;) et tous les noeuds de ¢(v;) sont servis avant
vy; ainsi [ > ¢ + [t(v;)]). On a donc bien démontré ce qu’on prétendait : les minima & droite de S
dans [[0,7 — 1] sont exactement les ancétres de v;. OJ

2.5.1 De quels types sont les ancétres ?

Dans le lemme 2 on a vu comment reconnaitre les ancétres de v; sur S. Notons A(l) 'ensemble
des indices j pour lesquels S(j) est un minimum & droite pour S dans l'intervalle [0,/ — 1].

AW ={il0<j<1=1, min {SG+hk)}=5()}- (2:6)

Pour le plus grand j de A(l), on pose j* = [; pour les autres j de A(l), posons j* = inf{k > j|k €
A(l)}.

Lemme 3 Pour tout 0 <1 <n—1,

ag(v) = #{j€A() t.q. SG+1)—-S0G) =k—-1} (2.7)
ari(v) = #{j€Al) t.g. SG+1)—-S5() =k-1,5G") - S() =k —i}

Preuve : La premiere relation provient du fait suivant : ’assertion {S (7) est un minimum & droite
et S(j+1) —S(j) = k — 1} est équivalente & Passertion {v; est un ancétre de v; et v; a k enfants}.
Passons a la seconde relation : Soit v; un k,i-ancétre de v;. Le minimum & droite (v;+) suivant v;
est le i-éme enfant de v;. Dans la file, lorsque v; est servi, la taille de la file augmente de k — 1,
S(j+1) = S(j)+k—1. Puis, les fils de v; (et leur descendants) sont servis selon leur ordre. Lorsque
le premier fils de v; est servi, la longueur de la file est S(j + 1) — 1. Lorsque le second fils de v; est
servi, la longueur de la file est S(j 4+ 1) — 2... Lorsque le (i — 1)-éme fils de v; est servi, la longueur
de la file est S(5*) = S(j+1) — (1 — 1) = S(j) + k — ¢. Réciproquement, par le méme argument, la
relation S(j*) = S(j) + k — ¢ implique que v;» est le i-eéme enfant de v;. O

Arbres et Marches



2.6 Retournement de la marche 25

2.5.2 Traduction sur une marche non-conditionnée

On prend a nouveau notre marche aléatoire non conditionnée (W (7));>o dont les incréments,
les w; sont i.i.d. et ont pour loi (lj'j)jz—l = (pj-f—l)jz—l'

Les formules (2.6, 2.7) nous dictent ce qu’il faut étudier sur la marche W :
RM (I) le nombre de minima & droite de (W (i)); sur [0, — 1] :

RM() =#{jl0<j<l-1, min {W(i+k)}=W(3)}, (2:8)
et les analogues des variables A(l), ak, ai ;-
o< i<]_ . : W
B)={jlo<j<l-1, min {W(j+k)}=W()}

Pour le plus grand j de B(l), posons j' = [; pour les autres j de B(l), on pose j' = inf{k > j|k €

B()}.

() = #{jeB() ta W(GE+1)-W(j)=Fk-1}, (2.9)
0! #{jeBU) ta. W(E+1) - W() =k -1, W() - W) =k — i}

Ces variables sont encore difficiles & étudier car elles font appel au futur de la marche (ce qui en
probabilité est beaucoup plus délicat que de faire appel au passé). C’est pour cela que ’on retourne
la marche!

2.6 Retournement de la marche
On associe donc & (W (j))je[o,], 1a marche aléatoire (W*(5)), eo,) définie par :
W*e(j) = W(l) — W(l — j) pour tout j € [0,]. (2.10)

Le graphe de la trajectoire W* est le symétrique du graphe de W par rapport au centre (I/2, W (l)/2).
Les incréments de (W*(4));>0 ont aussi pour distribution (1;);>_1.

W

Figure 8 : Symétrie de W.
Soit R*(I) le nombre de records (au sens large) de la trajectoire (W*(j)) eqo,q :
R*(l) = ,1 <3 <1 We(k)} =W*(4)}.
() = #{4,1 <3 <1, max {W*(k)} (1)}
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Par (2.10), on obtient :

R*(l) = RM(l), (2.11)
*(7) = [) — mi ). 2.12
gggtng ('L) w(l) Orgng(Z) (2.12)
2
[} — _ M y _ 0_
|012a§l{W ()} — R*( \ = |W(l) Olgilgl{W(z)} RM (I) 5 . (2.13)
Les variables by, et by, ; se traduisent également sur W*. Notons 0 =79 < 71 < -+ < Tge(py <--- les

temps des records pour W* comme en (2.16), et posons

ax(l) = #{r,0 <1 <lw(ry) =k—1}, (2.14)
ck,i(l) {T],O <7 <lLw(r) =k—-1,W*(rj;) —W*(1j1) =k — 1,}

On a :
(1) = bi(l), ck,i(l) = br(l)- (2.15)

Voici un tableau récapitulatif des quantités évoquées (et invoquées)

L s | W | we |
20 RM() 0
S@) W (l) — min;<; W () max;< W*(j)
Qg br.i Ck.i

2.6.1 Distribution des variables d’échelles

Considérons la marche aléatoire (W*(¢));>o définie par
k
wW*(0) = Zw , pour k> 1,
j=1

ou les variables aléatoires (w(j));>1 sont i.i.d., de moyenne 0. On suppose de plus que le support
de la distribution de w(1) est {—1,0,1,...} et

P(w(1) = i) = p; pour § > —1.
Les temps d’accroissement de W*®, les 0 = 79 < 71 < 7o < --- sont définis par :
7, =inf {j > 71, W*(j) > W*(7x_1)}, pour k > 1. (2.16)

Considérons les variables aléatoires w(7y,), pour m > 1. C’est I'incrément correspondant au m-éme
temps d’accroissement ; on appelle ces variables les incréments d’échelles. La loi de w(7,,) de dépend
pas de m. Notons aussi que w(7;) n’est pas Paccroissement de record (qui est W*(7y)).

Lemme 4 La loi de w(7y) est donnée par

0k def P(w(r) = k) = (k+ 1)pg pour k > 0.
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On peut aisément déduire de cela que si E(w™(1)) existe, alors E(w™(r)) = E(w™(1)) +
E(w™(1)) pour m > 0; en particulier, E(w(r1)) = Var (w(1)).
Voici la loi conditionnelle de W*(r) sachant w(7) :

Lemme 5 Pour 0 <r <k, si up > 0,

1

P(W*(r) =rlw(n) =k) = PR

Interprétation de ces résultats : Prenons un jeu équilibré (de moyenne 0) avec mise initiale 1 mais
gain aléatoire. On commence avec fortune=0; puis on s’intéresse au temps de retour a 1’équilibre
(ou & 0) apres le temps 0. Ainsi, la probabilité que notre fortune devienne positive alors que 'on
vient de gagner k est k + 1 fois la probabilité de gagner k (en un coup). Le lemme 5 précise alors
qu’a ce moment, notre fortune est uniformément distribuée sur [0, k].

Preuve des résultats concernant les variables d’échelles

Soit A, = P(W*(r1) = r); pour tout r > 0,

H—1
1— X

AT = Ur + Ar+1. (217)
Pour montrer cette premiére formule, on décompose les résultats favorables : battre le record de r
peut se faire de deux maniéres :

e Partir de 0 et faire un pas de .

e Descendre d’abord en -1 (avec proba p—1). Une fois en -1, regardons les accroissements de record
relativement au niveau -1. Pour que, globalement, I’accroissement de record soit de r, il faut qu'’il
soit de r 4+ 1 par rapport au niveau -1. Mais si relativement au niveau -1 il est de 0, c’est reparti
pour un tour... Ainsi, on peut avoir autant d’accroissement de records de valeur 0 (au niveau -1)
que 'on veut... puis un accroissement de r + 1. On obtient

+oo
A= pir 4 ot (30 M) A
j=0
On peut trouver ceci dans Feller 1; d’aprés (2.17), on a :

ZT/\T = ZT‘(,U,T + ]-IU/_;;\AT-FI)-

>0 >0 0

Simplifiant cette écriture, on obtient

H—1
EA(1- =
W(1-1=5) =0
ou A est une variable de distribution (A;),>¢. Comme E(A) > 0, on trouve \g = 1 — 1 puis,
finalement
Ar = pir + App1 = P(W*(1) > r) pour r > 1, (2.18)

En calculant la moyenne, on trouve
2

E(W* (r)) = &
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ol o2 est la variance de w(1) ; de plus si w(1) posséde des moments exponentiels, W*(71) aussi, ce
qui sera important plus tard .

On décompose g, :
0

qr = Z ]P’(W.(Tl — 1) =1 ﬂw(ﬁ) = k)
i=—k

W*(r1 — 1) = 0 implique que 7; = 1; donc
P(W*(r —1) = 0Nw(n) = k) = p.

Pour i dans [1, k], étudions I’événement FE;j = {W*(7 — 1) = —iNw(mn) = k}.

Soit W* une trajectoire de E;j. Durant les temps [1,7; — 1], W* a visité les sites —1,--- , —
(et peut-étre d’autre sites).
Notons 7{1) << rgm) les temps de visites de —1,

rél) <0 < rgm) les temps de visites de —2 apres la derniére visite de —1 (On a donc r%nl) < rgl))

et on continue comme ca.

7"2(1) << ’I‘Z(M) les temps de visite de —i aprés la dernicre visite de —i + 1 (on a Tz(fifl) < 7"2(1)).

Pour tout [ > 1, on a x; > 1.

Entre les temps 0 et 71 — 1, la trajectoire W* peut étre décomposée en ¢ morceaux Vi,...,V; comme
suit :

Vi(m) = W?*(m) pour m € [[O,rgﬂ)]]

Vi(m) = W®(m) pour m € [[r](-'ijfl),rj(.'{")]].

Pour j € [1,4], on définit V; comme :

Vi =W

Vi(m) = Vj(m+7“j(-'ij1_1)) +j—1pour m € [O,rj(-nj) - TJ(-'ijl_l)]] et j € [2,1].

Selon la propriété de Markov forte, les Vj' s sont indépendants et ont la méme loi. La probabilité de
la trajectoire W* est le produit des probabilités des Vj' s multipliée par uy (la probabilité du dernier
saut).

La probabilité de la trajectoire Vj’ avec k; = k; est la probabilité de réaliser une trajectoire

k— 1
1 (k1) ,.(k2) /

T

Figure 9 Décomposition de la trajectoire
commencant par le pas —1, suivi de k; passages en —1. Ainsi, la trajectoire restreinte Vj' (m) +
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1|,,>; est en fait une trajectoire de marche aléatoire commencant en 0 et dont les k; — 1 premiers

accroissements de records valent 0. Ainsi,

k._
B(V}, k) = kj) = noa M

On obtient finalement

%
P(Eig) = me Y, s ][r = me
(klz"'zki)EN*i -7:1

Ceci prouve les Lemmes 4 et 5. O

2.7 Concentration du nombre de records et du type de records

Considérons la marche (W;}*);=1.x et R*(k) le nombre d’accroissements de records.
Quel rapport y-a-t-il entre max{W}, i = 1..k} et R*(k)?
La réponse est trés simple : le maximum est la somme des accroissements de records (et donc en
Poccurence il y en a R*(k)). Autrement dit,

R* (k)
max{W?, i =1.k} = Z W*(7j) = W*(7j_1)
j=1

Comme la valeur moyenne d’un accroissement de record est 02/2, on doit tout de suite penser que

2
| max{W}, i = 1.k} — %R'(k)\

est petit. C’est vrai mais on voit apparaitre un probleme qu’il ne serait pas honnéte de passer sous
silence. Le nombre R®(k) n’est pas constant (il est aléatoire) et n’est pas indépendant des variables
W*(1j) = W*(1j—1). On se sort de ce véritable probleme en posant des variables intermédiaires. On
pose

dk(r) = #{Tj,o <j < T,’LU(T]') =k — 1},
dri(r) = #{j,0<j<rw(r) =k—-1,W*(r;) —W*(rj_1) =k —i}.

Ainsi si ¢x(l) compte les variables d’échelles présentes avant le temps [, di(r) elle, compte les r
premiéres (on fait comme si la marche était de longueur infinie). Par la propriété de Markov forte
et les Lemmes 4 et 5,

Plw(rj) =k —1) = qx 1= kup 1,
P(w(rj) =k —1,W*(rj) —W*(1j-1) =k —i) = pg-1,

di(r) est cette fois une somme de variables indépendantes (en fait c’est une binomiale B(r, gx_1)
et dyi(r) une binomiale B(r, pg_1))-

On remonte alors aux ¢; tout d’abord en établissant que le nombre d’accroissements de records
est inférieur & n'/2t" avec une probabilité presque de 1. J’esquisse ici juste Pargument (un peu
compliqué que l'on peut trouver dans [28]). L’idée est simple : un accroissement de record, en
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moyenne vaut o2/2. S’il y en avait n'/2t¥, le record de la marche sur [0,n] (qui est la somme des

accroissements de records) serait de I'ordre de n'/?*¥ (02 /2), or, on sait qu’il est de Pordre de n'/2.

On cherche donc ici la probabilité d’un événement rare qui en fait, est exponentiellement petit.
Montrons que ci(l) est concentré (la preuve est identique pour ci (1) :)

(e (1) — s 1R ()] > n'/*H) <P(R*(1) > n!/2*)
+ P(lex(l) — g1 B2 ()] > ynt/ R (1) < nl/24).
Le premier terme est exponentiellement petit comme déja dit ; occupons nous du deuxieme :
P(|ek (1) — qr—1R*(1)| > n1/4+”,R'(l) =r)
< P(|di(r) — ge—ar| > 0/, R (1) =71)
< P(lde(r) — gerr| > nt/*H)

Maintenant, puisque dj(r) est une binomiale (7, gx_1) (que 7 est inférieur & n'/>*), on voit que ce
que mesure la derniére probabilité est exponentiellement petit. Il y en a n!/2t¥ termes, qui sont
tous exponentiellement petit. Tous calculs faits, on trouve

v

P(lex(l) — gr_1R*(1)| > n'/4H7) < emo.

CA Y EST! On a fois établi les résultats de concentration entre le records et les types re-
cords. On renverse & nouveau la marche ; les résultats sur les records deviennent des résultats entre
le S, — min{S;, j < k} et les différents type de minima & droite. On reconditionne & étre une
excursion. On obtient alors, enfin, les résultats recherchés. Mais ¢a valait le coup :

En fait, en raffinant un tout petit peu les raisonnements faits plus haut, on peut montrer que
ay(u) vérifie les propriétés suivantes : pour tout 8 positif, il existe v > 0 tel que

]P’( sup ‘ak(u) - kpkh(u)‘ > ynt/* lnn> =o(n7?).
u, k

Mais aussi, pour tout S positif, il existe v > 0 tel que

]P’( sup. ‘ak,j(u) — pkh(u)| > ynt/* lnn) =o(n7?).

u, k,j

Ainsi ay, ; se comporte comme ay,/k.(On a prouvé ici, des résultats du genre
]P’(sup |ak(u) — kpkh(u)| > n1/4+”) =o(e™ ).
u, k

On peut tirer pas mal de corollaires de ces résultats, par exemple que la plus haute branche de
Parbre, contient (& des miettes prés) le plus de noeuds d’un type fixé (parmi toute les branches),
mais aussi qu’il y a autant ou presque de virage a droites que de virage & gauches, lorsque I'on se
rend de la racine 4 une des plus hautes feuilles d’un arbre binaire.
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Mais encore ...On obtient aussi, par exemple que la hauteur du j-éme noeud, disons (h(j)) et
S; sont proportionnels (le rapport 02 /2 “en loi” entre le tour de I’arbre ou le processus des hauteurs
et la PPL, est en fait, la moyenne de l’accroissement de record). En fait, on montre que

2
P(sup |h(k) — Z-Si| = n'/**") = Ofexp(—n™)).
k

Ceci, d’aprés un résultat que ’on trouve dans les compléments, assure que le processus

h(nt) faible 2

Vn n o !

I’excursion Brownienne normalisée. Puis, par un argument tres simple, que

V(2nt) faible 2

\/ﬁ n g t

autrement dit, que le tour de l’arbre converge vers ’excursion Brownienne (on retrouve le résultat
d’Aldous dont la preuve était si difficile...). On a, en prime, le fait que ces processus soient propor-
tionnels.
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3 Compléments

3.1 Eléments sur les processus Browniens

On donne (ou rappelle) ici quelques caractéristiques et propriétés des processus browniens.
Certaines de ces propriétés ne sont pas utilisées dans ce cours et ne sont données qu’a titre indicatif.
3.1.1 Marches aléatoires et excursions discretes

Marche aléatoire

Une marche aléatoire est une suite w = (Sk(w))ken définie par :
So(w) = 0 et Sp(w) = X1(w) + -+ + Xg(w) ou les X; sont des —
variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On représente
généralement les marches aléatoires par la ligne brisée liant les 0
points (k, Sk).

Les marches simples symétriques sont les marches ou les variables

X, sont uniformes sur {—1,1}. La loi induite sur les marches de .
longueur n par la loi des X; est alors I’équiprobabilité. Ainsi, cal- 0 15 30
culer des probabilités sur ces marches, revient souvent a effectuer des dénombrements. On pourra
se référer aux livres de Révész [32] et Spitzer [36].

Excursions discrétes

Les excursions simples discrétes de longueur m sont des marches
aléatoires conditionnées & respecter I’ensemble de contraintes : —
S0=0,8>0,---,8,-1>0,5, =0. (*)
On considere dans ce cours les marches conditionnées & respec-
ter ’ensemble de contraintes :
5020,5120,---,Sm_120,5 =—1, (**)
ces marches étant naturellement associées aux arbres. On appellera 0
les trajectoires de type (x%) également des excursions, leur com- 0 80
portement étant tres similaire a celui des excursions simples.

Processus browniens

Les processus décrits ci-dessous sont obtenus comme limites de marches aléatoires conditionnées
ou non. Les lois de fonctionnelles de ces processus (maximum, temps d’atteinte...) sont obtenues
soit via des propriétés connues sur le mouvement brownien, soit par des principes d’invariance,
comme limite de lois analogues sur les marches aléatoires.

A ce propos, on pourra trouver un petit historique des lois associées aux processus browniens
dans Particle de Csaki & Mohanty [12] ainsi qu’une idée sur les méthodes employées dans le papier
de Durrett & Iglehart [14].

Mouvement brownien

Le mouvement brownien, que I'on notera B, est un processus défini sur R, continu, 3 accrois-
sements indépendants tel que pour tout ¢, B; est une v.a. centrée, gaussienne et a pour variance t.
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On pourra se rapporter aux livres de Revuz & Yor [33] ou de Karatzas & Shreve [20] pour avoir
tous les éléments nécessaires & la bonne compréhension de cet objet.

Le mouvement brownien est un objet central en probabilité puisqu’il apparait, aprés renormali-
sation, comme limite d’une large classe de marches aléatoires, de la méme facon que la loi normale
apparait comme limite de sommes de v.a. renormalisées. Plus précisément, soit &1,&, -+ une suite
de v.a. indépendantes, de méme loi, centrées et de variance ¢? finie. Pour tout ¥ € N, notons
Sk =& + -+ + & les sommes partielles. On définit alors pour tout n € N et £ > 0,

1 1
O'\/ﬁ U\/ﬁé[nth—l

le processus renormalisé, linéaire par morceaux, interpolé de (Sk)x>0-

Xn(t) = Siny + (nt — [nt])

Théoréme 6 (Donsker) X, fM)Lt B dans Uespace des fonctions continues sur [0, 1] munies
de la topologie induite par ||.||co-
C’est & dire que pour toute fonction f continue bornée sur 'ensemble des fonctions continues
de [0, 1] dans R,
limE(f (X,)) = E(/(B)).

(On trouvera plus loin les méthodes utilisées pour obtenir ce
genre de résultats (ainsi que des précisions sur le cadre topolo-
gique). Pour une démonstration du théoréme de Donsker ainsi que 0
pour tout probleme relatif aux mesures et aux convergences des
mesures, on pourra se référer aux livres de Billingsley [5], [6], Brei-
man [7] .

Remarquons que le Brownien n’est pas a priori défini seulement 0
sur [0,1], mais plus naturellement sur RT grice & ses propriétés de changement d’échelles.
Voici quelques propriétés du mouvement brownien :
e Il est markovien et fortement markovien : Pour T' > 0 déterministe donné, (Ig’s) s>0 défini par

Bs = BT—i—s - BT

est un mouvement brownien indépendant de ce qui s’est passé avant le temps T :

(Bs)s>o0 est indépendant de o{B;|0 <t < T'}.

Cette propriété est également vraie si T' est une variable aléatoire positive indépendante du brownien
ou si T est un temps d’arrét pour la filtration brownienne (voir [33]), par exemple, un temps
d’atteinte d’'une hauteur donnée.

e Ses propriétés de changement d’échelles : si a est un nombre réel strictement positif et B un
mouvement brownien,

1 .
— Bt est un mouvement brownien
>0

Vva

e Retournement du temps : pour 7' > 0 déterministe donné,

loi
(BS)OSSST = (BT—S - BT)ogng
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e Soit
g =sup{t < 1|B; =0}

le dernier temps avant 1 ol le brownien s’annule et
0 = inf{t|B, = M

la date ou il atteint son maximum MI(B) (cette date est unique p.s.). Alors g et  suivent la loi de
Parcsinus sur [0, 1], c’est a dire que
g=0,
2 .
P4 < s) = —arcsiny/s, P(0 € ds) = ———

™ m/s(1 — s)

On va donner quelques propriétés de la v.a.
Ty = inf{t|B; = b}

le temps d’atteinte de la hauteur b par le brownien et

MP = max{B,|s € [0,]}

le maximum de la trajectoire brownienne sur l'intervalle [0, ¢].
Le principe de réflexion de Désiré André permet d’ob-

tenir des identités entre trajectoires et ainsi d’en déduire 2b — ¢
simplement des lois de v.a. liées. Il repose uniquement b \f)/\'\/{u/
sur le fait que le brownien est fortement markovien & “V\W

. . e . , (& A
accroissements de loi symétrique ; il est donc également W \/\/
valable pour les marches simples symétriques. On peut 0
I’énoncer ainsi : supposons que T}, < t. Alors, les 2 pro- Ty t

B pour 0 < s <Tj,

cessus, (Bs)sejo,g et B, = ont méme loi en tant que processus (et

2b— B; pour Ty < s < 't,
ce sont donc des browniens!).
Ainsi, avec cette identité, on montre facilement que :

P(Tb <tNB; < b) :P(Tb <tNnB;> b) :]P)(Bt > b)
On en déduit par exemple que

P(Ty <t) = P(Ty<tnNB:<b)+P(T, <tNBy>b) =2P(B; > b)
Vel
= — e dx,
Vs b/\/i

P(T, € dt) = |b|(2nt®) "2 " /?dt pour t> 0.

Le processus temps d’atteinte (7)o est le processus stable d’indice 1/2. Il est purement discon-
tinu & accroissements stationnaires et indépendants. On peut déduire ses propriétés de celles du
mouvement brownien. Par exemple, les propriétés de changement d’échelles du brownien donnent :

et donc que

T, 2 21y,
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3.1 Eléments sur les processus Browniens 35

T, et MtB sont reliés par I'identité évidente suivante :
{T, <t} = {MF >0b}.

Par le changement d’échelle du mouvement brownien, on a donc :

P(T} < t) = P(VIMB > b) = P((%)z < t)
1

et donc,
loi b?

Ty N2

ou N est une normale centrée réduite. D’autre part, pour tout ¢ > 0, on a :

lot lot
MP Z|B) Z MP - B,.
Lévy

L’égalité de Lévy est également une égalité en loi entre les processus (|B¢|)¢>0 et ( ME — B1)i>0-
Par contre celle de gauche, n’en est pas une puisque le processus (MtB )tzo est croissant alors que
(|1Bt])t>0 ne lest pas.

Excursion brownienne renormalisée

Elle peut étre construite de diverses manieres :
e C’est un mouvement brownien conditionné & vérifier By = 0,81 = 0 et B; > 0 pour tout ¢ €]0, 1.

e Une renormalisation de la portion de trajectoire brownienne qui
“enjambe” 1. Autrement dit, considérons d = inf{t > 1|B; = 1} le —
premier moment aprés 1 ol le brownien s’annule et g défini plus
haut. Le processus
( |Bg+(d—g)t| )
d—g /te[o,1]

est une excursion brownienne renormalisée.
) . . 3
e Un pont de Bessel de dimension 3 : soit (B,g ))

j>0 Un mouve- 0 1
(3)

ment brownien tridimensionnel conditionné & vérifier By~ = 0 et

B§3) =0;¢e = |Bt(3)‘ est une excursion brownienne renormalisée.

e De la méme maniére que le mouvement brownien apparait comme limite faible de marches
aléatoires, ’excursion brownienne apparait comme limite faible d’excursions discretes (avec la méme
renormalisation).

e La densité de e; est donnée par [14] :

_ 2y%exp(—y?/2t(1 — 1))
a (273 (1 — t)3)1/2 T y>o0-

fi(y)
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e La loi du maximum de e. est :

]P(sup{es|0 <s<1}< w) - Z(l _ 4j2$2)672j2$2

JEZ
+00 )
_ \/§7r5/2x_3 Z er—j27r2/(21:2)
j=0

N2 T
- (3)0 ()
o(z) = Zefwnzw

nez

ou

est la fonction theta de Jacobi (voir Chung [11]). Ceci permet de calculer les moments :
E(sup{es|0 < s < 1}) = /7/2 et
E(sup{es|0 < s < 1}7) = 27 2p(r — )T(r/2)¢(r) pour r > 1.

e La loi de aire sous ’excursion brownienne et celle de son temps local sont également connues.
On pourra voir & ce sujet les articles de Louchard [25], [26], Takacs [38], [40].

3.2 Comment montrer qu’une suite de processus converge ?

On se contente ici de décrire deux méthodes largement utilisées dans les théorémes limites de
ce cours :

3.2.1 Convergence faible de processus

On considére X, X1, Xs,... des processus définis et continus de [0, 1] dans R.
Définition. On dit que la suite (X,,), converge faiblement vers X si, pour tout fonctionnelle F
continue bornée (pour la topologie induite par la norme uniforme) sur C[0, 1] et & valeur dans R,

E(F(X,)) - E(F(X)).

Plusieurs remarques sont nécessaires, ici :
e F est continue sur C[0, 1] pour la topologie induite par la norme uniforme, si pour tout g € C[0, 1],
Ve > 0, In > 0, tel que (f € Cl0,1] et ||f — glloo < 77) = |F(g) — F(f)| <e.
e Les processus X, ne sont pas censés étre définis sur le méme espace ) ni moins encore sous la
méme loi de probabilité.

Proposition 2 Soit (X,), une suite de processus convergeant faiblement vers X. Soit (Yy)n une
suite de processus t.q.
Ve > 0, P(|| Xn — Yalleo > €) —— 0.
n

Sous ces hypothéses, on a

Yn faible X

n
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3.3 Corollaire de la convergence faible 37

Remarquons que X, et Y,, sont définis sur le méme espace.
Preuve Billingsley p.25 [5]..

Lorsqu’on souhaite montrer que la suite X,, converge vers X mais qu’on ne sait pas que X,, est
proche d’une suite Y,, convergeant vers X, on doit montrer deux propriétés pour la suite X, :

Convergence des lois finies dimensionnelles et tension

Définition. Si pour tout £ € N et tout 0 <t <--- <t <1 et tout (»’Ui)z'e[[l,k}]a

P(Xn(tl) <z,... Xn(tk;) < xk) T) ]P)(X(tl) <z,... X(tk) < .’Bk)
on dit que les lois finies dimensionnelles de X, convergent vers celle de X.

Définition. La suite de processus X, est tendue si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(z) Pour tout n > 0, Ja tel que :

P(|X,(0)| > a) <n, pour tout n > 1

(#3) Pour tout ¢ > 0 et n > 0, il existe d, 0 < 6 < 1 et un entier ng tel que

1
_P( sup |Xn(s) - Xn(t)| > 5) <n, n2>mng.
t<s<t+d

Théoréme 2 Soit (X,), une suite de processus continus. Si la suite (Xy), est tendue, et si les
lois finies dimensionnelles de X, convergent vers celles de X, alors

Xn faible X,

n

Dans la pratique, on utilise un critére de tension plus fort mais plus facile a prouver. On remplace
(13) par :
(47') 1l existe v > 0 et a > 1, une constante c tels que

(@1")  EXnp(t) — Xn(s)]” < c|t — s|* pour tout n > 1, et tout 0 < s <t < 1.

3.3 Corollaire de la convergence faible

Dans ce cours, on utilise essentiellement deux corollaires de la convergence faible. Supposons
que (Xy), soit une suite de processus continus, sur [0,1] convergeant simplement vers X dans
(C[0,1],]-/loo)- Alors :

e Pour toute fonction f continue de C[0,1] dans R,

() =2 F(X),

(par exemple f = max ou f = fol sont autorisées.)
e Si de plus f est bornée,

E(f(Xn)) — E(F(X))-
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