Podstawowe wlasnosci rachunku operatorowego

Idea metody operatorowej polega na znalezieniu przeksztafcenia pozwalajgcego zastapic
rownania rozniczkowo - catkowe przez zwykie rdwnania algebraiczne. Przeksztalcenie to

mozna traktowaé jako prawo odpowiedniosci miedzy dwoma zbiorami funkciji:

f(t)+ F(s)

Podstawe rachunku operatorowego stanowi przeksztafcenie (transformacja) Laplace'a,
okreslajgce zwigzek miedzy funkcjami czasu f(t) i odpowiadajgcymi im funkcjami F(s) nowej
zmiennej zespolonej s.

Zatézmy funkcje f(t), ktéra spetnia nastepujace warunki:
1. f(t)=0 dla t<0,
2. f(t) spetnia warunki Dirichleta:
e przedziat w ktérym funkcja jest okreslona mozna podzieli¢ na przedziaty otwarte,
w ktdrych f(t) jest monotoniczna,
e w kazdym punkcie zachodzi f(t)=1/2[f(t ")+f(t 7],
3. f(t) jest catkowalna w kazdym przedziale skofczonym oraz spetniona jest nieréwnosc¢
f(t)] = Me® (M>0, a>0, dla t>ty)
Transformata Laplace‘a funkcji f(t) nazywaé bedziemy funkcje F(s) zmiennej zespolonej s,
okreslong wzorem (przy zat. Re(s)za):
Fs)= [f(0)-e™dt ,  F(s)=LIf(t)
0

Wz6r powyzszy przyporzadkowuje funkcji zmiennej rzeczywistej f(t) funkcje zmienne;
zespolonej F(s) i nosi nazwe prostego przeksztatcenia (transformacji) Laplace'a, a catka
nazywana jest czesto catkag Laplace'a. Funkcje f(t) nazywaé bedziemy oryginatem, a funkcje
F(s) transformata.

Mozliwe jest rowniez odwrotne przeksztafcenie Laplace'a (transformacja odwrotna),
pozwalajgce okresli¢ funkcje f(t) odpowiadajaca danej transformacie F(s).
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Zagadnienie to sprowadza sie do rozwigzania réwnania catkowego. Poniewaz jest to
czynno$S¢ zazwyczaj pracochionna, przy wyznaczaniu oryginatu danej funkcji zmiennej
zespolonej wykorzystuje sie, o ile to mozliwe, wtasnosci przeksztatcenia Laplace’a oraz tablice

transformat.



Podstawowe wiasnosci i twierdzenia rachunku
operatorowego opartego na transformacji Laplace’a

. Twierdzenie o liniowoSci:
Lloyf, (t)+ o (t) 1= e LIf; (1) ]+ o LI, (1) ]

. Twierdzenie o transformacji pochodnych funkcji:

LIFM ()] =s" -F(s)-s""-f(0*)-s"2 . f(0*)-..—s - f"2(0*") - f"V(0")
LI ()]=s-F(s)-s-f(0")-f(0")
LIf(t)]=s-F(s)-f(0")

. Twierdzenie o transformacji catki funkcji:
t 1

L j f(t)dt |=—-F(s)
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. Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie rzeczywistej:
LIf(t—1)]=e"" -F(s)
. Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie zespolonej:
Lle™ -f(t)]=F(s+a)

. Twierdzenie o zmianie skali:
1 S
Llf(a -t =— F(—)
a a

. Twierdzenie o rozniczkowaniu w dziedzinie zespolonej:

£t 101 = (-0
S
LIt - f(v] = () L)
ds

. Twierdzenie o wartosci konicowey:
Jezeli istnieje: tIim f(t) i L[f(H)]=F(s) to

[i_ll]f(t) = |in0‘]s-F(s)



9. Twierdzenie o splocie:

LIA(E) = £,(6)] = LIAE)]-LIKE)] = F(S)- Fs)

gdzie: f,(t)xf,(t) jest splotem funkciji f,(t) i f,(t).
Splot funkgji okresla zaleznos¢:

£ () = [ (D) £t - D)z

Rozwigzywanie liniowych rownan rézniczkowych

zwyczajnych za pomoca transformaciji Laplace’a
Zastosowanie przeksztatcenia Laplace’a daje prosta metode rozwiazywania réwnan
rézniczkowych, polegajacg na ich algebraizaciji.

Niech dane bedzie zwyczajne rownanie rézniczkowe ze statymi wspotczynnikami:

a,y" +a,_ y" V4. +a,y=£(t),
w ktérym f(t) jest znang funkcjg zmiennej rzeczywistej, oraz warunki poczatkowe.
Rozwigzujac rownanie nalezy:

1. poddaé je przeksztatceniu Laplace’a z uwzglednieniem warunkdéw poczatkowych,
2. wyznaczyé¢ transformate Y(s) szukanej funkciji,

3. doprowadzi¢ te transformate do postaci

Y(s>=% ,

4. wyznaczy¢ szukang funkcje zmiennej rzeczywistej

yt)=L7IY(s)]=L [M(s)}

Transformaty Laplace’a najczesciej spotykanych funkciji:

Oryginat f(t) Transformata F(s)
d(t) - impuls Diraca 1
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