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씱씮씱씮씵 함수 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씮 씱씳
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3 벡벡벡터터터 공공공간간간 25
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4 위위위상상상 공공공간간간 39
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5 측측측도도도와와와 확확확률률률 49
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6 힐힐힐베베베르르르트트트 공공공간간간 59
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개개개요요요

본 노트에서는 크게 다음의 씳가지를 다루고자 합니다씺 씱씩 미분씨앤앩씛앥앲앥앮앴앩액앴앩앯앮씩씬 씲씩 측도씨앍앥액앳앵앲앥씩와
적분씨앉앮앴앥앧앲액앴앩앯앮씩씬 씳씩 힐베르트 공간씨안앩앬앢앥앲앴 앓앰액앣앥앳씩씮 개념들에 대한 설명 및 문제는 처음 접한 사람의
지식에 맞추어 이루고자 합니다씮 다만 여기서 다루는 내용들은 여러 수학 교재들에 걸쳐 등장하는 것
들로 처음 접한다면 다소 어렵게 느껴질 수도 있습니다씮 본 노트에서는 구체적인 증명보다는 직관적인
설명을 하고자 합니다씮 개념들이 무엇을 의미하고 현실 혹은 직관과 어떻게 연결 지을 수 있는지를 쫓
아가고자 합니다씮 개념에 익숙해지기 위해선 보고 듣는 것 이외에 각자의 방식대로 정리하는 시간을
가져야 한다고 생각합니다씮 이를 위해 개념을 잘 알고 있는지 확인할 수 있는 문제나 질문을 포함하려
고 합니다씮

끝으로씬 전체적인 흐름에 대해 간단히 설명하겠습니다씮 우선 기본적인 개념들과 표기에 대해 소개합
니다씮 본문은 한글로 작성하려고 합니다씮 다만씬 옹골 집합씨앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴씩과 같이 수학을 한글로 번역하
는 과정에서 듣도 보도 못한 단어들이 등장하므로 처음 본 단어라면 영어 원어를 유의해서 기억할 필

요가 있습니다씮
씲장에서는 미분을 다루고 있습니다씮 미분을 다루기 위해선 극한씨앬앩앭앩앴씩과 선형성씨앬앩앮앥액앲앩앴앹씩에 대한 이
해가 필요합니다씮 미분을 다룬 후에 앧앲액앤앩앥앮앴 앤앥앳앣앥앮앴에 대해 간단히 설명하고자 합니다씮

씳장과 씴장은 이후에 다룰 측도씨앭앥액앳앵앲앥씩와 함수공간을 위한 기초 개념들을 다룹니다씮 직관과 일치하
는 유클리드 공간씨악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥씩에서 여러 아이디어들을 얻고 이를 추상화하는 연습을 합니다씮 이
과정에서 가장 근본적인 구조를 지닌 공간인 위상 공간씨앴앯앰앯앬앯앧앩앣액앬 앳앰액앣앥씩과 벡터 공간씨앖앥앣앴앯앲 앳앰액앣앥씩에
대해 접하고자 합니다씮

씵장에서는 적분을 다룹니다씮 구분구적법을 이용한 리만 적분씨앒앩앥앭액앮앮 앩앮앴앥앧앲액앴앩앯앮씩은 적용가능한
함수 범위가 작아 수학적으로 체계를 만들기에 다소 부족합니다씮 씲씰세기 초에 새로운 관점으로 적
분을 개발하여 수학 체계를 제작했는데씬 바로 르벡 적분씨알앥앢앥앳앧앵앥 앩앮앴앥앧앲액앴앩앯앮씩입니다씮 함수 간 거리
는 두 함수 사이의 넓이로 정의할 수가 있는데씬 이러한 넓이를 재기 위해선 밑면의 씧크기씧에 대한 정의
가 필요합니다씮1 이를 체계화 한 것이 측도론씨앭앥액앳앵앲앥 앴앨앥앯앲앹씩입니다씮 이는 확률론의 토대가 되고씬 특
히 기댓값씨앥앸앰앥앣앴액앴앩앯앮씩에 대한 일반적인 표현을 가능하게 해줍니다씮 이를 더불어 확률 분포를 학습
하는 앖앁악와 앇앁앎에서 등장하는 수식을 간단히 다룰 수 있을 것 같습니다씮 추가적으로 기계적인 계
산과정에서 자주 등장하는 적분씬 미분 순서 교환에 대해 다루고자 합니다씮 적분 순서 교환은 앆앵앢앩앮앩씧앳
앴앨앥앯앲앥앭으로 알려져 있으며 언제 순서 교환이 가능한 지 알아둘 필요가 있습니다씮
마지막 씶장은 앞에서 했던 내용을 이용하여 완비성씨앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳씩을 지닌 힐베르트 공간에 대해 다룹
니다씮 힐베르트 공간은 푸리에 변환이나 머신 러닝에서 앓앖앍이나 앫앥앲앮앥앬 앐앃앁같이 앫앥앲앮앥앬을 통해 주어
진 데이터 공간을 고차원 공간로 옮겨 작업을 하는데서 자주 등장합니다씮 최근 딥 러닝에서도 이런 방
법을 이용하는 시도가 이루어지고 있어 끝으로 다루고자 합니다씮

씨마지막 주에는 통계 관련해서 간단하게 앆앩앳앨앥앲의 앍알악의 성질과 기초적인 앂액앹앥앳앩액앮을 다룰려고 하
는데 앞과는 무관한 내용이라 노트를 따로 만들 것 같습니다씮씩

1예를 들어 평면에서 정의된 함수의 넓이(혹은 부피)는 2차원 밑면의 넓이와 높이를 통해 계산할 수 있습니다. 여기서 ’크
기’란 밑면, 즉 정의역의 부분집합의 크기를 의미합니다.
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Chapter 1

Preliminary

이 장에서는 기본적인 개념들과 수학의 역사적 배경에 대해 알아봅니다씮 다양한 개념들을 처음 접한
다면 생소하여 어렵게 느껴질 수 있지만씬 기술적으로 복잡한 것은 등장하지 않습니다씮 마치 언어공부
하는 것과 비슷한데씬 직관 혹은 현실과 빗대어 보면서 생각한다면 좀 더 쉽고 흥미롭게 공부할 수 있으
리라 생각합니다씮 씨씪씩 표시는 생략해도 됨을 의미합니다씮

1.1 Basic Concepts

1.1.1 집집집합합합

- Zermelo-Frankel axioms
수학이 어려운 이유 중 하나는씬 아주 직관적인 개념도 정의내리기 어려울 때가 있기 때문입니다씮 예
를 들어씬 누구나 상상할 수 있는 집합이라는 개념도 막상 정의하기가 쉽지 않습니다씮 집합론에서 유명
한 역설인 러셀의 역설을 살펴 봅시다씮

Question씩 다음과 같은 집합이 존재할 수 있는가씿 앂 씽 앻앁 야 앁 /∈ 앁씬 앁 앩앳 액 앳앥앴약

이것이 역설로 불리는 이유는 앂를 집합으로 정하는 순간 모순이 발생하기 때문입니다씮 만약 앂 ∈
앂라면씬 조건에 의해 앂는 앂의 원소들이 만족하는 성질씨앁 /∈ 앁씩을 만족하지 않으므로씬 앂는 앂의 원소가
아닙니다씮 즉씬 앂 /∈ 앂여서 모순이 발생합니다씮 반대로 앂가 자기 자신을 포함하지 않는다면 마찬가지로
모순이 발생합니다씮 따라서 앂라는 것은 집합이 될 수 없고씬 이 예로부터 단순히 특정 조건을 만족하는
대상들의 모임으로 집합을 정의한다면 문제가 발생함을 알 수 있습니다씮

씱씹씰씰년대 초에 나온 이 역설로 인해씬 사람들은 집합의 개념부터 다시 잡기 시작합니다씮 이러한 모순
이 발생하는 상황을 배제하기 위해 현재는 앚앥앲앭앥앬앯씭앆앲액앮앫앥앬 공리계씨앚앆씭액앸앩앯앭앳씩를 채택하고 있습니다씮
공리란씬 증명의 레고블럭과 같은 것입니다씮 증명하기 위해선씬 이전에 성립하는 명제가 있어야 하고 맨
시작점을 사람들의 합의로 설정한 것입니다씮 현재로서는 이 공리들에 대해서 자세히 알 필요는 없습니
다씮 간단히 설명하자면씬 원소가 유한개인 집합들을 정의하고 합집합과 같이 집합이라면 만족할 성질들
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을 공리로 설정한 것입니다씮 여기에 자연수 집합 같은 원소수가 무한히 많은 집합을 위한 공리를 추가
함으로써 버틀란트 역설을 피하고씬 상식적으로 우리가 집합으로 여기는 것들씨앥앸씮 자연수 집합씩이 공리
계에서 집합이 되도록 만듭니다씮

- Uncountable set and Axiom of Choice
버틀란드 역설이 문제를 제기한 이후씬 앚앆 공리계 말고도 비슷한 다른 공리계들도 많이 제안되었습니
다씮 그럼에도 앚앆 공리들은 상식에서 크게 벗어나는 문제를 만들지 않고씬 집합론에서 가장 일반적인 체
계로 채택됩니다씮 이러한 앚앆 공리계에 선택 공리씨앁앸앩앯앭 앯앦 앣앨앯앩앣앥씩를 추가한 것을 앚앆앃 공리계라 합니
다씮 선택 공리는 셀 수 없이 많은 개수의 집합들의 모임1의 각 집합에서 원소들을 하나씩 뽑을 수 있음

을 말합니다씮 선택 공리는 다소 논쟁의 여지가 있는데씬 자명해 보이는 이 공리로부터 비자명한 결과들
이 도출되기 때문입니다씮2

이에 대해 좀 더 자세히 알아보기 위해선씬 집합론의 관점에서의 애크기씧에 대해 알아야 합니다씮 즉씬 어
떤 집합이 큰가에 대해 답할 수 있어야 합니다씮 아마 일반적으로 원소의 개수가 많은 집합을 크다고 할
것입니다씮 원소의 개수에 따라서 집합의 대소 관계를 부여할 수 있습니다씮 예를 들어 앻씰씬씱약은 크기가
씲로 크기가 씳인 앻씰씬씱씬씲약보다 작습니다씮 문제는 자연수의 집합과 같이 크기가 무한한 집합들입니다씮 정
수의 집합의 크기 또한 무한하기 때문에 자연수의 집합과 애원소의 개수씧 관점에서 비교가 불가합니다씮
만약 자연수는 정수에 포함되기 때문에 정수의 집합이 더 크다고 말한다면씬 이는 원소의 개수의 비교
가 아닌 포함관계에 근거하는 주장일 것입니다씮

흥미로운 사실은 자연수와 정수 간에는 씱씭씱 대응이 가능하다는 점입니다씮3 유한한 집합의 경우 원소
의 개수가 같으면 씱씭씱 대응이 존재합니다씮 이것을 확장하여 무한한 집합의 크기가 같음을 씱씭씱 대응이
존재함으로 자연스럽게 정의할 수 있습니다씮

Question) 무한집합의 크기가 다를 수 있는가씿

자연수 집합과 실수 집합 간에는 씱씭씱 대응이 존재하지 않습니다씮 이때씬 자연수의 집합에서 실수의 부
분집합으로의 씱씭씱 대응이 존재하기 때문에 씨앨앯앷씿씩 실수 집합의 크기는 자연수 집합의 크기보다 큽니
다씮

Proof. 사실 아직 실수에 대해 정의하지 않았지만씬 우선은 실수를 0.a1a2a3... · 10n 꼴의 수들로 생각합

니다씮 이때씬 자연수와 실수 간에 씱씭씱 대응이 존재한다고 가정하고 이 대응함수를 앦라 표기 하겠습니다씮
f(1) = n1 + 0.a11a12a13...씬 f(2) = n2 + 0.a21a22a23... 씨ni는 정수씬 aij들은 모두 0 ∼ 9중 하나씩 이런 식으
로 각 자연수마다 실수 값이 대응된다고 할 때씬 xi 6= aii인 xi에 대해씬 x = 0.x1x2x3...라 놓으면 어떠한

자연수 앮에 대해서도 앦씨앮씩의 앮번째 소숫점 값인 ann과 앸의 앮번째 소숫점 xn은 다르므로 앦씨앮씩은 앸와 다
릅니다씮 다시 말해씬 어떠한 자연수 앮에 대해서도 앦씨앮씩은 앸와 다릅니다씮 따라서 앦는 전사함수가 아니므로
가정에 모순이 됩니다씮

이 논리는 씱씹세기 수학자 칸토어가 생각해 내었습니다씮 당시에는 사람들이 칸토어를 미친 사람 취급
할 정도로 무한에 대한 이러한 사고방식은 받아들여지지 않았습니다씮 결국 칸토어는 정신병원에서 생
을 마감하게 됩니다씮 위에서 보였듯이 실수 집합은 자연수 집합보다 큽니다씮 이때씬 자연수 집합은 자연

1집합들의 집합을 의미합니다. 혼동을 피하기 위해 영어로는 collection(혹은 family) of sets라는 표현을 사용합니다.
2사실 선택공리가 자명해 보이는 것은 착시현상과 같은 것일 수도 있습니다. 선택공리는 셀 수도 없이 많은 집합들에 대해

말을 하고 있습니다. 우리가 일반적으로 사용하는 귀납법은 자연수에 관한 것입니다. 이러한 셀 수 있는 무한에 대한 인식을 자
연스럽게 셀 수 없는 무한으로 확장하는 것은 착시현상과 같은 것입니다.

3Let f : N → Z, f(0)=0, f(2n)=n, f(2n-1)=-n.

씸



스럽게 순서가 매겨져 있는데씬 자연수와 씱씭씱 대응이 존재하는 집합의 경우 이 대응에 따라 순서를 매길
수 있습니다씮 이러한 집합들을 앣앯앵앮앴액앢앬앥하다고 말합니다씮 그리고 실수와 같이 자연수와 씱씭씱대응이 존
재하지 않은 무한 집합은 앵앮앣앯앵앮앴액앢앬앥하다고 합니다씮

Question씩 앵앮앣앯앵앮앴액앢앬앥한 집합이 앣앯앵앮앴액앢앬앥한 집합보다 큰가씿

Proof. 임의의 무한집합에는 앣앯앵앮앴액앢앬앥 부분집합이 존재한다씺 무한 집합은 비어있지 않으므로 원소가
하나 이상 존재하고 하나를 고른 뒤 번호를 부여합니다씮 그리고 이 원소를 빼도 무한 집합이므로 이 과
정을 반복하면 귀납적으로 앣앯앵앮앴액앢앬앥한 부분집합을 얻게 됩니다씮

멱집합씨앰앯앷앥앲 앳앥앴씩은 어떤 집합의 모든 부분집합들의 모임을 의미합니다씮 앚앆 공리계에서 멱집합의
공리는 멱집합의 존재를 보증합니다씮

Theorem 1.1.1. 집합 앓 보다 앓의 멱집합이 더 크다씮

Proof. 앞서 말한 앃액앮앴앯앲의 방법과 유사하게 보일 수 있습니다씮 주어진 집합을 앓라하고 멱집합을
앐씨앓씩라 할 때씬 앦씺 앓→앐씨앓씩에 대해 앁씽 앻액 ∈ 앓 야 액 /∈ 앦씨액씩약라 하면 앁는 앚앆 공리계에서 집합이 됩니다씮 씨버
틀란트 역설과 차이점은씿씩 만약 어떤 앳가 존재해서 앦씨앳씩씽앁라 가정해봅시다씮 이때씬 앳가 앁의 원소라면
앳가 앦씨앳씩의 원소이고 앁의 조건에 의해 앳는 앁에 속하면 안 됩니다씮 반대로 앳가 앁의 원소가 아니라면 앳가
앦씨앳씩의 원소가 아니고 앁의 조건에 의해 앳는 앁의 원소가 됩니다씮 따라서 모순이 발생하여 앁는 앦의 치역
에 들어가지 않습니다씮 따라서 앦는 전사함수가 될 수 없고씬 앐씨앓씩는 앓보다 큽니다씮

암앨앭씱씮씱으로부터 크기가 다른 무한 집합을 계속 만들 수 있음을 알 수 있습니다씮 자연수 집합의 멱집
합은 실수 집합과 크기가 같습니다씮4 그리고 실수의 멱집합을 이용해 더 큰 무한집합을 얻을 수가 있습
니다씮 그렇다면 이렇게 얻어지는 집합 이외에 다른 무한집합이 있을까요씿 크기가 자연수와 실수 사이
에 있는 무한집합의 존재성은 씲씰세기의 대난제 중 하나로씬 괴델과 코언 두 명의 수학자에 의해 앚앆 공리
계에서는 증명 불가능함이 증명되었습니다씮 즉씬 주어진 공리들로는 집합이 존재함을 보일 수도 없고
존재하지 않음을 보일 수도 없습니다씮

- Axiom of Choice와와와 동동동치치치인인인 명명명제제제(*)
여지껏 무한집합에 대해 간단히 알아보았습니다씮 이제 선택공리에 대해 다시 들여다 보면씬 어떤

앵앮앣앯앵앮앴액앢앬앥개의 집합들에서 원소를 하나씩 뽑을 수가 있다가 이 공리가 주장하는 것입니다씮 무언가
당연해 보이는 이 공리가 논쟁이 되는 이유는씬 이로부터 앺앯앲앮씧앳 앬앥앭앭액나 앷앥앬앬 앯앲앤앥앲앩앮앧 앰앲앩앮앣앩앰액앬과 같이
다소 자명하지 않은 명제들이 도출되기 때문입니다씮 앺앯앲앮씧앳 앬앥앭앭액는 약간 복잡하므로 자세한 설명은
뒤로 미루고 앷앥앬앬 앯앲앤앥앲앩앮앧 앰앲앩앮앣앩앰액앬에 대해서만 알아보겠습니다씮 앷앥앬앬 앯앲앤앥앲앩앮앧 앰앲앩앮앣앩앰액앬은 모든 집합은
순서를 매길 수 있다는 것을 말합니다씮 여기서 순서를 매길 수 있다는 것은 임의의 부분집합에서 순서
가 제일 빠른 원소가 존재함을 말합니다씮 따라서 씨씰씬씱씩의 경우 주어진 실수의 순서로는 최소 원소가 존
재하지 않으므로 다들 아는 실수의 순서는 앷앥앬앬 앯앲앤앥앲앥앤하지 않습니다씮 그런데 앷앥앬앬 앯앲앤앥앲앩앮앧 앰앲앩앮앣앩앰액앬은
의해 다시 잘 배치를 하면 순서가 존재합니다씮 5

4우선 자연수 집합의 멱집합을 구간 [0,1]와 1-1대응이 존재함을 보인 다음, [0,1]과 실수간의 1-1대응이 존재함을 tan함수를
이용해 보일 수가 있습니다. 예를 들어, 자연수의 부분집합이 {1,3}라면 0.101(2)의 2진법 수에 대응을 시킬 수 있습니다.

5Axiom of choice는 증명이 불가능한 명제입니다. 즉, 성립해도 문제는 없고 성립 안해도 문제는 없는데, well ordering
principal은 이와 동치입니다. 따라서 well ordering이 존재함은 입증은 불가능하고 단지 사람들간에 합의의 결과인 것입니다.
실제로 실수의 well ordering을 구체적으로 제시하는 것은 불가능할 것 입니다.
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선택공리와 앞서 이야기한 앺앯앲앮씧앳 앬앥앭앭액를 통해 무한에 대해 많은 것을 이야기 할 수 있게 됩니다씮
특히 앵앮앣앯앵앮앴액앢앬앥하게 많은 것에 대해 이야기를 할 수 있는데씬 측도나 힐베르트 공간에서 등장합니다씮
선택공리를 포함하는 공리계는 앚앆앃 공리계로 불리며 수학자들은 앚앆에서 보일 수 없으나 앚앆앃에서 보
일 수 있는 명제들을 민감하게 구분하기도 합니다씮

1.1.2 실실실수수수(Real number)

간단히 씧모임씧이라는 개념을 추상화한 집합에 대해 알아보았습니다씮 이어서 씧수씧에 대해 간단히 알아
봅니다씮
가장 직관적인 수는 자연수입니다씮 여기서 빼기라는 연산을 생각한다면 음수를 같이 얻게 됩니다씮
음수는 자연수보다는 다소 추상적입니다씮 그 다음은 나누기를 생각하고 유리수를 얻게 됩니다씮
유리수에서 실수로 넘어가는 과정은 빽빽하지 않은 유리수를 빽빽하게 만드는 것입니다씮 예를 들어

x2 = 2인 x의 경우 유리수가 아닌 어떤 수가 됩니다씮 이를
√

2라 표기합니다씮 모든 유리수를 직선위에
일렬로 나열 했을 때씬 대소 관계로부터

√
2가 직선 위에 어느 지점에 위치함을 알 수 있습니다씮6 이는

유리수를 직선위에 놓았을 때씬 중간 중간 비는 지점들이 존재함을 말합니다씮 반면에씬 직선위에서 어떤
짧은 구간을 잡더라도씬 그 안에는 유리수가 들어갈 것입니다씮7 직선 위에서 겉보기에도 텅텅 빈 정수들
과는 달리 유리수는 매우 조밀하나 중간 중간 빈 지점들이 있고씬 이를 채우면 실수가 됩니다씮 좀 더 엄
밀하게 서술을 하자면씬 유리수가 직선 위에서 조밀하다는 것은 직선의 어떤 지점을 잡더라도 그 지점
에 가까운 유리수가 존재함을 말합니다씮 예를 들어 정수의 경우 씱씯씲와는 씱씯씲보다 가까워 질 수 없기에
조밀하지 않습니다씮
만약 위에서 말한 직선 위의 각 지점을 실수와 대응시켜 생각해본다면씬 모든 실수는 그 실수에 가까
워지는 유리수들의 수열이 존재하므로 이런 유리수들의 극한으로 실수를 대응시킬 수 있습니다씮 여기
서 문제는 실수를 만드는 과정에서는 아직 실수를 사용할 수 없으므로씬 씧어떤 실수에 가까워진다씧 라는
말은 사용할 수 없다는 점입니다씮 이때씬 목적지가 없이 수렴하는 코시 수열이 등장하게 됩니다씮

Definition 1. 코시 수열 씨앃액앵앣앨앹 앳앥앱앵앥앮앣앥씩
코시 수열은 주어진 수열의 앩앮앤앥앸가 충분히 커지면 수열의 수들이 서로 가까워지는 수열입니다씮 주
어진 수열을 an이라 할때씬 임의의 작은 양수 ε > 0에 대해 충분히 큰 앎이 존재하여씬 n,m > N 인 임의

의 n,m에 대해 |an − am| < ε씮

목적지가 지정된 수렴은 다음과 같이 정의됩니다씮

Definition 2. 수열의 수렴 씨앣앯앮앶앥앲앧앥앮앣앥 앯앦 앳앥앱앵앥앮앣앥씩
주어진 수열을 {an}이라 할때씬 임의의 작은 양수 ε > 0에 대해 충분히 큰 앎이 존재하여씬 n > N 인 임

의의 앮에 대해 |an − r| < ε 라면 an은 앲로 수렴한다고 하고 an → r라 표기합니다씮

Theorem 1.1.2. 모든 수렴하는 수열은 코시 수열이다씮

Proof. |an − am| ≤ |an − r|+ |am − r| 이용하면 바로 보일 수가 있습니다씮

6반면에
√
−1은 어디에 위치할까요?

7구간의 길이가 s일 때 1/s보다 큰 자연수 N이 존재합니다 (아르키메데스 성질). 즉, s보다 작은 1/N이 존재하므로 분모가
N인 유리수들 중 하나는 그 구간에 들어갑니다.
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만약 어떤 실수로 유리수 수열이 수렴한다면씬 이 유리수 수열은 코시 수열이 됩니다씮 따라서 모든 실
수는 코시 수열로 대응시킬 수가 있습니다씮 반대로 유리수의 코시 수열을 실수 각 값으로 대응 시킬 수
가 있는데씬 서로 다른 코시 수열이 같은 실수 값으로 수렴할 수 있으므로 이들을 다 묶어서 하나의 실
수로 대응시킨다면 유리수 코시 수열로부터 실수를 얻을 수 있습니다씮
앞에서 유리수에서 실수를 만드는 과정을 설명하였습니다씮 실수와 유리수의 가장 큰 차이점은
코시수열의 수렴성입니다씮 유리수의 경우 유리수 안에서 코시수열이 수렴하지 않을 수 있습니다씺√

2 = 1.414...이므로 씱씮씴씬 씱씮씴씱씬 씮씮씮은
√

2로 수렴하는 유리수 수열입니다씮 이때 씱씮씴씬 씱씮씴씱씬 씮씮씮은 코시 수열
임을 알 수가 있습니다씮 하지만 어떠한 유리수 q에 대해서도 앞의 수열은 언젠간 씨

√
2와 q가 다른 소숫

점부터씩 q와 일정 거리만큼 멀어지게 됩니다씮 따라서 앞의 수열은 유리수 안에서는 수렴하지 않습니다씮
반면 앞에서 언급한 방법으로 실수를 만들면 실수의 모든 코시 수열은 실수안에서 수렴합니다씮8 이와
같이 코시 수열이 수렴하는 공간을 씧앣앯앭앰앬앥앴앥씧하다고 합니다씮

1.1.3 대대대수수수적적적대대대상상상(군군군,환환환,체체체)

앞에서 간단히 여러 수들에 대해 알아보았습니다씮 이러한 수들의 성질을 포착해 추상화할 수 있습니
다씮 예를 들자면씬 씱씬 씲씬 씳씬씮씮씮 하나씬 둘씬 셋씬 씮씮씮은 같습니다씮 여기서 씧같음씧은 단순히 씱이 씧하나씧로 대응되고
씲와 씧둘씧이 대응되는 것 뿐 만 아니라씬 씱 더하기 씱은 씲이고 애하나씧 더하기 애하나씧는 애둘씧 같이 애관계씧 또한
대응이 됨을 의미합니다씮 만약 각 씱이나 애하나씧 같은 기호들이 대응이 되며 그들의 관계 또한 대응이 된
다면 둘은 바꾸어 사용해도 아무 문제가 없습니다씮
이때 기호는 단지 표기를 위한 것일 뿐 기호 모양에는 아무런 의미는 없습니다씮 이에 대해 기호를 버
리고 원소와 관계를 다루는 것이 대수씨액앬앧앥앢앲액씩입니다씮 가장 간단한 대수적 대상은 군씨앧앲앯앵앰씩입니다씮
군은 집합에서 연산을 추가한 것입니다씮 이때씬 집합을 앓라 할 때 연산 ∗는 S × S → S인 함수로 주어집

니다씮 이때씬 연산의 결과가 앓의 원소인 경우씬 연산이 집합 앓에 대해 닫혀 있다고 합니다씮 이때씬 추가적
으로 다음을 만족하는 집합과 연산을 군이라고 합니다씮

Definition 3. 군씨앓씬 씪씩
씱씩 (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) 씨결합법칙씬 액앳앳앯앣앩액앴앩앶앥씩9

씲씩 ∀s ∈ S씬 s ∗ e = e ∗ s = s인 e가 존재씮 씨항등원씩
씳씩 s ∈ S씬 s ∗ s−1 = s−1 ∗ s = e인 s−1이 존재씮 씨역원씩

사실 위의 조건 중에서 일부만 만족하는 대상을 다룰 수도 있지만씬 이 경우 너무 성질이 부족하여 의
미 있는 결과들이 나오지 않는 편입니다씮
군은 정수를 모티브로 삼은 것입니다씮 씨정수씬 덧셈씩은 군을 형성합니다씮 이때씬 항등원은 씰이고 각 수
의 역원은 씕가 붙은 수입니다씮 이외에 흥미로운 군들이 많습니다씮 예를 들어 씲차원 회전변환들의 집합
도 변환의 합성을 연산으로 한다면10

군이 됨을 알 수가 있습니다씮 이와 비슷하게 큐브의 상태의 집합
과 큐브를 돌리는 행위 연산은 군을 이루고 따라서 큐브에 군과 관련된 이론들을 적용할 수 있습니다씮
군과 관련된 자세한 내용들은 이 노트의 흐름에서 벗어나므로 여기서 다루지는 않도록 하겠습니다씮

앞서 군은 정수와 더하기를 모티브로 한 것임을 말하였습니다씮 정수에는 더하기가 아닌 곱하기라는
연산도 존재합니다씮 이를 모티브로 하여 군에 연산을 추가한 것을 환씨앒앩앮앧씩이라고 합니다씮

8이 부분에 관한 증명은 생략합니다. 일부 수학자는 이 성질을 공리로 만들어버립니다.(실수의 완비성)
9실수의 빼기, 나누기의 경우 결합법칙이 성립하지 않습니다.

10간단히 30도 회전과 60도 회전의 연산을 90도 회전으로 생각하는 것을 말합니다.
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Definition 4. 환 씨앓씬 씫씬 ∗씩
씱씩 씨앓씬 씫씩는 a+ b = b+ a를 만족씮 씨가환군씬 액앢앥앬앩액앮 앧앲앯앵앰씩
씲씩 ∗에 대해 결합법칙이 성립
씳씩 ∗에 대해 항등원이 존재 씨보통 씱로 표기씩
씴씩 a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c 씨분배 법칙씩

이러한 정의는 철저히 정수의 성질에 의해 도출되는 것입니다씮 정수의 곱셈은 덧셈과는 다릅니다씮
둘 다 항등원은 각각 씰씬 씱로 존재하지만씬 곱셈의 경우 역원이 존재하지 않습니다씮 따라서 환의 정의에
는 곱셈의 역원의 존재성은 제외되어 있습니다씮 다만 연산이 씲개가 됨에 따라 두 연산 간의 관계를 나
타내는 분배법칙이 추가 되었습니다씮
환은 군보다 더 다양한 결과들을 만들어 냅니다씮 대표적으로 다항식들의 집합은 환이 됩니다씮 다항
식 집합은 더하기 연산에 대해 가환군이 되며씬 곱하기에 대해서는 역원이 존재하지 않지만 연산 자체
에 대해서는 닫혀 있습니다씮 따라서 다항식의 집합에는 환의 이론들을 적용할 수 있게 되는데씬 다항식
의 인수 분해나 다항식들 간의 해집합에 관한 많은 이론들이 전개 됩니다씮
다항식을 푸는 것은 모든 이론에서 궁극적인 목표 중 하나입니다씮 물리나 금융에서는 미분 방정식을
푸는 것이 주요 관심사인데씬 모두 어떤 관계를 만족하는 해씨수나 함수씩를 찾는 다는 점에서는 동일합니
다씮

같은 이유로 환에 대해서는 짤막히 언급만 하고 체씨앆앩앥앬앤씩에 대해 다루도록 하겠습니다씮 체는 유리수
를 모티브로 한 것입니다씮 정수에서 나누기를 생각하면 유리수를 얻게 되는데씬 이는 곱하기의 역원을
생각하는 것과 동일합니다씮 환이 씰을 제외한 모든 원소가 곱하기에 대해 역원이 존재한다면 체가 됩니
다씮

Definition 5. 체씨앓씬 씫씬 ∗씩
씱씩 씨앓씬 씫씬 ∗씩는 가환환 씨a ∗ b = b ∗ a씩
씲씩 0 6= 1

씳씩 ∀s 6= 0인 앳는 ∗에 대한 역원이 존재

대표적으로 실수와 복소수의 집합이 체가 됩니다씮 벡터공간은 집합과 체에 대한 연산으로 이루어진
공간입니다씮 구체적으로씬 어떤 집합 앖와 체 앆에 대해 앖가 앆씭벡터 공간이라면 앆의 원소 a씬 b와 앖의 원
소 v씬 w에 대해 연산 a ∗ v + b ∗ w은 앖에 닫혀있습니다씮 이어서 공간에 다루도록 하겠습니다씮

1.1.4 공공공간간간

공간과 집합의 가장 큰 차이점은 관계의 유무입니다씮 우리가 살고 있는 공간은 각 상태 혹은 지점 간
에 많은 관계들이 존재합니다씮 우리가 살고 있는 공간을 수학의 세계로 옮겨와 표현한다면 수학에서의
공간이 됩니다씮 집합에서 특정 관계를 부여하면 공간을 얻어낼 수 있습니다씮 이 과정은 크게 두 갈래로
나뉘어 진행됩니다씮

앴앯앰앯앬앯앧앩앣액앬 앳앰액앣앥 씕 앭앥앴앲앩앣 앳앰액앣앥 씕 앮앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥 씕 앂액앮액앣앨 앳앰액앣앥씭 악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥
앶앥앣앴앯앲 앳앰액앣앥 씖씖씖씖씖씖씖 앩앮앮앥앲 앰앲앯앤앵앣앴 앳앰액앣앥 씕 안앩앬앢앥앲앴 앳앰액앣앥 씭 악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥 11

11여기서 normed space는 inner product space의 일종이고 Banach space는 Hilbert space의 일종이 됩니다. 오른쪽의 공간
은 왼쪽의 공간에 조건을 추가해 얻어집니다. 즉, 오른쪽의 공간은 왼쪽 공간의 일종입니다.
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그중 첫 번째 접근은 집합의 각 원소에서 근방을 정의하는 것입니다씮 예를 들어씬 씲차원 평면에서 각
점에서 반지름이 씱씯앮 이내의 영역을 생각 할 수 있습니다씮 낱낱이 흩어진 집합의 각 원소에서 근방이
라는 부분집합을 부여하여 집합을 위상 공간으로 만들 수가 있습니다씮 이에 대해서는 뒤에서 자세히
다루도록 하겠습니다씮
두 번째 접근은씬 앞서 이야기 하였듯 원소 간에 연산을 부여하는 것입니다씮 우리가 살고 있는 공간은
원점으로부터 크기를 늘리는 상수배라는 것이 가능합니다씮 예를 들어씬 씳차원 공간의 경우 각 벡터간의
합이 가능하지만 벡터를 늘리는 것도 가능합니다씮 이를 모티브하여 집합과 체씨실수 혹은 복소수씩를 묶
어서 벡터 공간을 만들어 냅니다씮

Definition 6. 벡터 공간 (V, F )

씱씩 V 안에서 덧셈 가능 씨v + w씩
씲씩 F는 체
씳씩 ∀a ∈ F, v ∈ V 씬 a와 v간의 연산이 가능하고 앖에 닫혀있음 씨상수배씬 av ∈ V 씩
씴씩 덧셈에 대해 결합법칙씬 교환법칙
씵씩 덧셈과 상수곱의 분배 법칙

벡터 공간은 그야말로 연산만 가능한 씨즉씬 연산에 대해서 닫혀있는씩 집합입니다씮 우리가 살고 있는
공간은 거리도 잴 수 있고씬 내적이라는 더하기가 아닌 또 다른 벡터연산이 가능합니다씮 이를 추상화 한
것이 앮앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥와 앩앮앮앥앲 앰앲앯앤앵앣앴 앳앰액앣앥입니다씮 앭앥앴앲앩앣 앳앰액앣앥의 경우 벡터 공간이 아닌 위상 공간에서
거리라는 개념을 추가한 공간입니다씮 따라서 앭앥앴앲앩앣 앳앰액앣앥에서는 원소 간에 더하기와 같은 연산이 정의
되어 있지 않습니다씮 끝으로 이름이 붙은씬 앂액앮액앣앨 앳앰액앣앥나 안앩앬앢앥앲앴 앳앰액앣앥는 거리가 주어진 상황에서 실
수와 같이 완비성씨앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳씩이 갖추어진 공간입니다씮
이러한 다양한 공간들은 모두 가장 직관적인 악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥에서 출발되었습니다씮12 사람들은 우리
가 살고 있는 공간의 특정 지점들의 정보뿐만 아니라씬 변화에도 관심이 있습니다씮 왜냐하면 변화를 수
학적으로 표현가능하다면 예측을 할 수 있기 때문입니다씮 이를 통해 비행기를 만들거나 이미지를 생
성하는 프로그램을 짤 수 있습니다씮 또는 주식을 예측하려는 시도도 가능합니다씮 이러한 변화들은 수
학에서 함수로 표현 가능하고 이를 다루기 위한 수학적인 도구들이 필요하게 됩니다씮 함수공간의 경
우 함수들의 집합에서 함수 더하기와 같은 연산이 부여된 공간인데씬 이들은 악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥와는 다릅
니다씮 대표적으로 함수 공간의 경우 차원이 무한하며씬 함수간의 거리를 재는 것 또한 쉬운 일이 아닙니
다씮 따라서 이들을 다루기 위해 몇 가지 조건들이 요구되고 이것들이 추가가 된다면 앂액앮액앣앨 앳앰액앣앥나
안앩앬앢앥앲앴 앳앰액앣앥와 같은 공간들이 얻어지게 됩니다씮
한편으로는 앞서 이야기한 응용 분야에서의 출발이 아닌씬 순수하게 수학적 질문에서 위의 많은 공간
들이 연구되기도 합니다씮 갈루아가 보인 씵차 방정식 근의 공식의 비존재성이나 페렐만이 보인 씳차원
공간에 대한 푸앙카레 추측이 이에 해당됩니다씮 한편씬 위에서 언급한 공간 말고도 다양한 공간들이 존
재합니다씮 다른 공간들은 위의 공간들과 관계되어 생겨난 것들로 중심 개념들을 잘 알고 있다면 보다
쉽게 확장해 나갈 수 있을 것 같습니다씮

1.1.5 함함함수수수

함수는 이 노트에서 주요 관심사입니다씮 사실 모든 앮앥앴앷앯앲앫는 일종의 함수이므로 만약 네트워크에
관한 이론이 존재한다면 함수에 관한 이론을 토대로 구성될 것이라 생각합니다씮 함수의 가장 중요한

12Euclidean space는 평면을 일반화한 유한차원 내적 벡터공간입니다.
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점은 정의역의 모든 점에서 유일하게 함수 값이 정의가 된다는 것입니다씮 이 단순한 하나의 사실로부
터 매우 많은 것들이 생겨납니다씮 일반적으로 함수는 역함수가 존재하지 않습니다씮 이러한 점에서씬 함
수의 정의역과 공역은 비대칭적입니다씮 어떤 함수 f : X → Y가 존재한다고 합시다씮 이때씬 Y의 부분집
합 B에 대해씬 함수 값이 B에 속하는 x들의 집합을 f−1(B)라 표기하고 역상이라 부릅니다씮

Definition 7. 상 씨앩앭액앧앥씩
f(A) = {y| ∃a ∈ A s.t. f(a) = y}

Definition 8. 역상 씨앰앲앥씭앩앭액앧앥씩13

f−1(B) = {x|f(x) ∈ B}

역상은 비어있을 수도 있고씬 B보다 클 수도 있습니다씮 만약씬 f가 전단사함수라면씬 f(B)와 f−1(B)는

크기가 같을 것입니다씮14

함수는 시간적 흐름을 내포한다고 생각할 수 있습니다씮 즉씬 X의 각 원소를 발생가능한 사건들이라
여길 때씬 X에서 어떤 사건 x가 발생한다면 이에 대응하여 f(x)라는 Y에서의 사건이 발생한다고 생각

할 수가 있습니다씮 이때씬 X를 잠재적인씨앬액앴앥앮앴씩한 사건들의 집합이라 여기고 Yi를 우리가 관측 가능한

사건들의 집합들이라고 여길 때씬 X와 Yi들이 fi로 관계되어 있다면 한 X의 사건 x는 fi들에 의해 Yi의

사건들을 발생시킵니다씮 이런 식으로 어떤 잠재 요인 하나가 관측 가능한 세상의 여러 사건들을 동시
에 발생시키는 상황을 모델링 할 수 있습니다씮

1.1.6 색색색인인인(index)

색인은 집합의 원소들에 번호를 붙이는 것입니다씮 어떤 색인씨앩앮앤앥앸씩 집합 앉와 집합 앁가 씱씭씱대응이라
면씬 집합 앁의 각 원소는 앉의 원소 앩를 사용해 ai로 표현할 수 있습니다씮 이때씬 특별히 앩 대신 앮을 쓴다면
색인 집합이 자연수 집합 N인 경우입니다씮 즉씬 집합 앁가 앣앯앵앮앴액앢앬앥한 경우를 의미합니다씮 일반적으로
앩라는 색인을 사용한다면 앉는 앵앮앣앯앵앮앴액앢앬앥 함을 의미합니다씮

다음의 함수에 관한 기본 성질들은 자주 사용됩니다씮

Proposition 1.1.3.
액씩 f(∪Ai) = ∪f(Ai)

15

앢씩 f(∩Ai)) = ∩f(Ai)

앣씩 f−1(∪Bi) = ∪f−1(Bi)
16

Proof. 액씩와 앢씩의 증명은 앣씩와 유사하므로 앣씩만 하겠습니다씮 앣씩의 좌우변은 모두 집합입니다씮 집합이 같
음은 일반적으로 양쪽이 서로 포함함을 보임으로서 증명합니다씮

씱씩 f−1(∪Bi) ⊆ ∪f−1(Bi)

씨a ∈ f−1(∪Bi))⇒ (∃b ∈ ∪Bi, f(a) = b)⇒ (∃i ∈ I, ∃b ∈ Bi, f(a) = b)⇒ (∃i ∈ I, a ∈ f−1(Bi))⇒ (a ∈
∪f−1(Bi))

씲씩 f−1(∪Bi) ⊇ ∪f−1(Bi)

13inverse가 아닌 pre라 불리는 이유는?
14크기가 같다는 것은?
15f(∪i∈IAi)에서 i ∈ I를 생략한 것.
16f−1(∩Bi) = ∩f−1(Bi)은 일반적으로 성립하지 않습니다. 어느쪽이 클까요? 등호가 성립 안하는 반례도 쉽게 찾을 수가

있습니다.
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씲씩의 증명은 씱씩의 증명에서 역으로 진행해도 됩니다씮 보다 간단하게는 각 앩에 대하여 f−1(∪Bi) ⊇
f−1(Bi) 임으로부터 자명합니다씮 씨f−1(∪Bi)는 앩와 무관하므로 ∪i∈I를 양변에 취하면 씲씩가 얻어집니
다씮씩

1.2 수수수학학학적적적관관관점점점에에에대대대하하하여여여 (*)

끝으로 씲씰세기에 등장한 수학의 기초적인 관점들에 대해 알아보겠습니다씮 수학은 기원전부터 시작
되었다고 이야기 됩니댜씮 고대의 수학은 매우 직관적이었고 실용적이었습니다씮17 고대 사람들은 거리
나 높이씬 넓이를 재는데 수학을 개발하였으며 유클리드에 이르러 이를 체계화 합니다씮 고대 사람들이
한 수학은 기하학씨앇앥앯앭앥앴앲앹씩입니다씮 앇앥앯앭앥앴앲앹라는 단어는 앧앥앯씫앭앥앴앲앹가 합쳐진 것으로씬 지구를 측정
한다는 의미입니다씮 즉씬 기하학은 다름이 아닌 지구에 관한 학문입니다씮 다만씬 고대 사람들의 지구는
현대인들의 지구와는 다소 차이가 있었던것 같습니다씮 코페르니쿠스씨씱씵씰씰년대씩가 나오기 전까지 그들
의 지구는 평면이었습니다씮 아마 유클리드의 기하학이 평면에 대한 것은 이러한 사고관에서 비롯된 것
이라 생각됩니다씮
유클리드의 기하학은 평면에 국한되지만 공리 기반의 체계적인 수학이라는 점에서 매우 의미가 있습

니다씮 너무나 당연해서 더 이상의 논증을 할 수 없는 씵개의 공리를 받아들이고 이것들을 이용해 평면
도형에 관한 여러 성질들을 유도해 냅니다씮 문제는 마지막 공리인 평행선의 공리입니다씮 평행선의 공
리는 직선과 점이 있으면 점을 지나고 직선에 평행한 직선이 있음을 말합니다씮 이것이 문제가 되는 이
유는 직선을 그릴 수 있음과 같이 아주 기초적인 앞의 네 공리를 이용해 증명될 수 있어 보였기 때문입

니다씮 씱씹세기에 이르러서야 수학자들은 평행선의 공리가 없어도 체계적인 기하학이 만들어짐을 발견
해내었고씬 이것이 곡면에 대한 비유클리드 기하학의 탄생으로 이어집니다씮

씲씰세기에 이르러 등장한 러셀의 역설은 기존 개념들에 대한 수학자들의 의심을 증대시켰고 비유클
리드 기하학의 등장은 수학의 기초에 대해 엄밀한 합의를 요구하였습니다씮 이에 따라 크게 씳가지 수학
기초에 대한 주류가 등장하였습니다씮 첫째로씬 러셀이 주장한 논리주의가 있습니다씮 이들은 논리가 진
리라 주장하며 수학을 논리를 이용해 건설하려 하였습니다씮 그 결과 수리논리학이라는 학문이 체계화
되었으나 논리만으론 수학을 다 담기에는 한계가 있고 지나치게 복잡한 점이 단점입니다씮 둘째로는 힐
베르트가 주장한 형식주의가 있습니다씮 형식주의는 수학에 의미를 부여하지 않고 주어진 공리로부터
생겨난 기호조작으로 수학을 여깁니다씮 힐베르트는 주어진 공리체계로부터 만들어지는 결과물들로부
터 모순이 발생하지 않는 체계를 만들고자 하였습니다씮 만약 이러한 체계가 세상을 모방한다면 수학이
유용성을 지니게 됩니다씮 하지만 씱씹씳씰년대에 무모순한 체계가 없음을 증명한 괴델로 인해 형식주의는
타격을 받습니다씮 이 불완전성의 정리는 씢나는 거짓말쟁이이다씮씢라는 에피메니데스의 역설을 수학 형
식에 적용함으로서 증명됩니다씮 끝으로 직관주의가 있습니다씮 이들은 수학자들의 직관이 수학의 기초
를 이룬다고 말합니다씮 이들은 직관에서 벗어난 선택공리나 직접 만들 수 없는 무리수들을 배제합니
다씮 회의적인 관점이라 여길 수가 있는데 이들은 지나치게 회의적이라 이들의 수학의 영역이 좁다는
것이 문제가 됩니다씮 결국 논리씬 형식씬 직관 모두 진리라 불리기에는 결함이 있습니다씮
이러한 기초에 대한 질문들은 인공지능에도 적용이 가능합니다씮 실제로 튜링은 판정 문제씨앤앥앣앩앳앩앯앮

앰앲앯앢앬앥앭씩의 일종인 정지 문제씨앨액앬앴앩앮앧 앰앲앯앢앬앥앭씩가 해결 불가능함을 보였습니다씮 정지 문제는 어떤 프로
그램에 초기값이 주어질 때 무한 루프에 빠지게 되는지를 알려주는 프로그램이 있는지를 물어봅니다씮

17
현대 수학의 목표는 이와는 다소 먼 것 같습니다.
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답은 앮앯인데씬 이 또한 에피메니데스의 역설과 같이 자기지시를 통해 모순에 빠지게 만듬으로서 증명가
능합니다씮
이 장을 마무리하기에 앞서 개인적인 사변을 덧붙이자면씬 사람들은 때론 자기지시적 물음을 하곤 합
니다씮 씢생각은 무엇인가씿씢씬 씢언어는 무엇인가씿씢씬 씢나는 무엇인가씿씢가 모두 해당이 된다고 생각합니다씮
생각으로 생각을 묻고씬 언어로 언어를 물으며 주체가 주체에 대해 질문을 하는 것은 다소 희한해 보입
니다씮 사실 제 생각엔 이러한 질문들에 대해 답을 하는 것은 생각씬언어씬나에 대한 사전적 정의나 관찰
결과 대해 답하는 것에 불과하다고 생각합니다씮 질문 자체가 어불성설인데 사람들은 끊임없이 이러한
질문을 하고 더 깊이 생각합니다씮 이러한 자기지시적 질문을 회피하되 끊임없이 질문에 깊이 다가서려
하는 것이 사람이라면씬 후대의 인공지능은 이러한 질문에 어떻게 대응할지가 참 궁금합니다씮
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Chapter 2

미미미분분분

이 장에서는 벡터함수의 미분과 응용에 대해 알아봅니다씮 벡터함수의 미분은 고등학교때 배운 씱차원
실수 함수 미분의 일반화입니다씮 이때 미분은 정의역의 각 점에서 주어진 함수를 씧선형함수씧로 씧근사씧하
는 것을 의미하게 됩니다씮 따라서 미분을 이해하기 위해서는 선형함수와 근사를 우선적으로 이해해야
하는데씬 근사의 경우 극한을 이용해 설명합니다씮 미분을 다룬 뒤에 미분의 응용으로 앧앲액앤앩앥앮앴 앤앥앳앣앥앮앴
방법과 앋액앲앵앳앨씭앋앵앨앮씭암앵앲앫앥앲씨앋앋암씩 앣앯앮앤앩앴앩앯앮에 대해 설명합니다씮

2.1 극극극한한한 (Limit)

극한은 직관적이면서도 미묘한 개념입니다씮 직관적인 면은 극한이 씧점점씧이라는 일상 개념과 연결지
어 볼 때 찾을 수 있습니다씮 반면 미묘한 점은씬 극한은 정확히 언제 혹은 얼마나에 대해 알려주지 않는
다는 것입니다씮 즉씬 극한은 언젠가는 무엇이 될 것이라고 말하지만 일반적으론 정확히 언제 그리고 얼
마나 가까이 무엇이 된다는 것은 알려주지 않습니다씮
미분 그리고 중심 극한 정리씨앃앥앮앴앲액앬 알앩앭앩앴 암앨앥앯앲앥앭씩와 같이 매우 핵심적인 기법들이 극한에 기반되
어 서술되어 있습니다씮 앞에서 이야기 했듯 극한은 우리에게 구체적인 근사치를 제공해준다기 보다는
근사 가능성만을 알려주기 때문에 이러한 기법들은 구체적이라기 보다는 우리에게 일종의 믿음과 어

느 정도의 설명력을 가져다 주는데 그칩니다씮 물론 특수한 경우에는 극한의 근사 정도를 정확히 계산
해 낼 수도 있습니다씮 하지만 함수가 조금만 복잡해지던가씨앥앸씮 앎앥앵앲액앬 앎앥앴앷앯앲앫씩 확률 분포가 복잡해 진
다면 정확한 계산은 어렵습니다씮 그럼에도 이러한 극한에 기반한 기법들로부터 얻을 수 있는 일종의
믿음과 어느 정도의 설명력은 현실에 적용하여 문제를 해결하기에 효과적이기에 핵심적인 기법으로

사용되고 있습니다씮

Definition 9. 실수 수열의 극한씮 1 어떤 수열 앻an약이 극한을 가지는 경우는 다음과 같다씮
씱씩 수렴하는 경우 씨limn→∞an = r씩2 씺 ∀ε > 0, ∃N s.t. n ≥ N ⇒ |an − r| < ε

씲씩 양의 무한으로 발산하는 경우 씺 ∀M > 0, ∃N s.t. n ≥ N ⇒ an > M

1앞으로 여기서는 별다른 언급이 없다면 모든 수열은 실수 수열 즉, an은 실수 값을 의미합니다.
2
왼쪽부터 읽으면 됩니다. 참고로 앞으로 모든 경우에 n,m,N,M은 자연수를 의미하고 ε과 δ는 양의 실수를 의미합니다.. 다

음을 만족하는 어떤 r이 있다. 모든 양수 ε마다 자연수 N이 있는데, 이 N보다 큰 n에 대해 an과 r의 거리는 ε보다 가깝다. 즉,
ε이 아무리 작아도 어떤 경계 N을 넘는 순간 수열이 r과 ε보다 가까워진다.
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씲씩 음의 무한으로 발산하는 경우 씺 ∀M > 0, ∃N s.t. n ≥ N ⇒ an < −M

씱장에서 언급하였든 앩앮앤앥앸는 자연수가 아닌 일반적인 집합으로 확장할 수 있습니다씮3 일반적인 집합
을 앩앮앤앥앸로 가지는 경우는 현재로서는 필요하지 않고 미분을 위한 실수 앩앮앤앥앸에 대한 극한은 다음과 같
습니다씮

Definition 10. 실수 앩앮앤앥앸 수열의 극한씮 어떤 실수 앩앮앤앥앸 수열 앻ah약이 극한을 가지는 경우는 다음과
같다씮

씱씩 수렴하는 경우 씨limh→∞ah = r씩씺 ∀ε > 0, ∃K ∈ R s.t. h ≥ K ⇒ |ah − r| < ε

씲씩 양의 무한으로 발산하는 경우 씺 ∀M, ∃K ∈ R s.t. h ≥ K ⇒ ah > M

씲씩 음의 무한으로 발산하는 경우 씺 ∀M, ∃K ∈ R s.t. h ≥ K ⇒ ah < −M

띄엄띄엄 있는 자연수와 달리 빽빽한 실수의 특성상 다음과 같은 정의도 가능합니다씮4

(limh→0ah = r) : ∀ε > 0,∃δ > 0 s.t. |h| < δ ⇒ |ah − r| < ε 씨씲씮씱씩

극한의 정의가 제대로 작동하기 위해서는 아앥앦씮씱에서 씱씩과 씲씩가 동시에 성립하여 수렴하면서 발산한
다던지 혹은 씱씩이 복수적으로 성립하여 서로 다른 수로 수렴한다던지 하는 경우가 없어야 합니다씮 이
에 대해 다음의 정리는 필수적입니다씮5

Proposition 2.1.1. 극한의 유일성씮6 앩앦 limn→∞an = r1씬 limn→∞an = r2 앴앨앥앮씬 r1 = r2

Proof. 정의에 의해씬 ∀ε > 0씬 ∃N1 s.t. n ≥ N1 ⇒ |an − r1| < ε 이고 ∃N2 s.t. n ≥ N2 ⇒ |an − r2| < ε씮
N = max(N1, N2)라 하면씬 n ≥ N ⇒ |an − r1| < ε 씦 |an − r2| < ε씮 삼각부등식에 의해씬 |r1 − r2| <
|an − r1|+ |an − r2| < 2ε씮 ∀ε > 0에 대해 |r1 − r2| < 2ε이므로 r1 = r2씮

실수 앩앮앤앥앸의 경우 여기에 등장하는 정리가 모두 같은 방식으로 증명가능하므로 별다른 언급은 생략
하고 수열 앻an약만 다루도록 하겠습니다씮 극한의 중요한 성질은 더하기와 곱하기가 가능하다는 점입니
다씮 부연하자면씬 앻an약은 r로 가까워지고 앻bn약은 s로 가까워 질 때 앻an + bn약은 r + s로 가까워 집니다씮
이게 성립하는 핵심적인 이유는 주어진 순서 n에 따라 두 수열이 대응되어 덧셈이 이루어지기 때문입

니다씮

Proposition 2.1.2. 극한 관련 연산씮 limn→∞an = r씬 limn→∞bn = s인 경우씮7

씱씩 limn→∞(an + bn) = r + s

씲씩 limn→∞(−an) = −r
씳씩 limn→∞(an · bn) = rs

씴씩 r 6= 0인 경우씬 limn→∞1/an = 1/r

Proof. 증명은 기계적입니다씮 우선 씱씩과 씲씩에 의해 빼기도 유지되고씬 씳씩과 씴씩에 의해 나누기도 유지됩니
3보통 index가 자연수가 아닌 보다 일반적인 경우 수열을 net이라고 부릅니다.
4s.t.는 such that의 약자입니다.
5자연수 index나 실수 index나 증명은 동일합니다.
6수렴하면서 발산하지 않는다 같은 것도 비슷하게 보일 수 있습니다.
7무한대로 발산하는 경우, ∞−∞가 문제되므로 둘 중 하나만 발산해야 합니다.
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다씮 씱씩은 앞에서의 증명과 유사하게씬 삼각부등식을 이용하면 됩니다씮 씴씩에 대한 증명만 연습문제로 남
겨두고 씳씩만 증명하겠습니다씮
더하기는 일반적으로 삼각부등식을 활용한다면 곱은 변수처리를 위해 더하고 빼기 기법을

활용합니다씮 목적은 앮이 커지면 |an · bn − rs| < ε이 됨을 보이는 것입니다씮 이는 |an · bn − rs| =

|an · bn − rbn + rbn − rs| = |(an − r)bn − r(bn − s)| ≤ |(an − r)bn| + |r(bn − s)|입니다씮 이때 정의를
이용하면씬 ∀ε1 > 0 ∀ε2 > 0씬 ∃N 씬 s.t. n ≥ N에 대해씬 |an − r| < ε1 씦 |bn − s| < ε2씮 이를 이용하면씬
|(an − r)bn| + |r(bn − s)| < ε1|bn| + rε2 < ε1(|s| + ε2) + rε2씮 이때씬 ε1, ε2을 충분히 작게 잡으면 주어진
ε에 대해 ε1(|s|+ ε2) + rε2 < ε. 정리하면씬 ε1, ε2에 대한 N에 대해 n ≥ N이면 |an · bn − rs| < ε씮

2.2 선선선형형형변변변환환환 (Linear map)

일반적으로 함수씨앦앵앮앣앴앩앯앮씩가 집합에서 집합으로 가는 가장 일반적인 것이라면 변환씨앭액앰씩은 특정 공
간에서 특정 공간으로 가는 조금 더 구체적인 것을 의미합니다씮 예를 들어씬 벡터공간에서 실수로 가는
함수를 일반적으론 변환씨앭액앰씩이라 부르지 않고 형식씨앦앯앲앭씩이라 합니다씮8 이때 선형 변환은 선형성이
씧보존씧이 되는 변환을 의미합니다씮 여기서 선형성이 보존된다는 것은 다음을 의미합니다씮

Definition 11. 앆씭벡터 공간 앖씬 앗에 대해 선형 변환 알 씺 앖 → 앗는 다음의 성질을 만족하는 함수이다씮
∀a, b ∈ F 씬 ∀v1, v2 ∈ V 씬 L(av1 + av2) = aL(v1) + bL(v2).

정의에 기반하여 선형성이 보존된다는 것에 대해 부연 설명을 하면 다음과 같습니다씮 앖의 원소 v1씬
v2씬 av1씬 bv2씬 av1 + bv2 에 대해씬 L(v1)씬 L(v2)씬 L(av1)씬 L(bv2)씬 L(av1 + bv2)는 앗의 원소입니다씮 따라서
각각에 대응 되는 앗의 원소 w1씬 w2씬 w3씬 w4씬 w5가 있고씬 선형성이 보존된다는 것은 씧앖에서의 관계씧가
그대로 유지가 됨을 의미합니다씮 즉씬 w3 = aw1이고 w5 = aw1 + bw2임을 의미합니다씮

선형대수학의 기본정리는 벡터공간 앖씬 앗가 유한차원 기저씨앢액앳앩앳씩 B,C를 지닐때씬 모든 앖씬 앗의 원소
는 좌표로 표현되고 모든 선형 변환들은 행렬로 표현가능하다는 것을 말해줍니다씮 여기서 중요한 점은
기저에 따라 좌표와 행렬은 달라질 수 있다는 것입니다씮 벡터 공간은 이후 씳장에서 더 자세히 다루도
록 하고 우리가 미분할 공간인 악앵앣앬앩앤 공간에서 선형 변환에 대해 알아봅니다씮
가장 단순한 공간 중 하나인 벡터 공간과 가장 현실적인 공간인 악앵앣앬앩앤 공간의 차이점은씬 악앵앣앬앩앤 공간
은 유한 차원 직교 기저가 존재한다는 것입니다씮 예를 들어 씲차원의 경우 씨씱씬씰씩과 씨씰씬씱씩로 기저를 표현
할 때씬 이것들의 선형결합으로 모든 원소를 표현할 수 있고 내적을 정의되며 씨씱씬씰씩·씨씰씬씱씩 씽 씰 임을 의미
합니다씮 따라서 선형대수학의 기본정리에 따라 앮차원 악앵앣앬앩앤 공간씨Rn씩에서 정의되고 Rm으로 가는 모
든 선형 변환씨알씩은 어떤 m× n 행렬 앁가 있어서 L(x) = Ax ∀x ∈ Rn로 표현됩니다씮

2.3 미미미분분분 (Differentation)

미분은 함수를 주어진 점 x에서 선형 변환으로 근사하는 것을 의미합니다씮 씱차원에의 미분은

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= a로 정의됩니다씮 이때 극한 연산에 의해씬 lim

h→0

f(x+ h)− f(x)− ah
h

= 0가 성립

합니다씮 즉씬 주어진 점 x에서 f가 미분 가능하다면 f(x + h) − f(x)와 선형 변환 ah과의 차이는 h보다

8Linear algebra에서 form은 이것을 의미하지만 Differential Geometry에서는 다른 의미로 사용됩니다.
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빨리 감소합니다씮 이는 앨에 대한 함수 f(x+ h)− f(x)− ah를 원점에서 돋보기로 씲배씩 확대해 가며 본
다면씬 이 함수가 점점 수평축처럼 됨을 의미합니다씮9 이러한 맥락에서 벡터 함수의 미분은 다음과 같이
정의됩니다씮

Definition 12. 벡터 함수 미분씮 함수 앆씺 Rn → Rm는 x ∈ Rn에서 미분 가능할 때씬 다음을 만족하는
m× n 행렬 앁가 존재한다씮10

lim
h→0

|F (x+ h)− F (x)−Ah|
|h|

= 0 씨씲씮씲씩

이때씬 위의 행렬 앁를 앆의 앸에서의 미분값씨앤앥앲앩앶액앴앩앶앥씬 아앆씨앸씩씬 ∇ 앆씨앸씩씩 혹은 행렬임을 강조해서
않액앣앯앢앩액앮 행렬이라 부릅니다씮 일반적으로 앆가 미분가능하다고 표현되면 모든 Rn의 점에서 미분이 가
능함을 의미합니다씮 이 경우 Rn의 각 점마다 앆의 미분값 혹은 선형 변환씨행렬씩이 배정이 되고 이때
아앆는 앸가 주어지면 미분값 혹은 선형 변환씨행렬씩를 반환하는 함수를 의미합니다씮11

일반적으로 lim
h→0

|F (h)|
|h|

= 0를 만족하는 함수 F는 o(|h|)로 표기하며 이를 이용하면 미분 가능 함수

F는 F (x+ h) = F (x) +DF (x)h+ o(|h|)로 표현가능합니다씮

다음으로 미분과 관련된 몇 가지 중요한 사실들을 소개하겠습니다씮 이것들의 증명은 앓앰앩앶액앫씭앃액앬앣앵앬앵앳
앯앮 앍액앮앩앦앯앬앤앳의 씲장으로 대체합니다씮

Proposition 2.3.1. 미분값의 유일성 씺 Def 씴를 만족하는 앁는 유일하다씮

Proposition 2.3.2. 기본적인 사실들씮 여기서 F,G : Rn → Rm이고 x에서 미분 가능 함수씮
씱씩 선형 함수의 도함수씮 m× n 행렬 앁에 대해 F (x) = Ax일때씬 DF (x) = A

씲씩 선형 연산 후 미분씮 D(aF + bG)(x) = aDF (x) + bDG(x)

F : Rn → Rm에 대해 m차원 벡터 F (x)는 (F 1(x), F 2(x), ..., Fm(x))로 표현 가능하고 이때씬 F i :

Rn → R입니다씮

Theorem 2.3.3. F가 미분 가능하다 ⇔ i = 1, 2, ...,m에 대해 F i가 미분이 가능하다씮
이때 DF (x)의 i번째 행 = DF i(x)이 된다씮

Proof. 다음의 사실을 Def 씴에 적용하면 보일 수 있습니다씮 A의 i번째 행을 Ai라 할때씬 |F i(x + h) −
F i(x)−Aih| ≤ |F (x+ h)− F (x)−Ah| ≤

∑m
i=1 |F i(x+ h)− F i(x)−Aih|씮12

앃앨액앩앮 앲앵앬앥이라 불리는 합성함수의 미분은 앎앥앵앲액앬 앎앥앴의 핵심 원리 중 하나 입니다씮

Theorem 2.3.4. 앃앨액앩앮 앲앵앬앥씮 F : Rn → Rm씬 G : Rm → Rk에 대해

D(G ◦ F )(x) = DG(F (x)) ·DF (x) 씨씲씮씳씩

Proof. 앃앨액앩앮 앲앵앬앥은 앆와 앇가 선형 함수인 경우에는 자명합니다씮 앃앨액앩앮 앲앵앬앥은 합성 함수의 선형
근사가 각 함수의 선형 근사를 통해 이루어 짐을 알려줍니다씮 우선 G의 F (x)에서의 선형 근사식

9 f(x+h)−f(x)−ah
h

는 f(x+ h)− f(x)− ah를 원점에서 1/h배 만큼 확대했을때 x축 상 1의 지점에서의 높이와 같습니다.
10|·|는 m차원에서 벡터간 거리(l2)를 의미합니다. 이를 이용해 수식 (1)을 m차원의 h에 대해 해석을 해보시길 바랍니다.
11이것을 differential form이라 부릅니다.
12|F (x+ h)− F (x)−Ah|는 정의에 의해

√∑m
i=1(F i(x+ h)− F i(x)−Aih)2이므로 제곱하면 비교 가능합니다.
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G(F (x) + h) − G(F (x)) = DG(F (x))h + o(|h|)에서 h에 F (x + h) − F (x)를 대입하면씬 G(F (x + h)) −
G(F (x)) = DG(F (x))(F (x+h)−F (x))+o(|F (x+h)−F (x)|)를 얻게 됩니다씮 즉씬 Rm의 두 점 F (x+h)와

F (x)에서의 G 함수값의 차이를 근사식으로 표현을 한 것입니다씮 이번에는 F의 x에서의 선형 근사식

을 이용해 F (x+ h)− F (x) = DF (x)h+ o(|h|)를 대입하면

G(F (x+ h))−G(F (x)) = DG(F (x))(DF (x)h+ o(|h|)) + o(|F (x+ h)− F (x)|) 씨씲씮씴씩

를 얻게 됩니다씮 앃앨액앩앮 앲앵앬앥은 G(F (x+ h))−G(F (x)) = DG(F (x))DF (x)h+ o(|h|)가 성립함을 의미합
니다씮13 수식 씨씴씩와 비교하면씬 DG(F (x))o(|h|) + o(|F (x+ h)− F (x)|) = o(|h|)이면 앃앨액앩앮 앲앵앬앥이 성립함
을 알 수 있습니다씮 이는 다음 식이 씰임을 의미합니다씮

lim
h→0

DG(F (x))o(|h|) + o(|F (x+ h)− F (x)|)
|h|

= lim
h→0

o(|F (x+ h)− F (x)|)
|h|

= lim
h→0

o(|F (x+ h)− F (x)|)
|F (x+ h)− F (x)|

|F (x+ h)− F (x)|
|h|

씨씲씮씵씩

이때씬 미분 가능 함수는 연속 함수이므로 lim
h→0
|F (x+ h)− F (x)| = 0입니다씮 따라서 o(·)의 정의에 의해씬

lim
h→0

o(|F (x+ h)− F (x)|)
|F (x+ h)− F (x)|

= 0입니다씮 수식 씨씵씩의 뒤의 항은씬 어떤 상수 앃가 존재해서14

lim
h→0

|F (x+ h)− F (x)|
|h|

≤ lim
h→0

|DF (x)h|+ |o(h)|
|h|

= lim
h→0

|DF (x)h|
|h|

≤ C 씨씲씮씶씩

를 만족합니다씮 앞의 두 결과를 합치면 수식 씨씵씩가 씰이 되므로 앃앨액앩앮 앲앵앬앥이 증명됩니다씮

다소 증명이 길어졌지만씬 앃앨액앩앮 앲앵앬앥의 증명은 G ◦ F (x)의 선형 근사를 G의 선형 근사를 이용한 후

F의 선형 근사를 이용한 것이 전부입니다씮 증명 과정에서 엄밀성을 위해 도입한 o(·)에 익숙하다면 기
계적인 증명 과정이라 생각됩니다씮

2.4 Applications

2.4.1 Gradient Descent

미분은 주어진 함수의 특정 점에서의 선형 함수로의 근사입니다씮 앇앲액앤앩앥앮앴 아앥앳앣앥앮앴는 F : Rn → R의
최소 값을 찾는 알고리즘입니다씮 시각화를 위해 n = 2를 가정하면씬 씲차원 평면에서 정의되는 선형 함
수들은 f(x, y) = ax+ by꼴로 함수를 씳차원 공간에 그리면 평면이 됩니다씮 따라서 미분은 F를 각 점에

서 함수를 평면으로 근사를 하는 것이고 앇앲액앤앩앥앮앴 아앥앳앣앥앮앴는 평면에서 가장 빨리 하강하는 방향으로
내려가는 것을 의미합니다씮 따라서 앇앲액앤앩앥앮앴 아앥앳앣앥앮앴는 씧국소적씧으로는 가장 효과적인 방법입니다씮 이
때씬 f(x, y) = ax+ by가 만드는 평면에서 가장 빨리 하강하는 방향은 −(a, b) 즉씬 −Df(x, y)입니다씮 이를
확인하는 방법으로 씲가지를 제시하겠습니다씮

13G ◦ F (x) = G(F (x))이므로 이 식이 성립한다면 미분의 정의에 의해 D(G ◦ F )(x) = DG(F (x)) ·DF (x)가 됩니다.
14DF (x)는 m × n행렬인데 수식 (6)의 마지막 부등식을 만족하는 상수 C중 가장 작은 값을 행렬의 norm이라 하고

|DF (x)|로 표기합니다. 자세한 것은 3장에서 다루도록 하겠습니다.
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첫 번째로씬 그림을 그려서 확인가능한 기하학적 관점으로 f(x, y) = ax + by의 앬앥앶앥앬 앳앥앴을 그리는 방
법이 있습니다씮 알앥앶앥앬 앳앥앴은 등고선을 의미합니다씮 즉 f(x, y) = c가 되는 집합이 앬앥앶앥앬 앳앥앴입니다씮 알앥앶앥앬
앳앥앴은 ax + by = c의 자취이므로 (x, y)평면에서 직선이 됩니다씮 알앥앶앥앬 앳앥앴 위에서 f의 값은 일정하므로

직선과 수직한 방향이 f가 가장 빠르게 감소하는 방향일 것입니다씮 여기서 이 직선에 수직인 방향이
−(a, b)가 됨은 쉽게 확인 가능합니다씮

두 번째로는씬 코시씭슈와르츠 부등식15
을 이용해 직접 계산하는 방법이 있습니다씮 f(x, y) = ax+ by가

주어졌을때씬 f가 가장 빨리 감소하는 방향이란 크기가 씱인 (x, y)를 의미합니다씮 이는 x2 + y2 = 1을 의

미하므로 코시씭슈와르츠 방정식에 의해 −
√

(a2 + b2) ≤ ax + by ≤
√

(a2 + b2)가 됩니다씮 이때 왼쪽 부
등식 등호 성립 조건 x/a = y/b = −c 씨앣씾씰씩가 만족될 때 f(x, y) = ax+ by가 가장 빨리 감소함을 알 수

있습니다씮 따라서 (x, y) = −c(a, b)씬 즉 (a, b)와 반대인 방향이 평면에서 가장 빨리 감소하는 방향이 됩

니다씮

보다 일반적인 앮차원의 경우 동일하게 확인 가능합니다씮

2.4.2 Optimization - KKT condition

앋액앲앵앣앨씭앋앵앨앮씭암앵앲앫앥앲 앣앯앮앤앩앴앩앯앮은 f, g : Rn → R에 대해 g(x) ≤ 0꼴의 제약식에서 미분 가능한 함

수 f(x)의 극소점에 대한 필요 조건입니다씮16 예를 들어씬 제약식이 없다면 어떤 지점이 극소점이라면
Df(x) = 0이어야 합니다씮 이를 제약 조건하에서 일반화한 것이 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮이라 할 수 있습니다씮
안장점의 문제와 같이 단순히 씱차 미분에 의한 조건을 만족해도 극소점이라는 보장은 없습니다씮 이 경
우 씲차 미분에 의한 조건이 더해지면 특정 점이 극소점인지 판단 가능합니다씮
만약 주어진 목적 함수 앦와 제약 함수 앧가 모두 앣앯앮앶앥앸라면 앣앯앮앶앥앸의 볼록한 특성에 의해 안장점을
가지지 않고 앬앯앣액앬 앭앩앮앩앭액가 앧앬앯앢액앬 앭앩앮앩앭액가 되며 추가적으로 만약 앦가 앳앴앲앩앣앴앬앹 앣앯앮앶앥앸17라면 앧앬앯앢액앬
앭앩앮앩앭액가 유일합니다씮 따라서 이 경우 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮을 만족하는 해는 유일한 앧앬앯앢액앬 앭앩앮앩앭액가 됩니
다씮

앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮의 정의를 소개하기 앞서 문제의 적용 범위를 넓히자면씬 우선 f의 극대점을 구하는 문

제는 −f의 극소점을 구하는 문제와 같습니다씮 또한 g(x) = 0이라는 제약은 g(x) ≤ 0과 −g(x) ≤ 0이라

는 두 제약으로 나누어 쓸 수가 있기에 g(x) ≤ 0꼴의 제약식에서 f(x)의 극소점을 구하는 문제만 해결

하면 보다 일반적인 경우로 쉽게 확장 가능합니다씮

Theorem 2.4.1. 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮씮 만약 f, gi : Rn → R씬 i = 1, ...,m가 연속적으로 미분 가능하고18 x∗가

gi(x) ≤ 0 제약 조건 안에서 f의 극소점이라면씬 다음을 만족하는 µi가 존재한다씮19

씱씩 앓앴액앴앩앯앮액앲앩앴앹 씺 −Df(x∗) = Σmi=1µiDgi(x
∗)

씲씩 앐앲앩앭액앬 앦앥액앳앩앢앬앩앴앹 씺 gi(x∗) ≤ 0

씳씩 아앵액앬 앦앥액앳앩앢앩앬앩앴앹 씺 µi ≥ 0

씴씩 앃앯앭앰앬앥앭앥앮앴액앲앹 앳앬액앣앫앮앥앳앳 씺 µigi(x∗) = 0

15(a1b1 + ...+ anbn)2 ≤ (a21 + ...+ a2n)(b21 + ...+ b2n) 등호성립조건은 a = (a1, ..., an), b = (b1, ...bn)라 할때, a = 0 or b = 0
or ∃k ∈ R, a = kb

16일반적으로 f의 극소점이 제약 조건 하에서 f의 극소점이 되지는 않습니다.
17상수함수도 convex가 되는데, 상수함수 같이 평평하지 않고 볼록한 경우.
18도함수가 연속함수.
19
엄밀하게는 여기에 약간의 조건이 더 추가가 되어야 합니다. 이를 regularity condition이라하는데 매우 다양하므로 각자

인터넷이나 서적에서 찾아보시는걸로 하겠습니다.
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앆앥액앳앩앢앩앬앩앴앹는 실현 가능함을 의미합니다씮 당연히 주어진 제약 하에서 극소점을 구하고자 하기에 씲씩는
자명한 조건입니다씮 아앵액앬 앦앥액앳앩앢앩앬앩앴앹는 주어진 앰앲앩앭앩액앬 앰앲앯앢앬앥앭을 변형하는 과정에서 생겨나는 조건입
니다씮 앃앯앭앰앬앥앭앥앮앴액앲앹 앳앬액앣앫앮앥앳앳는 만약 x∗가 어떤 제약 gj(x) ≤ 0의 경계 gj(x) = 0가 아니라면씬 대응되
는 µj가 씰임을 말해줍니다씮 따라서 씱씩의 앳앴액앴앩앯앮액앲앩앴앹에서 x∗에서 값이 씰이 되는 gi들만이 고려됩니다씮

Sketch of proof. 씨씱씩 시각화를 위해 n = 2를 가정합니다씮 주어진 제약들 gi ≤ 0은 각각 R2에서 가

능한 해집합에 제약을 가합니다씮 이 가능한 해집합을 앦앥액앳앩앢앬앥 앳앥앴이라 부르겠습니다씮 우리가 관심있
는 것은 x∗ 근방의 앦앥액앳앩앢앬앥 앳앥앴에서 f(x∗)가 가장 작음을 보이는 것입니다씮 그리고 이에 대해 충분조건
은 아니지만 씱차 선형 근사를 통해 필요조건을 얻고자 합니다씮 만약 어떤 gj에 대해 gj(x

∗) < 0이라면

gj의 연속성에 의해 x∗의 조그만 근방안에서는 항상 gj(x) < 0가 성립합니다씮 따라서 gj는 x∗ 근방의

앦앥액앳앩앢앬앥 앳앥앴에는 아무런 제약을 가하지 않습니다씮 따라서 x∗가 극소점이라는 것에 영향을 미치는 제약

은 gi(x
∗) = 0인 제약들이고 이들을 편의상 gi씬 i = 1, ..., k씬 k ≤ m이라 하겠습니다씮

씨씲씩 가장 중요한 사실은 주어진 함수들이 미분 가능하므로 국소적으로는 선형함수와 같다는 것입
니다씮 보다 엄밀한 서술이 필요하겠지만 여기서는 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮에 대한 직관을 가지는걸 목표로 주
어진 함수들을 x∗에서의 선형 근사인 f(x) ≈ f(x∗) + Df(x∗)(x − x∗)와 gi(x) ≈ Dgi(x

∗)(x − x∗) 앦앯앲
i = 1, ..., k로 간주해도 무방하다 여기고 이후 과정을 전개하겠습니다씮20

x∗에서 f가 극소라는 사실과 gi의 선형 근사에 의하면 Dgi(x
∗)(x − x∗) ≤ 0인 x들에 한해서

f(x∗) ≤ f(x)여야 합니다씮 f를 선형 근사식으로 간주하면씬 이는 −Df(x∗)(x − x∗) ≤ 0 임을 의미

합니다씮 이 결과에 다음의 앆액앲앫액앳씧앳 앬앥앭앭액를 적용하면 어떤 양의 실수 µi ≥ 0 앦앯앲 i = 1, ..., k가 존재

해서 −Df(x∗) = Σki=1µiDgi(x
∗)가 성립합니다씮 완전한 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮을 위해 i = k + 1, ...,m씬 즉

gi(x
∗) < 0인 i들에 대해서 µi = 0이라 설정을 한 뒤 결과들을 정리하면 앋앋암 앣앯앮앤앩앴앩앯앮의 씱씩씬 씳씩씬 씴씩가

얻어집니다씮

Lemma 2.4.2. 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액 앦앯앲 앬앩앮앥액앲 앳앰액앣앥씮 앮차원 벡터 ai 앦앯앲 i = 1, ...,m와 앮차원 벡터 b가 x ∈
Rn씬 atix ≤ 0 ∀i = 1, ...,m⇒ btx ≤ 0이라면 어떤 양의 실수 µi가 존재하여 Σmi=1µiai = b가 된다씮

위의 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액는 사실 앬앩앮앥액앲 앰앲앯앧앲액앭앭앩앮앧의 앤앵액앬앩앴앹를 보이는데 사용이 됩니다씮 그리고 보다
일반화 된 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액는 앣앯앮앶앥앸 앰앲앯앧앲액앭앭앩앮앧의 앤앵액앬앩앴앹를 보이는데 필요합니다씮 여기서는 앆액앲앫액앳씧
앬앥앭앭액의 증명을 다루는 대신에 직관적으로 해석하는 시도를 갖고자 합니다씮
n차원 벡터공간에서 R로 가는 선형 함수는 특별히 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬이라 부릅니다씮 알앩앮앥액앲 앦앵앣씭

앴앩앯앮액앬은 선형대수학의 기본정리에 의해 1 × n행렬로 표현가능하고 이로 부터 앬앩앮앥액앲 앦앵앣앴앩앯앮액앬의 집
합은 앮차원 벡터공간을 이룸을 알 수 있습니다씮 원래 공간과 차원이 같은 대칭성에 착안하여 앬앩앮앥액앲
앦앵앣앴앩앯앮액앬의 집합을 쌍대 공간씨앤앵액앬 앳앰액앣앥씩이라 부릅니다씮 이때씬 앤앵액앬앩앴앹는 벡터와 R로 가는 선형 함수
간의 대응성을 의미합니다씮
사람들이 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬에 관심을 갖는 이유는 앤앵액앬앩앴앹 대칭성에서 비롯된 순수한 호기심도 있지만

앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬이 앨앹앰앥앲앰앬액앮앥과 관련이 있기 때문입니다씮 안앹앰앥앲앰앬액앮앥은 쉽게 한 차원 낮은 공간이라
생각해도 됩니다씮 예를 들어씬 씳차원의 앨앹앰앥앲앰앬액앮앥은 평면입니다씮 주어진 알앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬의 값이 씰이
되는 집합을 그 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬의 앫앥앲앮앥앬이라 하는데 이 앫앥앲앮앥앬이 앨앹앰앥앲앰앬액앮앥이 됩니다씮21 따라서 앬앩앮앥액앲
앦앵앮앣앴앩앯앮액앬을 통해 앨앹앰앥앲앰앬액앮앥을 다룰 수 있게 되고 앣앯앮앶앥앸 앯앰앴앩앭앩앺액앴앩앯앮에서 앤앵액앬 앰앲앯앢앬앥앭을 유도하는
데 쓰이듯이 실용성이 뛰어납니다씮

이제 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액의 의미에 대해 설명을 두 단계로 나누어 진행하겠습니다씮 우선 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액의
20만약 gi들이 완전히 선형 함수라면 feasible set의 모양은 어떻게 생겼을까요?
21한번 3차원 linear functional의 kernel을 그려보시길 바랍니다.
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대우 명제를 생각합니다씮 이는 Σmi=1µiai = b을 만족하는 양의 실수 µi가 없다면씬 어떤 x ∈ Rn가 있어서
atix ≤ 0 ∀i = 1, ...,m 씦 btx > 0임을 의미합니다씮

씨씱씩 앮차원 벡터 ai에 대해 {Σmi=1µiai|µi ≥ 0}을 앣앯앮앥이라 부릅니다씮22 Σmi=1µiai = b을 만족하는 양의

실수 µi가 없음은 b가 ai들의 앣앯앮앥에 들어있지 않음으로 해석할 수 있습니다씮
씨씲씩 atix = xtai입니다씮 앞에서 말하였듯이 1× n벡터는 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬처럼 여길 수가 있고 앸에 대응
되는 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬을 Lx이라 쓰면 xtai = Lx(ai)입니다씮 따라서 atix ≤ 0 ∀i = 1, ...,m 씦 btx > 0는

Lx(ai) ≤ 0 ∀i = 1, ...,m씬 Lx(b) > 0인 Lx가 있음과 동일합니다씮 Lx(ai) ≤ 0 ∀i = 1, ...,m은 임의의

양의 실수 µi에 대해 Σmi=1µiLx(ai) ≤ 0임과 동치이고 이는 Lx의 선형성에 의해 Lx(Σmi=1µiai) ≤ 0임

과 같습니다씮 따라서 ai들의 앣앯앮앥에 대해 Lx의 값은 씰이하 이므로씬 값이 씰인 앬앥앶앥앬 앳앥앴을 의미하는 Lx의

앫앥앲앮앥앬23의 한쪽에 앣앯앮앥이 들어가 있고 앢는 Lx(b)가 양수 이므로 그 반대쪽에 놓여야 합니다씮
정리하자면 앆액앲앫액앳씧 앬앥앭앭액는 앣앯앮앥과 앣앯앮앥에 포함되지 않은 앢를 갈라 놓는 앨앹앰앥앲앰앬액앮앥이 있음을 보이
면 증명됩니다씮 이것 또한 엄밀한 증명은 어렵지만 이번 장에서는 앤앵액앬의 개념에 조금 익숙해진 것에
만족하고 증명은 생략한 채 마치도록 하겠습니다씮

22낮은 차원에서 그림을 그려보면 왜 cone이라 불리는지 확인할 수 있습니다.
23hyperplane, n=2에선 평면
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Chapter 3

벡벡벡터터터공공공간간간

이번 장에서는 벡터공간과 그들간의 변환을 좌표 또는 행렬로 표현하는 것을 주로 다루고 있습니다씮
선형변환과 행렬 간의 대응은 선형대수학의 기본정리로 알려져 있으며 행렬의 성질을 선형변환에 적

용하거나 그 역과정이 가능하게 만듭니다씮 이후에 살펴볼 앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭의 경우 대표적으로 선형변
환의 성질을 행렬에 적용하여 좋은 행렬 표현을 얻어내는 예 입니다씮 끝으로 앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭의 응용
으로 앓앖아 분해와 선형변환의 크기씨앮앯앲앭씩에 대해 다룹니다씮

3.1 좌좌좌표표표와와와행행행렬렬렬

우선 벡터공간의 기초적인 성질에 대해 알아보겠습니다씮 벡터공간은 집합 앖에 벡터 연산씨+씩과 체
앆와의 연산씨상수곱씩이 부여된 공간입니다씮1 쉽게 말해 a, b ∈ F와 v, w ∈ V에 대해 av + bw라는 선형 연

산씨앶씬앷의 선형결합씩이 부여된 공간입니다씮 벡터공간 앖의 각 원소들은 이러한 선형 관계에 의해 서로
얽매여 있습니다씮 앖의 유한부분집합 V1 = {vi}i=1,...,n에 대해 ∃vj ∈ V1이 있어서 vj가 {vi}i=1,...,n,i6=j의

선형 결합으로 표현된다면 V1의 원소들은 dependent하다고 합니다씮 그리고 dependent하지 않은 벡터

들의 집합을 independent하다고 합니다씮

Proposition 3.1.1. 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴 V1 = {vi}i=1,...,n에 대해씬
∑n
i=1 aivi = 0⇒ ai = 0, ∀i = 1, ..., n

이 성질은 정의에 의해 바로 유도됩니다씮 간단한 벡터공간은 몇 개의 원소들로 벡터공간 안의 모든
관계를 풀어헤쳐 표현할 수가 있습니다씮 이를 유한차원 벡터공간이라 부르고 정의는 다음과 같습니다씮

Definition 13. 유한차원 벡터공간 앖는 다음을 만족하는 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴 유한부분집합 E = {εi}i=1,...n가

존재한다씮 씢∀v ∈ V 씬 v는 E의 선형결합으로 표현가능하다씮씢 이때씬 E을 V의 기저씨앢액앳앩앳씩라 부른다씮

이때씬 정의에 의해 ∀v ∈ V 씬 ∃{ai}i=1,...n s.t. v =
∑n
i=1 aiεi가 성립합니다씮 여기서 우리는 기저 E이 주

어진 상황에서 V의 임의의 원소 v를 {ai}i=1,...n로 표현될 수 있음을 알 수 있습니다씮 앩앮앤앥앮앰앥앮앤앥앮앴라
는 속성은 각 v마다 이러한 표현이 유일함을 알려줍니다씮

11장 참조.
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Proposition 3.1.2. 기저 E에 대해씬
∑n
i=1 aiεi =

∑n
i=1 biεi라면씬 ai = bi ∀i = 1, ..., n씮

증명은 한쪽 변으로 모든 성분들을 넘긴 뒤 prop 1.1을 적용하면 됩니다씮 한편 역으로 ∀ai ∈ F 씬∑n
i=1 aiεi ∈ V이므로씬 기저 E하에서 V와 {{ai}i=1,...,n|ai ∈ F}간에는 씱씭씱 대응이 성립합니다씮 이때 우

리는 {ai}i=1,...,n를 v의 E씭좌표씨(v)E씩라 부르고 ai를 v의 εi씭계수씨(v)E,i씩라 하겠습니다씮
한편 유한차원 벡터공간의 기저는 모두 크기가 같습니다씮 이러한 사실로부터 유한차원 벡터공간에

씧차원씧을 정의할 수 있습니다씮

Theorem 3.1.3. 유한차원 벡터공간 V와 기저 E = {εi}i=1,...,n가 주어졌을때씬 다른 기저 F =

{fj}j=1,...,m에 대해 n = m이다씮 이때 V의 차원은 기저의 크기 앮으로 정의한다씮

Proof. 우선 기저는 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴이므로 씰을 지니지 않습니다씮 일반성을 잃지 않고 n < m이라 할 때씬
fj는 앖의 원소이고 E씭좌표가 유일하게 존재합니다씮 fj의 ε1씭계수를 aj라 할 때씬 어떤 ak가 씰이 아니면
F1 = {fj − ajfk}j=1,...,m,j 6=k를 생각합니다씮 F1의 각 원소의 ε1씭계수는 씰이고 F1은 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴입니다씮
모든 ak가 씰이면 아무거나 하나 빼서 똑같은 조건을 만족하는 m− 1크기의 F1을 얻을 수 있습니다씮 여
기에 ε2에 대해 같은 과정을 반복하고 이를 εn−1까지 해서 얻은 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴한 Fn−1은 m > n이므로

적어도 원소가 씲개 있으며 i = 1, ..., n− 1에 대해 εi씭계수가 씰입니다씮 이때 E는 기저이므로 Fn−1의 모든
원소는 εn의 상수배이고 이는 앩앮앤앥앰앥앮앤앥앮앴에 모순입니다씮

정리하면씬 유한차원 벡터공간이 지니는 기저에 대해 알아보았고 이를 이용해 각 원소를 좌표로 표현
할 수 있음을 확인하였습니다씮 씲 장에서 살펴본 선형변환의 경우에도 이러한 씧표현씧이 가능합니다씮

Theorem 3.1.4. 유한차원 선형대수학의 기본정리씮 유한차원 벡터공간 V,W에 대해 각각의 기저

E = {εi}i=1,...,n씬 F = {fj}i=1,...,m가 주어졌을때씬 선형변환 L : V → W를 다음의 방법을 통해 m× n 행
렬 A에 대응가능하다씮

A의 ith열 Ai 씽 (L(εi))F

이렇게 정의된 A에 대해 앁· (v)E라는 행렬 연산의 결과는 L(v)의 F씭좌표씬 즉 (L(v))F와 같다씮2 이때씬
기저 E ,F에서 선형변환 알의 대응 행렬 앁를 (L)FE로 표기한다씮

풀어 말하면씬 씱씩 모든 유한차원 벡터공간은 기저가 주어지면 각 기저에 대응되는 좌표로 표현가능하
므로씬 벡터를 벡터로 바꾸는 선형변환은 좌표를 좌표로 바꾸는 것과 같습니다씮 씲씩 선형성은 이러한 좌
표변환에 제약을 가해 이 좌표변환이 특정 행렬연산으로 표현된다는 것을 의미합니다씮
역으로 마찬가지로 씧기저가 주어진 상황씧에서 행렬이 주어지면 이 행렬 곱으로 이루어지는 좌표 변환
에 대응되는 선형 변환이 존재합니다씮 구체적으로 암앨앭 씱씮씴의 조건에서 벡터 공간과 각각의 기저가 주
어지고 m× n행렬 앁가 주어졌을 때 이에 대응되는 선형변환은 다음과 같습니다씮

(L(v))F = A · (v)E 씨씳씮씱씩

따라서 씧기저가 주어졌을때씧 선현변환과 행렬은 씱씭씱 대응이 되고씬 선형변환을 행렬로 표현해 행렬의

2이것을 한번 확인해 보는 것은 필요하다고 생각합니다. 행렬 A는 기저 εi의 변환값에 의해서 결정이 되는데 선형변환이
지니는 ’선형성’으로 인해 임의의 벡터 v에 대한 변환값을 εi의 변환값의 선형변환으로 표현가능합니다. 자세하게 한번 정리해
보면 좋을 것 같습니다.

씲씶



성질들을 적용할 수 있으며 씨앥앸씮 앇액앵앳앳 앥앬앩앭앩앮액앴앩앯앮씩 반대로 행렬을 선형변환으로 생각해 선형변환의
성질들을 적용할 수가 있습니다 씨앥앸씮 앓앖아씩씮

끝으로 다음의 앣앨액앩앮 앲앵앬앥과 유사한 성질이 쉽게 유도됩니다씮

Proposition 3.1.5. 유한차원 벡터공간 앖씬 앗씬 압에 각각 기저 E 씬 F 씬 G가 주어졌을때씬 선형변환
L : V →W 씬 K : W → U에 대해

(K ◦ L)GE = (K)GF · (L)FE 씨씳씮씲씩

이 성립한다씮

Proof. 증명의 논리는 앣앨액앩앮 앲앵앬앥과 유사합니다씮 암앨앭씮 씱씮씴에 의해씬 (K ◦ L)GE · (v)E = (K ◦ L(v))G =

(K(L(v)))G = (K)GF · (L(v))F = (K)GF · (L)FE · (v)E이므로 ∀v ∈ V 씬 ((K ◦ L)GE − (K)GF · (L)FE ) · (v)E = 0씮
따라서 (K ◦ L)GE − (K)GF · (L)FE = 0씮

3.2 행행행렬렬렬식식식 (Determinant)

행렬식은 행렬을 통한 선형변환이 넓이를 얼마나 변화시키는지 알려줍니다씮 또한씬 행렬식은 행렬 곱
을 보존합니다씮3 이런 좋은 성질을 지니고 있어 자주 등장하는 행렬식에 대해 간단히 알아봅니다씮

행렬식은 n × n행렬을 받아서 실수를 반환하는 함수입니다씮 n × n행렬은 크기가 n인 벡터가 n개 있

는 것과 같으므로씬 행렬식은 Rn × ...× Rn에서4
정의된 형식씨앦앯앲앭씩이라 생각할수 있습니다씮 이렇게 벡

터 n개를 받아 실수를 반환하는 함수를 앮씭앦앯앲앭이라 부릅니다씮 행렬식은 앮씭앦앯앲앭 중에서 선형성을 비롯
한 다음의 성질을 만족하는 씧유일한씧 앮씭앦앯앲앭입니다씮

Definition 14. 앮차 행렬식 씨앤앥앴씩 씺 Rn × ...× Rn → R는 다음의 조건을 만족한다씮 5

씱씩 앬앩앮앥액앲앩앴앹6 씺 앤앥앴씨... , av + bw, ...씩 씽 a앤앥앴씨... , v, ...씩+b앤앥앴씨... , w, ...씩
씲씩 액앬앴앥앲앮액앴앩앮앧 씺 앤앥앴씨... , v, ..., w, ...씩 씽 씭 앤앥앴씨... , w, ..., v, ...씩
씳씩 앤앥앴씨e1, ..., en씩= 1

위의 성질들을 만족하는 앮씭앦앯앲앭을 액앬앴앥앲앮액앴앩앮앧 앭앵앬앴앩앬앩앮앥액앲 앮씭앦앯앲앭이라 하고씬 이러한 액앬앴앥앲앮액앴앩앮앧
앭앵앬앴앩앬앩앮앥액앲 앮씭앦앯앲앭이라는 함수는 하나 밖에 존재하지 않음을 보일 수가 있습니다씮 이는 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행
렬들의 곱하는 것이 씱씩 앬앩앮앥액앲앩앴앹조건에서의 선형 결합과 씲씩 액앬앴앥앲앮액앴앩앮앧에서의 두 벡터를 교환하는 행위
와 같다는 사실에서 기인합니다씮 악앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬란 다음과 같습니다씮

Definition 15. n×n 앬앥앦앴 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬 E는 n×m행렬 A의 왼쪽에 곱해졌을 때씬 다음 중 하나를 만
족시킨다씮7

앴앹앰앥 씱씩 i, j행 순서 교환
앴앹앰앥 씲씩 i행 a배

앴앹앰앥 씳씩 i행에 j행의 a배를 더함

3det(AB)=det(A)det(B)
4Rn이 n개가 결합된 공간. 이러한 곱을 Cartesian product라 합니다.
5ei는 Rn에서 ith성분은 1이고 나머지는 0인 벡터
6한 벡터 혹은 한 행이나 열에 대해서만 선형성이지 det(A+B)=det(A)+det(B)를 의미하는것이 아닙니다.
7E가 구체적으로 어떤 형태의 행렬인지 확인해보는 것이 필요합니다.
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이렇게 성의된 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들은 모두 역행렬이 존재하고 이 역행렬 또한 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 앭액앴앲앩앸가 됩
니다씮8 놀라운 사실은 모든 n × n행렬들은 적절한 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들을 곱함으로써 상삼각행렬씨앵앰앰앥앲
앴앲앩액앮앧앬앥 앭액앴앲앩앸씩이 된다는 것입니다씮9 이러한 과정을 앇액앵앳앳 앥앬앩앭앩앮액앴앩앯앮이라 합니다씮10

아앥앦씮 씲를 만족하는 앮씭앦앯앲앭이 유일하고 앤앥앴씨앁앂씩씽앤앥앴씨앁씩앤앥앴씨앂씩를 보이기 위해선 우선 행렬을 앥앬앥앭앥앮씭
앴액앲앹 앭액앴앲앩앸들로 분해를 해야합니다씮 임의의 n× n행렬 앁를 앇액앵앳앳 앥앬앩앭앩앮액앴앩앯앮을 통해

E1...EkA = U 씨씳씮씳씩

로 표현가능합니다씮 이때씬 압는 상삼각행렬입니다씮 역행렬들을 다 곱하면

A = E−1k ...E−11 U 씨씳씮씴씩

이고 E−1i 또한 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 앭액앴앲앩앸가 됩니다씮 간단한 확인을 통해 앴앹앰앥 씱의 경우 n × n 앩앤앥앮앴앩앴앹 앭액앴앲앩앸
In의 두 행을 바꾼 행렬임을 알 수 있습니다씮 따라서 앴앹앰앥 씱 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 Et1의 경우 앤앥앦 씲씭씲씩씬씳씩에
의해 det(Et1) = −1입니다씮 다시 앤앥앦 씲씭씲씩에 의해 임의의 n× n 행렬 앁에 대해씬 det(Et1A) = −det(A) =

det(Et1)det(A)가 되어 행렬곱을 분해하여 표현 가능합니다씮 앴앹앰앥 씲 Et2는 In에서 i번째 행만 액배가 된
행렬이고 이번에는 앤앥앦 씲씭씱씩씬씳씩에 의해 det(Et2) = a가 되고 마찬가지로 행렬곱이 분해 됩니다씮 앴앹앰앥 씳
Et3는 In에서 씨앩씬앪씩성분에 액가 추가된 행렬입니다씮 즉씬

Et3 = (e1, ...ei + aej , ..., ej , ..., en) 씨씳씮씵씩

입니다씮11 아앥앦 씲씭씱씩씬씳씩에 의해 det(Et3) = 1+adet(e1, ..., ej , ..., ej , ..., en)이고 앤앥앦 씲씭씲씩로부터 det(e1, ..., ej , ..., ej , ..., en) =

0임을 알 수 있습니다씮 따라서 det(Et3) = 1이고씬 det(Et3A) 또한 같은 방식으로 det(A)와 같음을 보일

수 있습니다씮 따라서 det(Et3A) = det(Et3)det(A)입니다씮
위의 결과들을 종합해서 씨씵씩에 적용하면씬

det(A) = det(E−1k )...det(E−11 )det(U) 씨씳씮씶씩

가 됩니다씮 여기서 간단하게 경우를 나눠서씬 씱씩 압의 대각성분 중 씰이 있는 경우씬 앇액앵앳앳 앥앬앩앭앩앮액앴앩앯앮을
추가적으로 진행하여 압의 한 행이 씰이 되게 할 수가 있고 씰인 행은 씲배를 해도 그대로 이기에 앤앥앦
씲씭씱씩에 의해 앤앥앴씨압씩씽씰이 됨을 알 수 있습니다씮 따라서 앤앥앴씨앁씩씽씰입니다씮 씲씩 압의 대각성분 중 씰이 없는
경우씬 앇액앵앳앳 앥앬앩앭앩앮액앴앩앯앮을 추가적으로 진행하여

Ek+1...Ek+mU = In 씨씳씮씷씩

이 되게 할 수 있습니다씮 따라서

det(A) = det(E−1k )...det(E−11 )det(U) = det(E−1k )...det(E−11 )det(E−1k+m)...det(E−1k+1) 씨씳씮씸씩

이 됩니다씮

결과를 요약하면 앤앥앦 씲의 액앬앴앥앲앮액앴앩앮앧 앭앵앬앴앩앬앩앮앥액앲 앮씭앦앯앲앭의 성질들에 의해 모든 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들의

8구체적 계산 없이 def 3의 행위들의 역과정이 elementary matrix로 표현됨을 파악하는 것으로 충분합니다.
9여기서 상삼각행렬은 i > j일때, (i, j)성분이 0인 n× n행렬을 의미합니다.

10이에 대한 자세한 내용은 각자에게 맡깁니다.
11여기서 A = (v1, ..., vn)은 각 행을 순서대로 나타내는 표현입니다. 즉, A의 i번째 행이 vi입니다.
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앤앥앴는 결정이 되고 식 씨씶씩에 의해 앤앥앴씨앁씩 또한 결정이 됩니다씮 따라서 앤앥앦 씲를 만족하는 앤앥앴라는 함수
는 유일합니다씮 그리고 앞에서 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들이 곱해진 경우 앤앥앴를 취했을 때 분해할 수 있음을
보였는데씬 이 성질과 함께 앞에서 압의 대각성분에 씰이 들어감에 따라 나눈 것처럼 경우를 나누면
앤앥앴씨앁앂씩씽앤앥앴씨앁씩앤앥앴씨앂씩가 됨을 보일 수가 있습니다씮

위의 사실은 앤앥앴가 가진 기본적인 성질들이라면 이런 앤앥앴의 성질로부터 생겨나는 의미가 있습니다씮
앞의 압의 대각성분에 따른 구분은 사실 앁가 역행렬이 있는지 없는 지의 구분과 동일합니다씮 씬즉 압의
대각성분에 씰이 있는 경우는 앁가 역행렬이 없는 경우이고 이 경우 det(A) = 0 입니다씮 역행렬이 있는
경우 식 씨씸씩에 의해 det(A) 6= 0입니다씮
역행렬이 있는 앁의 경우 식 씨씸씩을 좀 더 들여다 보면씬 앴앹앰앥 씱의 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬의 앤앥앴는 씭씱로

앤앥앴씨앁씩의 부호를 결정합니다씮 즉씬 앁라는 행렬을 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들로 완전히 분해했을때 행의 순
서 교환 즉씬 좌표 축의 순서를 교환하는 행위가 짝수번인지 홀수번인지가 앤앥앴씨앁씩의 부호를 결정합니
다씮 앴앹앰앥 씲의 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬의 앤앥앴는 액로 앁의 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들 중에서 행을 늘리는 크기들의 곱이
앤앥앴씨앁씩의 크기가 됩니다씮 즉씬 어느 한 축 방향으로 총 몇 배를 늘리는지가 앤앥앴씨앁씩의 크기가 됩니다씮 끝
으로 앴앹앰앥 씳의 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬의 앤앥앴는 씱로 앤앥앴씨앁씩에 아무런 영향을 안 미칩니다씮 앴앹앰앥 씳는 직사각형을
윗 변만 밀어서 평행사변형으로 만드는 것과 같습니다씮 즉씬 앴앹앰앥 씳는 변환 전후 넓이가 동일합니다씮
행렬 앁를 앥앬앥앭앥앮앴액앲앹 행렬들로 분해해서 표현하는 것은 앸에 앁를 곱하는 것을 연쇄적인 작용으로 표
현하는 것과 같습니다씮 앸가 앴앹앰앥 씱씬씲씬씳 중 하나의 행위를 돌아가며 여러번 하는 것으로 앁를 해석하는
것 입니다씮 이렇게 해석했을때 앤앥앴씨앁씩는 축 교환이 짝수번 만큼 이루어졌는지씬 늘리는 행위가 총 얼마
만큼 일어났는지에 대한 정보를 담고 있습니다씮12

3.3 Spectral Theorem

앓앰앥앣앴앲액앬 암앨앥앯앲앥앭은 좋은 직교 기저를 찾는 문제입니다씮 그리고 이 문제는 씧행렬씧 표현에서의 문제
가 아니라 철저히 선형변환이라는 추상적인 영역에서 주어지고 해결됩니다씮 이에 따름정리로 행렬의
앥앩앧앥앮 앤앥앣앯앭앰앯앳앩앴앩앯앮이나 앓앖아가 얻어집니다씮 앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 다루기 위해서는 다소 긴 호흡이 필
요합니다씮 이에 대해 차근차근 사전준비를 해나가 보겠습니다씮 본문에서 앖는 유한차원 내적공간을 의
미하며 v씬 w는 앖의 원소를 의미합니다씮

3.3.1 내내내적적적공공공간간간 (inner product space)

내내내적적적

앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭은 직교기저의 존재성에 대해 말하고 있습니다씮 이때 직교는 내적에 따라오는 개념
입니다씮 앞으로의 내용에서는 복소수를 고려한 표기를 사용합니다씮

Definition 16. 내적의 정의씮 내적 < ·, · >: V × V → F는 다음을 만족한다씮13

12따라서 선형변환 f에 대해 |det(Df)|는 넓이 변화율을 의미합니다. 일반적인 미분가능 함수 f 또한 근사적으로 선형변환과
같기 때문에, 점 x에서 순간적인 넓이 변화율을 |det(Df)|로 여길 수 있습니다. 이는 다변수 함수의 적분에서 매개변수를 바꾸
었을때 넓이 변화를 보정하는 역할을 합니다.

13F는 실수나 복소수로 실수의 경우 conjugate는 자기자신입니다. 만약 복소수가 어색하다면 conjugate bar를 무시하고 한
번 읽어보는 것을 추천합니다.

씲씹



씱씩 앬앩앮앥액앲앩앴앹 씺 < av + bw, u >= a < v, u > +b < w, u >

씲씩 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앹 씺 < v,w >= < w, v >

씳씩 앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥앮앥앳앳 씺 액씩< v, v >≥ 0 앢씩 < v, v >= 0⇔ v = 0

정의를 이용하면 < v, bw >= < bw, v > = b < w, v > = b < v,w >가 됩니다씮 주어진 정의에서 앆를 복
소수로 포함하여 생각하는 이유는 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭이 복소수에서 증명가능한 정리이기 때문입니다씮14

이것에 대하여는 뒤에서 다루고씬 위의 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앹에 대해 첨언을 하자면씬 복소수 x1 = a+ bi에

대해 x1의 크기의 제곱은 a2 + b2 = x1x̄1입니다씮 앮개 복소수로 이루어진 벡터 x = (x1, ..., xn)과

y = (y1, ..., yn) 간 내적은 따라서
∑n
i=1 xiȳi로 정의하는 것이 자연스럽고 이러한 이유로 씲씩가 자연스러

운 정의입니다씮 아앥앦 씴는 실수의 내적도 포함하는 정의입니다씮 만약 앆가 실수라면씬 앣앯앮앪앵앧액앴앥는 자기 자
신이므로 지워집니다씮

이때 씨앖씬 씼씬씾씩를 내적공간이라고 합니다씮 내적공간은 크기 개념이 있는 노름공간씨앮앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥씩에
포함된다고 씱장에서 이야기 했었습니다씮 ||v||2 =< v, v >식으로 앮앯앲앭이 자연스럽게 따라오기 때문에
내적공간이 노름공간이 됩니다씮15 내적은 크기와 함께 직교 개념을 지닙니다씮
내적 값이 씰인 두 벡터를 직교한다고 합니다씮 여러 벡터가 서로 직교한다는 것은 모든 쌍에 대해 내
적 값이 씰임을 말합니다씮 직교 기저라는 것은 서로 직교인 기저를 의미합니다씮 여기에 기저들이 크
기씨||v||씩가 씱이라면 이를 정규직교 기저라 부릅니다씮 정규직교 기저 E = {ei}i=1,...,n가 주어졌을때씬 다
음이 성립하고 이것이 정규직교 기저를 사용하는 핵심 이유입니다씮

Proposition 3.3.1. 정규직교 기저 E에 대해씬 < v,w >= (w)tE(v)E 씮

Proof. v =
∑n
i=1 aiεi씬 w =

∑n
i=1 biεi라면 우리의 표기약속 상 (v)E = (a1, ..., an)씬 (w)E = (b1, ..., bn)를

의미합니다씮 씧벡터씧 앶씬 앷에 대해 씼앶씬앷씾는 내적의 앬앩앮앥액앲앩앴앹에 의해 < ei, ej >의 선형결합으로 표현

되는데 < ei, ej >는 정규직교 기저의 성질에 의해 i 6= j이면 씰이고 i = j이면 씱이므로 < v,w >=∑n
i=1 aibi가 됩니다씮 이는 (v)E 씬 (w)F를 n× 1 행렬로 보았을 때씬 행렬연산 (w)tE(v)E와 같습니다씮

다시 한번 강조를 해도 지나치지 않는 사실은 좌표화 되지 않은 추상적 공간에서 정의되는 씧내적씧이
적규직교 기저가 주어지면씬 즉 좌표화 되면 씧행렬연산씧으로 표현된다는 것입니다씮 앐앲앯앰 씳씮씱으로부터 다
음은 자명합니다씮

Corollary. 피타고라스 정리씮 ||v||2 = (v)tE(v)E = ||(v)E ||2씮16

Corollary. 앖의 정규직교 기저 E ,F에 대해씬 (w)tE(v)E = (w)tF (v)F 씮

한편 앖의 두 기저 E ,F가 주어 졌을 때씬 (v)E = (a1, ..., an)씬 (v)F = (b1, ..., bn) 간에는 일종의 변환법

칙이 존재합니다씮 기저의 정의에 의해 εj =
∑n
i=1 pijfi인 pij가 존재합니다씮 따라서 v =

∑n
j=1 ajεj =∑n

j=1 aj
∑n
i=1 pijfi =

∑n
i=1

∑n
j=1 ajpijfi 입니다씮 한편 v =

∑n
i=1 bifi이므로 앞의 결과와 비교하면

bi =
∑n
j=1 ajpij를 얻게 됩니다씮 이를 행렬 P = (pij)로 표현하면 b = Pa씬 즉 (v)F = P · (v)E입니다씮 따

라서 (v)E ↔ (v)F간의 변환은 행렬연산의 일종임을 알 수 있습니다씮 이때 좌표는 유일하게 항상 존재
하므로 이러한 대응은 씱씭씱이고 따라서 앐는 역행렬이 존재합니다씮

14다항식의 해가 복소수라는 사실을 이용합니다.
15positive definiteness에 의해 0 아닌 원소의 크기(norm)가 양수가 됩니다.
16여기서 오른쪽 || · ||는 l2 norm을 의미합니다.
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한편 εj =
∑n
i=1 pijfi이므로 행렬 앐의 jth열은 (εj)F임을 알 수 있습니다씮 즉씬 행렬 앐는 하나의 기저

를 다른 기저로 씧표현씧함으로써 얻어집니다씮 한편 주어진 기저들이 정규직교 기저라면 앐는 좀 더 특별
합니다씮 위의 보조정리에 의해 다음이 성립합니다씮

Corollary. 앖의 정규직교 기저 E ,F에 대해씬 (εi)tE(εj)E = (εi)tF (εj)F는 i 6= j이면 씰 i = j이면 씱이다씮 따
라서 P tP = In이다씮17 이때씬 앁앂씽앉이면 앂앁씽앉가 되므로18 P tP = PP t = In이다씮

따라서 (v)F = P · (v)E는 P t · (v)F = (v)E를 의미하고씬 P t의 jth열은 (fj)E임을 알 수 있습니다씮 위에
서 P tP = PP t = In인 행렬을 unitary matrix라 부릅니다씮 위의 논의에 의해 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸는 두 직교
기저의 좌표 표현 간의 대응관계를 나타냄을 알 수 있습니다씮 참고로 행렬 앐는 항등사상 (I)FE와 같음

을 앴앨앭씮 씱씮씴의 정의에 의해 알 수 있습니다씮

한편 압앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 앐는 직교기저의 변환이 아닌 다른 고정된 직교기저에서 선형변환으로도 해석이
가능합니다씮 구체적으로 앖의 정규직교 기저 E가 주어졌을때씬

‖P · (v)E‖2 = (P · (v)E)tP · (v)E = (v)tE · P tP · (v)E = (v)tE(v)E = ‖(v)E‖2 씨씳씮씹씩

이므로 앐는 좌표의 크기를 유지하는 행렬입니다씮 선형대수학의 기본정리에 의해 L : V → V 씬
(L)EE = P인 선형변환 알이 존재하고 이때 (L(v))E = P · (v)E입니다씮 따라서 식 씨씹씩는 앰앲앯앰 씳씮씱과 앖의
앮앯앲앭의 정의19에 의해 ‖L(v)‖2 = ‖v‖2을 의미합니다씮 따라서 행렬 앐를 크기씨앮앯앲앭씩를 유지하는 선형변
환의 씧표현씧으로 여길 수가 있고 이러한 선형변환을 앩앳앯앭앥앴앲앹라 부릅니다씮

Normal map and Hermition map (*)

앞에서 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸와 그에 대응되는 선형변환에 대해 알아보았습니다씮 이와 함께 자주 등장
하는 앮앯앲앭액앬 앭액앴앲앩앸와 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앴앲앩앸20에 대해 간단히 설명하고자 합니다씮 이를 위해선 앣앯앮앪앵앧액앴앥
앴앲액앮앳앰앯앳앥21 앭액앴앲앩앸에 대응되는 선형변환인 액앤앪앯앩앮앴 앭액앰을 알아야 합니다씮

앮차원 유한차원 내적공간 앖의 정규직교 기저 E과 선형변환 L : V → V에 대해씬 (L)EE = A라 합

시다씮 L의 액앤앪앯앩앮앴 앭액앰 L∗는 At에 대응이 되는 변환입니다씮 이때씬 < L(v), w >= (w)tE · (L(v))E =

(w)tE ·A(v)E = (At(w)E)t · (v)E = (L∗(w))t · (v)E =< v,L∗(w) >입니다씮 일반적으로 액앤앪앯앩앮앴 앭액앰은 다음
과 같이 정의합니다씮

Definition 17. 유한차원 내적공간 앖과 선형변환 L : V → V에 대해 < L(v), w >=< v,K(w) >씬
∀v, w ∈ V인 선형변환 K : V → V이 존재하고 유일하다씮 이때 K를 L의 액앤앪앯앩앮앴 앭액앰이라 부르고 L∗로

표기한다씮

존재성은 앞에서 보였던대로 정규직교 기저를 잡고 알를 행렬로 표현한 뒤 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앴앲액앮앳앰앯앳앥를
통해 밝힐 수 있습니다씮 유일성은 < v,K1(w) >=< L(v), w >=< v,K2(w) >이라면 선형성에 의

해 < v,K1(w) − K2(w) >= 0씬 ∀v, w ∈ V이고 v에 K1(w) − K2(w)를 대입하여 K1(w) − K2(w) = 0씬
∀w ∈ V임을 보일 수 있습니다씮 따라서 K1 = K2입니다씮

17행렬 P의 jth열은 (εj)F이므로. In은 n차 identity matrix
18Gauss elimination을 통한 elementary행렬로 A를 분해해서 표현하면 보일 수 있습니다.
19||v||2 =< v, v >
20실수라면 symmetric이라 부릅니다.
21실수라면 그냥 transpose와 동일.
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Proposition 3.3.2. 유한차원 내적공간 앖의 정규직교 기저 E과 선형변환 L : V → V에 대해씬
(L)EE

t
= (L∗)EE 씮

Proof. (L)EE = A씬 (L∗)EE = B라 표기하겠습니다씮 그러면 (At(w)E)t · (v)E = (w)tE · A(v)E = (w)tE ·
(L(v))E =< L(v), w >=< v,L∗(w) >= (L∗(w))t ·(v)E = (B(w)E)t ·(v)E이므로 ((At −B)(w)E)t ·(v)E = 0씬
∀v, w ∈ V 씮 이를 이용해 At −B =임을 보일 수 있습니다씮

위의 증명은 앤앥앦씮 씵 앞에서 등장한 등식들의 순서만 재배열한 것에 불과합니다씮 이는 단지 이미 알고
있는 사실을 좀 더 깔끔한 정의에 하에 살짝 바꾼 것에 불과합니다씮

Definition 18. 유한차원 내적공간 앖과 선형변환 L : V → V에 대해 L∗ ◦ L = L ◦ L∗이면 알을 앮앯앲앭액앬
앭액앰이라 부르고 L = L∗이면 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앰이라 부릅니다씮

위 정의에 의해 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앰은 앮앯앲앭액앬 앭액앰임을 알 수 있습니다씮

Definition 19. n × n행렬 앁에 대해 AtA = AAt이면 앁을 앮앯앲앭액앬 앭액앴앲앩앸라 부르고 A = At이면

앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앴앲앩앸라 부릅니다씮

Proposition 3.3.3. 선형변환 L : V → V과 앖의 정규직교 기저 E에 대해씬 알이 앮앯앲앭액앬 앭액앰이라면
(L)EE이 앮앯앲앭액앬 앭액앴앲앩앸이고 알이 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앰이라면 (L)EE이 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앴앲앩앸이다씮

Proof. 앰앲앯앰 씱씮씵와 앰앲앯앰씮 씳씮씲를 이용하면 확인할 수 있습니다씮

한편 위 성질의 역도 성립합니다씮 즉씬 행렬 앁가 앮앯앲앭액앬 앭액앴앲앩앸이거나 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앴앲앩앸이면 기저 E가
주어졌을때 앁와 대응되는 선형변환 L : V → V는 앮앯앲앭액앬 앭액앰이거나 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앰이 됩니다씮 이에 대
한 증명 또한 위의 방식과 유사하므로 생략합니다씮 중요한 것은 행렬과 선형변환 간의 대응성에 대해
서 익숙해지는 것입니다씮

Eigenvector

앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 위한 마지막 준비입니다씮

Definition 20. 선형 변환 L : V → V의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲 v와 이에 대응 되는 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥 λ ∈ F는 다음을 만
족한다씮

L(v) = λv, v 6= 0 씨씳씮씱씰씩

즉씬 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲는 알이라는 변환 후에도 방향이 유지되거나 정반대인 벡터를 의미합니다씮

정의 씨씹씩에 직교기저 E 좌표계를 도입하면 (L)EE · (v)E = λ(v)E입니다씮 표기를 위해 (L)EE = A라 하면

앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲는 Ax = λx의 해로 주어집니다씮 이는

(A− λIn)x = 0 씨씳씮씱씱씩
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를 푸는 것과 같습니다씮 이때 위의 방정식은 det(A− λIn) = 0일 때 해가 존재합니다씮 한편씬 앤앥앴의 귀납
적인 계산식에 의하면 det(A − λIn)은 λ에 대한 앮차 다항식이 됩니다씮 하지만 일반적으로 앮차 다항식
은 실수해를 안 가질 수도 있습니다씮22

한편 대수학의 기본정리는 앮차 다항식이 앮개의 복소수해를 지님을 알려줍니다씮23 이를 이용하면 다
음을 보일 수 있습니다씮

Theorem 3.3.4. L : (V,R)→ (V,R)이 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앭액앰24이라면 실수 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥를 지닌다씮

Proof. 이 정리로부터 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앭액앰에 대한 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭이 유도됩니다씮 앖의 정규직교 기저
E라 하고씬 (L)EE = A라 합시다씮 체가 실수이므로 앁는 실수행렬입니다씮 문제는 det(A − λIn) = 0인

실수 λ가 있음을 보여야 합니다씮 대수학의 기본정리에 의해 det(A − λIn) = 0인 복소수 λ1이 있

고 (A − λ1In)x = 0은 씰아닌 복소수 해 x1을 지닙니다씮 이로부터 xtAx = λ1‖x‖2임을 알 수 있습니
다씮 여기에 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앴앲액앮앳앰앯앳앥를 양변에 취하면 xtAtx = λ1‖x‖2이고 조건에 의해 A = At이므로씬
λ1‖x‖2 = λ1‖x‖2입니다씮 x1은 씰이 아니므로 λ1 = λ1이고 λ1은 실수입니다씮
다시 (A− λ1In)x = 0로 돌아와서 이를 실수 연립방정식으로 여기면 det(A− λIn) = 0이므로 실수 해

y1이 존재합니다씮 따라서 y1을 E씭좌표로 갖는 (V,R)의 원소가 존재하고 이것이 λ1의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲가 됩
니다씮

위의 증명은 매우 씧기교적씧입니다씮 모든 준비가 끝났습니다씮 이제 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 마주해 보도록
하겠습니다씮

3.3.2 Spectral Theorem

Theorem 3.3.5. Spectral Theorem for normal map. 유한차원 내적공간 씨앖씬 C씩와 선형변환 L : V →
V에 대해씬 알이 앮앯앲앭액앬 ⇔ 알의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲들로 이루어진 정규직교 기저가 존재함 이다씮

Theorem 3.3.6. Spectral Theorem for symmetric map. 유한차원 내적공간 씨앖씬 R씩과 선형변환 L :

V → V에 대해씬 알이 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 ⇔ 알의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲들로 이루어진 정규직교 기저가 존재함 이다씮

• 결과
증명을 소개하기 앞서 이 정리를 행렬에 적용해봅시다씮 앁라는 n× n이라는 행렬이 주어졌다고 합시
다씮 단순히 숫자들의 모임에 불과한 행렬은 그 자체로는 어떠한 의미도 지니지 않고 어떤 벡터공간의
선형변환의 표현이 될때 비로서 의미를 지닙니다씮 이를 이미 직교기저 E = {ei}로 좌표화 된 Rn에서
의 선형변환의 표현이라 생각하도록 하겠습니다씮 이때씬 Rn에서 앁에 대응되는 선형변환 알씺Rn → Rn을
생각할 수 있습니다씮 알에 대해 서로 직교이고 크기가 씱인 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲씨{vi}i=1,...,n씩들로 이루어진 Rn의
기저가 존재하고 각각에 대응되는 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥를 λi라고 합시다씮 Rn의 모든 점들은 이러한 직교기저
좌표계로 모두 좌표화 되어 있는 상황이고씬 앁에 대응되는 알이라는 변환은 (L(ei))E = A · (ei)E 씽
앁의 앩열 씨= Ai씩로 정의되는 변환입니다씮25 다시 돌아와서 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲 정의에 따라씬 L(vi) = λivi가 성

22x2 = 1
23https://www.youtube.com/watch?v=shEk8sz1oOw가 시각적으로 이를 설명합니다.
24체가 실수이므로 hermition map임과 같습니다.
25(ei)E는 맨 첫 장의 좌표 표현의 정의에 따라 (0,0,...,1,0,...,0) i번째만 1인 좌표입니다.
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립합니다씮 여기서 식의 좌우변은 모두 씧벡터씧입니다씮 이를 직교기저 E = {ei}를 이용해 좌표화하면
(L(vi))E = λi(vi)E가 되고 암앨앭 씱씮씴의 결과 (L(vi))E = A · (vi)E를 적용하면 A · (vi)E = λi(vi)E입니다씮
(vi)E를 앩번째 열로 가지는 행렬을 앐라 하고 대각성분이 {λi}인 대각행렬을 아라고 할때씬 i = 1, ..., n에

대해 A · (vi)E = λi(vi)E는 AP = PD로 한번에 표현가능합니다씮 그리고 앰앲앯앰 씳씮씱의 앣앯앲앲에 의해
P̄ tP = PP̄ t = In이므로 A = PDP̄ t를 얻게 됩니다씮 실수의 경우 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앢액앲가 지워지고 각 성분은
실수가 됩니다씮

이 결과를 행렬의 앥앩앧앥앮 앤앥앣앯앭앰앯앳앩앴앩앯앮이라 부릅니다씮 한편 역으로 A = PDP̄ t와 P̄ tP = PP̄ t = In가

성립한다면씬 AĀt = PDD̄P̄ t = PD̄DP̄ t = ĀtA가 됩니다씮26 이로부터 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲 직교기저가 존재하면
주어진 선형변환이 앮앯앲앭액앬임을 보일 수가 있습니다씮 실수의 경우 A = PDP t이므로 A = At가 되어 대

응되는 선형변환 알은 앳앹앭앭앥앴앲앩앣이 됩니다씮27

• 해석
한편 알을 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲 정규직교 기저 F를 이용해 표현한다면 위에서 등장한 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥 대각행렬 아가
얻어짐을 쉽게 확인가능 합니다씮 즉씬 (L)FF = D입니다씮 따라서 앮앯앲앭액앬씨앳앹앭앭앥앴앲앩앣씩 앭액앰은 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲
정규직교 기저의 각 축 방향으로 상수배만큼 늘리는 변환으로 해석가능합니다씮

실수 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앭액앴앲앩앸를 살펴봅시다씮 결과적으로 A = PDP̄ t인 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 앐가 존재합니다씮 한
편 씳씮씱씮씱절에서 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 앐는 앩앳앯앭앥앴앲앹의 일종임을 확인하였습니다씮 일반적으로 앩앳앯앭앥앴앲앹는 평행씬
회전씬 대칭으로 이루어집니다씮 다만 행렬연산은 원점을 원점으로 보내므로 평행이동은 제외가 되어
앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 앐는 회전 또는 대칭 변환을 의미합니다씮 그리고 대각행렬 아는 앮차원 벡터 왼쪽에 곱해
졌을때 각 성분을 상수배씬 즉 축 방향으로 늘리는 역할을 합니다씮 따라서 앁를 곱하는 것은 좌표를 돌리
거나 뒤집고씬 축 방향으로 늘리고씬 다시 되돌리거나 되뒤집는 과정입니다씮

씳씮씱씮씱에서 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸는 고정된 기저에서의 선형 변환이 아니라 기저씨좌표 축씩의 변환으로 해석가
능하다고 하였습니다씮 즉씬 위에서의 선형변환 알의 해석처럼 대칭행렬 앁도 좌표 축을 변환한 뒤 그 좌
표축 방향으로 늘리거나 줄이고 다시 처음의 좌표축으로 표현하는 과정으로 해석할 수 있습니다씮

• 증명
sketch of proof. 여기서는 개략적으로 어떻게 위의 결과들이 성립하는지를 살펴보겠습니다씮28 방법은
귀납법입니다씮

씱씩 앖가 씱차원인 경우 L 6= 0이면 쉽게 정리를 확인가능합니다씮 씲씩 일반적인 앮에 대해씬 대수학의 기본
정리 혹은 앴앨앭씮 씳씮씴로 부터 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥 λ와 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲 v가 최소 하나는 존재함을 알 수 있습니다씮 이때씬
앖에서 앶와 내적 값이 씰인 부분 공간을 < v >⊥라 하는데씬 이 공간은 차원이 n− 1인 내적공간이 됩니다씮
또한 주어진 선형변환 알의 정의역을 이 부분공간으로 축소할 수 있습니다씮 즉씬 L|<v>⊥ :< v >⊥→ V가

얻어집니다씮 즉씬 L|<v>⊥(w) = L(w),∀w ∈< v >⊥로 정의되는 선형변환을 의미합니다씮 이때 알이
앮앯앲앭액앬이면 L|<v>⊥(w)의 치역이 < v >⊥안에 속하게 됩니다씮 여기서 앮앯앲앭액앬이 핵심적으로 사용이 됩
니다씮 그리고 L|<v>⊥ 또한 앮앯앲앭액앬이 되어 귀납적으로 앮개의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲를 얻을 수 있게 됩니다씮

앳앹앭앭앥앲앴앲앩앣이라는 조건은 앮앯앲앭액앬이라는 조건보다 강력한 조건인데씬 내적공간이 실수 체를 지니는 경
우 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥의 존재성이 보장이 안되므로 더 강한 조건이 요구됩니다씮 처음 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥의 존재성 이후
에는 앳앹앭앭앥앴앲앩앣이라는 조건이 추가적으로 사용되지는 않습니다씮

26대각행렬D는 DD̄ = D̄D가 성립함을 쉽게 확인 가능합니다.
273.1.2절 참조
28자세한 증명은 교재나 인터넷을 통해 각자에게 맡깁니다.
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3.3.3 SVD (singular value decomposition)

앓앖아는 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 이용해 얻을 수 있는 결과입니다씮

Theorem 3.3.7. SV D씮 m × n행렬 앁에 대해 다음을 만족하는 m ×m 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 압씬 m × n 대각
행렬 아29씬 n× n 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 앖가 존재한다씮

A = UDV t 씨씳씮씱씲씩

앁가 실수 행렬이면 실수 행렬 압씬 아씬 앖가 존재합니다씮

Proof. 증명의 핵심은 AtA이 앨앥앲앭앩앴앩앯앮 앭액앴앲앩앸가 된다는 사실과 앥앩앧앥앮앶액앬앵앥들이 씰 또는 양의 실수가 된
다는 것 입니다씮 이는 앸가 λ에 대응되는 AtA의 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲라면 λ||x||2 = xtλx = xtAtAx = ||Ax||2 ≥
0입니다씮30 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲는 씰이 아니므로 λ가 씰 또는 양의 실수임이 얻어집니다씮 참고로 xtBx ≥ 0씬
∀x ∈ Fn인31 행렬 앂를 앳앥앭앩씭앰앯앳앩앴앩앶앥라 합니다씮

이 사실과 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭에 의해씬 AtA = V D̃2V t인 n× n 실수 대각행렬 D̃와 n× n 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸
앖를 얻게 됩니다씮 이제 D̃에서 씰아닌 부분과 씰인 부분으로 나누어 몇 가지 조작을 거치면 씨씱씲씩를 만
족하는 m × m 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸 압씬 m × n 대각 행렬 아를 얻을 수 있습니다씮 자세한 과정은 생략합니
다씮32

앓앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭은 대칭적인 행렬에 적용가능합니다씮 예를 들어 분산행렬이나 함수의 이계도 함수
가 주 적용 대상입니다씮 반면 앓앖아는 일반적인 행렬에 적용 가능합니다씮 예를 들어씬 앤차원 데이터를
앮개 만큼 모아 만든 n × d 앤액앴액 앭액앴앲앩앸에 적용이 가능하여 앐앃앁같이 앤액앴액를 분석할 때 자주 사용됩니
다씮

3.3.4 Norm of Linear map

끝으로 앇앁앎 논문에서 자주 등장하는 변환의 크기에 대해 알아보겠습니다씮 어떤 공간 앖에서 앗로
가는 변환 알을 생각해봅시다씮 변환의 크기를 생각하기 위해선 최소한 앖와 앗에 크기라는 개념이 주어
져 있어야 합니다씮 이러한 공간을 앮앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥라 합니다씮

Definition 21. 앎앯앲앭의 정의씮 벡터 공간 앖에 대해 앮앯앲앭 || · || : V → R은 다음을 만족한다씮
씱씩 ||av|| = |a| · ||v||
씲씩 ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||
씳씩 ||v|| ≥ 0

씴씩 ||v|| = 0⇔ v = 0

위 정의는 악앵앣앬앩앤앥액앮 앳앰액앣앥에서 앮앯앲앭을 추상화한 것입니다씮 변환의 크기로 해석될 수 있는 여러 정의
들이 있겠지만씬 일반적으로 변환의 크기는 정의역에서 차이가 변환에 의해 얼마나 커지는지로 정의합

29(i,i)성분만 0아닌 행렬.
30
복소수가 0 이상이라는 것은 실수임도 내포합니다.

31F는 실수거나 복소수. 실수면 xtBx ≥ 0이 조건.
32https://en.wikipedia.org/wiki/Singular-value_decomposition 참조.
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니다씮 문제는 x2과 같이 간단한 다항식의 경우에도 앸가 커짐에 따라 앸축에서의 차이에 비해 앹축에서의
차이가 매우 커진다는 사실입니다씮 따라서 이런 관점의 변환의 크기는 특수한 변환에 대해서만 정의될
수 있습니다씮

Definition 22. 알앩앰앳앣앨앩앴앺 앦앵앮앣앴앩앯앮씮 앎앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥 앖씬 앗에서 립쉬츠 함수 L : V →W은 어떤 양수 앋에
대해 다음을 만족하는 함수입니다씮

||L(v1)− L(v2)|| ≤ K||v1 − v2|| ∀v1, v2 ∈ V 씨씳씮씱씳씩

이때씬 앞의 논의대로 차이가 얼마나 커지는지를 함수 알의 크기가 한다면씬 식 씨씱씳씩을 만족하는 앋중 가
장 작은 값을 알의 크기라 정의하는 것이 자연스럽습니다씮 이러한 앋는 다음과 같이 표현할 수 있습니
다씮

||L|| = sup
v1,v2∈V

||L(v1)− L(v2)||
||v1 − v2||

씨씳씮씱씴씩

하지만 식 씨씱씴씩의 || · ||이 립쉬츠 함수의 앮앯앲앭이 되기 위해선 우선적으로 립쉬츠 함수들의 집합이 벡
터공간을 이루어야 합니다씮33 이는 두 립쉬츠 함수 L1씬 L2에 대해 (aL1 + bL2)(v) = aL1(v) + bL2(v)로

aL1 + bL2를 정의하고 aL1 + bL2이 립쉬츠 함수가 됨을 보임으로서 확인가능 합니다씮
립쉬츠 함수이 벡터 공간이 됨을 확인한 후에 씨씱씴씩가 아앥앦씮 씹의 조건들을 만족하는지 확인해보면 씱씩씬

씲씩씬 씳씩을 만족함을 앖씬 앗의 앮앯앲앭의 성질들을 이용해 보일 수 있습니다씮34 문제는 y = a와 같은 함수도

립쉬츠 함수이고 씰 항등함수는 아니지만 씨씱씴씩에 의한 크기는 씰이 되는 경우와 같이 씴씩가 성립하지 않는
다는 점입니다씮 이를 위해 약간의 추가적인 앴앥앲앭이 요구됩니다씮

하지만 관심사를 선형변환으로 축소하면 씨씱씴씩가 앮앯앲앭이 됩니다씡 우선 앖에서 앗로의 선형변환들의
모임이 벡터공간이 됨을 립쉬츠와 동일하게 보일 수 있습니다씮 그리고 선형변환의 선형성과 앤앥앦 씹씭씱씩에
의해씬

(14) = sup
v1,v2∈V

||L(x1 − x2)||
||x1 − x2||

= sup
v∈V

||L(v)||
||v||

= sup
v∈V
||L(

v

||v||
)|| = sup

v∈V,||v||=1

||L(v)|| 씨씳씮씱씵씩

가 됩니다씮 따라서 씨씱씴씩가 씰이라면 알의 선형성에 의해 모든 v ∈ V에 대해 L(v) = 0가 되어 L = 0이

됩니다씮

Definition 23. 앎앯앲앭 앯앦 앬앩앮앥액앲 앭액앰씮 앎앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥 앖씬 앗의 선형함수 L : V → W의 앮앯앲앭 || · ||은 다음
과 같이 정의할 수 있다씮

||L|| = sup
v∈V,||v||=1

||L(v)|| 씨씳씮씱씶씩

즉씬 단위 벡터를 최대로 얼마나 크기를 늘리는지가 앬앩앮앥액앲 앭액앰의 크기가 됩니다씮 만약 앖씬 앗가 정규
직교 기저 E 씬 F가 주어진 유한차원 내적공간이라면씬 앓앖아에 의해 (L)FE = UDV t로 표현가능합니다씮 이
를 앁라 줄여 표현하겠습니다씮 이때씬 U와 V t가 앵앮앩앴액앲앹 앭액앴앲앩앸이고 이는 크기를 보존함을 씳씮씱씮씱 절에서

33Def. 9의 전제조건
34기계적인 계산이므로 한번 확인해보면 좋을 것 같습니다.
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확인하였습니다씮 따라서 앰앲앯앰 씳씮씱의 앣앯앲씮과 앴앨앭 씱씮씴에 의해

sup
v∈V,||v||=1

||L(v)|| = sup
v∈V,||v||=1

||(L(v))F || = sup
v∈V,||v||=1

||A · (v)E ||

= sup
x∈Rn,||x||=1

||A · x|| = sup
x∈Rn,||x||=1

||D · x||
씨씳씮씱씷씩

가 됩니다씮 즉씬 앬씲 앮앯앲앭이 씱인 앮차원 벡터를 m× n 대각행렬을 곱했을 때 크기의 최댓값이 알의 앮앯앲앭이
됩니다씮 이때 코쉬씭슈와르츠 부등식에 의해씬 이 값은 아의 대각성분들의 절댓값 중 최댓값이 됩니
다씮 따라서 알이 V → V인 앮앯앲앭액앬 앭액앰이라면 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 적용할 수 있고 알의 앮앯앲앭은 알의
앥앩앧앥앮앶액앬앵앥의 크기들 중 최댓값이 됩니다씮
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Chapter 4

위위위상상상공공공간간간

이번 장에서는 위상의 기초적인 성질을 다룹니다씮 위상의 정의에 충분히 익숙해진 뒤씬 위상 공간
간의 함수인 연속 함수와 앣앯앭앰액앣앴라는 위상적 특성에 대해 알아 봅니다씮 만약 위상을 처음 접한다면
앍앵앮앫앲앥앳씭암앯앰앯앬앯앧앹 교재가 친절하므로 추천합니다씮

4.1 위위위상상상 (Topology)

위상이란 집합 X의 부분집합들의 모임입니다씮 이때 위상 T는 다음의 정의를 만족합니다씮

Definition 24. 위상의 정의씮 집합 X의 위상 T는 다음의 조건을 만족한다씮 1

씱씩 공집합씬 X ∈ T
씲씩 Oi ∈ T 앦앯앲 i ∈ I씬 ∪iOi ∈ T
씳씩 On ∈ T 앦앯앲 n = 1, ..., N 씬 ∩Nn=1On ∈ T

합집합은 임의의 앩앮앤앥앸 앳앥앴에 대해 이루어지지만씬 교집합은 유한개만 고려 대상이라는 점을 유의해
야 합니다씮 이때 집합과 위상을 합쳐서 (X, T )를 위상공간라 부르고 위상 T의 원소를 열린 집합 씨앯앰앥앮
앳앥앴씩이라 합니다씮 그리고 열린 집합의 여집합을 닫힌 집합 씨앣앬앯앳앥앤 앳앥앴씩이라 합니다씮 이 정의에 대해 좀
더 알아보도록 하겠습니다씮

4.1.1 열열열린린린집집집합합합 (Open set)

한번 R2에서 부분집합의 내부와 경계에 대해 생각해 봅시다씮 D = {x ∈ R2| ||x|| < 1}은 경계
C = {x ∈ R2| ||x| = 1}를 포함하지 않습니다씮 중심이 앸이고 반지름이 앲인 경계를 포함하지 않는 원판
Br(x) = {y ∈ R2| ||y − x|| < r}들을 생각해 봅시다씮 이때 Br(x)들을 이용하면 아의 내부와 경계를 표
현할 수 있습니다씮 만약 앸가 아에 속한다면씬 매우 작은 앲이 있어서 Br(x)이 아에 속하게 할 수 있습니다씮
반면 아의 경계 앃에 앸가 속하는 경우 어떤 앲을 잡아도 Br(x)은 D와 Dc랑 동시에 만나게 됩니다씮

1∪iAi = {x| ∃i, x ∈ Ai}, ∩iAi = {x| ∀i, x ∈ Ai}
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살짝 변경하여 D = {x ∈ R2| ||x|| ≤ 1}를 생각해 봅시다씮 직관적으로 D의 내부는 아이고 경계는 앃입
니다씮 위와 비슷한 논리로 앸가 내부인 아에 속한다면 매우 작은 앲이 있어서 Br(x)이 D에 속하게 할 수

있습니다씮 반면 앸가 경계인 앃에 속한다면 어떠한 앲에 대해서도 Br(x)이 D와 D
c
와 동시에 만나게 됩니

다씮
이때 Br(x)들의 합집합으로 표현되는 집합을 열린 집합이라고 합니다씮2 위의 논리에서 Br(x)대신 열

린 집합으로 바꾸어도 내부와 경계에 대해 같은 결과가 성립함을 알 수 있습니다씮 즉씬 앸가 아의 내부라
면 앸를 포함하고 아에 속하는 어떤 열린 집합이 있습니다씮 반면씬 앸가 아의 경계라면 앸를 포함하는 어떠
한 열린 집합들도 D와 Dc와 만납니다씮3

이러한 방식으로 정의된 열린 집합은 각각이 Br(x)들의 합집합이기에 열린 집합의 합집합은 결

국 Br(x)들의 합집합이므로 열린 집합이 됩니다씮 즉씬 앤앥앦씮 씱씭씲씩가 성립합니다씮 반면씬 ∩∞n=1B1/n(0)은

{0}이 되어 열린 집합이 아닙니다씮 그럼에도 두 열린 집합 O1 = ∪iBri(xi)과 O2 = ∪jBr′j (x
′
j)의

교집합은 열린 집합이 됩니다씮 이에 대해 자세히 서술하면씬 O1 ∩ O2 = ∪iBri(xi) ∩ ∪jBr′j (x
′
j) =

∪i ∪j (Bri(xi)∩Br′j (x
′
j))입니다씮 이때 두 경계가 없는 원판의 교집합은 공집합이거나 작은 원판들의 합

집합으로 표현이 가능합니다 씨앷앨앹씿씩씮 따라서 Bri(xi) ∩ Br′j (x
′
j)은 열린 집합이 됩니다씮 열린 집합의 합

집합은 열린 집합이므로 O1 ∩ O2은 열린 집합이 됩니다씮 이를 앎번 반복하면 앤앥앦씮 씱씭씳씩이 성립함을 알
수 있습니다씮

정리하면 우리는 경계가 없는 원판을 이용해 집합의 내부와 경계를 구분할 수 있음을 확인하였고씬 이
들의 합집합을 열린 집합으로 정의하였습니다씮 그리고 이러한 열린 집합은 앤앥앦씮 씱의 조건들을 모두 만
족함을 확인하였습니다씮 문제는 이러한 접근 방식은 거리를 이용해 원판을 정의할 수 있어야 한다는
것 입니다씮 거리라는 개념에 의존하지 않기 위해씬 앤앥앦씮 씱을 만족하는 부분 집합들의 모임을 위상이라 아
예 정의해버리고 이 위상만이 주어져 있을 때 어떤 결과들이 도출되는지 파악하는 것이 위상 수학의

주 목표입니다씮

4.1.2 내내내부부부와와와경경경계계계

이제 앤앥앦씮 씱에 따라 위상공간 (X,T )가 주어졌다고 합시다씮 이때 았의 임의의 부분집합 앁에 대
해 앁의 내부씨앩앮앴앥앲앩앯앲씩와 경계씨앢앯앵앮앤액앲앹씩 그리고 외부씨앥앸앴앥앲앩앯앲씩는 다음과 같이 정의 됩니다씮 앞으로
Ox라는 표현은 앸를 포함하는 열린 집합씨앯앰앥앮 앳앥앴씩을 의미합니다씮 이때씬 Ox를 앸의 열린 근방씨앯앰앥앮
앮앥앩앧앨앢앯앲앨앯앯앤씩이라 부릅니다씮4

Definition 25. 앁의 내부씮 Aint = {x| ∃Ox ∈ T s.t. Ox ⊂ A}
앁의 경계씮 Abd = {x| ∀Ox ∈ T, Ox ∩A 6= ∅ & Ox ∩Ac 6= ∅}
앁의 외부씮 Aext = {x| ∃Ox ∈ T s.t. Ox ⊂ Ac}

위의 정의를 잘 따져보면 았의 모든 원소는 위 셋 중 하나에 속함을 알 수 있습니다씮 한편 x ∈ Aint의
경우 ∃Ox씬 x ∈ Ox ⊂ A이므로씬 Aint ⊂ A입니다씮 또한 Ox는 Ox의 각 원소의 열린 근방이므로 모든

Ox의 원소가 Aint에 속함을 알 수 있습니다씮 즉씬 Ox ⊂ Aint이므로 모든 Aint의 원소마다 적용하면

Aint = ∪
x∈Aint

{x} ⊂ ∪
x∈Aint

Ox ⊂ Aint 씨씴씮씱씩

2∪iBri (xi) 꼴의 집합들. Index set은 크기가 1일 수도 있다. 따라서 Br(x)은 열린 집합이다.
3구체적으로 확인해 보시길 바랍니다.
4헷갈릴거 같아 첨언하자면 아래의 ∃Ox는 x의 어떤 열린 근방이 있다는 말이고 ∀Ox는 x의 임의의 근방을 의미합니다.
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입니다씮 따라서 등호가 성립하여 ∪x∈AintOx = Aint이고씬 앤앥앦씮 씱에 의해 Aint는 열린 집합입니다씮 같은
이유로 Aext 또한 열린 집합이 됩니다씮 참고로 일반적으로 앸의 근방씨앮앥앩앧앨앢앯앲앨앯앯앤씩 N은 x ∈ N int인 부

분 집합을 의미합니다씮

위의 정의에서 앁의 경계는 앁에 속할 수도 있고 앁에 속하지 않을 수도 있습니다씮 반면 Aext는 앁에 속
하지 않음을 알 수 있습니다씮

Definition 26. 앁의 앣앬앯앳앵앲앥씮 A = Aint ∪Abd = (Aext)c씮

Aext는 앁에 속하지 않으므로 A ⊂ A임을 알 수 있습니다씮 위의 정의에서 A는 A에 경계를 더한 것을

의미합니다씮 그리고 앤앥앦씮 씲를 이용해 확인해보면 A의 내부씬 경계씬 외부는 A의 것들과 일치함을 알 수

있습니다씮 열린 집합의 여집합을 닫힌 집합씨앣앬앯앳앥앤 앳앥앴씩이라 정의하였고 Aext는 열린 집합이므로 A는

닫힌 집합이 됩니다씮

Proposition 4.1.1. 닫힌 집합 Ci들에 대해씬 ∩iCi는 닫힌 집합씮

Proof. 아앥앦씮 씱씭씲씩에서 여집합을 생각하면 됩니다씮

Proposition 4.1.2. A는 A를 포함하는 가장 작은 닫힌 집합씮 따라서 앁가 닫힌 집합이면 A = A

Proof. A ⊂ C씬 C가 닫힌 집합이라 합시다씮 그러면 Cc는 열린 집합입니다씮 이때 Cc ∈ Ac이므로 앤앥앦씮
씲에 의해씬 Cc ⊂ Aext입니다씮 따라서 A ⊂ C입니다씮

참고로 앰앲앯앰씮 씱씮씱에 의해 A는 A를 포함하는 모든 닫힌 집합들의 교집합과 같습니다씮

A = ∩
A⊂Ci, Ciclosed

Ci 씨씴씮씲씩

A은 앁를 포함하는 닫힌 집합이므로 씨씲씩의 우항에 속하고 이로 인해 좌항이 우항을 포함하는 것은 자명
합니다씮 또한 우항은 앰앲앯앰 씱씮씱에 의해 닫힌 집합이고 각 항이 모두 A를 포함하므로 우항은 앁를 포함합
니다씮 따라서 앰앲앯앰 씱씮씲에 의해 우항은 A를 포함해 등호가 성립합니다씮

간단히 집합의 내부와 경계 그리고 경계를 치는 것에 대해 알아 보았습니다씮 이외에도 많은 기초적
인 성질들이 있지만 우리의 흐름에서는 벗어나 나머지는 책으로 대체 하겠습니다씮
한편 Abd의 원소는 A에 속할 수도 안 속할 수도 있다고 하였습니다씮 Abd에 안 속하는 A의 원소 앸가
주어졌다고 합시다 씨즉씬 x ∈ Ac씩씮 아앥앦씮 씲에 의해 모든 앸의 앯앰앥앮 앮앥앩앧앨앢앯앲앨앯앯앤 Ox들은 앁와 만나야 합니
다씮 앸는 앁의 원소가 아니므로 모든 Ox는 앸가 아닌 A의 원소를 지니고 있습니다씮

Definition 27. 액앣앣앵앭앵앬액앴앩앯앮 앰앯앩앮앴 앸씮 ∀Ox, (Ox − {x}) ∩ A 6= ∅씮 즉씬 어떤 열린 근방을 잡아도 자신을
제외한 앁의 원소를 지닐 때 앸를 앁의 액앣앣앵앭앵앬액앴앩앯앮 앰앯앩앮앴라 합니다씮

앁앣앣앵앭앵앬액앴앩앯앮 앰앯앩앮앴들의 집합을 Aa라 합시다씮 위의 논의에 의해 Abd 중 A에 속하지 않는 원소들은

모두 Aa에 속하므로 Abd ⊂ A ∪ Aa입니다씮 따라서 A ⊂ A ∪ Aa입니다씮 한편 앤앥앦씮 씴의 정의에 따르
면 Aa 중에는 A에 속하지 않는 원소도 있습니다씮5 Aa 중에 A의 속하지 않는 앸는 임의의 Ox에 대해

5
역으로 A의 원소 중에 Aa에 속하지 않는 원소는 고립점(isolated point)이라고 합니다. 한번 def. 4를 이용해 이 명칭을

확인해 보면 좋을 것 같습니다.

씴씱



A와 Ac랑 만나므로6 이들은 Abd에 속합니다씮 따라서 Aa ⊂ A ∪ Abd이고 A ∪ Abd = A 이므로 씨앷앨앹씿씩
A ∪Aa ⊂ A입니다씮 이 두 결과를 종합하면 다음을 알 수 있습니다씮

Proposition 4.1.3. A ∪Aa = A

4.1.3 Basis (*)

우리는 처음에 평면에서 원판들로 열린 집합들을 만들어 내었습니다씮 이때씬 이러한 원판들을 앢액앳앩앳라
합니다씮

Definition 28. 앂액앳앩앳 B는 부분 집합들의 모임으로서 다음을 만족한다씮
씱씩 ∅, X ∈ B
씲씩 B1, B2 ∈ B에 대해씬 x ∈ B1 ∩B2 ⇒ ∃Bx ∈ B,Bx ∈ B1 ∩B2

평면에서 원판들은 두개가 교집합이 있다면 그 교집합이 원소를 포함하는 작은 원판을 그 교집합 안

에 넣을 수가 있습니다씮 이 성질은 열린 집합을 앢액앳앩앳의 합집합으로 정의할 때씬 위상의 조건을 만족하기
위해 필수적입니다씮

아앥앦씮 씵를 만족하는 앢액앳앩앳 B에 대해 이것의 원소들의 합집합을 열린 집합이라 정의한다면 앤앥앦씮 씱을 만
족해 위상이 얻어 집니다씮 이에 대해서는 씱씮씱절의 간략한 설명으로 대체합니다씮 이때 만들어진 위상을
T라 하면씬 T가 B에 의해 생성되었다고씨앧앥앮앥앲액앴앥앤씩 합니다씮 많은 경우에 모든 열린 집합에 대해 확인할
필요 없이 앢액앳앩앳에 대해서만 확인을 하면 증명이 완료되는 경우가 있어 간단한 앢액앳앩앳를 통해 주어진 위
상을 생성할 수 있다면 좋습니다씮 대표적으로 원판이라는 간단한 것들로 복잡한 열린 집합들을 만들어
내는 평면이 해당됩니다씮

4.1.4 부부부분분분공공공간간간 (Subspace) (*)

위상공간 (X,T )가 주어졌을때씬 이것의 부분공간이 자연스럽게 존재합니다씮 A가 X의 부분집합일때씬
앁에 다음과 같이 위상을 줄 수 있습니다씮

TA = {O ∩A| O ∈ T} 씨씴씮씳씩

간단한 집합 연산을 통해 이 TA가 앤앥앦씮 씱을 만족함을 확인할 수 있습니다씮 즉씬 전체 공간의 위상이 주어
져 있다면 부분 집합에 위상이 자연스럽게 정의되고 부분 집합은 위상 공간이 됩니다씮 이러한 상속은
위상 뿐만 아니라 거리씬 앮앯앲앭씬 내적씬 벡터 연산 등등 모든 공간을 이루는 요소들에 대해 적용이 됩니다씮

4.2 연연연속속속 (Continuity)

이 절에서는 연속 함수에 대해 알아봅니다씮 연속함수는 일반적으로 다루어지는 가장 간단한 형태의
함수 중 하나이므로 매우 중요합니다씮 익숙한 연속함수의 정의는 거리가 주어졌을때 가능합니다씮 따라
서 함수의 연속성에 대해 알아보기 전에 거리부터 정의하고 나아가겠습니다씮

6Ac랑은 x에서 만납니다.
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4.2.1 거거거리리리공공공간간간 (Metric Space)

Definition 29. 거리의 정의씮 거리 공간 (X, d)에서 거리 d : X ×X → R는 다음을 만족한다씮
씱씩 d(x, y) ≥ 0

씲씩 d(x, y) = 0⇔ x = y

씳씩 d(x, y) = d(y, x)

씴씩 d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

거리에서 가장 특이한 것은 씴씩번 삼각부등식입니다씮 이 조건이 있어야지만 우회해서 가는 것이 더 멀
다는 것이 성립하여 상식과 일치하는 거리를 얻게 됩니다씮

씳절 막바지에 앮앯앲앭씨크기씩에 대해 정의하였습니다씮 앎앯앲앭 || · ||가 주어졌을 때씬 d(x, y) = ||x− y||라 정
의하면 앮앯앲앭의 조건들을 이용해 앤앥앦씮 씶의 조건이 만족됨을 쉽게 확인 가능합니다씮 즉씬 앮앯앲앭이 주어진
노름공간 씨앮앯앲앭앥앤 앳앰액앣앥씩은 거리가 주어진 거리공간 씨앭앥앴앲앩앣 앳앰액앣앥씩가 됩니다씮 이때 한가지 중요한 점
은 앮앯앲앭은 벡터 공간임을 씧전제씧한다는 사실입니다씮 벡터 공간에서 빼기가 성립하기에 원소의 크기만
재는 앮앯앲앭을 가지고 거리를 정의해 낼 수 있는 것입니다씮 한편씬 거리라는 것은 더 추상적이라 굳이 원
소 간에 연산이 없이도 정의 가능합니다씮 즉씬 거리공간은 벡터공간을 전제하지 않습니다씮

한편 거리가 주어지면 다음과 같이 원판들을 생각해 낼 수 있습니다씮7

Br(x) = {y ∈ X| d(x, y) < r} 씨씴씮씴씩

이 익숙한 식은 씱씮씱절 처음 부분에서 등장하였습니다씮 거리의 정의를 이용하면 이들이 앤앥앦씮 씵를 만족해
앢액앳앩앳가 됨을 쉽게 확인 할 수 있습니다씮 따라서 이들의 합집합으로 열린 집합을 정의하면 위상이 얻어
집니다씮 이들은 수식적으로 자연스럽기에 거리공간은 이렇게 얻어진 위상을 지니고 있다고 가정합니
다씮 따라서 거리공간은 위상공간이 됩니다씮

4.2.2 연연연속속속함함함수수수

Definition 30. 거리공간 (X, dx)씬 (Y, dy)에서 함수 f : X → Y가 x0 ∈ X에서 연속이라면 다음을 만족
합니다씮

∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. dx(x, x0) < δ ⇒ dy(f(x), f(x0)) < ε. 씨씴씮씵씩

즉씬 아무리 조건 ε을 작게 잡아도 x0의 근방을 작게만 잡으면 이 씧근방씧에서의 함수값이 f(x0)과 ε보

다 가까울 때씬 f가 x0에서 연속이라고 합니다씮 단씬 여기서 정의역과 공역이 서로 다른 거리를 사용한다
는 점을 유의해야 합니다씮 그리고 모든 점에서 연속인 함수를 연속함수라 합니다씮

한편 아앥앦씮 씷은 보다 친숙한 다음과 동치입니다씮

Proposition 4.2.1. 거리공간 (X, dx)씬 (Y, dy)에서 함수 f : X → Y가 x0 ∈ X에서 연속임은 다음과 동
치이다씮8

xn → x0 as n→∞ ⇒ f(xn)→ f(x0) as n→∞ 씨씴씮씶씩
7비유적으로 원판이라는 것이지 실제로 생김새가 원판이라는 것은 아닙니다.
8xn → x0 as n→∞는 limn→∞d(xn, x0) = 0임을 의미합니다.
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Proof. 씱씩 아앥앦씮 씷 ⇒ 앰앲앯앰씮 씲씮씱씮 대우 명제를 생각하면씬 {f(xn)}이 f(x0)로 수렴하지 않는 x0로 수렴하는

{xn}이 있을 때씬 씨씵씩가 성립하지 않음을 보이면 됩니다씮 {f(xn)}이 f(x0)로 수렴하지 않는다는 것은 어

떤 ε > 0이 있어서씬 dy(f(x0), f(xnk)) > ε인 nk가 무한히 많음을 의미합니다씮 한편씬 {xn}이 x0으로 수렴

하므로 {xnk} 또한 x0로 수렴합니다씮 따라서 아무리 δ를 작게 잡아도씬 dx(xnk , x0) < δ인 xnk가 있으므

로 씨씵씩가 성립하지 않습니다씮

씲씩 앰앲앯앰씮 씲씮씱 ⇒ 아앥앦씮 씷씮 마찬가지로 대우명제를 보일 수 있습니다씮 씨씵씩가 성립하지 않는다면 어떤
ε > 0이 있어서씬 각 n ∈ N마다 dx(xn, x0) < 1/n씬 dy(f(xn), f(x0)) ≥ ε인 xn이 있습니다씮 이 {xn}은
씨씶씩이 성립하지 않는 예이므로 대우명제가 성립합니다씮

연속은 두 가지로 표현가능함을 확인하였습니다씮 한편 앰앲앯앰씮 씲씮씱의 경우 거리가 없는 위상공간으로
확장하기엔 앤앥앦씮 씷보다 어렵습니다씮9 반면 앤앥앦씮 씷은 다음과 같이 자연스럽게 위상공간에서 연속성으로
확장 됩니다씮

Definition 31. 위상공간 (X,T )씬 (Y, S)에서 함수 f : X → Y가 x0 ∈ X에서 연속이라면 다음을 만
족합니다씮 이때 X안의 앸의 앯앰앥앮 앮앥앩앧앨앢앯앲앨앯앯앤는 Ox라 표기하고 Y안의 f(x)의 앯앰앥앮 앮앥앩앧앨앢앯앲앨앯앯앤는
Uf(x)라 표기하겠습니다씮

∀Uf(x0), ∃Ox0
s.t. x ∈ Ox0

⇒ f(x) ∈ Uf(x0). 씨씴씮씷씩

즉씬 f(x0)에서 어떠한 근방을 잡더라도씬 앸에서 충분히 작은 근방이 있어서 이 근방에서 함수 값이 주
어진 f(x0)의 근방 안에 들어간다는 것을 의미합니다씮

똑같이 모든 점에서 연속인 함수를 연속함수라 합니다씮 이때 연속함수는 다음과 동치입니다씮10

Proposition 4.2.2. 위상공간 (X,T )씬 (Y, S)에서 함수 f : X → Y가 연속이라면

∀U ∈ S, f−1(U) ∈ T 씨씴씮씸씩

Proof. 씱씩 아앥앦씮 씸 ⇒ 앰앲앯앰씮 씲씮씲씮 앙의 열린 집합 압에 대해씬 f−1(U)의 원소 앸를 생각합시다씮 아앥앦씮 씸에 의한
연속함수는 씨씷씩을 만족하고 역상의 정의에 의해 f(x) ∈ U이므로씬 어떤 Ox가 있어서 f(Ox) ⊂ U입니다씮
다시 역상의 정의에 의해 Ox ⊂ f−1(U)입니다씮 따라서

f−1(U) = ∪
x∈f−1(U)

{x} ⊂ ∪
x∈f−1(U)

Ox ⊂ f−1(U) 씨씴씮씹씩

가 성립하여 f−1(U)가 열린 집합임을 알 수 있습니다씮

씲씩 앐앲앯앰씮 씲씮씲 ⇒ 아앥앦씮 씸씮 앦가 앐앲앯앰씮 씲씮씲를 만족한다면 임의의 Uf(x0)에 대해 f−1(Uf(x0))가 았에서 열린
집합입니다씮 f−1(Uf(x0))를 씨씷씩에서 Ox라 여기면 f(Ox) = f(f−1(Uf(x0))) ⊂ Uf(x0)이므로 씨씷씩이 성립합
니다씮11

9
물론 가능은 합니다. 다만 index가 자연수가 아니라 더 복잡해집니다. Prop. 2.1에서 index가 자연수인 이유는 metric

space에서 basis가 자연수 n에 대해 B1/n(x)으로도 충분하다는 사실에 기인합니다.
10
역상 f−1(B)의 정의는 1장을 참조. 함수값이 B에 속하는 모든 원소들을 모아놓은 것을 의미합니다.

11맨 마지막 포함관계는 역상의 정의에 의해 자명합니다. 함수값이 어떤 집합에 속하는 원소들을 다시 함수에 넣으면? 이때
전사가 아닌 경우 처음 집합이 다 못 얻어질 수 있습니다.
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식이 놀랍게도 간결해졌습니다씮 즉씬 연속함수는 열린 집합의 역상이 열린 집합인 함수 입니다씮 이러
한 연속함수는 X에서의 몇 가지 성질을 보존하는데 그중 하나가 앣앯앭앰액앣앴입니다씮

4.3 Compact set

Definition 32. 앃앯앭앰액앣앴 앳앥앴씮 위상공간 (X,T )에서 앣앯앭앰액앣앴 집합 앁는 다음을 만족한다씮
임의의 열린 덮개 씨앯앰앥앮 앣앯앶앥앲씩 {Oi}i∈I 씨앩씮앥씮 A ⊂ ∪iOi씩에 대해 유한 열린 덮개가 존재한다씮 즉씬
{On}n=1,...,N ⊂ {Oi}i∈I 씦 A ⊂ ∪Nn=1On씮

이러한 정의는 굉장히 비직관적인데 위상공간이 아닌 좀 더 구체적인 공간에서는 보다 직관적으로

표현 가능합니다씮 이를 다루기에 앞서 앣앯앭앰액앣앴가 지니는 좋은 성질 중 하나를 소개하고자 합니다씮

Proposition 4.3.1. 위상공간 (X,T )씬 (Y, S)과 연속함수 f : X → Y에 대해 앁가 (X,T )에서 앣앯앭앰액앣앴
앳앥앴이라면씬 앦씨앁씩는 (Y, S)에서 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴이다씮

Proof. 앦씨앁씩의 열린 덮개 {Ui}i∈I가 주어졌다고 합시다씮 이때 역상의 정의에 의해 A ⊂ f−1(f(A))이

고 연속함수의 성질에 의해 f−1(Ui)는 열린 집합입니다씮 f(A) ⊂ ∪iUi이므로 A ⊂ f−1(f(A)) ⊂
f−1(∪iUi) = ∪if−1(Ui)입니다씮12 따라서 {f−1(Ui)}i∈I는 A의 열린 덮개입니다씮 A가 앣앯앭앰액앣앴이
므로 이들 중 유한 덮개가 존재하고 이를 {f−1(Un)}n=1,...,N이라 하면씬 f(A) ⊂ f(∪nf−1(Un)) =

∪nf(f−1(Un)) ⊂ ∪nUn이 되어 처음 주어진 f(A)의 열린 덮개에서 유한 덮개가 존재합니다씮

4.3.1 유유유클클클리리리드드드공공공간간간의의의 Compact Set

유클리드 공간의 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴은 닫히고 유계인 집합과 동치입니다씮 이때 집합이 유계임은 어떤
r > 0에 대해씬 집합이 Br(0)에 포함됨을 의미합니다씮

Theorem 4.3.2. 안앥앩앮앥씭앂앯앲앥앬 암앨앥앯앲앥앭씮 유클리드 공간에서 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴은 닫히고 유계임과 동치이다씮

Proof. 증명은 해석이나 위상 교재에서 쉽게 찾을 수 있습니다씮 증명 방법은 R에서 앛액씬앢앝가 앣앯앭앰액앣앴임
을 보이고 이를 확장합니다씮 앃앯앭앰액앣앴 앳앥앴의 앣앬앯앳앥앤 앳앥앴은13 앣앯앭앰액앣앴라는 성질과 거리공간에서 앣앯앭씭
앰액앣앴는 앣앬앯앳앥앤라는 사실을 이용하면 보일 수 있습니다씮 이들에 관한 증명 또한 간단하게 확인가능하지
만 여기서는 명제만 강조하고 생략하겠습니다씮

닫히고 유계인 집합의 예로 닫힌 앢앯앸가 있습니다씮 씱차원에서는 닫힌 구간씬 씲차원에서는 닫힌 직사각
형 등이 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴의 예입니다씮

앐앲앯앰씮 씳씮씱에 의해 다음이 성립합니다씮
12
역상은 전사, 단사로 경우를 나누어 포함관계나 합집합, 교집합이 어떻게 변하는지 각자 확인해볼 필요가 있습니다. 혹은

1장을 참조하시길 바랍니다.
13compact set안에 포함되는 closed set을 의미합니다. 부분공간이 상속받는 위상의 정의에 따라 이 closed set은 compact

set 자체의 위상에서도 closed입니다.
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Theorem 4.3.3. 연속함수 f : X → R에 대해씬 A가 X의 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴이라면씬 f(A)는 최댓값이랑 최솟

값을 지닌다씮

Proof. 앐앲앯앰씮 씳씮씱에 의해 f(A)는 R의 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴입니다씮 안앥앩앮앥씭앂앯앲앥앬 정리에 의해 R에서 앣앯앭앰액앣앴
앳앥앴는 유계이므로 supf(A)가 존재합니다씮14 만약 f(A)가 최댓값을 지니지 않는다면씬 이는 supf(A)가

f(A)의 원소가 아님을 의미합니다씮 이때씬 supf(A)의 정의상 임의의 ε에 대해 a ∈ f(A)가 있어서

0 < supf(A) − a < ε을 만족합니다씮 따라서 supf(A)는 f(A)의 액앣앣앵앭앵앬액앴앩앯앮 앰앯앩앮앴가 됩니다씮 하지만
f(A)는 앣앯앭앰액앣앴이므로 닫힌집합이고 앰앲앯앰씮 씱씮씲와 앰앲앯앰씮 씱씮씳에 의해 모든 액앣앣앵앭앵앬액앴앩앯앮 앰앯앩앮앴를 지녀야
합니다씮 따라서 모순이 발생하였으므로 f(A)는 최댓값을 지닙니다씮 최솟값도 동일하게 확인 가능합니
다씮

앃앯앭앰액앣앴 앳앥앴이 닫히고 유계임과 동치라는 사실은 유클리드 공간의 특별한 성질들에 의해 성립하는
것입니다씮 보다 일반적인 거리공간에서는 앣앯앭앰액앣앴는 살짝 다르게 표현 가능합니다씮

4.3.2 거거거리리리공공공간간간의의의 Compact Set (*)

Proposition 4.3.4. 거리공간 씨았씬앤씩에서 부분집합 앁에 대해 다음의 명제들은 서로 동치이다씮
씱씩 앁는 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴씮
씲씩 앁는 앣앯앭앰앬앥앴앥하고 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤
씳씩 앁안의 임의의 무한 수열은 앁안에서 수렴하는 부분수열을 가진다씮
이때씬 암앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤는 임의의 양수 r이 주어졌을때 유한개의 Br(xn)으로 앁를 덮을 수 있음을 의
미합니다씮15 그리고 씳씩의 성질을 sequentially compactness라 부릅니다씮

본 명제에 대한 증명은 다른 교재들로 대체를 하고 명제에 대해 직관적인 해석만 덧붙이겠습니다씮
이를 위해서 앣앯앭앰액앣앴의 정의를 살짝 바꾸어 보아야 합니다씮 아앥앦씮 씹에서 여집합을 취해서 명제를 닫힌
집합들로 표현을 하려고 합니다씮 이때씬 전체 공간을 았가 아닌 주어진 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴 A로 바꾸면 표기가
간결해집니다씮 이를 위해서 다음을 확인할 필요가 있습니다씮

Proposition 4.3.5. 위상공간 (X,T )에서 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴 A는 (A, TA)에서도 앣앯앭앰액앣앴이다씮

Proof. (A, TA)의 열린 집합 OA는 어떤 았의 열린 집합 O가 있어서 OA = O ∩ A입니다씮 따라서
(A, TA)의 열린 덮개에 대응되는 (X,T )에서의 앁의 열린 덮개가 있고씬 앁가 (X,T )에서 앣앯앭앰액앣앴라면 이
들 중 유한 덮개가 있으므로 앁가 (A, TA)에서 앣앯앭앰액앣앴임을 알 수 있습니다씮

따라서 X의 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴 A는 A의 앣앯앭앰액앣앴 앳앥앴으로 봐도 무방합니다씮 이때씬 (A, TA)안의 A의 열린

덮개 {Oi}i∈I는 A = ∪iOi를 만족합니다씮 따라서 여기에 여집합을 취하면 씨여기선 A가 전체집합씩

14상한의 존재는 공리로 받아들입니다. 참고로 상한의 존재성은 실수의 코시수열의 수렴성과 동치입니다. 한 가지
강조할 점은 f(A)의 상한은 f(A)에 속할 필요가 없다는 것 입니다. 하지만 최댓값은 f(A)의 원소여야 합니다. 예를 들어
{1− 1/n}n∈N의 경우 상한은 1입니다. 하지만 1이 이 집합에 속하진 않으므로 이 집합의 경우 최댓값을 지니지는 않습니다.

15참고로 totally bounded이면 bounded이지만 그 역은 성립하지 않습니다. 이는 비자명한데, 다소 인위적으로 거리를 주
면 됩니다. 예를 들어 무한 집합 X에 모든 서로 다른 원소간의 거리를 1/2로 주면 X는 B1(0)에 포함되지만, r = 1/4에 대해
totally bounded하지 않습니다.
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∩i(A − Oi) = ∅가 됩니다씮 즉씬 덮개는 여집합의 교집합이 공집합임을 의미합니다씮 A − Oi는 (A, TA)에

서 닫힌 집합이므로 앤앥앦씮 씹의 대우명제는 다음과 같습니다씮

Proposition 4.3.6. 앆앩앮앩앴앥 앩앮앴앥앲앳앥앣앴앩앯앮 앰앲앯앰앥앲앴앹씮 X의 앣앯앭앰액앣앴 A는 다음을 만족한다씮 (A, TA)에서 임

의의 닫힌 집합들의 모임 {Fi}i∈I에 대해씬 임의의 유한 교집합 {Fn}n=1,...,N이 ∩n=1,...,NFn 6= ∅를 만족
하면 ∩i∈IFi 6= ∅이다씮

이제 준비는 다 끝났습니다씮 앐앲앯앰씮 씳씮씴를 살펴봅시다씮 A가 앣앯앭앰액앣앴라면 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤 임은
{Br(x)}x∈A가 A의 열린 덮개이고 이들 중 유한 덮개가 있으므로 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤가 성립합니다씮
앃앯앭앰액앣앴의 유한 덮개가 존재한다는 정의는 유계씨앢앯앵앮앤앥앤씩보다는 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤와 자연스럽게 연결
이 됩니다씮

앃앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳는 앰앲앯앰씮 씳씮씶으로 부터 확인가능합니다씮 이는 A안의 코시수열이 A안에서 수렴함을 보

이면 됩니다씮 한편씬 코시수열 {an}n=1,...은 정의로부터 두 점 간의 거리가 유계이므로 두 점간의 거리

가 유계인 어느 닫힌 집합 F1안에 넣을 수 있습니다씮 그리고 앫번째 부터의 수열 {an}n=k,...는 더 씧축
소씧된 닫힌 집합 Fk안에 넣을 수 있습니다씮 코시 수열은 서로 가까워지므로 앫가 커짐에 따라 Fk의 두

점간 거리의 상한이 씰으로 점점 작아지게 Fk들을 잡을 수 있습니다씮 이렇게 얻어지는 {Fk}k=1,...에 대

해 앰앲앯앰씮 씳씮씶을 적용하면 코시수열이 수렴함을 확인가능합니다씮 앃앯앭앰액앣앴와 앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳간에는 연관
이 있다는 정도만 느끼면 좋을 것 같아서 이렇게 말로 대충 때웠는데 오히려 더 어려워 보이는 것 같습

니다씮 자세한 증명은 앒앯앹앤앥앮씭앲앥액앬 액앮액앬앹앳앩앳의 앣앯앭앰액앣앴 앳앰액앣앥장에서 제시되어 있습니다씮
끝으로 앳앥앱앵앥앮앴앩액앬앬앹 앣앯앭앰액앣앴앮앥앳앳는 앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳와 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앮앥앳앳로 부터 쉽게 확인 가능합니다씮
이는 앁안의 무한 수열 {an}n=1,...이 수렴하는 부분수열을 지님을 의미하는데씬 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앮앥앳앳로부터
앁를 유한개의 {B1(xn)}n=1,...,N 씬 xn ∈ A로 덮을 수 있고 이들 덮개 중 하나는 {an}n=1,... 중에 무한히

많은 원소를 포함합니다씮 그 열린 집합을 B1(x1)이라 한다면 B1(x1) ∩ A안에 무한히 많은 {ank}가 들
어갑니다씮 앁가 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤이므로 B1(x1) ∩ A도 앴앯앴액앬앬앹 앢앯앵앮앤앥앤이고 이번에는 반경을 씱씯씲로 줄여
서 유한 덮개를 찾고 그 중 {ank}의 원소가 무한히 많이 들어가는 열린 집합이 있고 씮씮씮 이를 계속 반복
합니다씮 그럼 {an}의 부분수열 중에 코시수열을 찾을 수 있습니다씮 그리고 앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳로부터 이들의
수렴성이 보장이 되어 앳앥앱앵앥앮앴앩액앬앬앹 앣앯앭앰액앣앴앮앥앳앳가 증명됩니다씮

만약 앣앯앭앰액앣앴를 처음 접하면 혼란스러울 것 같습니다씮 만약 관심이 있다면 교재를 찬찬히 보고 이
내용을 보면 정리하는데 도움이 될 것 같습니다씮
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Chapter 5

측측측도도도와와와확확확률률률

이번 장에서는 집합의 길이씨크기씩를 재고 집합에서 실수로 가는 함수의 넓이를 재는 걸 다룹니다씮 사
실 앞에서 다루었던 미분씬 선형변환씬 위상보다 직관적인 개념이라 생각됩니다씮 그럼에도 뒤에 등장해
야만 하는 이유가 있는데씬 엄밀하게 기술하기 위해선 앞에서 다룬 추상적이지만 기초적인 개념들이 요
구되기 때문입니다씮 물론 추상적인 개념 없이 측도를 정의할 수 있지만씬 적용 범위가 작아지고 구체적
이라 복잡해집니다씮
측도론을 다루는 책으로 앒앯앹앤앥앮씭앲앥액앬 액앮액앬앹앳앩앳와 앒앵앤앩앮씭앒앥액앬 액앮앤 앣앯앭앰앬앥앸 액앮액앬앹앳앩앳가 있습니다씮 전자
는 직관적이고 친절하여 처음 읽기 좋지만 반복적이고 정리가 오히려 잘 안됩니다씮 후자는 추상적이지
만 좀 더 본질적인 것을 포착하기에 좋은 접근을 유지합니다씮
길이를 재는 것은 넓이를 잴 수 있게 하고 이는 함수간 거리를 의미하여 함수공간을 다룰 수 있게

합니다씮 또한 전체 길이가 씱인 측도는 확률로 해석이 가능하여 확률론의 근간을 이룹니다씮 이번 장에
서는 약간의 추상적인 내용을 다룬 뒤 많이 쓰이는 확률 분포의 앲앥앰액앲액앭앥앴앥앲앩앺액앴앩앯앮씬 미분과 적분씨기댓
값씩의 순서교환 등에 익숙해 지는 것이 목표입니다씮

5.1 측측측도도도 (Measure)

이 장에서 목적은 집합의 크기를 재는 것입니다씮 만약 집합이 실수라면 이는 선의 일부분의 크기를
재는 것과 같습니다씮 다만씬 여기서 크기란 씧자씧로 재는 길이처럼 평행 이동에 영향을 받지 않는 것 뿐만
아니라씬 평행이동하면 크기가 달리지는 보다 일반적인 경우를 의미합니다씮 이때씬 크기라는 개념이 만
족해야할 성질은 서로 겹치지 않는 집합들의 크기의 합은 합집합의 크기와 같다는 것입니다씮 이 조건
을 만족하는 집합의 크기 함수를 측도 씨앭앥액앳앵앲앥씩라 합니다씮
즉씬 측도 µ는 서로 교집합이 공집합인 부분 집합들의 모임 {An}n=1,...에 대해

∞∑
n=1

µ(An) = µ(∪∞n=1An) 씨씵씮씱씩

을 만족해야 합니다씮 이러한 측도 중 가장 친숙한 것은 유클리드 공간에서 씱차원씭길이씬 씲차원씭넓이씬 씳차
원씭부피를 재는 측도입니다씮 이들은 평행이동에 불변씨앩앮앶액앲앩액앮앴씩입니다씮 놀라운 사실은 유클리드 공간
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에서 모든 부분집합의 크기를 잴 수 있으면서 평행이동에 불변인 측도는 존재하지 않는 다는 것입니

다씮
이는 개략적으로 다음의 관찰을 통해 확인 가능합니다씮 씱차원 유클리드 공간을 예로 들면씬 우선

앛씰씬씱앝의 실수들에 반을 배정을 합니다씮 이때씬 두 수가 같은 반에 들어간다면 두 수의 차이는 유리수여야
하고 반대로 차이가 유리수면 같은 반이어야 합니다씮 이러한 조건을 만족하도록 앛씰씬씱앝안의 모든 실수들
에 반을 부여할 수가 있습니다씮1 그 뒤에 각 반에서 반장을 뽑습니다씮 이 선출과정은 선택 공리씨액앸앩앯앭
앯앦 앣앨앯앩앣앥씩에 의해 가능합니다씮 이제 반장들의 모임을 A라고 합시다씮 여기서 수들은 씰과 씱사이이고 반
을 만든 과정에 의해씬 특정 반의 수들은 그 반의 반장을 앛씰씬씱앝사이의 유리수만큼 평행이동을 시킴으로서
모두 얻어집니다씮 따라서 B = ∪q∈Q∩[−1,1](A + q)은2 앛씰씬씱앝의 모든 수들을 포함함을 알 수 있습니다씮 또
한 앂는 앛씭씱씬씲앝에 포함됨을 알 수 있습니다씮 이때 {A+ q}q∈Q∩[−1,1]들은 서로 교집합이 없지만3

평행이동

을 통해 서로 정확히 겹쳐집니다씮 그렇다면 A의 크기는 몇이어야 할까요씿 양수라면 앂는 크기가 무한
대가 됩니다씮 이는 곧 앛씭씱씬씲앝의 크기가 무한대임을 의미합니다씮 반대로 크기가 씰이라면 앂의 크기가 씰이
되고 이는 앛씰씬씱앝의 크기가 씰임을 의미합니다씮 결국 선택 공리가 성립한다면씬 우리의 실수에서의 씧자씧는
존재할 수 없습니다씮
다소 비직관적인 결과입니다씮 이는 선택 공리가 비자명함을 의미함과 동시에 실수라는 것이 생각보
다 직관적이지 않고 심오한 것임을 알려줍니다씮 이러한 문제로 어떤 집합의 모든 부분집합의 크기를
재는 것은 어렵습니다씮 따라서 집합에서 일부 부분집합들의 크기를 재는것이 최선입니다씮 이때 우리는
측도의 개념적인 특성 상씬 귀납적으로 셀 수 있는 자연수 개의 합집합에 대해 측도가 씨씱씩을 만족하기를
원하므로 잴 수 있는 집합 씨앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앳앥앴씩은 다음을 만족해야합니다씮

Definition 33. σ씭앁앬앧앥앢앲액씮 집합 았의 부분집합들의 모임 Ω가 ∅씬 X ∈ Ω이면서 An ∈ Ω에 대해

1)Acn ∈ Ω, 2)

∞⋃
n=1

An ∈ Ω 씨씵씮씲씩

를 만족하면씬 Ω를 σ씭앁앬앧앥앢앲액라 부른다씮

즉씬 이는 측도를 정의하기 위해 필요한 부분 집합들의 모임에 대한 조건입니다씮 이를 이용해 측도는
다음과 같이 정의됩니다씮

Definition 34. 측도 µ씮 집합 았의 σ씭앁앬앧앥앢앲액 Ω에 대해씬 측도 µ : Ω→ [0,∞]는 다음을 만족한다씮
씱씩 µ(∅) = 0

씲씩
∑∞
n=1 µ(An) = µ(∪∞n=1An)씬 앦앯앲 An ∈ Ω 액앲앥 앤앩앳앪앯앩앮앴 씨앩씮앥 An ∩Am = ∅씩

이때씬 (X,Ω, µ)를 세트로 모아 앭앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥라 부릅니다씮 그리고 Ω의 각 원소는 측도씨앭앥액앳앵앲앥씩 µ에
의해 크기가 주어지므로 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앳앥앴이라 부릅니다씮

5.2 적적적분분분 (Integration)

이제 앭앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)에 대해 f : X → R을 생각해 봅시다씮 우리는 구분구적법을 통해 계산하
는 리만적분보다 더 멋진 적분법을 알아보려 합니다씮 리만적분의 문제점은 체계화하기 어렵다는 것입

1이러한 작업을 partition이라 합니다.
2A+q는 집합 A의 각 원소에 q들을 모두 더한 집합을 의미합니다.
3A는 반장들의 모임이고 차이가 유리수면 한 반이므로 각 반장의 차이는 유리수일 수 없습니다.
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니다씮 좀 더 쉬운 이유는 리만 적분은 적분가능한 함수들의 범위가 너무 작다라는 것입니다씮 대표적인
예로 f : [0, 1] → R씬 f(x) = 1 앷앨앥앮 x ∈ Q씬 앥앬앳앥 f(x) = 0의 경우씬 구분구적법으로 넓이를 잴 수 없습니
다씮 반면 이를 구분구적법처럼 세로로 잘라보는 것이 아닌 가로로 잘라 본다면 넓이를 µ(Q)로 자연스

럽게 정의할 수 있음을 알 수 있습니다씮
우선 가장 간단한 치역이 유한한 경우를 살펴 봅시다씮 치역을 {an}n=1,...,N이라 할 때씬 임의의 았의 점
에서의 함수값은 이들 중 하나의 값입니다씮 만약 f−1(an)들이 앭앥액앳앵앲액앢앬앥하다면 다음과 같이 넓이를
정의할 수 있습니다씮

Definition 35. 앓앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)의 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 f : X → R는 치역이 유한
하고 이를 {an}n=1,...,N이라 할 때씬 f−1(an) ∈ Ω씮

Definition 36. 앉앮앴앥앧앲액앴앩앯앮 앯앦 앓앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮씮 아앥앦씮 씳과 같은 설정에서 f의 넓이를 다음과 같이 표기

하고 정의한다씮 ∫
fdµ =

N∑
n=1

anµ(f−1(an)). 씨씵씮씳씩

이는 세로로 가른 뒤씬 정의역에서의 크기를 재고 높이를 곱한 다음 다 합친 것에 불과합니다씮 이 표기
는 f와 µ가 았에서 정의된 것들이라는 것을 사전에 명확히 표기해 주어야 합니다씮 본문에서는 적분 영
역을 생략하여

∫
X
를

∫
로 표기합니다씮 았의 부분 집합에서 적분을 하면 반드시 첨자를 적어주어야 합니

다씮 그리고 때로 표기가 복잡해 혼란스러울 수 있는 경우는
∫
f(x)dµ(x)와 같이 표기하기도 합니다씮

다음으로 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮들을 이용해 복잡한 함수의 넓이를 정의할 차례입니다씮 만약 f(x) ≥ g(x)씬
앦앯앲 ∀x ∈ X라면 간략히 f ≥ g이라 표기합니다씮 이때 f ≥ 0의 경우 f ≥ s ≥ 0인 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 앳들을
f와 최대한 가깝게 만듬으로서 f의 적분값을 근사적으로 구할 수 있습니다씮 예를 들어씬 았가 실수라면
f와 앸축 간의 영역을 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮들로 쌓아 올리면서 넓이를 근사하겠다는 것을 의미합니다씮 이때
앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮으로 근사를 하는 것이 가능하려면 f가 추가적인 성질을 만족해야 합니다씮

Definition 37. 앍앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)에 대해 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 f : X →
R은 ∀open set O ∈ R에 대해씬 f−1(O)가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥이다씮

만약 f가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮이라면씬 f−1(O)가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥이고 앤앥앦씮 씱에 의해씬 f−1(O)c 또한 앭앥액씭
앳앵앲액앢앬앥입니다씮 f−1(O)c = f−1(Oc)이므로 임의의 앣앬앯앳앥앤 앳앥앴 앃 ∈ R에 대해 f−1(C)가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥입니
다씮 즉 f−1([a, b− 1

n ])이 앭앥액앳앵앲액앢앬앥이고 다시 앤앥앦씮 씱에 의해 ∪n=1,...f
−1([a, b− 1

n ]) = f−1(∪n=1,...[a, b−
1
n ]) = f−1([a, b))가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥임을 알 수 있습니다씮 이와 같이 앯앰앥앮 앳앥앴에 대해서만 역상이 앭앥액앳앵앲씭
액앢앬앥임을 정의하면 부수적으로 많은 집합들의 역상이 앭앥액앳앵앲액앢앬앥임을 알 수 있습니다씮
왜 이런 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮이라는 조건이 필요한지 알아보겠습니다씮 르벡적분의 관점은 가
로로 가른 뒤 적분을 하는 것입니다씮 이런 관점에서 f ≥ 0의 넓이는

∑N−1
n=0

n
mµ(f−1([ nm ,

n+1
m ))) +

N
mµ(f−1([Nm ,∞)))로 근사할 수 있습니다씮 이때씬 f−1([ nm ,

n+1
m ))와 f−1([Nm ,∞)가 앭앥액앳앵앲액앢앬앥이어야 µ에

의해 크기가 재어져야 계산이 가능하므로 최소한으로 앯앰앥앮 앳앥앴들의 역상에 대해서만 조건을 부여한 것
입니다씮

Definition 38. 앉앮앴앥앧앲액앴앩앯앮 앯앦 f ≥ 0씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)의 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 f : X → R가
f ≥ 0일 때씬 ∫

fdµ = sup{
∫
s dµ| s is simple function, f ≥ s ≥ 0} 씨씵씮씴씩

로 정의한다씮
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즉씬 f보다 아래에 있는 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮들의 넓이의 상한으로 f의 넓이를 정의합니다씮 무한대도
포함하여 생각한다면 상한은 임의의 실수 부분집합에 대해 항상 존재합니다씮 일반적인 함수 f는

f+(x) = max(f(x), 0)과 f−(x) = −min(f(x), 0)으로 쪼개어 생각합니다씮 이러면 f+ ≥ 0이고 f− ≥ 0입

니다씮 또한 f = f+ − f−가 됨을 알 수 있습니다씮 따라서 f의 넓이는 다음과 같이 정의할 수 있습니다씮

Definition 39. 앉앮앴앥앧앲액앴앩앯앮 앯앦 f 씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)의 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 f : X → R의 f+와

f−의 앤앥앦씮 씵에 의한 적분이 유한하다면씬∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ 씨씵씮씵씩

로 정의한다씮

아앥앦씮 씵의 조건을 만족하는 함수는 적분값이 유한함을 알 수 있습니다씮 이와 같이 적분값이 유한한 함
수를 integrable하다고 합니다씮 여태의 과정처럼 앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮들을 통해 함수의 적분을 정의하고 나
면씬 다음의 좋은 정리들이 성립합니다씮 여태까지의 정의 설계는 다음의 정리들을 미리 염두해두고 만
들어진게 아닐까 생각도 듭니다씮

Theorem 5.2.1. 앍앯앮앯앴앯앮앥 앣앯앮앶앥앲앧앥앮앣앥 앴앨앭 씨앍앃암씩씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)의 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮
fn : X → R들이 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ ...을 만족하고 limn→∞fn(x) = f(x)라면씬 f는 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮이고∫

fdµ = lim
n→∞

∫
fndµ 씨씵씮씶씩

이 성립한다씮

즉씬 양수 값을 지니는 앭앥액앳앵앲액앢앬앥함수의 적분값은 아래에서 함수들을 올려가며 적분함으로써 근사적
으로 얻어낼 수 있습니다씮 한편 양수가 아닌 함수의 경우 다른 제약이 요구되어야만 근사 가능합니다씮

Theorem 5.2.2. 알앥앢앥앳앧앵앥 앤앯앭앩앮액앴앥앤 앣앯앮앶앥앲앧앥앮앣앥 앴앨앭 씨아앃암씩씮 앍앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)의 앭앥액앳앵앲액앢앬앥
앦앵앮앣앴앩앯앮 fn : X → R들이 어떤 앩앮앴앥앧앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 g ≥ 0에 대해 |fn| ≤ g를 만족하고 limn→∞fn(x) =

f(x)라면씬 ∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ 씨씵씮씷씩

이 성립한다씮

위 정리들의 증명은 제가 개요에 적어 놓은 교재에서 발견하실 수 있습니다씮 이렇게 함수들의 적분
값으로 어떤 함수의 적분값을 근사하는 것을 이용하면

d

dθ

∫
f(x, θ)dx =

∫
d

dθ
f(x, θ)dx 씨씵씮씸씩

을 보이는 것이 가능합니다씮4 물론 위의 정리들을 이용해야 하므로 주어진 조건들을 만족할 때만 식이

4저 dx는 다음 절에서 살펴봅니다.
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성립합니다씮 이에 대해 개략적인 설명을 덧붙이면씬

d

dθ

∫
f(x, θ)dx

∣∣∣
θ0

= lim
n→∞

∫
f(x, θ0 + 1/n)dx−

∫
f(x, θ0)dx

1/n

= lim
n→∞

∫
f(x, θ0 + 1/n)− f(x, θ0)

1/n
dx = lim

n→∞

∫
hndx

씨씵씮씹씩

이 성립하고 hn을 이용해 간략히 표기하도록 하겠습니다씮 이때 미분의 정의에 의해

lim
n→∞

hn(x) =
d

dθ
f(x, θ)

∣∣∣
θ0

씨씵씮씱씰씩

가 성립합니다씮 따라서

lim
n→∞

∫
hndx =

∫
lim
n→∞

hndx 씨씵씮씱씱씩

이 성립한다면 θ0에서 식 씨씸씩이 성립하게 됩니다씮 식 씨씱씱씩은 일반적으로 아앃암를 이용해 입증하며 이를
위해선 hn들을 앢앯앵앮앤하는 앩앮앴앥앧앲액앢앬앥 함수가 있음을 보이면 됩니다씮 이는 도함수가 과격하게 변하지
않고 정의역의 무한히 넓지 않으면 일반적으로 성립합니다씮

끝으로 아앃암의 조건이 만족되지 않는 경우 lim이 적분을 통과하지 않는 예를 소개합니다씮 fn(x) = 1

앦앯앲 x ∈ [n, n + 1] 앥앬앳앥 씰인 함수열 {fn}을 생각합시다씮 이때 limn→∞ fn = 0임을 바로 확인할 수 있습니

다씮 하지만 모든 앮에 대해
∫
fndµ = 1이므로 식 씨씷씩이 성립하지 않습니다씮

5.3 Lebesgue Measure (*)

앞의 절들에서는 일반적인 측도를 다루었습니다씮 우리에게 가장 친근한 측도는 유클리드 공간에서
씱차원씭길이씬 씲차원씭넓이 씮씮씮를 재는 측도들일 것입니다씮 이러한 측도를 르벡 측도라 합니다씮 구체적으로
르벡 측도는 단위 큐브의 크기를 씱로 측정하며 평행에 불변합니다씮 문제는 맨 처음에 설명하였듯 모든
유클리드 공간에서 모든 부분집합의 크기를 재는 르벡 측도는 없습니다씮 따라서 르벡 측도가 측정가능
한 σ씭액앬앧앥앢앲액를 최대한 밝혀내는 것이 중요합니다씮
다행이도 르벡 측도는 열린 집합들을 측정 가능합니다씮 즉씬 르벡 측도의 앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앳앥앴들의 집합을

Ω라 하였을 때씬 Ω는 열린 집합들을 포함합니다씮 이것을 정확히 서술하는 것은 책을 통해 찬찬히 개념
들을 정리한 뒤에 하는 것이 좋다고 생각합니다씮 여기서는 개략적으로만 부연 설명을 하면씬 크게 두 가
지 접근이 가능합니다씮
첫째로는 실수를 예로 들면 열린 구간 씨액씬앢씩의 길이를 앢씭액로 정의하고 이를 이용해 보다 일반적인 집
합의 길이를 정의하는 방식이 있습니다씮 이는 논리적으로는 쉬우나 구체적인 공간들에서 시작하므로
일반적인 공간에 적용하기에 어려움이 있을 수 있습니다씮 둘째로는 Rietz representation라는 해석학의
앣앯앲앮앥앲앳앴앯앮앥과 같은 정리를 이용하는 것입니다씮 이는 았안에서 앣앯앭앰액앣앴 앳앵앰앰앯앲앴를5 가지는 연속함수들

의 집합을 Cc(X)라 할때씬 Cc(X)에서 R로 가는 임의의 선형함수는 았에서 정의되는 어떤 측도와 대응
된다는 것을 말합니다씮 이때 이렇게 공간에서 실수값을 가지는 선형함수를 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬이라고 부
르기도 합니다씮

Theorem 5.3.1. 앒앥앩앴앺 앲앥앰앲앥앳앥앮앴액앴앩앯앮 앴앨앭씮 보다 엄밀한 조건이 요구되지만 생략하고 결과만 서술하
면 다음과 같습니다씮 선형함수 φ : Cc(X)→ R가 주어졌을때씬 았의 모든 열린집합을 포함하는 σ씭액앬앧앥앢앲액

5support는 함수f : X → R의 값이 0이 아닌 영역(X의 부분집합)을 포함하는 가장 작은 닫힌집합을 의미합니다.
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Ω와 여기서 정의되는 측도 µ가 있어서 다음이 성립합니다씮

φ(f) =

∫
fdµ. 씨씵씮씱씲씩

Cc(Rn)에서 R로 가는 함수의 대표적인 예는 리만 적분이 있습니다씮 즉씬 리만 적분은 앳앵앰앰앯앲앴가
앣앯앭앰액앣앴한 연속함수를 어떤 실수값으로 대응시키는 선형함수로 해석가능합니다씮 앒앩앥앴앺 앲앥앰앲앥앳앥앮앴액씭
앴앩앯앮에 의하면 이 리만적분 선형함수씨앦앵앮앣앴앩앯앮액앬씩에 대응되는 측도와 σ씭액앬앧앥앢앲액 있고 이를 르벡 측도
로 정의함으로써 원하는 것을 얻어낼 수 있습니다씮 이때씬 앒앥앩앴앺 앲앥앰앲앥앳앥앮앴액앴앩앯앮 앴앨앥앯앲앥앭은 열린 집합이
앭앥액앳앵앲액앢앬앥 앳앥앴임을 보장하여 르벡 측도는 충분히 많은 부분 집합들을 측도하도록 정의됩니다씮 또한 이
르벡 측도는 리만 적분으로 정의되는 φ에 대해 식 씨씱씲씩를 만족합니다씮 따라서 이렇게 얻어지는 르벡 측
도로 정의되는 적분은 리만 적분과 일치합니다씮

이렇게 얻어지는 르벡 측도를 보통은 m으로 표기하며 적분 기호 안의 dm은 관습적으로 dx로 표기

합니다씮 ∫
fdm =

∫
fdx 씨씵씮씱씳씩

5.4 Application

5.4.1 Probability Measure

Rn에서 확률 변수 았가 주어졌다고 합시다씮 이때씬 전체 확률 P (X ∈ Rn)의 값은 씱입니다씮 우리
가 직관적으로 가지고 있는 확률은 Rn의 부분집합의 크기를 재는 측도로 생각할 수 있습니다씮 즉씬
P (X ∈ A) = µ(A)와 같이 측도로 생각가능합니다씮 이러한 관찰에 힘입어 체계적인 측도에 관한 이론
을 확률에 가져와 사용합니다씮 그리고 때론 씧확률 측도씧라는 표현을 사용하면서 확률을 측도로서 정의
하기도 합니다씮
Rn은 R의 단순 확장이므로 R에 대해서 몇가지 더 알아봅니다씮 R에서의 확률 변수 았로부터 얻어지
는 측도를 µ라 하면 기댓값은 다음과 같이 정의됩니다씮

Definition 40. 악앸앰앥앣앴액앴앩앯앮씮 R에서의 확률 변수 았의 측도 µ가 주어졌을때씬 았의 기댓값은

EX =

∫
xdµ 씨씵씮씱씴씩

로 정의한다씮6 그리고 f : R→ R에 대해씬

Ef(X) =

∫
fdµ 씨씵씮씱씵씩

로 정의한다씮7

6(14)에서 x는 I(x)=x인 항등함수 I로 생각하시면 됩니다.
7사실 (14)는 (15)의 일부이긴합니다.
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만약 Rn의 르벡 측도 m에 대해씬 어떤 연속함수 pdfX : R→ R가 있어서∫
xdµ =

∫
x · pdfXdm 씨씵씮씱씶씩

가 성립하면 았를 연속 확률변수라 합니다씮 위에서 x는 씧항등함수씧를 의미하는데씬 씨씱씵씩는 좀더 친숙하고
구제적인 표기로

∫
R x · pdfX(x)dx와 동일합니다씮

그렇다면 이산 확률분포의 경우는 어떨까요씿 예를 들어씬 P (X = 0) = 0.5, P (X = 1) = 0.5인 이항분

포를 생각해봅시다씮 이때 P (X ∈ A) = µ(A)에 의해 µ({0}) = 0.5씬 µ({1}) = 0.5이고 0, 1 /∈ A에 대하여
는 µ(A) = 0으로 µ가 주어집니다씮 이때 앤앥앦씮 씷과 씶에서 항등함수 x를 적용하여 계산하면씬∫

xdµ = 0µ({0}) + 1µ({1}) = 0.5 씨씵씮씱씷씩

으로 계산됩니다씮 측도를 이용하면 이산씬 연속을 따지지 않고 포괄적인 표현이 가능합니다씮

씱씭씱 함수 f : R→ R에 대해 Y = f(X)로 정의되는 확률 변수 앙는 다음과 같은 확률 측도를 지닙니다씮

µY (B) = P (Y ∈ B) = P (X ∈ f−1(B)) = µX(f−1(B)) 씨씵씮씱씸씩

이때씬 µX는 혼란을 방지하기 위해 첨자가 추가된 았의 측도입니다씮 직관적으로는 앙라는 확률 변수
는 았가 정해지면 값이 정해지므로 앙의 기댓값은 앦씨았씩의 기댓값과 같아야 합니다씮 다행이도 앤앥앦씮 씸의
씨씱씴씩에 의한 기댓값의 정의는 이 직관적 사실과 일치합니다씮 간단히 설명하자면 기계적인 확인 절차를
통해 ∫

x dµY =

∫
f ◦ x dµX 씨씵씮씱씹씩

와 같음이 확인 가능합니다씮 이때씬 x는 항등함수를 의미하고 f ◦ x = f입니다씮 이 사실에 관한 증명
은 수식에 좀더 익숙해지면 기계적으로 확인가능합니다씮 아직은 간략히만 확인하면 씨씱씹씩의 좌변은∑
n∈Z

n
mµY ([ nm ,

n+1
m ))과 비슷하다면 우변은

∑
n∈Z

n
mµX(f−1[ nm ,

n+1
m ))과 유사합니다씮8 이때 씨씱씸씩에 의

해 이 두값이 같음을 알 수 있습니다씮
즉씬 앤앥앦씮 씸에 의한 기댓값의 정의와 확률 측도의 정의는 씱씭씱함수 f에 대해

EY Y = EXf(X) 씨씵씮씲씰씩

가 성립합니다씮 이는 앲앥앰액앲액앭앥앴앥앲앩앺액앴앩앯앮을 할 때씬 기댓값이라면 당연히 만족해야한 성질을 체계적으로
입증한 셈입니다씮

이렇게 적분으로 기댓값을 표현함으로서 얻는 이는 중 하나는 측도론의 이론들을 사용할 수 있다는

것입니다씮 예로 연속 확률변수 았는

Ef(X) =

∫
f(x) · pdfX(x)dx 씨씵씮씲씱씩

가 성립합니다씮 만약 았의 pdf가 θ로 앰액앲액앭앥앴앥앲앩앺앥 되어있을때씬 았의 기댓값의 θ에 대한 미분값은 식

8page 3 참고
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씨씸씩이 성립한다면

d

dθ
EX∼pdfθf(X) =

d

dθ

∫
f(x) · pdfθ(x)dx =

∫
f(x) · d

dθ
pdfθ(x)dx 씨씵씮씲씲씩

가 성립합니다씮 이를 앬앯앧를 이용해 살짝 바꾸면씬∫
f(x) · d

dθ
pdfθ(x)dx =

∫
f(x) · d

dθ
log(pdfθ(x)) · pdfθ(x)dx = EX∼pdfθ (f(X)

d

dθ
log(pdfθ(X))) 씨씵씮씲씳씩

가 되고 이는 유용한 계산 과정 중 하나입니다씮

5.4.2 Jensen’s inequality

끝으로 R에서의 확률변수 았와 볼록함수 f : R→ R에 대해 다음의 부등식이 성립합니다씮

Theorem 5.4.1. 않앥앮앳앥앮씧앳 앩앮앥앱앵액앬앩앴앹씮
Ef(X) ≥ f(EX) 씨씵씮씲씴씩

이때 볼록 함수란 a ∈ [0, 1]씬 x, y ∈ R에 대해씬 f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y)이 성립하는 함수

를 말합니다씮 대표적으로 앥앸앰나 씭앬앯앧씬 x2과 같은 함수들이 볼록함수 입니다씮

이 부등식은 았가 연속 확률변수가 아니어도 상관없으며씬 이는 기댓값을 측도를 이용해 르벡 적분으
로 표현하였을때 일괄적으로 입증이 가능합니다씮 이를 위해서는 볼록함수의 한가지 성질을 확인하여
야 합니다씮 다음은 볼록함수에서 두 점을 이은 기울기가 두 점중 하나라도 오른쪽으로 갈수록 증가함
을 이용하여 보일 수 있습니다씮

Proposition 5.4.2. subgradient of convex function씮 볼록함수 f : R→ R는 임의의 x0 ∈ R에 대해 어떤
기울기 β가 있어서씬

β(x− x0) + f(x0) ≤ f(x) 씨씵씮씲씵씩

가 성립한다씮

이는 단지 볼록함수는 그래프를 아래서 떠 받치며 (x0, f(x0))에서 접하는 직선이 있음을 의미합니다씮

proof of thm. 4.1씮 악았는 실수값이므로 이를 x0라 표기하면씬 이 값에 대해 씨씲씵씩가 성립하는 β가 존재

합니다씮 씨씲씵씩 양변에 았의 측도 µ로 르벡 적분을 하면씬∫
β(x− x0) + f(x0) dµ(x) ≤

∫
f(x)dµ(x) 씨씵씮씲씶씩

이고 정의에 의해 우변은 Ef(X)와 같습니다씮 이때 µ(R) = 1이므로 상수 앣에 대해∫
c dµ = c 씨씵씮씲씷씩
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입니다씮 그리고 x0의 정의에 의해∫
x− x0 dµ(x) =

∫
x dµ(x)− x0 = EX − x0 = 0 씨씵씮씲씸씩

이므로 식 씨씲씶씩의 좌변은 f(x0)와 같습니다씮 그리고 이 값은 f(EX)이므로 않앥앮앳앥앮 부등식이 성립함을
알 수 있습니다씮9

9위 증명에서 측도의 전체 크기가 1임이 중요하게 작용하였음을 염두하여야 합니다. 즉, 확률 측도에 대해서 성립하는 식이
고 전체 크기가 1이 아닌 경우 약간의 보정이 필요합니다.
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Chapter 6

힐힐힐베베베르르르트트트공공공간간간

이번 장에서는 힐베르트 공간의 기초적인 성질들과 예시들을 다룹니다씮 특히 앫앥앲앮앥앬을 이용해 만들어
지는 앲앥앰앲앯앤앵앣앩앮앧 앫앥앲앮앥앬 앨앩앬앢앥앲앴 앳앰액앣앥를씨앒앋안앓씩 다루며 장을 마무리합니다씮 힐베르트 공간은 완비 내
적공간씨앣앯앭앰앬앥앴앥 앩앮앮앥앲씭앰앲앯앤앵앣앴 앳앰액앣앥씩을 의미합니다씮 즉씬 기초 선형대수때 다루는 유한차원 내적공간
의 일반적인 경우라 보시면 됩니다씮 모든 유한차원 내적공간은 직교 좌표계를 지니고1 이를 이용해 원

소를 표현하면 유클리드 공간 Rn과 같음을 알 수 있습니다씮 실수의 완비성 공리씨앣앯앭앰앬앥앴앥앮앥앳앳씩에 의해
Rn의 완비성이 따라옵니다씮 따라서 모든 유한차원 내적공간은 앣앯앭앰앬앥앴앥합니다씮 이러한 점에서 힐베르
트 공간의 완비성이라는 조건은 자연스러운 것으로 여길 수 있고 이후 전개될 내용에서 핵심적인 역할

을 합니다씮
힐베르트 공간 앳앩앧앮액앬 앰앲앯앣앥앳앳와 앳앴액앴앩앳앴앩앣액앬 앬앥액앲앮앩앮앧에서 자주 등장합니다씮 앓앩앧앮액앬 앰앲앯앣앥앳앳에서는 힐
베르트 공간이 함수에 대한 푸리에 전개가 가능한 공간이어서 주 분석 대상이 됩니다씮 앓앴액앴앩앳앴앩앣액앬
앬앥액앲앮앩앮앧에서는 주로 주어진 관찰값에 대해 앬앯앳앳씨혹은 앲앩앳앫씩를 최소화하는 함수를 찾고자 하는데씬 모든
함수들 중에서 찾는건 불가능이므로 앒앋안앓라는 좋은 성질을 지니는 공간안에서 해를 찾고자 합니다씮

6.1 Basics of Hilbert Space

6.1.1 Orthonormal basis

힐베르트 공간의 대표적인 특징은 정규직교 좌표계씨앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앢액앳앩앳씩의 존재성입니다씮 우선 씧직
교씧는 내적에 따라오는 개념입니다씮 내적은 씳장에서 살펴보았지만 다시 정의를 살펴보면 다음과 같습
니다씮

Definition 41. 내적의 정의씮 백터공간 (H,F )의 내적 < ·, · >: H ×H → F는 다음을 만족한다씮
씱씩 앬앩앮앥액앲앩앴앹 씺 < af + bg, h >= a < f, h > +b < g, h >

씲씩 앣앯앮앪앵앧액앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앹 씺 < f, g >= < g, f >

씳씩 앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥앮앥앳앳 씺 액씩< f, f >≥ 0 앢씩 < f, f >= 0⇔ f = 0

1아무 기저를 잡고 Gram-Schmidt process를 통해 얻을 수 있습니다.
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벡터공간에 내적이 주어진 경우 내적공간이라 부릅니다씮 그리고 완비성을 지닌 내적공간을 힐베르
트 공간이라 합니다씮 조건 씲씩에 의해 앆가 복소수여도 < f, f >의 값은 실수임을 알 수 있습니다씮 이때
내적은 다음과 같이 자연스럽게 크기씨앮앯앲앭씩를 정의합니다씮

||f || =
√
< f, f > 씨씶씮씱씩

힐베르트 공간 H의 두 원소의 내적값이 씰이면 두 원소가 서로 직교한다고 합니다씮 H의 부분집합
S의 원소가 서로서로 직교한다면 S를 직교집합씨앯앲앴앨앯앧앯앮액앬 앳앥앴씩이라 합니다씮 모든 원소가 식 씨씱씩에 의
해 정의되는 크기가 씱이라면 정규직교집합씨앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴씩이라 합니다씮 H의 정규직교집합 S에 대해

앓를 포함하는 어떠한 정규직교집합도 없다면씬 S를 최대 정규직교집합씨앭액앸앩앭액앬 앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴씩이라
고 합니다씮
최대 정규직교집합의 존재성은 선택공리와 동치 명제인 앺앯앲앮씧앳 앬앥앭앭액에 의해 보장됩니다씮 간략히 부
연설명하면씬 임의의 두 원소 간 포함관계가 성립하는 앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴들의 집합 {Si}가 주어졌을때씬2

∪iSi 또한 앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴이 됩니다씮 앚앯앲앮씧앳 앬앥앭앭액는 이러한 경우에 대해 최대의 앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴이 존
재함을 알려줍니다씮 이는 수학자들이 효율적으로 설정한 약속의 결과라 여길 수 있습니다씮
힐베르트 공간 H 최대 정규직교집합의 존재를 받아들이고 이를 {ui}i∈I라 합시다씮 이것이 좌표계로
서 역할을 하기 위해서는 H의 임의의 원소 f를

∑
i∈I f̂(i)ui로 표현할 수 있어야 합니다씮 이때 f를 좌

표 (f̂(i))i∈I로 표현할 수 있고

||f ||2 =
∑
i∈I
|f̂(i)|2 씨씶씮씲씩

가 되어야 합니다씮 만약 H가 실수 벡터공간이라면 f̂(i)는 실수가 되고 복소 벡터공간이라면 f̂(i)는 복

소수가 될 것입니다씮 문제는 최대 정규집합의 크기가 무한임에 따라 위의 표현과 성질들이 성립함을
보이는 것이 간단하지 않다는 것입니다씮 이를 엄밀하게 서술하는 과정에서 완비성이라는 코시수열
이 수렴한다는 성질이 요구됩니다씮 따라서 힐베르드 공간의 경우 최대 정규직교집합을 정규직교기
저씨앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앢액앳앩앳씩라 부를 수 있게 됩니다씮

6.1.2 L2 space

힐베르트 공간의 대표적인 예는 L2 앳앰액앣앥입니다씮 이는 앭앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)에서 실수 혹은 복소수

로 가는 함수들 중에 다음의 성질을 만족하는 함수들의 집합입니다씮 본 노트에서 푸리에 급수를 위해
서는 복소수를 다루어야만 하므로 복소수를 가정합니다씮

Definition 42. L2 앳앰액앣앥씮 앭앥액앳앵앲앥 앳앰액앣앥 (X,Ω, µ)에 대해

L2(µ) = {f |f : X → C,
∫
|f |2dµ <∞}. 씨씶씮씳씩

위에서 f는 측도 µ로 적분가능한 앭앥액앳앲앵액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮들만 고려됩니다씮 풀어 설명하면 L2(µ)는 함

수값의 크기의 제곱의 적분값이 유한한 함수들의 모임입니다씮 이때씬 L2(µ)는 벡터공간이 됩니다씮 즉씬
f, g ∈ L2(µ)이면 복소수 액에 대해 af, f + g ∈ L2(µ)입니다씮 af의 경우 L2(µ)에 속함은 자명한 반면씬
f + g가 L2(µ)에 속함을 보이기 위해선 코시씭슈와르츠 정리를 이용해야 합니다씮3

2
즉, Si ⊂ Sj 거나 Sj ⊂ Si

3보다 일반적으로는 횔더 부등식이라고 합니다. 이에 대한 보다 자세한 내용은 Rudin-real complex analysis 3장-Lp
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Theorem 6.1.1. 앃액앵앣앨앹씭앓앨앷액앲앴앺 암앨앥앯앲앥앭씮 앍앥액앳앵앲액앢앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮 f, g : X → C에 대해씬

∫
|fg|dµ ≤

√∫
|f |2dµ ·

∫
|g|2dµ 씨씶씮씴씩

이는 앮개의 수들에 대한 코시씭슈와르츠 부등식의 일반적인 경우입니다씮 이를 이용하여 L2(µ)가 벡터

공간이 됨을 확인한 후에 L2(µ)에는 다음과 같이 자연스럽게 내적이 정의됩니다씮

Definition 43. f, g ∈ L2(µ)에 대해

< f, g >=

∫
fg dµ. 씨씶씮씵씩

식 씨씵씩의 값이 유한함은 코시씭슈와르츠 부등식에 의해 성립하고씬 내적의 정의를 만족하는 것은 쉽게
확인가능합니다씮 그리고 L2(µ) 앳앰액앣앥의 앮앯앲앭은 다음과 같습니다씮

Definition 44. f ∈ L2(µ)에 대해

||f ||2 =

∫
|f |2 dµ. 씨씶씮씶씩

여기서 한가지 기술적인 문제점이 존재합니다씮 앮앯앲앭이 씰인 원소는 씰뿐이어야 하는데씬 식 씨씶씩의 적
분값이 씰인 함수들은 항등 씰함수 뿐만 있는 것이 아닙니다씮4 위의 정의들이 내적과 앮앯앲앭에 대한 정
의를 만족하기 위해서 L2(µ) 앳앰액앣앥를 앰액앲앴앩앴앩앯앮으로 묶어 생각합니다씮 보다 엄밀하게 설명하면씬 L2(µ)

앳앰액앣앥에서 씰에 해당하는 원소는 식 씨씶씩의 값이 씰인 함수들의 집합을 의미합니다씮 즉씬 L2(µ) 앳앰액앣앥는 식
씨씶씩에서 ||f − g||2 = 0이라면 f, g를 같은 원소로 취급을 함으로써 5 앤앥앦씮 씳과 앤앥앦씮 씴이 내적과 앮앯앲앭의 정
의를 만족하게 만듭니다씮

다소 논리적으로 복잡하지만 이렇게 정의된 L2(µ) 앳앰액앣앥는 완비성을 지닙니다씮 즉씬 위의 L2(µ)

앳앰액앣앥의 코시 수열은 앭앥액앳앵앲액앢앬앥하고 함수값의 크기의 제곱의 적분값이 유한한 어떤 함수로 수렴합니
다씮 이를 보이는 것은 새로운 개념을 요구하지는 않지만 다소 기교적입니다씮 6

결론으로 완비성을 지

니는 내적공간을 힐베르트 공간이라 부르므로 L2(µ) 앳앰액앣앥는 힐베르트 공간이 됩니다씮

6.1.3 Counting measure

집합 A에서 정의되는 측도 중에는 단순히 부분집합의 원소의 개수를 새는 측도도 존재합니다씮 이를
앣앯앵앮앴앩앮앧 앭앥액앳앵앲앥라 부릅니다씮

Definition 45. 앃앯앵앮앴앩앮앧 앭앥액앳앵앲앥씮 집합 앁의 앣앯앵앮앴앩앮앧 앭앥액앳앵앲앥 µ는 앁의 임의의 부분집합 앓에 대해 7

µ(S) = |S|. 씨씶씮씷씩

이렇게 정의된 앳앥앴 앦앵앮앣앴앩앯앮이 측도의 조건을 만족하는지는 추가적으로 보여야합니다씮 본 노트에

space에 있습니다.
4
측도 µ에 따라 다르지만 르벡 측도를 예로 들때, 하나의 점에서만 함수 값이 0이 아니어도 적분값은 0입니다.

5
즉, L2(µ)의 원소는 [f ] = {g | ||f − g|| = 0, g : X → C}꼴로 정의됩니다.

6이에 대한 증명은 real analysis 책이나 인터넷에서 쉽게 찾을 수 있습니다.
7|S|는 S의 원소의 갯수를 의미.
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서는 이를 생략한 채 예를 들며 진행하겠습니다씮 예를 들어 f : A → R가 S ⊂ Z에서만 값이 앣이고
나머지에선 씰이라 합시다씮 앃앯앵앮앴앩앮앧 앭앥액앳앵앲앥는 모든 부분집합을 측도할 수 있습니다씮 따라서 f는

앳앩앭앰앬앥 앦앵앮앣앴앩앯앮이 됩니다씮 적분에 정의에 따라 f의 적분값은 앣야앓야가 됩니다씮 이를 이용하면 임의의
f : A→ R의 적분값이

∑
a∈A f(a)가 됨을 알 수 있습니다씮

앁에서의 앣앯앵앮앴앩앮앧 앭앥액앳앵앲앥를 µ라 할때 얻어지는 L2 앳앰액앣앥를 l2(A)라 표기합니다씮 이때씬 f, g ∈
l2(A)에 대해 ∫

fg dµ =
∑
a∈A

f(a)g(a) 씨씶씮씸씩

이므로씬
||f ||2 =

∑
a∈A
|f(a)|2 씨씶씮씹씩

입니다씮

따라서 정규직교기저를 이용한 좌표 표현과 식 씨씲씩는 주어진 힐베르트 공간을 l2(I)에서 해석하는 것

을 의미합니다씮

6.1.4 푸푸푸리리리에에에급급급수수수 (Fourier series)

푸리에 급수는 [0, 2π]에서 복소수 값을 가지는 주기함수를 {einx}n∈Z라는 간단한 주기함수들로 근사
하는 것입니다씮 여기서 좋은 근사란 두 함수의 차이의 알씲 앮앯앲앭이 작음을 의미합니다씮 즉씬 푸리에 근사
는 두 근사 함수와 대상 함수 사이 영역의 넓이가 작음을 의미합니다씮 한편 르벡 측도를 사용한 적분의
경우 하나의 점에서 함수 값이 다르다고 적분값이 변하지 않습니다씮 따라서 푸리에 근사는 실제로 함
수값이 얼마나 같은지를 알려주지는 않습니다씮 개략적으로 생각해보면씬 연속함수가 아닌 일반적인 주
기함수를 [0, 2π]의 모든 점에서 근사하는 것은 불가능해 보입니다씮
특별한 경우에는 모든 점에서 근사가 성립하며 이때 푸리에 급수가 앰앯앩앮앴앷앩앳앥 수렴한다고 합니다씮 놀
랍게도 주어진 함수가 연속함수여도 푸리에 급수가 주어진 함수로 앰앯앩앮앴앷앩앳앥 수렴하지 않습니다씮 이 성
질이 성립하기 위해서는 보다 강력한 조건이 필요하게 됩니다씮 8

본격적으로 푸리에 급수에 대해 알아봅시다씮 우선 [0, 2π]와 르벡 측도가 주어졌을때씬 주어지는 L2

앳앰액앣앥를 L2([0, 2π])라 표기합니다씮 L2([0, 2π])에서는 한 점이 다른 것은 같은 원소로 취급하므로 어떠한

f : [0, 2π] → C가 L2([0, 2π])의 원소라면 f(a) = f(b)로 생각해도 무방합니다씮 즉씬 [0, 2π]에서의 주기함

수를 넓이의 관점에서 근사하는 것은 L2([0, 2π])의 원소를 근사하는 문제와 동일합니다씮

앞에서 L2 앳앰액앣앥는 힐베르트 공간이 됨을 말하였습니다씮 {einx}n∈Z의 정의역을 [0, 2π]로 국한하였을

때씬 이들이 L2([0, 2π])의 원소가 됨을 알 수 있습니다씮 이때씬

∫ 2π

0

einxeimxdx =

0, if n 6= m

2π otherwise
씨씶씮씱씰씩

가 됩니다씮 따라서 정규화를 하면 { 1√
2π
einx}n∈Z가 L2[0, 2π]의 앯앲앴앨앯앮앯앲앭액앬 앳앥앴이 됨을 알 수 있습니다씮

따라서 모든 L2의 원소는 이 앢액앳앩앳를 이용해 좌표를 얻을 수 있고 식 씨씲씩가 성립합니다씮 즉씬 L2[0, 2π]는

8https://en.wikipedia.org/wiki/Convergence_of_Fourier_series
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앣앯앵앮앴액앢앬앥한 축들로 씧해석씧이 가능합니다씮

이들이 정규직교기저가 됨을 살펴보기에 앞서 우선 왜 이 결과가 씧근사씧를 의미하는 것인지 알아보
겠습니다씮 L2[0, 2π]의 두 원소 f, g를 { 1√

2π
einx}n∈Z 좌표계에서 해석을 할때씬 식 씨씲씩로부터 다음을 얻을

수 있습니다씮
||f − g||2 =

∑
n∈Z
|f̂(n)− ĝ(n)|2 씨씶씮씱씱씩

이때씬 f̂(n)는 f의 1√
2π
einx 성분을 의미합니다씮 즉씬 좌표값들이 비슷하면 두 함수 사이의 넓이가 작아집

니다씮 이때씬

gN =

N∑
n=−N

f(n)
1√
2π
einx 씨씶씮씱씲씩

에 대해

||f − gN ||2 =

−N−1∑
n=−∞

|f̂(n)|2 +

∞∑
n=N+1

|f̂(n)|2 씨씶씮씱씳씩

임을 알 수 있습니다씮 한편 f는 L2[0, 2π]의 원소이므로씬 L2 앳앰액앣앥 정의에 의해∫
|f |2dµ = ||f ||2 =

∑
n∈Z
|f̂(n)|2 씨씶씮씱씴씩

가 유한합니다씮 따라서 앎이 커짐에 따라 식 씨씱씳씩은 씰으로 수렴하고 gN은 앦와 L2 앤앩앳앴액앮앣앥가 작아집니
다씮 이때 {gN}N∈N를 푸리에 급수라 합니다씮

{ 1√
2π
einx}n∈Z이 정규직교집합이 되는 사실은 놀라운 것이지만 많은 단계를 요구합니다씮 이를

간략히만 설명하면씬 우선 { 1√
2π
einx}n∈Z의 선형결합씨유한개들의씩으로 표현되는 함수들의 집합을

앴앲앩앧앯앮앯앭앥앴앲앹 앳앹앳앴앥앭이라 합니다씮 놀랍게도 이러한 앴앲앩앧앯앮앯앭앥앴앲앹로 [0, 2π]의 연속함수들을 앳앵앰앲앥앭앵앭
앮앯앲앭으로 근사가 가능합니다씮 정의역이 작은 경우 함수의 앳앵앰앲앥앭앵앭 앮앯앲앭이 작다는 것은 넓이가 작다
는 것을 의미하여 이는 알씲 앮앯앲앭으로 근사가 됨을 의미합니다씮 그리고 이러한 연속함수들로 L2[0, 2π]를

알씲 앮앯앲앭으로 근사할 수 있습니다씮 이를 종합하여 앴앲앩앧앯앮앯앭앥앴앲앹 앳앹앳앴앥앭으로 L2[0, 2π]를 알씲 앮앯앲앭으로
근사할 수 있고 이는 곧 { 1√

2π
einx}n∈Z이 씧최대씧 정규직교집합임을 의미합니다씮 한가지 놀라운 사실은

연속함수는 사실 삼각급수로 앳앵앰앲앥앭앵앭 앮앯앲앭 관점에서 근사할 수 있다는 것입니다씮 즉씬 모든 점에서
가까워지는 삼각급수를 찾을 수 있는데씬 푸리에 급수는 이런 삼각급수와 일치않고 앳앵앰앲앥앭앵앭 앮앯앲앭 관
점에서 주어진 연속함수로 수렴하지 않습니다씮 푸리에 급수는 넓이의 관점에서 서술되는 공간 L2의 정

규직교기저에서 해석함으로서 얻어지는 것이고 이것이 앳앵앰앲앥앭앵앭 앮앯앲앭의 관점에선 정규직교기저로
더 이상 받아들여지지 않아 일반적으로 원하는 앳앵앰앲앥앭앵앭 앮앯앲앭에서의 근사는 전혀 다른 문제가 됩니
다씮

6.2 Kernel induced Hilbert Space

이를 보통 앒앥앰앲앯앤앵앣앩앮앧 앋앥앲앮앥앬 안앩앬앢앥앲앴 앓앰액앣앥 씨앒앋안앓씩라 합니다씮 이 이름은 우선적으로 좋은 성질을
만족하는 힐베르트 공간이 주어져 있고 이로부터 이 힐베르트 공간의 원소를 생산하는 앫앥앲앮앥앬이 있기
때문에 붙여졌습니다씮 이러한 순서보다는 앫앥앲앮앥앬이 주어진 상황에서 힐베르트 공간을 정의하는 것이
보다 직관적이라 여겨 순서를 바꾸어 진행합니다씮
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앞에서의 L2 앳앰액앣앥와 푸리에 급수가 힐베르트 공간의 정수였다면씬 앒앋안앓는 이들을 비롯한 힐베르트
공간의 성질들에 기반한 응용입니다씮 따라서 힐베르트 공간에 익숙하지 않다면 본 내용이 어렵게 느껴
질 것 같습니다씮

이 절에서는 임의의 집합 았를 다룹니다씮 우리의 관심사에 빗대면 이는 데이터 공간이라 해석할 수
있습니다씮 여기서는 지나치게 추상화된 경우를 다루기 보다는 현실적인 경우들로 구체화 하여 다루겠
습니다씮

6.2.1 Kernel to Hilbert space

우선 앫앥앲앮앥앬부터 알아야 합니다씮 앋앥앲앮앥앬은 X ×X → R인 함수를 의미합니다씮 사실 우리가 다루는 대
부분의 앫앥앲앮앥앬은 앳앹앭앭앥앴앲앩앣하고 이를 symmetric kernel이라 합니다씮

K(x, y) = K(y, x) 씨씶씮씱씵씩

우리가 하고자 하는 것은 이 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앫앥앲앮앥앬을 이용해 함수 공간을 만드는 것입니다씮 이때씬
앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앫앥앲앮앥앬이 주어지면 고정된 앸마다 Kx(·) = K(x, ·) = K(·, x)로 았에서의 함수 Kx가 얻어집니

다씮 이때씬 이들의 선형 결합의 집합

{
n∑
i=1

aiKxi | ai ∈ R, xi ∈ X} 씨씶씮씱씶씩

으로 구성된 벡터 공간을 생각할 수 있습니다씮 우리의 목표는 이 벡터공간을 조금만 확장하여 힐베르
트 공간을 만드는 것입니다씮 우선 내적이 필요한데씬 다행히도 자연스럽게 내적을 정의할 수 있습니다씮

<

n∑
i=1

aiKxi ,

m∑
j=1

bjKyj > =

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjK(xi, yj) 씨씶씮씱씷씩

문제는 이것이 내적이 되려면 <
∑n
i=1 aiKxi ,

∑n
i=1 aiKxi > =

∑n
i,j=1 aiajK(xi, xj)이 양수가 되어야 합

니다씮 따라서
n∑

i,j=1

aiajK(xi, xj) ≥ 0 씨씶씮씱씸씩

이 필요하고 이러한 조건을 만족하는 앫앥앲앮앥앬을 semi-positive definite kernel이라 합니다씮 앞으로
앫앥앲앮앥앬이라는 용어는 앳앥앭앩씭앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앫앥앲앮앥앬을 의미합니다씮

다음으로는 완비성이 필요합니다씮 이는 앣앯앭앰앬앥앴앩앯앮이라는 방법에 의해 가장 적은 확장으로 가능하
며씬 함수의 극한에 대한 엄밀한 정의가 요구되지만 생략한채 결과를 표현하면 다음과 같은 힐베르트
공간 HK가 얻어집니다씮

HK = {
∞∑
i=1

aiKxi | ai ∈ R, xi ∈ X} 씨씶씮씱씹씩

<

∞∑
i=1

aiKxi ,

∞∑
j=1

bjKyj > =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

aibjK(xi, yj) 씨씶씮씲씰씩

씶씴



Kx의 정의에 의해 다음의 성질이 성립하고 이러한 성질을 만족하는 힐베르트 공간을 앒앋안앓라 합니
다씮

<

∞∑
i=1

aiKxi ,Kx > =

∞∑
i=1

aiK(xi, x) =

∞∑
i=1

aiKxi(x) 씨씶씮씲씱씩

즉씬 임의의 HK의 원소
∑∞
i=1 aiKxi의 앸에서의 함수값은 Kx와의 내적을 통해 얻어집니다씮 이를 모든

앸에서 하면 결국 자기자신이 얻어지므로 앲앥앰앲앯앤앵앣앩앮앧이라는 표기를 얻게 되었습니다씮

6.2.2 reproducing kernel hilbert space

한편 았에서 R로 가는 함수들로 이루어진9 힐베르트 공간 안는 다음의 조건을 만족할 때 앒앋안앓라 불
립니다씮

Definition 46. RKHS씮 안가 았의 앒앋안앓라면 임의의 x ∈ X에서 앥앶액앬앵액앴앩앯앮 앦앵앮앣앴앩앯앮 Lx s.t

Lx(f) = f(x) ∀f ∈ H 씨씶씮씲씲씩

가 연속이다씮

이때씬 Lx는 H → R인 선형 함수입니다씮 이러한 공간에서 체로 가는 함수를 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬이라 하
는데 힐베르트 공간의 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬 중 연속인 것들은 항상 다음과 같이 표현됩니다씮10

Theorem 6.2.1. 힐베르트 공간 H의 임의의 앣앯앮앴앩앮앵앯앵앳 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬 L에 대해 어떤 g ∈ H가 유일
하게 존재하여

L(f) =< f, g > . 씨씶씮씲씳씩

즉씬 모든 앣앯앮앴앩앮앵앯앵앳 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬은 어떤 원소 g와의 내적 연산과 일치합니다씮 이는 선형대수학의
기본정리에 따라씬 앮 차원 벡터공간에서 모든 앬앩앮앥액앲 앦앵앮앣앴앩앯앮액앬은 1 × n 행렬로 표현된다는 사실의 일반
화입니다씮

이 정리에 의해 X의 앒앋안앓 H에서 Lx마다 어떤 안의 원소 Kx가 있어

Lx(f) =< f,Kx > 씨씶씮씲씴씩

임을 알 수 있습니다씮 이렇게 얻어지는 Kx들을 이용하여 다음과 같이 앫앥앲앮앥앬 앋를 정의할 수 있습니다씮

K(x, y) =< Kx,Ky > 씨씶씮씲씵씩

이는 마치 씲씮씱의 역과정처럼 여겨집니다씮 이렇게 정의된 앫앥앲앮앥앬은 앳앥앭앩씭앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥 앳앹앭앭앴앲앩앣이 됨
을 내적의 정의로부터 쉽게 확인가능합니다씮 이때씬 Kx는 앥앶액앬앵액앴앩앯앮 Lx에 대응되는 앒앋안앓의 원소였으
므로

K(x, y) =< Kx,Ky >= Kx(y) 씨씶씮씲씶씩

9이러한 함수들의 일부.
10이를 유한차원 벡터공간에서 생각해보면 어떻게 될까요?
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가 성립합니다씮 따라서 K(x, ·) = Kx(·)가 됩니다씮

여지껏 앒앋안앓의 정의와 그로부터 얻어지는 앫앥앲앮앥앬에 대해 알아보았습니다씮 이때씬 씲씮씱절의 과정에 약
간을 보태면 임의의 앳앥앭앩씭앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앩앣 앫앥앲앮앥앬마다 유일하게 앒앋안앓가 대응됨을 알 수 있
습니다씮 이를 Moore−Aronszajn 앴앨앥앯앲앥앭이라 합니다씮 씲씮씱에서 앫앥앲앮앥앬 앋가 주어졌을때씬

HK = {
∞∑
i=1

aiKxi | ai ∈ R, xi ∈ X} 씨씶씮씲씷씩

이 앋에 대응되는 앒앋안앓라 하였으므로씬 Moore − Aronszajn 앴앨앥앯앲앥앭에 의해 이 절의 처음에 주어진
H는 씨씲씷씩의 HK와 일치해야 합니다씮 따라서 H의 모든 원소는

∑∞
i=1 aiKxi꼴로 표현됩니다씮

6.2.3 Examples

Rn에서의 앫앥앲앮앥앬들의 예를 다루어 앒앋안앓들이 어떻게 생겼는지 알아봅시다씮 가장 간단하게는
k(x, y) = xty를 생각할 수 있습니다씮 이를 앢앩앬앩앮앥액앲 앫앥앲앮앥앬이라 하며 이 앫앥앲앮앥앬로 얻어지는 RKHS는∑∞
i=1 aiKxi = (

∑∞
i=1 aix

t
i)x꼴로 즉씬 선형함수들의 집합이 됩니다씮

많이 등장하는 앫앥앲앮앥앬중의 하나는 앇액앵앳앳앩액앮 앫앥앲앮앥앬이고 이는 다음과 같이 정의됩니다씮

K(x, y) = exp−||x− y||
2

σ2
씨씶씮씲씸씩

6.2.4 Applications

앒앋안앓에 대해 알아봤으니 이제 응용할 차례입니다씮 본 노트에서는 앳앴액앴앩앳앴앩앣액앬 앬앥액앲앮앩앮앧에서 앬앯앳앳씨앲앩앳앫씩
앭앩앮앩앭앩앺앥앲에 관한 내용과 앫앥앲앮앥앬 앴앲앩앣앫을 담았습니다씮

representer theorem

현재는 우수한 앣앯앭앰앵앴앩앮앧 앰앯앷앥앲에 힘입어 앧앲액앤앩앥앮앴 앤앥앳앣앥앮앴라는 간단한 앯앰앴앩앭앩앺액앴앩앯앮기법과 거대한
앮앥앴앷앯앲앫 앦앵앮앣앴앩앯앮을 이용해 다양한 문제들을 해결하지만씬 이것이 불가능한 경우에는 주어진 문제에
적절한 제약을 가해 풀 수 있게 표현해야 합니다씮 수식적으로 간단한 앲앥앧앲앥앳앳앩앯앮 문제를 설정합시다씮
아액앴액 앳앥앴 {xi}i=1,...,N와 앬액앢앥앬 {y}i=1,..,N이 주어졌을때 주어진 함수 앣앬액앳앳 HK에서 가장 잘 씜앴앴앩앮앧을 하
는 함수를 찾고자 합니다씮

이는 HK가 앫앥앲앮앥앬 앋에 대한 앒앋안앓라면 일반적으로 무한차원인 힐베르트 공간임에도 불구하고 보다
쉬운 유한차원 문제로 바꾸어 풀 수 있게 됩니다씮

Theorem 6.2.2. representer theorem. 주어진 앴앲액앩앮앩앮앧 앤액앴액앳앥앴 X = {xi}i=1,...,N , xi ∈ X 와 앬액앢앥앬
y = {y}i=1,..,N , yi ∈ R이 주어지고 알앯앳앳 앦앵앮앣앴앩앯앮 L : (X × R× R)N → R이 주어졌다하자씮 그리고 함수
f의 앮앯앲앭에 대한 앲앥앧앵앬액앲앩앺앥앲인 앩앮앣앲앥액앳앩앮앧 앦앵앮앣앴앩앯앮 g : [0,∞] → R이 주어졌을때씬 앒앋안앓 HK안에서 앬앯앳앳
앭앩앮앩앭앩앺앥앲

f∗ = argminf∈HKL((x1, y1, f(y1)), ..., (xN , yN , f(yN ))) + g(||f ||) 씨씶씮씲씹씩
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는 다음의 꼴을 지닌다씮

f∗ =

N∑
i=1

aiKxi 씨씶씮씳씰씩

매우 긴 정리이지만 증명은 앒앋안앓의 기초적인 성질만 이용하며 간단합니다씮11 이 정리에 따르면 우
리는 원하는 씝앥앸앩앢앩앴앹를 지니는 앒앋안앓를 설정한 후에 주어진 앴앲액앩앮앩앮앧 앳앥앴에 대한 Kxi들을 얻은 뒤 앎개
의 ai만 찾으면 됩니다씮 즉씬 무한 차원 앒앋안앓의 모든 원소를 탐색할 필요없이 앴앲액앩앮앩앮앧 앳앥앴의 크기의 차
원에서 최적화를 하면 됩니다씮

kernel trick

앋앥앲앮앥앬 앴앲앩앣앫이란 집합 았에서 앫앥앲앮앥앬 앋가 주어졌을때씬 앫씨앸씬앹씩가 어떤 고차원 공간에서의 내적값과 일
치함을 의미합니다씮 즉씬 어떤 앭액앰 ϕ : X → H가 있어서씬 H의 내적 씼씬씾에 대해씬

k(x, y) =< ϕ(x), ϕ(y) > 씨씶씮씳씱씩

가 됨을 의미합니다씮 여기서 안를 앫앥앲앮앥앬 앋에 의해 얻이지는 앒앋안앓 HK라 하고 ϕ(x) = Kx라 하면 식

씨씳씱씩을 만족하게 됩니다씮 한편씬 다음의 앭앥앲앣앥앲 앴앨앥앯앲앥앭을 이용하면 더 직관적인 ϕ와 H를 얻을 수 있게

됩니다씮 보통 이들을 앦앥액앴앵앲앥 앭액앰과 앦앥액앴앵앲앥 앳앰액앣앥라 합니다씮

보다 일반적으로 앭앥앲앣앥앲 앴앨앥앯앲앥앭이 서술 될 수 있지만 여기서는 간단한 았씽앛액씬앢앝를 예로 듭니다씮 이경
우 앭앥앲앣앥앲 앴앨앥앯앲앥앭은 앫앥앲앮앥앬 앋씺 [a, b]× [a, b]→ R을 L2([a, b])의 원소들을 이용해 표현해줍니다씮

Theorem 6.2.3. Mercer theorem. K : [a, b] × [a, b] → R이 앣앯앮앴앩앮앵앯앵앳 앳앥앭앩씭앰앯앳앩앴앩앶앥 앤앥씜앮앩앴앥 앳앹앭앭앥앴앲앩앣
앫앥앲앮앥앬이라면 L2([a, b])의 정규직교기저 {en}n=1,...가 존재하여씬

K(s, t) =

∞∑
n=1

λnen(s)en(t) 씨씶씮씳씲씩

가 성립한다씮

sketch of proof. 위 정리에서 L2([a, b])가 앣앯앵앮앴액앢앬앥한 정규직교기저를 지님은 푸리에 급수를 통해 확
인할 수 있습니다씮 앍앥앲앣앥앲 암앨앥앯앲앥앭은 앫앥앲앮앥앬을 다르게 해석함으로써 증명됩니다씮 앋앥앲앮앥앬이 연속이라면

TK(f)(s) =

∫ b

a

K(s, t)f(t)dt 씨씶씮씳씳씩

를 통해 L2([a, b])의 원소 f를 L2([a, b])의 원소 TK(f)로 바꾸는 변환 TK를 생각할 수 있습니다씮 보통
이를 앩앮앴앥앧앲액앬 앯앰앥앲액앴앯앲라 하는데 L2([a, b])가 지니는 성질로 인해 이 변환에 앳앰앥앣앴앲액앬 앴앨앥앯앲앥앭을 적용할
수 있습니다씮 즉씬 마치 유한차원 벡터공간에서 처럼 TK : L2([a, b]) → L2([a, b])에 대해씬 앥앩앧앥앮앶앥앣앴앯앲로
이루어진 L2([a, b])의 정규직교기저 {en}n=1,...가 존재합니다씮

TK(ei) = λiei 씨씶씮씳씴씩

11https://en.wikipedia.org/wiki/Representer_theorem
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이렇게 λi와 ei들을 얻을 수 있습니다씮 이들을 이용해 K를

K(s, t) =

∞∑
n=1

λnen(s)en(t) 씨씶씮씳씵씩

으로 설정하면 주어진 식 씨씳씳씩에 K대신 K을 넣어도 성립함을 L2([a, b])의 내적의 정의와 직교성을 이

용하면 확인할 수 있습니다씮12 그리고 식 씨씳씳씩을 만족하는 앋가 유일함을 보이면 앭앥앲앣앥앲 앴앨앥앯앲앥앭이 증
명됩니다씮

이제 앍앥앲앣앥앲 앴앨앥앯앲앥앭을 이용해 앦앥액앴앵앲앥 앭액앰과 앦앥액앴앵앲앥 앳앰액앣앥를 얻을 수 있습니다씮 식 씨씳씲씩를 보면

K(s, t) =

∞∑
n=1

λnen(s)en(t) = (
√
λnen(s))n∈N · (

√
λnen(t))n∈N 씨씶씮씳씶씩

가 되고 (
√
λnen(s))n∈N를 l2(N)의 원소로 해석하면

K(s, t) = < (
√
λnen(s))n∈N, (

√
λnen(t))n∈N >l2(N) 씨씶씮씳씷씩

가 됩니다씮

정리하면 앦앥액앴앵앲앥 앭액앰 ϕ : X → l2(N)를

ϕ(s) = (
√
λnen(s))n∈N 씨씶씮씳씸씩

와 같이 정의한다면씬 식씨씳씱씩이 성립합니다씮

마지막으로 이런 것들을 하는 이유는 주어진 데이터를 더 고차원으로 앥앭앢앥앤앤앩앮앧을 할 경우에
앣앬액앳앳앩씜앣액앴앩앯앮이나 앣앬앵앳앴앥앲앩앮앧과 같은 문제들을 더 쉽게 풀 수 있기 때문입니다씮 물론 앣액앳앥 앢앹 앣액앳앥이지만씬
앫앥앲앮앥앬 앐앃앁 같은 경우에 이러한 방법을 사용하며 앓앖앍에서도 요구됩니다씮 이때 어떤 경우에 구체적으
로 앥앭앢앥앤앤앩앮앧을 알지 않더라도 앦앥액앴앵앲앥 앳앰액앣앥에서의 내적값만 알아도 주어진 앴액앳앫를 해결할 수 있게 됩
니다씮 따라서 간단한 앫앥앲앮앥앬과 앴앲액앩앮앩앮앧 앳앥앴에서의 앫앥앲앮앥앬값을 통해 얻어지는 앭액앴앲앩앸만 얻어도 어려운 문
제를 간단하게 해결할 수가 있어서 한 때 각광을 받았던 기법입니다씮 성분간 곱의 합을 의미하는 앤앯앴
앰앲앯앤앵앣앴로 주어지는 내적 값들로 구성되는 앭액앴앲앩앸략 앧앲액앭 앭액앴앲앩앸라 하는데씬 이는 분산행렬과 유사한
역할을 할 수 있습니다씮 특히 앐앃앁같은 기법들이 이런 분산에 관한 정보만으로 작동합니다씮
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아앯앮액앬앤 앗씮 앋액앨앮 씨씱씹씹씵씩씮 암앯앰앯앬앯앧앹씺 앁앮 앉앮앴앲앯앤앵앣앴앩앯앮 앴앯 앴앨앥 앐앯앩앮앴씭앓앥앴 액앮앤 앁앬앧앥앢앲액앩앣 앁앲앥액앳씮 아앯앶앥앲 앐앵앢씭
앬앩앣액앴앩앯앮앳씮
앗액앬앴앥앲 앒앵앤앩앮 씨씱씹씸씷씩씮 앒앥액앬 액앮앤 앣앯앭앰앬앥앸 액앮액앬앹앳앩앳씮 앍앣앇앲액앷씭안앩앬앬씬 앉앮앣씮
않앯앨앮 앂씮 앃앯앮앷액앹 씨씱씹씹씴씩씮 앁 앃앯앵앲앳앥 앩앮 앆앵앮앣앴앩앯앮액앬 앁앮액앬앹앳앩앳씮 앓앰앲앩앮앧앥앲 앓앣앩앥앮앣앥 씦 앂앵앳앩앮앥앳앳 앍앥앤앩액씮

12다만 극한을 다루기 위해선 함수의 극한에 대해 엄밀한 정의가 요구됩니다.

씶씸


